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Generelt:

e Besvarelsen skal inneholde sa mange mellomregninger at det tydelig gar
frem hvilke metoder og mellomresultater som er anvendt.

e Sensuren faller i uke 23.

Oppgave 1 Gitt det linesere ligningssystemet
Az = b, (1)

hvor A er en n x n-matrise og b er en vektor med lengde n.

a) La a # % veere et kjent tall og la

4 2 1
A=11 3 1
2 2 «
La 3 veaere et kjent tall, og la
3
b=1|—-p3
g

Finn lgsningen til ligningssystemet (1) uttrykt med « og 3 med Gauss-eliminasjon
med skalért, delvis pivotering. Angi antakelser du gjgr underveis.



Fasit:

b)

Fasit:

c)

Fasit:
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Skaléringsvektoren blir s = [4,3,2]. La videre indeks-vektoren £ = [1,2,3]. Algoritmen sier at vi

skal vurdere stgrrelsene
{M 1<i< 3} .
S¢;

Siden « er en ukjent stgrrelse som potensielt kan pavirke denne vurderingen, antar vi at den ikke
spiller noen rolle for pivoteringsprosessen. Det vil si at vi antar a < 2.

Forholdene vi sgker blir, for fgrste kolonne,

|a4.1| . 41 2
Ploll 1<i<3t =022 24,
{34. sis3 132

i

Den oppdaterte indeks-vektoren blir derfor £ = [1, 2, 3]. Etter eliminasjon i fgrste kolonne far vi

4 2 1 T 3
05 4 )] ={-s-3
0 1 Oé—% I3 ﬂ—%

De neste forholdene blir

|ag; 2| , 5 1
— = :2<1<3,=<=,=¢.
{ Sy, == 6’2

Den oppdaterte indeks-vektoren blir fremdeles uforandret, £ = [1,2,3]. Etter eliminasjon i andre
kolonne far vi

4 2 1 I1 3
05 % |(n)=(z-3
00 a—% T3 -5
Tilbakesubstitusjon gir lgsningen
—9a - 38+ 2a8 -6
Irp =
10a — 8
oy —-3a—03—4aB+6
2T 10a — 8
_78—-6

B ba—4
For hvilke verdier av « er vi garantert at Gauss—Seidel-iterasjonene konvergerer?
Sammenligne med eventuelle antakelser fra oppgave a).

Diagonaldominans sikrer konvergens av Gauss—Seidel-iterasjonene. Det har vi dersom |a| > 4,
altsa a > 4 eller @ < —4. Antagelsen vi gjorde i oppgave a) holder ikke i dette tilfellet. Det gjor
imidlertid ikke noe, da vi i dette tilfellet benytter en annen numerisk metode som gjgr bruk av
andre forutsetninger.

La a = 5o0g B = 1. Utfgr tre iterasjoner med Gauss—Seidel-metoden. La startvektoren
vaere (0 = (0,0, 0)7.

Vi far
1.0083 z® 1.0864

(
1

2 = —0.5833 2 = —0.7139 2 = —0.7229
M= 01333 2’ = 0.0822 2 = 0.0546
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Oppgave 2 Anta at y(z) = az?, hvor a er en konstant som vi ikke kjenner. Vi har gitt
x ulike verdier, x1,xo, ... , x,, og malt tilhgrende verdier, ¥, ys, ... , Y, for y.

a) Vis at a gitt ved

y. 2
E YT
a = 71_,”1 :

Zi:l x?

minimerer summen av kvadratiske avvik fra de malte verdiene.

Fasit: La

n

ola) =Y (az? — ;)

-
Il
-

n n

a’x? — Z 2ay;x7 + Z y:
i i=1 i=1
n n n
=a® fo - ZaZyiwf + ny
i=1 i=0 i=1

WE

s
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-

Vi setter ¢'(a) = 0 og far

n n
¢'(a) = 2“2"’7;‘1 - ZZyixf =0,
=1 i=1
som gir

o= Einzl yzwf
Z?=1 x?

b) Vi antar ni at y(x) = bsin® x og har gjort fglgende observasjoner:

? 1 2 3 4 ) 6 7
z; | 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
¥ | 0.0087 0.1335 0.7724 0.9839 0.8499 0.4166 0.1043

Hvilken verdi vil du gi b7

Fasit: Tilsvarende som for a) far vi at

b= S yisin®(z;)

= 1.0229.
> sin® ()

Oppgave 3 Gitt den ordinaere differensialligningen

dz

i f(t, x), x(to) = xo-

a) Forklar ideen bak Eulers metode for lgsning av ordinaere differensialligninger. Hva
skiller Taylor-rekke-metoder fra Runge-Kutta-metoder?



Fasit:

b)

Fasit:

Fasit:
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Eulers metode integrerer ordingere differensialligninger pa formen
dz
E =f(t,.’l;'), .’E(to) = To.

Den har formen
Tnt+l = Tp + hf(tn; xn);

og bruker linere tilnsermelser for beregning av z,1. h er skrittlengden til metoden. Det fins ogsa
en implisitt Eulers metode som har formen

Tnt1 = Tn + Af(tnt1, Toy1).
Taylor-rekke-metoder baserer seg pa at vi representerer lgsningen ved dens Taylor-utvikling. Den
har formen

1 1 1
ot + h) = a(t) + ha' (£) + 552" (8) + A% () + - + Ehmm(m)(t) e

og en mte ordens metode krever eksplisitt beregning av deriverte av x opp til orden m.

Runge-Kutta-metoder benytter kun funksjonsevalueringer i beregningen av et skritt. Et eksempel
pa en Runge-Kutta-metode er folgende 2. ordens metode:

g (F(t,z(t)) + f(t + h,z(t) + hf(E, (1)) -

Eulers metode er bade en Taylor-rekke-metode og en Runge-Kutta-metode.

z(t+h) = z(t) +

Hva mener vi med en metodes orden?

Med en metodes orden mener vi hvor godt den numeriske tilnsermelsen metoden genererer tilnaer-
mer den eksakte lgsningen som en funksjon av metodens skrittlengde.

Dersom z(t,,+1) er den eksakte lgsningen til et problem ved tidspunkt ¢,+1 0og Z,+1 er den numeriske
lgsningen generert av metoden etter ett skritt fra startpunktet x(t,), vil

T(tng1) — Tng1 = O(hp+1)7

hvor p er metodens orden.

La
fit,z) =11 —2? og  z(0)=0.

Finn en tilnaerming til z(1) ved a bruke Eulers (eksplisitte) metode med en skritt-
lengde pa h = 0.2.

Eulers eksplisitte metode tar ett skritt med lengde h fra x(t) pa folgende mate:
z(t + h) = z(t) + hf(t,2(¢))
Med z(0) = 0 og f(t,z) som gitt i oppgaven, far vi

n| ty Ty T,
0.0 | 0.0000 | 1.0000
0.2 1 0.1920 | 0.9600
0.4 ]0.3526 | 0.8031
0.6 | 0.4558 | 0.5157
0.8 1 0.4862 | 0.1523
1.0 | 0.4389 | —0.2364

il LN = O
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Oppgave 4 Du gnsker & lgse Laplace-ligningen wu; + u,, = 0 pa et omrade i planet.
En kollega foreslar at du bruker stensilen

y+h

med samme nettstgrrelse h i bade z- og y-retning.

Hvilken verdi ma du velge for a for a fa hgyest mulig orden pa stensilen? Hvilken orden
oppnar du maksimalt?

Fasit: Vi Taylor-utvikler og finner fgrst at a = —1 for at u skal forsvinne. Vi star igjen med

wiz—hy +u@+hy tulzy—h)+u@y+h) —4uzy) tu@+hyt+h) —uz—hy—h)

h2
2
gy + gy + 22 ) }:r %W 4 o).
Det gir et meget darlig skjema, som faktisk er av orden —1.
Oppgave 5 Vi gnsker i denne oppgaven a finne en tilnaermelse til integralet

1
4
I:/ dx.
0 1+.’L'2

a) Bruk Simpsons formel med to like delomrader til a beregne en tilnaerming til integralet
1. Bruk videre Simpsons formel med fire like delomrader. Hva far du na?

Fasit: Simpsons formel er gitt ved

a+2h
/ f(z)dz ~

I oppgaven er a =0, h = % og b = 1. Vi far fgrste tilneermelse:

Wl >

[f(a) +4f(a+ h)+ f(a+ 2h)].

47
I = — ~ 3.133.
1= 15 3.133

Dersom vi bruker fire like delomréader, blir A = i og

8011
I, = 2550 3.142.
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b) Hvilken test ville du brukt for a avgjgre om ngyaktigheten til tilnsermelsen oppnadd
i omradet er mindre enn ¢ (altsa ha et utgangspunkt for a styre en adaptiv prosess)?

Hva ville du gjort dersom den foreskrevne ngyaktigheten var ¢ = 0.017

Fasit: Ved & betrakte feilen i integrasjon med Simpsons regel, kan man vise at
1
— 9@ L = (g _ g
I=5%+ 5 (S S ) ,

hvor S er svaret fra Simpsons regel anvendt pa to interval mens S?) er svaret fra Simpsons regel
anvendt pa fire like interval og I er det eksakte integralet. Fra det kan man slutte at stgrrelsen

1
2 g _ (1)‘
15 ‘S s
kan brukes til & styre en adaptiv prosess. Vi krever altsa at
1
2 s _ (1)‘
— ‘s SO|<e

i aktuelle interval.
I oppgaven er € oppgitt til 0.01. Vi finner at
1 7
2 g _ (1)‘:_x'
z ‘S S ==~ 0.0005 <&,

og kravet for & oppna den foreskrevne ngyaktigheten er oppfylt pa intervalet.

Oppgave 6 En funksjon f er kjent i tre punkt:
01]0.5 0.2762

1115 0.2027
212.0 0.6323

a) Finn polynomet med lavest mulig grad som interpolerer f i de tre punktene. Bruk
polynomet til & finne tilnsermelser til £(0.75) og f(1.0).

Fasit: Polynomet ma vare av grad 2. Vi bruker dividerte differenser, og far tabellen

z;  flz] flzi, @] fl@e @iga, Tigo)

.

0 05 0.2762
—0.0735

1 1.5 0.2027 0.6218
0.8592

2 2.0 0.6323

Det gir interpolasjonspolynomet
p2(x) = 0.2762 — 0.0735(z — 0.5) + 0.6218(z — 0.5)(z — 1.5).
Tilngermelser til f(0.75) og f(1.0) er gitt ved henholdsvis
p2(0.75) = 0.1412

0g
p2(1.0) = 0.0840.
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b) Hva kan du si om feilen til interpolasjonspolynomet i punktet z = 1.57

Fasit: Ved definisjon er feilen til interpolasjonspolynomet i punktet x = 1.5, som er et interpolasjons-
punkt, lik null.



