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Oppgave 1
a) Interpolasjonspolynomet blir
In2 9 9
p(z) = ?(—x + 9z — 8) = —0.11552° 4+ 1.03972 — 0.9242.

Feilen i interpolasjonspolynomet er gitt ved (n = 2)

(3)
1) o) = L5 (e - e - 2y ),
eller
If(2) — p(z)] < 22¥L<e<l )] max|(z — 1)(z — 2)(z —3)]  cfor 1<z <4

3!

Her er fO)(x) = 2/23, dvs. maxjc,q | (2)] = 2. Dessuten er |(z — 1)(z — 2)(z — 4)| <
(20 + 14+/7)/27 = 2.1. Tilsammen gir dette

|Inz —p(x)] <0.7 for 1<z<d4.
(I virkeligheten er feilen ca. 0.057, sa grensen over er i overkant pessimistisk.)

b) Vi velger Chebyshev-nodene (se bakerst i oppgavesettet). Imidlertid ma disse overfgres til
intervallet [1,4]:

2i+1
wi:gti+g, t=0,1,---,n, med ti—cos(H_>

2(n+1)"
Dessuten T "
H |z — ;| = <2) H|t—tz‘| < <2) o
=10 i=0
og
!
FUrt (@) = (—D”ﬁ, slikat  [f") (@) <nl, 1<z<4

Det betyr at

nl 3 n+1 1 9 3 (n+1)
In(z) — < G I o .
n(@) =)l < T2 <2) T nt1 (4>

Med litt prgv og feil finner vi at

(n+1)
2
§ <104 for n > 24.
n+1\4




Oppgave 2

Finn et utrykk for feilen

E(h) = f(z) - 2% /_htf(x + ).

Bruk Taylorutviklingen til f(x + ¢) rundt z, samt middelverdisetningen for integraler. Det gir

Sa

h h 2 3
v [ it a= g [ (@ e+ S+ e )

/ 3 " h / h2 M
— e+ g g [ = )+ 35
h2
By = -1 1)

derz—h<v<xz+h.

Oppgave 3

a)

b)

Det lineere ligningssystemet blir (med h=1/4)

—2.0625 1 0 U, sin(r/4)
1 —2.0625 1 Us| = 0.25% | sin(7/2)
0 1 —2.0625| |Us sin(37/4)

med lgsning U; = Us = —0.06827, Uy = —0.09641.

NB! Det er en feil i ligning (2) i oppgaveteksten. Det ble opplyst om dette pa eksamen, men
studenter som har regnet med gal ligning, fikk beskjed om at de ikke behgvde & regne denne
oppgaven pa nytt.

Det linzere ligningssystemet kan skrives som AU = b der A er en tridiagonal matrise, med
—2 — h? pa diagonalen, og 1 over og under diagonalen. Det betyr at matrisen er strengt di-
agonaldominant, dermed er den ogsa ikke-singuleer, og ligningssystemet har en unik lgsning,.

Feilanalysen: Fglg samme argumentasjon som brukt i utdelt notat om to punkts rand-
verdiproblemer.

La u; = u(z;). Da har vi:

Uigr — 2u; +ui—g h?

Differensialligningen: 2 - Eu(‘l) (13) — u; = sin(mx;)
Uiy1 —2U; + U;—
Differenseligningen: it h; i U; = sin(7x;)

der 7; € (z; — h,z; + h). Ta differansen mellom disse:

2
€i+1 — 2e;+e€;—1 e = h—u(4)(7'i)

h? 12

eller
u® ()
12

La j representere punktet (eller et av punktene) der feilen er sterst, dvs. |e;| = max;—1 ... y—1 |e;].
Skriv om ligningen over, og bruk trekantulikheten:

eiv1— (2+h%)e; +e;i_1 = h'g;, gi =

(2+h%)e; = eji1+ej_1—h'g; = (2+h%)|ej| < lejal+lej—1l+h*lg;] < 2lej+h*|g;].



Men det kan skrives om til
lej| < B?|g;l,
eller 2
i:f.r-l?f)qu leil < 12 X [l

c) I dette tilfellet er ikke lenger lgsningen for x = 1 kjent, vi trenger altsa en ligning som gjelder
i dette punktet (¢ = N). Anta at definisjonsomradet for differensialligningen utvides til a
gjelde for © > 1 ogsa. Dermed vil (2) ogsa gjelde for i = N. En 2.ordens tilnzermelse til
randbetingelsene er gitt ved

Unvs1 —Un=a

oh +Uny=1 :>UN+1=UN_1+2h(1—UN).
Settes det inn i differanseligningen (2) for ¢ = N, far vi

2 2+ h?+2h 2
e - A

siden sin(7) = 0. Denne kommer i tillegg til (2), slik at vi far et lineeert ligningssystem i N
ukjente. Matrisen er fortsatt tridiagonalt og strengt diagonaldominant.

Oppgave 4
a) System av forste ordens ligninger:
V] = v, v1(0) =0
vy = —4dv, v2(0) =

To skritt med Eulers metode, med h = 0.1 blir
0.0 10] _ [o0.1
Vi [1.0} o4 [0.0} - [1.0}
0.1 1.0 0.2
V2= [1.0} o4 [—0.4} = [0.96}

b) La I(y(t)) = 4y(t)?> + v/(t)?>. Fra startbetingelsene i (3) ser vi at I(y(0)) = 1. I(y(t)) er
konstant dersom dI/dt = 0. Siden y” = —4y har vi

dI(y(t))

b 8yy' +2y'y" =8yy —8y'y =0.

La v1n & y(tn) 08 van = ¥ (tn), og la I, = 407, + v3,,. Fra figurene ser det ut til at I,
gker ved bruk av Eulers metode, mens den er konstant ved bruk av implisitt midtpunkt. La
oss vise at det er tilfelle.

Eulers metode: Hypotese: I,11 > I,,.

Inr =407 41 03 00 = 4010 + hvon)? + (Vo — 4hrn)? = (1 +4R%) 1, > I,.
Implisitt Midtpunkt: Hypotese: I,,+1 = I,.
IM anvendt pa systemet i punkt a) gir

Vintl = Vin + 5(1)2,71 + V2.n41)

h
5(=4) (V10 +V1041)-

Vo ntl1 = V2. + 5



Lgs denne ligningen mhp. v1 n+41 0g v2 nt1, 0g du far

1 — h? n h 4 h n 1 — h?
Viptl = —=VU1n + ———=V2n, V2mil = — Vin V9.0
15 +1 1+h2 1’ 1+h2 27 2, +1 1+h2 1’ 1+h2 27
Det gir
1— h? h 2 h 1— h2 o,
s =4 (o + ten) + (At + i) = datid, = 1o



