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Vi ser fra residualvektorene (7" og 7), at Z ser ut til & veere den beste approksimasjonen
til den eksakte lgsningen x.

Kondisjonstallet til matrisa malt i 2-normen (||Alls = \/p(ATA)) er
ro(A) = 2.1932 - 10°.

Problemet er altsa darlig kondisjonert, hvilket forklarer at feilvektoren € er stor pa tross
av at residualvektoren 7 er liten.

Med n =10, x = (1,...,1)T (i Matlab):

x=ones (10,1)
A=hilb(10)

b=Ax*x

xt=A\ x

feil =norm(x-xt,inf)
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far vi feil = 3.7952e-004.
Kondisjonstallet beregnet med max-normen (|| - ||« ) for n x n Hilbert-matriser, n = 10:

» cond(hilb(10),inf)
ans =
3.5354e+013



For n =5, 15 far vi

n=>5: |2 — Z[|oo = 1.99 - 10712, (A)oo = 9.44 - 10°
n=10: |z — &|oo = 3.79 - 1074, #(A)s = 3.53 - 1013
n=15: |2 — Z[|oo = 6.73, K(A)s = 8.03 - 10",

og sammenhengen mellom feilen feil og kondisjonstallet framkommer tydelig.

Gjentar vi eksperimentet pa en tilfeldig matrise (A = rand(n)) gir (dine resultater ser
kanskje annerledes ut)

n=>5: |2 — #||oo = 9.44 - 10715, K(A)so = 386
n=10: |2 — #||oo = 5.55- 10715, k(A)so = 351
n=15: |2 — #||oo = 4.00 - 10715, #(A)oo = 68.2.

n =100 : |2 — #||oo = 1.09 - 10713, K(A)oo = 3.33 - 103
n = 1000 : |2 — #||oo = 6.00- 1071, K(A)oo = 5.04 - 10°.

Hilbertmatrisa har altsa sveert store kondisjonstall sammenlignet med en tilfeldig ma-
trise. Likevel ser vi at kondisjonstallet for de store matrisene er stgrre enn for de sma.

Oppgave 2
Kapittel 8.2, problem 3-9:
8.2.3: d 8.2.4: b 8.2.5: ¢ 8.2.6: ¢ 8.2.7: b,d 8.2.8: a 8.2.9: ¢

Merk at fasiten i oppgave 8.2.9 er gal, og at svaralternativ d i oppgave 8.2.7 forutsetter at vi
finner G-matrisa.

(Veer ogsa oppmerksom pa at enkelte forfattere definerer betingelse 8.2.5.b som diagonaldom-
inans, mens definisjonen 1 s. 283 kalles streng diagonaldominans. )

Oppgave 3

Vi ser pa systemet
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o Tilstrekkelige kriterier for konvergens er gitt i Teorem 2 og 3 i kapittel 8.2 i leereboka.
Diagonaldominans, definert i boka som

jaiil > > lasl,

J#



er oppfylt for systemet bortsett fra for den tredje raden der vi har likhet. Vi kan altsa
ikke konkludere fra Teorem 2 at Jacobi og Gauss-Seidel vil konvergere.

Matrisen har apenbart positiv diagonal og er symmetrisk. Hvis den i tillegg er positiv
definitt, vil SOR (og dermed ogsa Gauss-Seidel) konvergere (Teorem 3).

Definisjonen symmetrisk positiv definitt matrise (SPD) A er at 27 Az > 0 for alle x
og at A = AT. En ekvivalent definisjon er at A = AT og at alle egenverdiene til A er
positive. Vi kan enkelt sjekke i Matlab at dette er tilfelle for matrisen vi ser pa (f.eks.
med funksjonen eig).

Sa langt vet vi at SOR (og Gauss Seidel) vil konvergere, men vi vet ikke om Jacobi vil
konvergere.

Siden likningssystemet er lite og vi har Matlab tilgjengelig, kan vi beregne iterasjons-
matrisa G 1 hvert enkelt tilfelle. Vi har

Giac =D Y Cy+CL), Gas=(D-Cp) 'Cy, G, =(D-wlCr) HwCy+(1—-w)D).

Deretter bruker vi Teorem 1 i kapittel 8.2, og sjekker om spektralradien til iterasjons-
matrisa er mindre enn 1. Folgende Matlab-kode gjor jobben for oss:

>> A = [15,-2,-6,0;-2,12,-4,-1,-6,-4,19,-9;0,-1,-9,21];
>> CL = -tril(A,-1);

>> CU = -triu(A,1);

>> D = diag(diag(A));

>> Gjac = inv(D)*(CL+CU);

>> max(abs(eig(Gjac)))

ans = 0.6954

>> Ggs = inv(D-CL)*CU;

>> max (abs(eig(Ggs)))

ans = 0.4874

>> mega = [0:0.1:2];

>> rho = zeros(size(omega));

>> for i=1:length(omega)

>> Gomega = inv(D-omega(i)*CL)* (omega (i)*CU+(1-omega(i))*D) ;
>> rtho(i) = max(abs(eig(Gomega)));

>> end

>> plot (omega,rho)

Siden Gyjac = 0.70 < 1, o
Ggs = 049 < 1og G, < 1,
som vi ser fra figuren (for ulike
valg av w), konkluderer vi med
at alle metodene vil konverg-
ere. Det ser ogsa ut til at
w = 1.2 vil gi raskest konver-
gens (sjekk det selv!).




e (Ikke i boka, men veldig nyttig.) Vi kan lette litt pa kriteriene i Teorem 2, kapittel
8.2. Anta at systemet Ax = b ikke kan dekomponeres i uavhengige undersystemer ved
ombytte av likninger og variabler. Da vil bade Jacobi og Gauss-Seidel konvergere hvis
den svakere betingelsen

jaiil > Y laigl,  i=1,---,n
J#i
og
lakk| > Z |lag;], for minst en verdi av k, 1 <k <mn
7k
er oppfylt. Hvis i tillegg A = AT og a;; > 0,7 = 1,--- ,n, er A symmetrisk positiv
definitt.

Bruker vi dette, ser vi ogsa at alle metodene vil konvergere.

Systemet (1) har lgsning

26.5492
_ 9.3537
| 13.2550
6.1261
Oppgave 4
Computer Problem 8.2.3:
Metode ‘ Iter. ‘ Lgsning
Jacobi 77 | (—0.999962,0.999956, —0.999999, 0.999954)
Gauss-Seidel | 38 | (—0.999957,0.999954, —0.999992, 0.999957)
SORu—14 12 (—1.00003, 1.00002, —1.00001, 1.00000)
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Computer Problem 8.2.4: Et

plot for ulike verdier av w er
gjengitt til hgyre.
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