OVINGER 2017
Lgsninger til oppgaver

Oving 12

7.1. Med utgangspunkt i de n = 5 observasjonsparene (x1,y1), (Z2,y2), - - -, (Z5,Y5)
beregner vi forst middelverdiene

—_

§% = —— Z(I, —-7)?=17 og s =—— Z(yz —9)° =13

Korrelasjonen til observasjonsparene er dermed

SXY 1.4

\/sﬁfsf, V1.7-1.3

Lag = &+ B:c veaere likningen som beskriver minste kvadraters rette linje. De
estimerte koeffisientene er

R 2 1.3
B=r- X —p |2 209417 /72 = 0.8235
Sx S% 1.7

og R
a=y—p-r=24—-0.8235-3.2=—-0.2352.

Med disse tallverdiene er uttrykket for minste kvadraters rette linje

y = —0.2352 + 0.8235z.

Denne linja er tegnet inn i spredningsplottet.



7.4. Vi har fglgende korrigerte datasett.

Motorstgrrelse  (hk) 75 145 55 88 122
Bensinforbruk y (liter/mil) 0.48 0.52 0.53 0.97 0.78

Korrelasjonen til disse dataene er

5
Z Z 2.91
i SXY Zz 1z — %) (yi — 9) — = (0.0948.

NEEa o mi— ) Y (g V52580173

Koeffisientene til den nye regresjonskurven blir
. 52 0.1793
n—1)sy
=r-— = 0.0948 - = 0.00055
p=r \/ ?X V 5258

G =17y—f-7=0.656—0.00055 - 97.0 = 0.603.
Regresjonskurven for det korrigerte datasettet er altsagitt ved
y = 0.603 + 0.00055z.

Utfra dette ser vi at den ene feilregistreringen utgjor forskjellen mellom en signifikant
sammenheng og ingen sammenheng. Effekten av a endre en observasjon avtar et-
tersom antall observasjonspar n gker, sa med n = 500 vil en enkelt feilregistrering
ha liten innvirkning pa resultatet.

0g

7.5. Med det nye datasettet hvor motorstgrrelsen males i kilowatt, far vi empirisk
korrelasjon

Yol -D)yi-y 22131
\/Z (s —2)2- 300 (g — 7)? V/2808.5 - 0.2842

2

= 0.7833,




altsa samme korrelasjon som i eksempel 7.1. Dette er forventet, siden det bare
er skalaen til observasjonene som er endret i forhold til datasettet i eksempelet,
og nevneren i uttrykket for r kompenserer for skalaen. Estimert kovarians blir
imidlertid ikke lik (5.53 i stedet for 7.57).

Regresjonslinjen for kilowatt-dataene har estimert stigningstall

. sy 0.2842
—r. Y —0.7833.
b=r- 2808.5

og estimert skjeeringspunkt

G=9y—pB-7=0.77—0.0079 - 70.88 = 0.211.

= 0.0079,

Skjeeringspunktet er med andre ord det samme som fgr, mens stigningstallet er
stgrre. Sammenligner vi stigningstallene i denne oppgaven og i eksempel 7.1, ser vi
at forholdet mellom det nye og gamle stigningstallet er 0.0079/0.00576 = 1/0.73,
altsa forholdet mellom enhetene kW og hk.

7.8 (6). Bruker vi relasjonen Z = 32+ X - 9/5 til a transformere temperaturene
x1,Ta, ..., Ty, far vi Fahrenheit-temperaturene

9
zi:32+5xi, for 1=1,2,...,n.

Middelverdien til de transformerte temperaturene blir
1 1 9 1 5
Z n%z n%( +5$) n(n—i—g%as)

9 1 9_

Den estimerte kovariansen mellom Y og Z blir
1

szv = : (zi —2)(yi —9) =
:n11;<[32+§%} — {32—1—%96])(%—?/):
= LS Y- D 5) = gy

7

og den estimerte variansen til Z blir

sQZ:nilz(zi—z)%nilz({z&ﬂgmi] - [32+§;z]>2:

(2 3



S (eea) - () s e (3)

i %

Setter vi dette inn i uttrykket for korrelasjonen mellom Z og Y, far vi

ro = —SZY (9/5)sxy  sxv .,
zy = = = =Txy-
N A 5 e A o

Korrelasjonen endres altsa ikke av transformasjonen fra Celsius til Fahrenheit. Samme
argument gjelder for andre linesere transformasjoner, for eksempel den i oppgave 7.5.
La regresjonslinjen for X veere gitt ved

§ = b + Bz = 9.5+ 0.5z

Relasjonen mellom X og Z gir

9
z:32+5x
9
5x:z—32

5
x:§(z—32),

slik at likningen for regresjonslinjen kan skrives om til
L 59D . > . 5 4 A A

Regresjonslinjen for Z har dermed skjeeringspunkt

5 . 5
G = Gy — 5 - B, 32 =95 £ 0.5-32 = 0.6111

og stigningstall

5 D )
.= — Py == -0.5=0.2778.
P 9 P 9

Regresjonslinjen for Z beskrives altsa av likningen
y = 0.6111 4 0.2778z.

Vi kan oppsummere oppgave 7.5 og 7.8 (6) ved a si at en ren skalering av dataene
(multiplikasjon med en konstant) kun endrer stigningstallet til regresjonslinjen, mens
en generell linesger transformasjon (skalering og translasjon) pavirker bade stign-
ingstallet og skjeeringspunktet. Korrelasjonen vil veere uendret i begge tilfeller.



7.7. Kaller de seks observasjonsparene av kroppshgyde og vekt (x;,y;), i =

1,2,...,n, hvor n = 6. Regresjonslinjens koeffisienter estimeres til
. (i —2)(yi — ¥y 751
po 2@ - DW=y — 0.8580
> iz —x)? 875.3333
0g

G=7—f &=76—0.8580-173.6667 = —72.9989.

Den estimerte variansen til feilleddet er

1 1 . N2 125.6729
2 _ a2 - S _ _
R Z(yz 9= E (y & ﬁ:cz) —5 g = 314182

3 K3

slik at estimert standardavvik blir s = 5.6052. X
Var beste gjetning pa standardfeilen til koeffisientene & og [ er

SE(@) = | —225T 300813 og  SE(R) = 4= — 01895
T\ wm— o i VS T
slik at variablene R

a—a o B—0

SE(&) SE(B)

er tilneermet ¢-fordelte med n — 2 = 4 frihetsgrader. Vi kan derfor lage 95% konfi-
densintervaller for @ og 8 ved a finne endepunktene

Gt tyg0es - SE(Q) = —72.9989 + 2.776 - 32.9813
0g

B+ ty000 - SE(B) = 0.8580 + 2.776 - 0.1895.

Dette gir intervallene (—164.555,18.557) for «, og (0.332,1.384) for 5. Siden 95%
konfidensintervallet for 3 ikke inneholder null, kan vi si med 95% konfidens at vekten
gker nar kroppshgyden gker. For a finne ut hvor sikre vi egentlig er pa dette, kan
vi finne p-verdien til en ensidig test av hypotesene

H0:5§0, H15>0

Bruker 3/SE(j3) som testobservator, og antar at denne er t-fordelt med fire frihets-
grader. Forkaster H pa signifikansniva o hvis observert verdi av testobservatoren er



storre enn den kritiske verdien ¢, .. Utfra estimatene av 5 og SE(S) har vi observert
verdi

B 0.8580
SE(3) 0.1895

I kvantiltabellen til t¢-fordelingen finner vi at 4001 = 3.747 og ta0005 = 4.604.
Stigningstallet er dermed signifikant stgrre enn null pa signifikansniva 0.01, men
ikke pa signifikansniva 0.005. Testens p-verdi ligger et sted mellom disse nivaene.
Det er altsa mer enn 99% sikkert at vekten gker nar kroppshgyden gker.

Forventet vekt for person med hgyde x = 175 cm er

= 4.5277.

§=a+ fr = —72.9989 kg + 0.8580 kg/cm - 175 cm = 77.1439 kg.

Et 95% prediksjonsintervall for ¢, i kg, har endepunktene

) 1 (z—-z)? 1 (z—2)?
:|: tnf : 1 - - :l:t . 1 — =
y 2,0.025 5\/ + - + S (21— 7)° Y £ t40.025 5\/ + 6 + S (2 — 7)?

1 (175 —173.6667)2
= 77.1439 £ 2. -5.60524/1 4 — =
77.1439 776 - 5.605 \/ + G + 3753333

= 77.1439 + 16.8214,

som svarer til intervallet (60.3225,93.9653).
Forventet vekt for basketballspilleren med hgyde x = 220 cm er

§ =&+ Bz = —72.9989 kg + 0.8580 kg/cm - 220 cm = 115.7521 kg

og grensene for det tilhgrende 95% prediksjonsintervallet er

1 (x —7)?
bt P T e P
U £ 140,025 S\/ + - + S (@ —7)2

1 (220 — 173.667)?
= 115.7521 & 2.776 - 5.60524/ 1 + — _
\/ T T 8753333

= 115.7521 £+ 29.6017

som gir intervallet (86.1504, 145.3538).
Nar hgyden er x = 100 cm far vi forventet vekt

y=a+ ﬁAx = —72.9989 kg + 0.8580 kg/cm - 100 cm = 12.7970 kg,

med tilhgrende 95% prediksjonsintervall (—29.4345, 55.0285), funnet pa samme mate
som fgr. De malte hgydene x1,x,, ..., x, som inngar i datasettet ligger alle mellom



156 cm og 191 cm. Nar vi beregner forventet vekt for hgydene x = 220 cm og
x = 100 cm bruker vi modellen utenfor omradet hvor vi har observasjoner, og vi
kan derfor ikke stole like mye pa disse prediksjonene som pa den fgrste, for x =
175 cm. Dette gjenspeiles av bredden pa prediksjonsintervallene. Nar x = 175 cm
er prediksjonsintervallet 34 kg langt, mot 59 kg nar x = 220 cm. For z = 100 cm er
den nedre grensen til prediksjonsintervallet sagar negativ. Siden en negativ vekt ikke
gir fysisk mening, er dette en indikasjon pa at vi har beveget oss utenfor modellens
gyldighetsomrade.

Tilleggsoppgave:

De tre kvadratsummene blir

SSr =Y (y:—y)* = 770.00,

%

SSp=» (5 —9)* =Y _(a+ Bz; — ) = 644.33
og

SSp =" (yi—9)* = (yi — & — Bx;)? = 125.67.
Viser at SS7 = SSg+ 5SSk, som alltid. Andelen av variasjonen i vekt som forklares
av modellen er

2 SSr  644.33
~ SSy 7700
Spredningsplott med inntegnede avvikskvadrater er vist nedenfor.

= (.8368.
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8.3. Lar X og Y vere alder for gjenstander fra henholdvis vest og ¢gst. Antar at
X og Y er normalfordelt med forventninger p; og ps og samme varians o2. Vi skal
teste Hy : p1 = po (lik alder) mot Hy : py # po (ulik alder). Beregner interpolert

varians
g2 _ 14 -177% 4+ 11 - 1602

—2
2 7 8308

slik at S, = 169.7.
Beregner
1499 — 1536

T — =
169.74/1/15 + 1/12
etter ligning 8.3.

Kan ikke forkaste Hy siden |T'| 2 to.025 = 2.060 (15 + 12 — 2 = 25 frihetsgrader).

—0.563



