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Lgsninger til oppgaver

Dving 6

4.10 (7). Fra oppgave 4.5 (¢ving 4) har vi forventningsverdien og variansen til
X

Y

E[X]=0.92, Var[X]=1.13.

Lineserkombinasjonen Z = —5X + 8Y har forventningsverdi

E[Z] = —5E[X] + 8E[Y] = —5-0.92 + 8 - 1.45 = 7.0,

og, forutsatt at X og Y er uavhengige, varians
Var[Z] = (=5)*Var[X] + 8Var[Y] = 25 - 1.13 + 64 - 2.5075 = 188.73.

4.11 (8). Fra eksempel 3.8 har vi sannsynligheten P(G) = 0.514 for a fa en gutt,
som betyr at sannsynligheten for a fa en jente er P(J) =1— P(G) =1 —0.514 =
0.486. Vi lar fortsatt Y veere antall jenter blant de fire barna. Sannsynligheten for
a fa null jenter er

P(Y =0) = P(G)* = 0.514* = 0.0698,

siden dette kun kan skje pa en mate. Sannsynligheten for a fa en jente er

4

P(Y =1) = (1) P(J)P(G)? = 4-0.486 - 0.514° = 0.26399

siden dette kan skje pa ( 4

1 ) mater. Pa samme mate finner vi at sannsynligheten

for a fa to jenter er

PY =2) = ( ‘21 )P(J)2P(G)2 =6-0.468 - 0.514% = 0.37441,

mens sannsynligheten for a fa tre jenter er

P(Y =3) = < ;,l )P(J)3P(G) =4-0.486" - 0.514 = 0.23601,

og sannsynligheten for a fa fire jenter er



P(Y =4) = P(J)* = 0.486% = 0.055789.

Vi vil sammenligne denne sannsynlighetsfordelingen med den opptinnelige fordelin-
gen fra eksempel 4.2, hvor sannsynlighetene er beregnet med P(G) = P(J) = 0.5.
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Det grupperte sgylediagrammet har sgyler med hgyder tilsvarende P(Y = y), for
0 <y < 4, fra begge fordelingene. Den mer ngyaktige sannsynlighetsfordelingen
er forskjovet litt mot venstre sammenlignet med den opprinnelige fordelingen, men
forskjellen er ganske liten. Hvorvidt det var verdt strevet a regne ut de ngyaktige
sannsynlighetene kommer an pa hva modellen skal brukes til.

4.16 (13). Sannsynlightestetthetsfunksjonen f(z) ser ut som en trekant med
hjgrner i (0,0), (1,1) og (2,0).

Sannsynlighetene P(X < 1/2) og P(3/4 < X < 3/2) tilsvarer arealene av de
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fargelagte omradene under grafen til f(x). Integrasjon av f(x) gir

1/2
0

P(X <1/2) = F(1)2) = /01/2 flz)de = / zdr = Bxﬂ e % (%)2 = é = 0.125.

0g

3/2 1 3/2
P(3/4< X <3/2)= f(x)dx:/ xdx—i—/ (2 —x)der =
3 1
1,1 1,17 1 7 15
—|= 2 — = — . Lo 22 = 2 059375
{2m]3/4+[x 237} 5 16+ 5173 0.59375

Forventningsverdien til X er
2 1 2
E[X] :/ xf(x)dx:/ xzdx+/ (27 — 2?)dx =
0 0 1
1] 21 1 1 7
= {—xﬂ + [332——333] =422 -1 (22-1P)=-+3--=1,

37 1, 3 3 3 3

som man ogsa kan se utfra symmetrien i f(z). Andremomentet til X er
2 1 2
E[X?) = / 2 f(x)dr = / idx +/ (227 — 2%)dx =
0 0 1

141+23 1.,71° L 14 15 7
= |-z - == =+ == — ==
A7 ], 137 47 ], 473 4 6

og variansen er

Var(X] = E[X?] - B[X]? = g TN é

4.18 (14). Figuren visier grafen til f(x) for 0 < x < 1.5. Det fargelagte omradet
under grafen, for 0.5 < z < 0.8, tilsvarer sannsynligheten for at X ligger mellom 0.5
og 0.8,

0.8 0.8 1 0.8
P05 < X <0.8) = f(z)dz = 3/ (1—z)%dr =3 {—5(1 — x)?’} =0.117.
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0 0.5 i 15
Forventningsverdien til X er

E[X]:/lef(x)dx:?)/olx(l—x)de: /le(1—2x+x2)d:v:

1o 23+141 12 1 1
=3 |2 — =x -xr | = ——=+—-] ==
27 37 47, 2 3 4) &

sa mynten kan forventes a lande 25 cm fra veggen.

4.19 (15). Vi finner marginalfordelingen til X ved a summere simultanfordelin-

gen over y
2

PX=2)=)» P(X=xY=y), =01,

y=0

og vi finner marginalfordelingen til Y ved a summere over z,

P(Y=y)=> P(X=zY=y), y=01.2

PX=0)=P(X=0,Y=0)+P(X=0Y =1)+P(X=0Y =2) =
—0.140.1+0.2=04,
PX=1)=P(X=1LY=0+PX=1Y=1)+PX=1Y=2)=
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=0.3+0.2+0.1=0.6,
0g

PY=0)=P(X=0,Y=0)+P(X=1,Y=0)=01+03=04,
PY=1)=P(X=0Y=1)+P(X=1Y=1)=01+02=0.3,
P(Y=2)=P(X=0,Y =2)+P(X=1,Y =2) =02+0.1=0.3.

Forventningsverdien og variansen til X er

Y
Y

0g

Var[X] = i (z— E[X])’P(X =2) = (0—0.6)2-04+ (1 —0.6)>-0.6 = 0.24.

=0

Forventningsverdien til Y er
2
E[Y]=) yPP(Y =y)=P(Y =1)+2P(Y =2) = 0.9,
y=0

og variansen er
2

VarlY] = (y— E[Y])’ P(Y = y) =

y=0
=(0-09)%-04+(1-09)%-03+(2—-0.9)?*-0.3 =
=0.9%-04-+0.1%-03+1.1*-0.3 = 0.69.

Dersom X og Y er uavhengige, sa er
P(X=z,Y=y)=PX=2)P(Y =y)

for z € {0,1} og y € {0,1,2}. Vi tester med z = y = 0, og finner at produktet av
de marginale sannsynlighetene er

P(X =0)P(Y =0) =0.4-0.4 = 0.16,

mens den simultane sannsynligheten er P(X = 0,Y = 0) = 0.1. Altsa kan ikke X
og Y veere uavhengige. Siden verdien av X er mellom 0 og 1, og verdien av Y er
mellom 0 og 2, sa ma verdien av differansen W =Y — X vere mellom —1 og 2.
Sannsynlighetsfordelingen til W er

PW=-1)=P(X=1Y =0)=0.3,
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PW=0)=P(X=0Y=0+P(X=1Y=1)=01+02=0.3,
PW=1)=P(X=0Y=1)+P(X=1Y=2)=01+01=0.2,
PW=2)=P(X=0Y =2)=0.2.

Forventningsverdien til W er

EW]= Y wP(W =w)=—-P(W=-1)+P(W =1)+2P(W =2) =

w=-—1

=—-03+02+2-02=0.3,

og forventningsverdien til W2 er

EW? =Y w’P(W=w)=P(W=-1)+P(W =1)+4P(W =2) =

w=—1

=03+02+4-02=1.3.

Variansen til W er dermed

Var[W] = E[W? — E[W]* =13 - 0.3* = 1.21.

4.20 (16). a) Simultanfordelingen i tabell 4.8 gjelder for 0 < z < 7 0og 0 <
y < 4. For a regne ut sannsynligheten for at X =Y, summerer vi sannsynlighetene
P(X =k, Y = k) for k mellom 0 og 4,

4
P(X=Y)=Y P(X=FkY =k) =009+ 0.09 + 0.07 + 0.01 + 0 = 0.26.

k=0

For a finne sannsynligheten X —Y = 5 summerer vi P(X = k,Y =k —5) over alle
gyldige verdier av k, altsa de som oppfyller bade 0 < k <7 og 0 <k —5 <4, som
er ekvivalent med 5 < k < 9. De gyldige verdiene av k er derfor 5 < k£ < 7, og
sannsynligheten for at X —Y =5 er

P(X-Y=5)=Y P(X=kY=k-5)=

—P(X=5Y=0+P(X=6Y=1)+PX="7Y=2)=
= 0.01 + 0.01 4 0 = 0.02.



Sannsynligheten for at produktet XY er mindre enn eller lik fire er

P(XY<4)=) P(X=zY=y) =

zy<4
— P(0,0) + P(1,0) + P(1,1) + P(2,0) + P(2,1) + P(2,2)+
+P(3,0) + P(3,1) + P(4,0) + P(4,1) + P(5,0) =
= 0.09 + 0.11 4 0.09 + 0.07 4+ 0.12 + 0.07+
+0.05 + 0.09 + 0.01 + 0.03 + 0.01 = 0.74,

der P(x,y) er en forenklet skrivemate for P(X = z,Y = y), og kombinasjoner av z
og y med P(x,y) = 0 er utelatt. Sannsynligheten for at XY er stgrre enn fire er na

P(XY >4)=1-—P(XY <4)=1-0.74 = 0.26.

b) Verdimengden til Z = X + Y er V; ={0,1,...,11}, siden Vx = {0,1,...,7}
og Vy ={0,1,...,4}. Sannsynligheten for at Z = 3 er

P(Z=3)zP(X+Y:3):iP(X:k,Y:3—k):

—P(X=0Y=3)+P(X=1Y=2)+P(X=2Y=1)+P(X =3,V =0) =
=0+0+0.12+0.05=0.17.

Ved a bruke samme metode, finner vi sannsynlighetsfordelingen til Z,

P(Z:z):P(X+Y:z):i:P(X:k:,Y:z—k:).

P(Z ==z)
0.09
0.11
0.16
0.17
0.17
0.07
0.07
0.06
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0.01
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Forventningsverdien til Z er

11
E[Z)=) 2P(Z=2)=0-009+1-011+ ...+ 11-0.01 = 3.73,
z=0

og forventningsverdien til Z?2 er

11
E[Z’) =Y 2*P(Z=2)=0"-0.09+1%-0.11+ ...+ 11*-0.01 = 20.77,
z=0

slik at variansen er

Var|Z] = E[Z% — E|[Z]* = 20.77 — 3.73* = 6.8571.

¢) Vi beregner forventningsverdi og varians til X og Y utfra de marginale sannsyn-
lighetene opgitt i tabellen. Forventningsverdiene er

EX]=) aP(X =2)=0-0.09+1-0.20+...+7-0.03 =261
og
4
EY]=) yP(Y =y)=0-034+1-035+ .. +4-0.03 = L12,
y=0

mens variansene er

Var[X] = Z(a:—E[X)QP(X =) =

=0

= (0—2.61)%-0.09 + (1 —2.61)*-0.20 4 ... + (7 — 2.61)* - 0.03 = 3.0779.

0g
4

VarlY] =Y yP(Y =y) =

y=0
=(0—1.12)%-0.34 + (1 — 1.12)*- 0.35 4 ... + (4 — 1.12)*- 0.03 = 1.1456.
d) Fra b) har vi E[Z] = 3.73. Til sammenligning er

E[X]+ E[Y] = 2.61 + 1.12 = 3.73.

Vi har altsa
E[Z] = E[X +Y] = E[X]+ E]Y],
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i overensstemmelse med regel 4.12. Den enkleste maten a finne E[Z] pa er a regne
ut E[X] og E[Y] hver for seg, og deretter bruke regel 4.12. Da slipper man a finne
sannsynlighetsfordelingen til Z.

e) Variansen til Z er Var[Z] = 6.8571. Summen av variansene til X og Y er

Var(X] + VarlY] = 3.0779 + 1.1456 = 4.2235.
Det at Var[Z] = Var[X 4+ Y] er storre enn Var[X] 4+ Var[Y] stemmer med at X og
Y er positivt korrelerte, siden

VarlX + Y] =Var[X|+ Var[Y] + 2Cov[X,Y]
jamforregel 4.15.

4.21 (17). Standardavvikene til X og Y er

ox =/ Var[X] = V9 =3 og oy = \/Var[Y] = V16 = 4.

Korrelasjonen mellom X og Y er

Cov[X,Y] 5 5
Corr| X,Y| = = = —.
R e S R b
Variablene er ikke uavhengige, for om de var det ville korrelasjonen mellom dem
veert lik null. Variansen til lineserkombinasjonen 3.X — 4Y er

Var[3X —4Y] =3* - Var[X] + (—4)* - Var[Y] +2-3 - (=4) - Cov[X,Y] =
=9-9+16-16 — 24 -5 = 217.

4.25 (19). Forventningsverdiene til X og Y er
EX]=0-P(X=0)+1-P(X=1)=0-04+1-0.6=0.6.
og
EY]|=0-PY=0)+1-PY=1)4+2-P(Y=2)=02+42-04=1.
Forventningsverdien til produktet XY er

EXY]=> ) ayP(X =z,Y =y) =

=0 y=0
—1-P(X=1Y=1)42-P(X=1Y=2)=1-04+2-0.3=0.6.
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Kovariansen til variablene er

Cov[X,Y] = E[XY]| - E[X]E]Y]=06—-0.6-1=0,
og dermed er ogsa korrelasjonen lik null, siden
Cov[X,Y]
\/Var [(X|Var[Y] .

Corr[X,Y] =

Variablene er ikke uavhengige, for vi har ikke
P(X =2,Y=y)=PX =2)P(Y =y).

For eksempel er P(X =0,Y =0) = 0.1, mens P(X =0)P(Y =0) =0.4-0.4 = 0.16.
Det at korrelasjonen mellom X og Y er null, betyr ikke ngdvendigvis at X og Y er
uavhengige.

4.27 (21). Forventningsverdien til U er

E[U] =100 - P(U = 100) + 180 - P(U = 180) + 400 - P(U = 400) =
=0.3-100+ 0.4 - 180 + 0.3 - 400 = 222,

og forventningsverdien til K er

EK]=1-P(K=1)+2-P(K=2)=1-06+2-04=14.
Nar U og K antas uavhengige, har vi Cov[U, K] = 0, og forventet kostnad blir

E[T)=FE|UK|] = E[UJE|K] =222-1.4 = 310.8.
Hvis U og K fglger simultanfordeling 1, blir den forventede kostnaden

E[T] = E[UK] =) ukP(U =u,K =k) =

=180-1-0.30+400-1-0.304100-2-0.30 4+ 180 -2 -0.10 = 270.
Hvis U og K folger simultanfordeling 2, blir forventet kostnad
E[T)=E[UK] =) ukP(U=uK =Fk)=
u,k

=100-1-0.30+180-1-0.30 4180 -2-0.10 4400 - 2 - 0.30 = 360.

Nar U og K er negativt korrelerte, som i simultanfordeling 1, blir F[U K] mindre
enn dersom variablene er uavhengige. Nar U og K er positivt korrelerte, som i
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simultanfordeling 2, blir E[U K| storre. Dette kan forklare underbudsjettering hvis
positiv korrelasjon mellom varighet og kostnad ikke tas hensyn til.

4.29 (23). La p = 0.206 veere sannsynligheten for suksess, altsa at selskapet
finner en agent i en gitt uke. La Z veere antall uker med leting for selskapet finner
en agent. Da er sannsynlighetsfordelingen til Z gitt ved

P(Z=2)=1—-p)*!p forz=1,2,....
Forventningsverdien til Z er

B2 =Y aP(Z=2) =3 2= p) " p= 113 a0

z=1 z=1

med ¢ =1 — p. Siden

> 1
ng" = ——— hvis |¢| < 1
2" = gy sl
har vi
p q p  l1-p 1

ElZ]

S l-p (@-1?2 1-p (-p? p
Setter vi inn tallverdien p = 0.206 far vi E[Z] = 1/0.206 = 4.854.
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