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Vorrede. 

Die vor li egen de Ahhandlung stellt den crsten Versuch dar, sta
tistischen Reihen, wclchc ans kleineu absoJutcn Zahlcn bcstehen, vom 
Standpunktc <ler "\Yahrscheiulichkeitsrcchnung aus lliihcr zu trcten. 
Fafst 1�rnn z. B. irgen<l einen der kleinsten deutschcn Bundesst.3aten 
ins Augo, so pflcge:n darin in jedem Jahr scltcn iiber 10 wei.bliche 
Sclbstmorde vorzukommcn. In manchcm Kalcn<lcrjahr ge1angt uber
haupt l�ei11 cinzigcr solcher Fall zur Verzeichnung. Dje detaillirtcn 
statistischen N achweise unscrcr Zcit bicten rccht vie1e Beispiele von 
statistischcn Heiben der scsaglen Art. Solchc Reihcn sind aber von 
der wisscnschaftlichen Statistik bisher kaum eines Blickes gewiirdigt 
worden, und zwar ans dem Grunde, weil bei so kleincn Zah]en die 
"\Virkung <ler zuf:iJligen Ursachcn zu stark hcrvortrcte. Ilier kommt 
es in der That nicht seltcn vor, dafs von zwei unmittelbar rmfeinande:r 
folgenden Zahlen <lic eine um cin vielfachcs die audere iibertrifft., jn., 
dafs das V crhiiltnis der einen dicser Zahlen zu der andcren ( wenn 
letzterc. g]eich Null ist) <lurch <len Zah1cnwcrt unendlich ausgedriickt 
wird. Da nun aber jede Folgerung aus Zahl en, ,ve1che eine· statidische 
sein wrn, sich st.et.s auf die Voraussctzung grunde, dafs sich die Wir
kungen der zutilligen Ursachen ausglcichen, so seien, meint man, jcne 
kleinen Zahlen an Eich oifonbn..r wertlos. 

Sov.-·eit es sich um die Ergrundung dcsjeuigen Thciles der Er
scheimrngcn han<lelt, we1cher von den Wirkungcn der zufalligen Ur
sachen ge,vissermafscn als unabh;ingig ge<lacht ist, er�cheint die 
Geringschatzung der kleincn Zahlcn als vollkommen begriindet. Nicht 
aber, wcnn es darnrn zu thun ist, gerade die Gesetze des Zufalls an 
den stalistischcn Dn.tcn zu untcrsuchen, d. h. <lie Frage zu prilfen, ob 
die Y orstellungen un<l Lehren der ,vahrscheinlichkcit.srcchnung auf die 
Statistik amvcndbar seien. Dcnn eB ist ein mcthodologischer Grund
satz jeder Erfabrungswjssenschaft, die Bedingungen <ler Erfahrung stets 
so zu gestalten, <lafs die Wirkungen des Faktors, ,velcher zu erfassen 
und zu erforschen jst, moglichst zur Geltung gclangen. 

Dicser Gedankc hat den Verfassor bci der Untcrsuchung geleitct, 
cleren rnalhematisehc Grun<llcgung den Gcgcnstand des ersten Kapitcls 
bildet:. Irn zweiten Kapitel ist an <ler Hand der cntwickcltcn Formeln 
versncht wor<len, iiber enngc Daten der Sclbstrnor<l- und der Unfall-



VI Vorrcde. 

statistik, welche sjch als Ilcihen kleincr Zahlen darstellen, das Licht 
der VVahrscheinlichkcilsrechnuug zu verbreitcn. Es crgab sich, dafs 
die Lei den untcrsuchten Rcihcn gefundenen Schwankungen den Vor
aussagungcn der 'l'h(!orie fast vo1lstiindig entsprechen, ,vorin eben das 
Geset.z der kleinen Zahlcn bestcht. 

Es galt nun, <lieses fiir <lie Frage <ler Anwendharkeit der \V �hrschein-
lichkeikrechnung auf die 8tatistik giinstige Resultat mit dem anderen 
scheinbar unglinstjgen in Einklang zu bringen, welcheB da.rin zum Aus• 
clruck kommt, dafs die grafsen Ereigniszahlcn bezw. die aus grafsen 
Ercigui::;zahlen ahgelcitetcn V crhaltniszahlcn der Statistik, sellene Falle 
ausgenornmen, der Unterwerfung unter die Forme]n des Poisson'schen 
Geset.zcs der grof sell Za.blen notorisch Trotz lJieten. Ilierzu di ente 
dem Verfasser die in der Hauptsache aus ei�1em Artikcl von Lexis 
iibernommene, aber in etwas ahweichender \Veise hegriindete Theorie 
des Fehlcrexce<lcnten, welchcr das dritte Kapitel gewidmet ist. Es sei 
bier vor einer V ermcngung des diescr Theorie zu Grunde gelegten 
Schem�s einer wechselnden '\Vahrscheinlichkeit mit dem Yon Poisson 
behan<lelten Fall vor:inderlicher Chancen ausdriicklich gewarnt. 

Die Theorie des Fehlere:xcedenten liefcrt den Schlu.ssel zur Er
kliirung jenes schein baren ,,7iderspruches zwjschen dem Verhalten der 
grofscn und dem Verhalten der kleinen Ereignisza.hlen. Die nam.lic.he 
Theorie in VerbinduJJg mit den im zwciten Kapjt.el vorgebracht.en 
Thatsachen vermag ferner der Auffassung, wonach die statistischen 
Zahlen cin Ergcbnis gcwisser Allgemejnbedingungen des Geschehens 
wiircu, iu wclche zufiillige Ursachen bjneinspielen, eine St.ufze zu Ieihen 
und auf <liese Y{ eise je11c Vorstellung Yon ejuer spezifisch-statistiscben 
Geset.zmåfsigkcit, wekhe in Folge der Mjfsgriffe "Quetelet's und seiner 
Auhiiuger fast jedcn Kredit verlorcn zu haben. schien, wieder zur Gel
tung zu bringen. 

Viellcicht wird der Leser fin den, dafs die Basis, auf welche sich 
eine Scblufsfolgernng von so grofscr Tragweit.e aufbaucn ·w·ill, keine 
hinreicbend Lrcite und feste sei. Darliber ,vird sich eventuell disen
tieren lassen. hlogc n ur <las "\Verkchen, <las hiermit der Offcutlichkeit 
iibergeben wird, auf die Pflege der angewandten \Vahrscbeinlichkcits
rcclrnung hclehcnd einwirken und <lazu beitragen, fiir dieses 'V\1issens
geb1ct weitere Kreise zu intcrcssieren! Daflir sollte durch die Heraus
gabe der Arbeit in Fonn einer sclbstiin<ligen Brochiire mit gesorgt 
wcrden. 

Den 12. November 1897. L. B�
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Erstes Kapitel. 

§ 1.

Dezeicbnct JJ dje V\T ahrsclieinlichkci t des Eintreteus einee bestimmten 
Ereignisses A un<l q = 1 - p die Vv ahrscheinlichkcit des Nichtein
tretens von .A. hei einem Versuch, so stellt 

(1) 
n (n - 1) • • • (n - x + 1) --.:.---'---'-----pxqn-�

1 · 2 ·· · X

die "r ahrscheinlichkeit des x maligen Eint.retens von A bei n Ver
suchen <lar. 

Lafst man die .Zahl n in infinjtum anwachsen und p bis auf 
Null h0rabsjnken und zwar so, dafs <las Produkt n.p = m da.hei stets 
unverånderi bleibt, so wir<l sich (1) dem Grenzwert 

(2) 

nåhern. 1) · Die Fonne� setzt voraus, dafs die Zahl x im Verhiiltnis zu
der Zahl n klein ist. 

Die Grofse rn, welche, ihrcm Begriff nach, positiv sein mufs, aber 
sowohl eine ganze Zahl als ein echter oder unechter Bruch sein karm, 
drUckt die mathematische Erwartung der Zahl <ler Falle aus, bei 
<len en das Ercignis A untcr n Fiillcn oder Versuchen vorkommt. 2)
Die Grofse m besitzt zugleich die Eigenschaft., mit der ganzen Zahl µ., 
w·elcl10 so zu wiihlen ist, dafs Wµ unter den Wa.hrscheiulichkeiten 
w0 , w1 , w2 • • • �ie grufste ist, durch die Uugleichuugen bezw. Gleichungcn 

vcrkniipft zu sem. 

(3)_ 

m -. 1 � µ, � 1n

Ans (2) crhillt man in der That 
,n 

Wz = -Wz-11 X 

woraus zu folgcrn ist, dafs Wx so lange amvlichst, bis x grofser als m, 

1). Zu Yergleichrn Poisson, Rcchcrches E.mr Ja probabilite des jugcments, 
Pa.ris 1837. n° 81, 11. 205-207. 

2) S. Anln.ge 1, (5).
Y. Il ort k c w i� sch 

1 
(iesoh: d. kluin. Znhlou. 1 
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Erstcs Kapitel. § 1. 

wird. Ist •m erne ganzc Zahl, so gieLt es demnach zvrni M:aximalwerte 
von 'Wr , nrimlich 10111_ 1 und Wm• ,venn hiugegen m durch cinen 
Bruch ausgcdrUckt wird, so erreicht W:r das Maximum hei demjenigen 
,vert von x, \Yelcher zwischen m -- 1 und m enthalten ist. Das 
Eintretcn von A bei µ,Yersnchen aus n jst somit das wahrschein
l i c h s t e E r g e b n i s d e r Ve r s u c h s s er i e. 

Man vernbrede sich, die Differenz :c - m den Fehler des Einzel
ergebuisscs x oder kiirzer den PehJer von x zu nenncn. Die 
maihematische Erwartung dicses Fchlcrs ist 0.1) Ein andcrer Wert
wird sic11 fur die mathematiscbe Erwarhmg <les absoluten Bctrags 
dcssclbcn Fchlers ergcben. Man woJle di ese Grafse, welche auch der 
mittlere arithmetischc JTehler. von x genanut wird, mit a be
zeichnen. Da die mafbematische Erwnrtnng eincs positiven Fehlers 
von x der posit.iv genommcnen mathcmatischen Erwartung eines 11ega
tiYen Fchlcrs von x glcich ist, so braucht man nur let.ztere mit 2 zu 
muHipEzicren, um a zu gcwmnen: 

:r=µ 

a = 2 ';2 (m - x)
°
-wv

.- z=O 

Aus (3) hat, man aber 
· XW:?: = 'mWx-1 • 

Daber 

(4) a = 2m (;;f; ll'x - 2 w,,_,) = 2mw
µ 

::r=O x=l 

oder

(5)
2e-mmµ+t 

a=----· 

1 · 2 • • • /t 

Unter dem mittlcren quadratischen Fehler von x, den wir 
mit c (x) Lezeichnen wer<le11, versteht man die Quadratwurzel am; der 
rnat.l1cmatisd1cn Envartung der Grafse (x - m)2. Verabredet man 
sich, die mai.hematische Erwartung einer Grof�e a 111 Folgendem mit 
E( a) zu bczcichnen, so t'ifst sich schrciben: 

E { (x - m)2 } = { c(x)} 2•

Man flndet { c(x)} 2, indcm man in (10) der Anlage 1, entsprechend 
der Annalnne, dafs V eine uuen<llich kleine Grofse ist, q = 1 setzt. 

· Alsdann ergicbt sich
(6) {E(x)}2=m 
und

(7)

1) S. Anlage 1, (9).



Erdcs Kapitel. § 2. 3 

§ 2.

Es soll gezeigt wcrdcu, in welcher W cisc ein Nilhernngswert 
von m a posteriori ermiHelt werdcn kann. Man nehme zn diesem 
Zweck an, dafs eine R.eihe von V crsuchsscricn, z. B. <5 an Zahl, vor
Jieg<m, wobci in jc<ler Serie die Zahl der Yersuchc glcich unend]ich 
ist und die rnathcmatiscbc Erwarlung der Zahl <ler F:ille, in denen 
das Ereiguis .A eiutrif.t, fur jcdc Versuchs8eric ein nn<l dieselbe 
Grofsc un<l zwar die Unbekannie z ist. !\lan nchme forner an, dafs 
von <J 'V ersuchsserien 

rn lo 
das Ercio-nis 

0 
... i 0 mal vorgekommen ist, 

" li " ,, " 
1 

,, " ,, 

,, l2 " ,, " 
2

,, " ,, 

,, ls " ,, " 
3

,, " " 

u. s. w. Davon ausgchend, dafs die ge.suchte rnathematische Erwartung
glcicb z ist, v.ilrde man fiir <lic \Vahrschcinlichkeit des soeben be
schriebenen wsammengesetzten Ereignisscs den A usdruck

(1) 
(c-:)1° (zc- r-yi (z2 c-'Yi (z 3 e-;)'• ... 

( 1 )'i ( 1 . 2 /1 ( 1 . 2 . 3 i' . . .

erhalten. Gcht man umgekehrt dayon aus, dafs · das erTTiihnto zu
sammengesdztc Ereiguis tJ1alsachlich eingetrcten ist., so g8winnt man 
als "\V alirsd1ein1ich l�eit n (::) d,1 flir die gesnch te mathemalischc Er
wartung, in den Greuzen z und z + d z cnthalten zu sein, cinen Aus
druck, wclcher <lem Z�ihlcr in (l) proport.ional sein mufs, (in der 
V oraussetzung, dafs, che die V ersuche bcgonnen vrnr<len, alle \V erte 
von :..: g1eich ,rnhrscheinlich ,varen) und es ist 

worm 
deutet. 

a(z)dø = Cc-;(10+1, +1:1.+· .. ) zl,+2 Li.+s1,+·· ··dø'
0 eine vorHi.ufig Dicht niiher a11gebbarc konstante 

1\fon sicht sofort ein, dafs 
l1 + 2l2 + 3l3 -{- • • • = s 

Grofse be-

11ichts an<lercs darstellt als die Zahl <ler V crsuche, bei dcnen in der 
Gesamtheit aller <5 V cr�ncl1sserien das Ereignis A eingct.relen ist. 
D�r wahrsc11Ci11licl1sie ,vert von z wird sich aus der. Bedingungs-
,rlcichun<T 
b t, 

o<ler 
Q(z) = Cc- 11:z' = maximum 

,;Sl-�:)= C(-c;c- 0: zs + c-<1z szs- 1) = 0 
dz 

hcsLimmcn. I\Ian findet 

und schlit{slich 
- u.z+s = 0

R 
Z= -· 

(f 



4 

Demnach empnelilt es sich, um einon angenliherten :Ve_rt von. mzu fbden, die Gesamtzahl der Fiillc, bei <lene� das Er�1�n�s A em
gehctcn ist, durch die Zahl der Versnchsscncn zu d1v1dieren. In 
Folcrendcm wcrden wir den Quolienlen -� mit m' bezeichnen. 

b u 

Zur Bestimmunrr von O dient die Gleichung 
0 

M:au selzc 

00 00 

f Sl(z)dz = �{ Cc-<1:. zl dz = 1.

0 0 

tJZ = y • 
Danu ist 

00 c,:, 

J•e- 0 z tl di;- = -

1-j.e-Y y' dJ = I'(s _j- t)
"" 6s+1 cr'+1 

O 0 

und man erhalt 

Ferner ist 

(2) 
und 
(3) 

a'+1 0=--·I'(s + 1) 

<t+1 · c-az(crz)8 CJ f"l(,y) - ---e-az,;!s -"" j;.• - I' ( + 1) ,-., - 1 2 ° 'S • • .) • •• 8  

c-' s' G 

a(m') :--= ---
1 · 2 · · · s 

{ 
m'} CT 

a (z) = a (m') c-(:-m') (�-) • 

Es wird weiter untcn Gelegenhcit sich darbieten, auf letztcre 
Formcln zuriickzukommen. 

§ 3.
Den mittlcren arithmetischcn und den mittleren quadra

tischen Fehler des Mittelwertes m' = !.._ erhalt man, indem man 
er 

alle G V ersuchsserieu gcdanklich zu einer Serie vcrbindet und dem
gcmiifs die Zahl s als Einzclcrgcbnis behandelt. Als<laun ergiebt sich, 
entsprecbend der Formel (5) in § 1, als mittlerer arithmetischcr Fehlcr 
von s der Ausdruck 

2e-<1m (am)u+i 
1·2· •• M ' 

wobci sich ]I aus den Ung1eichungen bezw. Gleichuugcn 
vm - 1 < J..ll< <J•m

bcstimmt. Der mittlere arithmetischc Fehler von m', den w1r mjt «
0
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Erstcs Kapitel. § 4. 5 

lwzeichuen wo11cn, ist offenbar gleich obigem Ausdruck, dividicrt 
durch <1: 

(1) 

In ganz analogcr \Yeise ergicbt sich auf Grund der Formel (7) 
deg § 1 als '\Vert des rnittlcren quadratischcn Fchlers <les 1'.littel
wertcs m' der Åusdruck 

(2) 
') 1 ..,1-

J
/m c(m. =-ym<J= -·

(j (1 

Letztere Formel besagt, dafs der mittlere quadraiische Fehler eines 
:Mitt el wertes, welchcr aus mehreren Versuchssericn gewonnen_ ist, der 
Quadrabvurzel nus <ler Zahl dicser umgekehrt proportional ist uncl sich 
<laher mit ,vac11sen<ler Zahl <ler Versucbsserien der Grenze O nahert. . 

§ 4.
Im Vor]1crgchenden ist gezeigt worden, in welcber W cise und 

mit welchem Grad der Genauigkejt der nmnerische Wert der mathe
mrrtischen Erwartung von x gcfundcn wcn:1.en 1rnnn. Es gilt nun
mehr eine analoge Bctrachtung hiusichtlich des miH1eren qun.dratischen 
Fehlers von x anzustellen. 

Es giebt zwei verschicdene M:cthoclen, einen angenaherten Wert 
<ler gesagten Grafse zu bestimmen, deren exakter \Vert, wie ilm die 
Formel (7) <les § 1 liefert, wegen <ler Unkcnntnis von m, nicht be
rechuet yverd en kano. 

Die erste oder die indirekte M:etho<le hesteht darin, in der 
crwii.lmtcn For.mel die Unbekannte ni durch ihren wahrschejn}jchstcn 
"\Vert, also durch m ', zu ersetzen, und ma:: P-rhiUt 

(1) �, (x) =-...;:Jim'. 

Die zwcite oder die direkte �Icthode geht von der Begriffs
bestimmung <ler Grofse 

i(x) = Y(O- mY,·w0 
--t- (1 - m)2 w1 + (2 - m.)2 w2 + • · •

unmittelbar aus. Die unbekanntcn "\Vahrschciniichkeiteu w
0

, w
1

, w
2 

• : • 

crsetzt man durch ihre aus der Erfalirnng gefundenen wahrschein
lichsten Vv erte 1l'0', w/, w,/ ... , welchc sich in der Bezeicbnungsweisc 
des § 2 so darstelle.n: 

, li 

1..V1 = -, 
(! 

Als A usdruck dPs nach der direkten l\!ethocle bcrechneten mittleren 
quadratischen Fchlers von x crhiilt man also 



6 Erstes Kapitel. § 4. 
t"(x) =-V�- { (0 - m)2l0 + (1- 1n)2l1 + · · ·}oder auch 

(2) 
worm untcr 

,, 7v �cxi-:- m)'c (a:) = ..-::'-1---, 
i=l 

C1 

die bei den einzelnen V crsuchsserien effektiv erhaltcncn Zahlcn zu vcrstehcn sind. Die Formel (2) Hifst sich jedoch bci unbekannt.cm m 
�(xi -m? , nicht olme weitercs anwonden und man pflegt .L.J --

a
-- duren 

1� (x. - m') t t ··1· • ' zu ersetzcn, welche z,ve1 Grafsen crwar ·nngsma s1g
J G -J. ci11andcr glcich sind. Es Hifst sich in der Tliat leicht zeigen, dafs die (x. - m')2 � (x. - sn?

1 E t , . 1· i mu.themalisc 1e i rwar ung von -a----...::_··1-�, wie c 1e vou ,;...,..; ---
er
--, glcich m ist. Denn man hat 

Daher 
2 (x.- m)� :2 (x

,-
- vi'f , 2 -�---- - ---- = (m - m) . 

a c; 

2 (X; - m'y t 
CJ I "'.., (l\- my t ( 

1 )2}=-- /, ----- m -m 
c; - 1 a _. 1 .._fuø,.' <i und, wcnn man zu den mathematischen Erwartnngen iibcrgeht, 
[2 (xi - m')2] a ( m) E ---- =-- m-- =m. 

;,_; a - 1 o- 1 er In der Praxis w·ird man also die dfrekte Methode m der Gest.alt 
(3) 
an-wenden miissen. 

" V �(.1\-tn') 2c (x)= bi __ _,·=i a-1 

Es fragt sicl1 mm, welchc von den bciden Mcthodcn, die indirekte oder cHe direkte, gcnaucre Resultatc, d. h. solchc V{ erte liefert, die von r (x) envarhmgsmafsig wcniger abweichen. Um diese Frage zu bcrmt wortcn, sind fo1gende zwei Grafsen zu ermitteln und mitcinander :lU verg1eichen: 1) der miUlcre qnadratische Fehler von t' (x), welcher mit c[c' (x)l bezeichnct werden kann und 2) der mittlere quadratische Fehler von c" (x), we1cher mit c [s" (x)] bezcichnet wcrdcn kann. \Vir werdcn erst die mitt1eren quadratischen Fehler der Quadrate der Grafsen c' (x) und c" (x), within c[{s'(x)} 2
] und c[{c''(x)}2] bcstimmen. 
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Erstes Kapitol. § 4. 7 
/ 

Laut Formel (1) dieses Paragraphen und Formel (2) <les § 3 
liat man: 

(4) s[{c'(x)} 2J=J/:·

Bchufs Best.immung von c [ { c" (x)} 2] fossen wir Pormel (2) dicscs
Paragraphcn ins Ange. Als Ansdruck des mittlcren qua<lratischen 
Fehlers des Fehlcrqua<lrats von x ergiebt sicl1 

i [ (x - mYJ = -V { (0 - m)2 - m} t w0 + { (1 - m)2 - m} 2 w1 +

= Y(O � m)4 w0 + (1 - m}1 w1 + . • • - m,2 • 

Sctzt man mm in Formel (12) <ler Anlage 1 q = 1 Lczw. p = 0, 
so crhaH man: 

Dahcr 
i[(x - m)2J = -V2m2 -t- m. 

Man erh:-ilt forner ( auf Grund des Satzes von <lem miitlcrcn quadra
tischcn Feliler einer Summe mcbrerer von einau<ler unabhiingiger Grafsen) 

c [t, (x, - m)•] = Vo(2m2 + m)

und endlich 

(5) 

Da mm die linke Sei te lctzterer Gleichung gleich c[ { c" (x)} 2] ist, so 
gcwinn t man durch 'feilung von (5) durch ( 4): 

(G) 
E [ { E" ( :v) } 2] 1 / 

' E[{t'(xf}2j = y 2m + 1.

Es gcht aus (G) hervor, dafa die <lireHe Mcthodc zur Bestimmnng 
<les miUlcren quadratischen Fehlers von x steis eincn gr<)fseren miit
lercn qnadratischen Fehlcr des Quadrnts der zu hcstimmeuden Grofsc 
liefert als die indirekte Metbodc. Vom Standpunkte <ler Genauigkcit 
aus gesehcn, verdient somit die lciztcre Met.hode vor der ersteren den 
Vorzug. Hierbci verliert die direkte Metl10dc um so mcbr an relativer 
ZuverHissigkeit, je grofser m wird. 

Es jst nicht anfser Acht zu Jassen, dafs bei obigcr Untersucbung 
angenommcn wur<le, die Berechnung von i'' (x) 

C 

erfolge nach der 
Formel (2). In der Praxis aber wird die Formel (3), welcho der 
erstcrcn an Genauigkeit, wc1m auch unbcdcutcnd, nachst.eht, zur An
wcndung kommen mHsscn. Insoforn liifst Formel (G) den Vorteil,
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welchcn die in<lirekle l\Icthodc vor der direkten hat, cher zu klein 
als zu grofo cnd1einen. . . r • • • 

Zurn Schlufs sei noch ge1.e1gt, m wclcher ,, eise che m1ttleren 
quadra{jschcn Fchler der Grafsen c' (x) und c'' (x) an der Hand der
gefurnlcnen mittJc-ren qua<lratischen Fchler ihrcr Quadrate niiherU:ngs-
weise lJestimmt werden konnen" 

Ist c der mitt1ere quadraf.ische Fehlcr einer Grofoc X, deren 
rnathcmatisehe Erwartung X0 ist., so ist es crlaubt, den mittleren 
quadrntischcn Fch1cr eiuer nnderen Grofse f(X), welchc von der 
erstercn abhiingt, durch <las Produk� 

{d/(1:)f. E
dX X=Xo

anszndrucken. '\Ven<lct man die angcdeutete Met.hode auf den gegen
wårt.igen Fall an, so crhalt man aus (4) und (5) 

(7) 
und 
(8) 

E [c'(x)] = � � /m = � 
2 ym Va 2110-

c(c''(:r)J = � 1/2m 2 +m = -V2m+1.
-

2 1/ m f CI 2 Va 

Es ist sleis im Auge zu behalten, dafs die zwe1 letztcrcn Formeln 
Niiherungsformeln sincl. Man soll sic in <ler Prnxis lieber vcrmeiden 
und sich, wo es tlmnlich erscheint-, der Formcln ( 4) und (5) bedienen. 

. G:rnz allgemcin sei an di eser Stelle <larauf hingewiesen, dafs in 
Formeln ( 4), (5), (G) uud (8) diescs Paragrapheu und in Formeln (1) 
und (2) des§ 3, sofcrn jene Forme]n fur den praktischen Gebrauch 
bestimmt siud, die darin vorkommende Grofse m" durch ihren aus der 
Erfahrung entnommenen wahrscheinlichsten \Vert ·m,' zu crsetzen 
sem wird. 

§ 5.

Betrn.chten wir folgeJJ'1en in der Praxis oft vorkommenden Fall. 
Es licgcn, anstalt einer, mchrere, z. B. v Reihen von Versuchs

serien vor, wobci eine jede Reihe zur Bestimmung einer verschiedencn 
Grofse di��!1t. Die zu . bcslimmenden Grofsen, vlelche cbarakterisicrt 
sind als rnathematische Erwartungcn der Zahl der Versuche, hei 
d�men im Laufe je einer V ersuchsserie <las in Frage stchendc Ercig
nis cintritt, seien m

i
, m2 , m5 , • • •  m,.. Jedo einzelne Reihe bcsteht 

aucb hier aus <5 V.ersuchsserien, wobei die Zahl der V crsuche in jeder 
Serie glcich nnen<llich ist. Bezeichnet man mit x,-,1 <las Brgcbnis der 
i��n Versuchsserie in der pen Heihc, so werden die vorliegenden Daten 
die Gestalt. folgender Tabclle annehmcn: 

\. : . 
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X1, 1, X2,1, Xs,1, 

X1, 2, X2,2, Xz,21 

X1,s, X2,s 1 X3
1 s, 

. . . . . . . . . . 

X1,,·-1; �,,,-1, X:3,,,_1, 

X11 ,,, 
X2, ,. , X3

1 r 1

Man filhre noch die Bezeichnunc,en 
0 

und 

ein. 

s, 
, 

-=1l'i· 
Ci , 

§ 6.

. . . 

. . . 

Xc,,J. 

Xa,2 

Xa,3

. . 

Xa,,--1 

Xa,,· 

+ Xa,j = Sj 

9 

Ich bemerke ausdruck1ich, dafs die Grofsen mu m
2, • • • m,. durch 

kcincrfoi Bedjngnng mit einander vcrkni.ipft sind. 
Man verabre<le sich, als das quadratischc Mittel der Grofsen 

a
1
, a

2
, • • •  a" die positiv genommene Quadrntwurzel aus der durch die 

i:ahl jener Grofsen <lividierten Summe ilncr Quadratc, mithin den 
Ausdruck 

V
ia,/ + a/+ . . .  a

1
/ 

'n 
zu bezefolmen. 

Es gilt mm, das quadratische Mittcl der mittleren quadratischen 
Fehler you Xi,h welche der ersten, zwciten, dritten u. s. w. Zcile obiger 
'Tabelle entsprechen, zu bestimrucn. 

Man bezeichne die letzteren mit 

E1 (x), E2 (x), ... Ey (x) 

und <las gcsuchtc quadratische Mittcl mit 

E0
(x). 

Alsdann erhaH man auf Grund von (7) m § 1 

c;(x) = � 
und ferner 

·1 /J=.-m.
c.0 (x) = fl � :. 

J ::= 1 

Dies ist der exn.kie "\X.' ert der zu bestimmenden Grofse. Dcmselben 
cntsprecheu zwei angcn�ihcrtc \\1 erte, ni-imlich c

0
' (x) und co" (x), von 

den en <ler erste nach <ler in direkten, der zweite nach der direkten 
�1ethodc hercchnet ist ( sic he (1 ), (2) und (3) in § 4). Es ist 



10 

(1) 

und 

(2) 

oder auch 

En, tes Kapitol. § 6.

V-
} =2,, , "'1,,,J = .Es 
� 11 SICJ 
J=l 

,, , ·,11 :2} �,,

:E

i
- n (x;,J - m/)2

E (xl = - -- --- --- .
O / · J' � <J - 1 

j=l i=l 

Ldzfcre Formel ,crwaudcJt sich m 

(3) 

worin sich <las erste Snmmationszeichcn auf alle Elemente xi,J und
das �weite auf alle Elementc si erst,reckt.. 

Als A usclrncke der miHleren quadratischen Fehler der Grafsen
{c

0'(x)} 2 und {co"(x)} 2 [nach (2) bereclmct] crLalt man 

(4) 
untl 

(5) 

(sirhe Formeln ( 4) und (5) in § 4). 
Den Formc1n (7) und (8) des § 4 cntsprechen hier die folgenden: 

(G) C [c
o
' (x)] = _vl ' 

2 VO' 

(7) 

. 1 /2 X: 111 -� 
11 ---_ ___ } + 1 
, i:;111. 

c [co"(x)] = J 

2 J/11 G 

Jn der Prnxis _, wo die Grofseu mi nicht gcgebcn sind, wird man 
die Formeln ( 4), (fi) und (7) nicht unmitlclLar amvcn<lcn konnen,

- li. 

sondern wird man jenc Unbekaunten durch die W erte rn/ = ..!... er-
se{zen milssr.�n. Auf dicsc "\Y cise erMilt man au Stelle der Ausdriicke 
E [ ] die ihnen entsprcchenden c' [ ] , welchc sich w1e folgt schreiben 
werden: 

(8)



I 

(9) ·und
(10)

Erstcs Kapitel. § G. 

i'[so"(x)]= q 
§ 6.

11 

VC1 :E-8-

Es soll in <licsem Paragraph an cimgen numerischen Beispielen • gezeigt werdcn, dafs Formel (2) des § 1 auch fiir die Falle, wo H,o1me gleich unendlich zu sein, eine hinrcic:hencl grofse Zahl und wo p,olme eine une}l(1]ich kleine GrLifae zu sein, ein hinrejchend kleincr Bruchist, sich als urnuchba.r erweist, i!ldem jenc Formel bei edsprechendgewlihHcn n und JJ gute Ann�ihcrungcn liefert.In i1achfo1gcn<len Tabellen cnthalt die jewcilige Spalte 1 die \Vertevon x (im Sinne des § 1 if.), die Spalten 2, 3 uncl 4 enthalten die vVertedes J� usdrucks (1) des § 1 flir das 11ebe11stehende x bei den entsprechenden jedesma1 im Kopf der Spalte angcgebenen Werten von nund p. Die ,v erte der Spalte 5 siud nach Formel (2) des § 1 berechnct. J edern Beispjel liegt ein vcrscl1ie<lcner W ert des Produkt.esn1J = m, zu Gninde. 1. Bejspiel: m = 0,5.
-----------·----------- - - - --· - . - . - �-----,.·1 (n := 1000, I (r. == 10 000, I (n = 100 0�10, I (lim. ,t =-= 00,
x 11 = 0,0..,05.) I JJ = o,oo ooG.) J> = o,ooa 005.) lim. p = O.) 

11·- 2 i s I 4 I . 5 

r. 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

X 

1 
0 
1 
2 
:1 

4 
5 
6 
7 

8 
9 

10 
11 

·GOG45

·30 338
·07 &81
·01 202
·OO lb7

·OO 01G
·OO 001

2. 

f(" = IOQO, 
p.= O,(tU2.) 

2 

13 [106 
'27 OG7 
'27 O!lt> 
18 OoH 
(I�} 0� :{ 

03 1;02 
01197 
00 34.J 
00 085 
00 019 
00 004 
00 001 

·60 653 ·60 653 ·G0 653

·so 328 ·30 327 ·30 327
·07 [>82 ·01 582 ·07 682
·01 263 ·0i 264 ·Ol 2G4

·oo 15s ·oo 158 -·00 158
·OO 016 ·oo 016 ·OO 016

·oo 001 ·OO 001 ·00 001
Beispiel: ·m � 2.

(11 = 10 ('00, 
J> = 0,000:!.) 

3 

·rn &!n

·27 OG7 

·27 070
·18 04G
·OD 022
·03 GOS
·Ot �02
·oo 343
·oo 086
·oo 019
·OO 00-i

·oo 001 

- - - - -- --I (n = 100 000, I (lim. n = 00,

p = 0,00 002.) lim. JJ == 0.) 

-1 4 5 

I 
·13 533 ·13 533
·27 067 ·27 067
·27 068 •27 067
• J 8 045 ·18 044
·09 022 ·09 022
·03 G09 ·03 609
·01 203 ·Ol 203
·oo·B44 ·oo 34.4.

·oo·osG ·00 086
·OO 019 ·oo om

·oo 004 ·oo 004 
·OO 001 ·00 001 
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3. Beispiel: ,.n = 5.

{,i=--= 10 000, 
JJ =0,0005.) 

(r. = 100 000
p = o,oo 005.)

(lim. n = 00, 
Hm.p = 0.) 

X I 
�====;:=====�====:::===== 

i I 2 3 4 6 

0 ·oo GG5 ·oo G73 ·oo 674 ·oo 674

1 ·03344 ·03 3G6 ·Oo 3G!l ·03 SG9

2 ·os 393 ·os 4m ·08 4.22 ·OS 422

3 ·14. 030 ·14 036 ·14037 ·14037

4 ·17 573 ·17 549 ·l7 547 ·17 647

6 ·17 (,91 ·17 551 ·17 r,47 · 17 r,47

6 ·l 4 G59 ·14 G2G ·14 G23 ·14:622

7 ·10 4.r.o ·10 446 ·10 4.45 ·10 445

8 ·OG 525 ·OG 526 ·OG 528 '06 528

9 ·03 G14 ·03 625 ·03 627 ·03 G27

10 ·01 800 ·01 812 ·01 813 ·01 813

11 ·0081-t ·oo 823 ·OO 824 ·OO 82-1

12 ·OO 337 ·OO 343 ·oo 34.3 ·OOS-13

13 ·OO 129 ·oo 132 ·00 132 ·OO 132

14 ·OO 04.G ·OO 047 ·00 0-17 ·OO 04. 7

15 ·oo 015 ·00 01G ·OO 01G ·OO 016

16 ·oo 005 ·00 005 ·oo 005 ·oo 005

17 ·OO 001 I ·OO 001 ·oo 001 ·oo 001

4. Beispie1: '/il, = 10.

- -------------�----·" ----- ----- --

X I
(n = 1000, (n = 10 000

1 
(n = 100 000, (lim. n = 00, 

JJ = 0,01) p = O,OiJl.) JJ -= 0,0001.) lim. p == 0.) 

J_J 2 3 4 l, 

0 ·OO 004 ·oo oos ·oo oos ·00 005

1 ·oo 04.4 ·OO OJ5 ·oo 045 ·oo OM>
2 ·00 220 ·OO 226 ·oo 221 ·OO 227

3 ·OO 739 ·OO 755 ·oo 757 ·OO 757

4 ·01 861 ·01 889 ·01 891 ·01 892

5 ·03 745 ·03 780 ·03 783 ·03 783

G ·OG 27 4 ·OG 302 ·OG 305 ·OG 306

7 ·08 �)09 ·On 007 ·09 008 ·09 008

8 ·ll 283 ·11 262 ·11 261 ·11 260

9 ·12 5G1 ·12 516 ·12 ol 2 ·12 511

10 ·12574 ·12518 ·12f>12 ·12 511

11 ·11 -!31 ·11 380 ·11375 ·11374

12 ·09 517 ·on 482 ·09 479 ·on 478
13 ·07 30G ·07 2�3 ·07 292 '07 291 

1-1 ·or) 203 ·05 207 ·os 208 ·o5 20s

1G ·034M, ·03 4G7 ·03 4 72 ·03 472

1G ·02 us ·02 1G8 ·02 170 ·02 170

17 ·01 2GG ·01 274 ·01 27G ·01 276

18 ·OO GD:3 ·oo 708 ·oo 709 ·oo 70!}

rn ·00 3G2 ·OO 372 ·oo 373 ·oo sw
20 ·00 17'J ·OO 186 ·oo 187 ·OO 187

21 ·00 08! ·OO 088 ·oo 089 ·oo os9

22 ·00 038 ·00 040 ·oo 040 ·oo 040

23 ·OO OlG ·00 017 ·oo orn ·OO 018

24 ·oO 00·1 ·OO 007 ·oo oo'l ·OO 007
25 ·oo ooa ·OO 003 ·oo 003 ·00 003

2G ·00 001 ·OO 001 ·OO 001 ·00 001

•
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§ 7 .
. Auf dem Gebicte <ler angewan<ltcn Walirschein lichkeitsrechnung 

pfiegt man den Gebrauch der Formel (1) des § 1, da er mit sehr um
stiindlichen Rechnungen verbnnden ist, zu vermeiden. ilfan beclient 
sich viclmehr mit Vorliebe der Formel 

(1) 

u" 

- e- 1/
J

u
'-

d 
h 1• - .u,Jf,: 

u' 

"..,clche die "\Vahrscheinlichkeit fur x, in den Grenzen np + ,a,' und 
np -I- u," enthalten zu sein, angiebt. Die Konstante h, Pracisi on ge
nannt, bestimmt sich aus der Gleichung 

(2) 1 
2Ø = npq. 

(1) , a " et el 7 fi d Sctzt man in u. = - y;, u = h uu ,iu = t, so n et ms.n
a als \Vahrschcinlichkcit dåfiir, dafs x nicht kleiner als n1�J - - undh 

nicht r.-rofser als np -t -� se1, den wohlbekannten Au&druck o - h 
C! 

(3) 2 f -f2dt 
v,;c· e ..

() 

Die Forrneln (1) und (3) sind Niiherungsformcln: nur unter be
stimmten Bedinguugen licforn dieselben Hesultate, welche sich von 
de11jeujgen nicht merklich nntcrschei<len, die man auf Grund der strengen 
Formel (l) des § 1 crhalten wiirde. Die in Frngc stehenden Be
dingungcn JYfiegt man so zu formulieren: 1. mufs n eine grofse Zahl 
sein, etwa gleich einigen Tausend; 2. darf p bezw. q_ nicht zu klein 
sein. In letzterer Iliusicht vermifst man gewohnlich nnmerisch pra
cisicrtc Angaben. Es ist mm ein Leichtes zu zeigcn, daf s es sich hierbei, im Grunde 
genommen, nicht um zwci gctrcnnte Bedingungcn handelt, sondern um 
eine, wclchc darin besteht, dafs das Pr•)dukt npq eine. bestimmtc 
Hohe erreicht. Dcnn selbst in dem Falle, wo p ( oder q) eine unend
lich kleine Grofso ist, wcnn nur das Produkt npq bezw. die Zahl ·m 
entsprcchend grofs ist, ,verden die Formc)u (1) und (3) anstatt der 
(in <liescm Falle als exakt anzuschenden) · Formel (2) des § 1 sehr 
wobl zu gebrauchen sein. Dies darzuthun, ist die Auf ga.be der nach
stchenden Zeilcn. 

Ist die Zahl x 1,inrcfohend grofs, um die Anwendung der Stir]ingschen 
Po.rmel auf das Produkt 1 • 2 ... x im Nenner von (2) in § 1 zn gc
statten, so crgicbt sich 

(m)x ex - ,,.
U' = ----

:r --

.v J/2nx 
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o<ler auch 

Brstes Kapitel. § 7. 

_ cz -m (x)-(x+{-) 
Wx - --- 1 

V2n111, m 

,vornns, mit Benuizung der Bczeichnungen 

un<l der Zerle0·un(1' 
0 C, 

X= ?n + u, !: = ei
m 

8 Jj � 3 d' 
loge (1 + d') = T - 2 

+ 
3 - 4 

+ • . •,

leicht ahzulcitcn ist 
- (� + 2..) J + (-'!._+ _L) c}l - (__!±_ +-�) d>+ ...

(4) 
1 1·2 � 2·3 2·2 3.4 2•3 

Wx = ---=== e . - f2 ,on

Ist o cin so klein er Bruch, dafs · die Gli eder des Exponcnten, 
welche å2, o 1 u. s. w. enthalten, fUglich vernacbl:issigt werden kunnen 
- und boi hiurcicheud grofscm m kommen praktisch nur diejenigen
\Verte Wx in Bet.racht,, welche dicscr Beclinguug gcnugen -, so ver
wandelt sich ( 4) in 

(5) 1 
Wx = --=:-...=-.::= e 

y'2 r.:m 

2m 

v\7 enn aber zugleich u eine ziemlich grof�e Zahl ist, so wcrden sich 
die uach (5) bercchnet.en \V erle von iox YOH <lenjenigen nicht erheblich 
untcrscheidcIJ, wclcbe die Formel 

(6) 
1 -- 2-m

fVx = --==== e -
112nm -

}jefern wilrde. Die Bezie1nmg von (G) zu .(l) licgt auf der Hand. 
Vv eil im gegcbenen Fall ih = m, rni.i::;sen Leide Formeln zu fast voll
stiirnlig iihereiI1stimmenden Resultatcn fuhren. 

\Vollte man cJje Hichtigkeit lctztercr Behauptung an numerischen 
Beispjclcn nachprlifon, so ,v:irc <lem Urnstaud in angeruessener ,v cise 
H.echmmg zu tragcn, dafs der Formel (1) die A11nahme von einer
stctigcn V criindenrng der G r<..>f.se u zu Gru11de licgt, ,viihre1.tcl bei der
Ablcitnng vou (G) von der Tlrnisache nicht abgcwichcn worden ist, 
<lafo n uur solelic "\Vert.c aunimrnt, welche flir m -I- u ganze Zahlen 
crgebcm. 

§ 8.
Ein Gegenstnck zu dem Lchr;3atz, welcher besngt, cbfs bei einer 

gegcbc11c11 \Vahrschcinlichkcit JJ die ,v ahrschcinlicl1kcit fiir x, in bc
si immtcn Grc11zcn c11U1alten zu sein, <lurch die Formel (1) des § 7 
ausge<lriickt wird, bil<let <ler folgen<le: Ist bci n Versuchen <las Er
cignis A m' Male vorgckornmen (un<l n-m' Male ausgeblicben), so 
bcstcht. eine '\Yahrnchei11licl1hcit gleich 
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(1) 

f d d. U b k t <l G ' + ' d ' + ''da iir, afs 1c n e �ann e n1) m en renzen m v un m. v 
enthal�en sei, wobei 
(2) 1 m' ( tn') -=n--- 1-- · 

2 Y.. 1 
1i, ,n. 

Ljegen jndcssen anstatt emer aus n V crsuchcn bestchenden Serie 
o solclw V crsucl1sserien vor un<l ist <las Ereignis A im Ganzcn smal
vorgckommen, so wird sich die \Vahrscheiulichkeit <lafiir, <lafs · <Jnp
zwischen den Grenzen s + v' <J und s + v''a liegc, offcnbar durch

(3) 

darstcllen lasscn, wohei 
1 s ( 8) -=on- 1-- •

2x
0

:l crn on. 

Dczcic1met man ��
0 
<1 mit K, so verwan<lelt sich (3) m 

{4) 

Dies ist zug1ejch die \Vahrscheinlichkeit fur np, iu den Grenzen 
.!__ -!- v' und _!_ + v'' enthalten zu sein. J\fan findet noch

(J (J 

(5) 
1 s ( 8 ) 

2K 51 
= a� l - an · 

Es wird unn gemeinhin gclehrt,, obige Formcln seien nur dann 
anwcndhar, wenn 1. n eine grafse Zahl ist und 2. wcder V noch q 
sehr klein sincl. Thatsåchlich wird man aber auf Formel ( 4) selbst 

sin dem Fall cincs uncndlich kleincn p gefiihrt, wenu nnr 'ln bczw. 
CI 

entsprechend grof s ist. 
H�ilt man an der Dezeichnungsweise des § 2 fest und sctzt 

t = m,' + v,
so fin det mn,u ans F ormeln (2) und (3) des § 2, mit Anwendung der 
Stirlingschcn Formel auf <las Produkt 1 • 2 • • • s und mit Beniltzung 
der Zerlcgung 

(6) 

E E 2 E 8 E• loer (1 + c) = - - - + - - - + • · •
t.:, C 

1 2 3 4, J 

t:<J t<J C,(J 

V
-- ---E·f-t�--••+••• 

.. Q (z) = · �-. C 2 . 3 l. 

2r.m 
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und n!ihcrongsweise 

(7) 

Erstcs Kapitel. § 8. 

-- <Je'l 

-V CJ -im'
Q(z)= -

9 
-,e 

... 1tm 

Letztcrcs Resultat entspricht aber gam� gen au der Formel ( 4), 
weil hei n = oo eler Ausdruck 2 Jt1 gleich ;2 

= ';' wird.
Nach den Ausfiihrungen dicses nnd des vorhergehenden Para

graphen kommt der Gruudformel (2) des § 1 und den auf ihr fufsen
den Formeln ( wie z. D. (2) und (3) in § 2) eine selbst�lndige Bedeu
tung nnr fiir den Fall zu, wo m. bczw. 'In' eine kleine Zahl ist. Im 
iibrjgen w·ird man auch bei sehr kleinen, ja, t.heoretisch gesprochen, 
bei unendlich klcillcn "\Y erten von p bezw. q sich der iiblichen Nåhe
rungsformeln getrost bedicnen kannen. 



Zweites Kapitel. 

§ 9.

Es soll nuumchr der Versuch gcmacht werdcn, die Formeln des 
ersten Kapitels auf slatistische Reihen absoluter Zahlen anzuwenden, 
welche flir rine Heihe yon Kalcn<lc1·jahren angeben, wieviel Male im 
Ln.ufe eincs jeclcn J ahrcs ein bestimmtes EreigniB in einer gcgebenen 
Gesellschaft v-on Mcnschen vorgekommcn ist. Hierbci wer<len solche

Beispiele gewahlt, bei dcucn die Bedingung erfilllt ist, dafs den ein
zelncn Glicdern der ins Augc. gcfafsten statistischcn Rcihe jeweils sehr 
grofse ZahJcn von Bcobachtungeu hczw. von beobctcbteten Menschen 
cntsprechen (mindcs�cns einige Tauscn<l), w�ihrend die Zahlcu selbst, 
aus denen sich die statistischc RciLe zusammensetzt, kleine Zahlen 
sill(1 (uicht iiber 20 hinausgehend). 

1. B e j s pi e 1: D i e Se 1 b s t m o r de  von K inder n in Pr c ufsen.
N achslehcudc Tab elle ( siehe folgde. Sei te) enthlilt die Zahlen der

von Knaben nnd J\1adchen nut.er 10 Jahren in Preufsen im Zeitraume 
1869-1 Sfl3 bcgaugcnen Sclbstmorde. 1)

a) Betrachlen wir zuerst die Spalte 2 der Tabellc, so zeigt es
sich, dafs die Zah1en der Selbstmorde zwischcn den Grenzen 0 und 6 
schwanke1!. Diese Schwankungen kommen am bcstcn . ju folgender 
Tabelle zum Ausdruck, deren z\veite Sp::ilte angiebt, wie Yiele Jahr• 
giingc au8 2f> -o, 1, 2, 3 ... Sclbstmor<le gelicfort haben. 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

lx 
4 
8 
5 
3 
4 

1 

1) Hand worf.erbnch der Slaatswisgcnnchafien, 1. Snppl.- U<l., 1896. Art.:
,,Sclhslr.:;ordsbtt-istik'' vou G. v. Ma.yr, S. GS6. 

v. llortkowitscl:, OC'sC'h: d. klC"in. Zahlen. 2 
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. ·-· 

·Ja.hr Kua.ben Mll.dchcn Zusaminen· 

1 S! S ' 

18G9 2 1 8 
70 8 - 8 

71 1 1 .2 

72 4 - 4 

73 1 1 2 

74 4 - 4 

75 - 2 2 

76 3 1 4 

77 - - -

78 1 - 1 

79 2 - 2 

80 6 - 6 

81 3 - 3 

82 4 - 4 

83 1 - 1
84 - - -

85 2 - 2 

86 2 - 2 

87 1 - 1 
88 1 1 2 

89 - - -

90 2 1 8 

91 1 1 2 

92 1 1 

93 � 1 6 

Im gn.nzerf 49 11 60 

-

Unsere Aufgabc besteht mm darin, zu prilfon, ob die angeflihrten 
Ergebn:isse der St.atistik auf <las uns aus dem erstcn Kapitel bekannte 
Schenrn. der Wahrscheinlichkeitsrcchnung wriickgcftihrt wcrden kannen. 
Hicrbei l1at man sic:h zu fragen: in wievicl Fallen aus 25 wiirden 
sich die Ergelrnisse O, 1, 2 u. s. w. am wahrscheinlichstcn einstellen,
gesetzl, dafs jencs Schema zutrafo? Die Antwort wird durch die 
Pro<lukte 25 • Wx r;eliefert, wohei Wx <lieselbe Be<leutung hat wie · in 
§ 1. Nur liat man in die mafsgcbeu<le Pormel (2) des § 1 anstatt
der U n bekannien m den wahrschcin1ichstcn W eri; ihrer, nlimlich den
Mit tel w0rt. '

/ 49 1 96 1n =-= , 
25 

cinzuselzen. Auf <liesc Weise lafst sich nachfolgende Zahlcnrei!:ie 
berecbneu: 

X 

0 

1 

2 

3 

4 

25" Wx

3,4 
6,s 

6,s 

46 
, 

2,2 

X 25 • Wx

5 0!9
6 0,3 
7 0,1 
8 0,o 

. f 
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Nennt mau, uach Lexis' Vorgang, Dispersion die Art, wie aich 
die Glie<lcr einer statisiischen Ileihe um den Mittclwcrt der Reihe 
vcrteilen, oder anders das Bild von den Sclnvankungcn, wc]cho eine 
statist.ische Reihc darhietet, so kaun man rngcu, _dafs es sich nunmehr 
darum bandeH, die crwartungsmåfsigc Dispersion der Elcmcnt.e x, 
wie sie· sich in <ler Reihe der \V erte 25 • Wx darstellt, der effektive n 
Dispersion der namlichcn Elementc, wie dicse in der Reihc der 
\Vert.e lx zum Ausdruck kommt, gcgeniiberzustellen, und zuzusehen, 
ob heide Dispersionen in dem Mafsc ubereinslimmen, dafs die Ab
wejchungcu der Grafsen lx von den eutsprcchenden Grafsen 25wx als 
z u fiil li g e im Sinne der \Vahrscheinlichkeitsrechnung gedeutet werden 
konnpu. 

Der erste Eindruck jst, dafs sich in der effektiv·en Dispersion die 
erwartungsmafsige ziemlich getreu abspiegelt. Dieser Eindruck wird 
besUitigt durch den V ergleich zwischen den zwci vVerlen des mittleren 
quadratischen Fchlers von :c, von <lenen der eine nach der indirekten 
1\fetho<le, d. h. nach Formel (1) des § 4 bezw. in Anlehnung an die 
Reihe 25 • Wx, der andere nach der direkten Mellwde, d. b. nach For
mel (3) desselbcn Paragraphen bezw. in Anlehnung an die Iteihe lx 

berechnet ist. Man findet: 

{ c '(x) } 2 = 1, 9 6 ; { c''(x)} 2 = 2,46; 

1;'(x) = l,40; t"(x) = 1>57. 

Grcift man noch zu den Ii,ormeln ( 4) und (5) des § 4, m welchen m 
durch m' zu ersetzen ist, so er ha.It man 

c[ { c'(x) } 2] = 0,28; c[{c"(x) } 2J = 0,62. 

. Die Differenz z·Nischen den Ergebnissen der direkten und der indirekten 
J\1cthode liegt a1so im Bereich des cntsprechenden mittleren Fehlers 
(2,46 - 1,06 = 0,50 < 0,62). 

b) Ganz iilrnJiche Berechnungen ergaben flir Spalte 3 der.selben
rrabelle (Miidchen) folgende Resultate: 

X 

0 
1 
2 
3 

lx 
15 

9 
1 

{ c'(a;)} 2 = 0,44; 

l/(x) = 0,66 i 

c[ { t'(x)} �] = 0,13; 

25 · Wr

16,1 
7,1 
1,6 
0,2 

{ c"(x)} 2 = 0,34; 

t''(x) = 0,58; 

c[ { s"(J.;) }2] = 0 ,18. 

c) Schliefslich stellcn sich die Ergebnisse fur Spalte 4 wie
folgt <lur: 

---
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X lx 25 • W:i,: 

0 3 2,3 
1 3 5,4 
2 9 6,5 
3 4 52 

1 

4 4 3,1 
5 1 1,o 
6 1 0,G 
7 n. mebr 0,4-

{c'(x)} 2 = 2,40; { c"(x)} � = 2,33; 

E
1(x) �= 1,55; c''(x) = 1,53; 

c [ { c'(.x) }2] = 0,31; c[ { c''(x)} 2] = 0,74. • 

Aus den mitgeteilien Rechmmgsergehnissen geht hervor, dafs 
sowol1l im Falle b) als im Falle c) die effektive Dispersion mit der 
crwartungsm�tfsigen noch besser libereinstimmt, als es sich irn Falle a)�
gezeigt hat. 

Aber in al len drei F�il1en macht sich der nachteilige Einflufs des 
Umstandes geltcnd, dafs die Zahl <ler in Frage stehenden Elemente 
relativ klein ist (glcich 25), ,rodurch entsprechcnd grofse A b,veichungeu 
von der Norm cntst.elwn. Um dicser YVfrknng zu bcgcgnen, wcrde 
ich bei den folgendeu BeispieJen melnere si.atistiscbe Reihen nach dem 
Schenrn, des § 5 zusarnmenzieben. 

§ 10.

2. B cis pie 1: Di c w ei b lic ben Sel h s·tmorde 1n ach t
deutschen Staaten. 

N achstehr.nde Ta'Lclle giebt an, wicviel weibliche Selbsbnorde in 
jedem Kalcn<lerjabr von 1881 bis · 189-1 in folgenden Staaten vor
gekommen sind: a) Scha.umburg-Lippe, h) \Valdcck, c) Lubeck, d) 
Reufs ti. L., e) Lippe, f) Sclnrnrzburg-Rudolstadt, g) Mecklenburg
Strelitz un<l h) Schwarzlrnrg-Sonders1ausen.1)

Tabelle 1. 

- Js1 I 8:! :� 83 _! 84_-,- bf, I -sG} 87-_I iS8 I gu I �-0 I ni I 92 I 93 l_:±J �:
3 

IIT�f I � ; � - � 1 1 �--�Tr f 1 ! : 1 ! ! :� 
c) 3 2 1 4 3 0 3 2 3 4 1 1 4 & 36
d) 6 2 :i 3 3 6 4 1 4 2 2 1 1 o 37 
c) 4 1 1 6 1 4 & 0 6 4 0 3 S 2 40 
f) 5 1 8 6 G 3 5 7 5 7 G 5 3 5 72 
g) 1 R 4 4 10 9 4 2 8 9 4 8 6 2 7 4:
h) 2 5 b 2 2 4 10 2 G 9 9 4 9 10 79

1) Allgcmcincs Slatisf.i�ches Archiv, 4. Jabrgang, IL Ill,d., 189G. Art. ,,Der
Selbstmord" von G. v. Mayr, S. 718. 
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Die Tabelle 1 wollen wir in eine solche verwandeln, we1cho un
rnittelbar angiebt, wiev-iel Male in jc<ler Zeile der Tabelle 1 · und. in 
siimtlichen Zcilcn zusammengcnommen <las J ahrescrgebnis O, 1, 2, u" s. w. 
vor komrut. 

Tabellc 2. 
=- =----::-=

l 
�o=- =- =-=-C":"::

1 
__ :=_ �=2=-=-7

��3 �=
.1
=�=

[, 
=-=1=(i=, =:-=:=

1
=�

8
===

9
==

10
=

=-..::..----�-- --
n) 4b) 1 c) l d) 1

c) 2

f)
g) 
h) 

I 

- -- -- -

4 
4 

3 

3 

3 
1 

1 

- -

2 

3 

2 
3 

1 

2 
4 

- ---- ---

4 
4 

4 
3 
2 21

- --

1 3 
2 
3 

4 
2 

-- -

1 

1 
1 1 

1 2 

5 3 
1 

2 1 
Sa. j 9 I 19 l 17 I 20 I 15 I 11 j 8 

---

2 1 

2 2 1 

3 2 

2 3 5 3 

Lctztere Tabelle bringt die effektive Dispersion der J ahresergeb
nisse zum A usdruck. Die entsprechende erwr..dungsmnfsige Disper
sion, berechnet auf Grnnd der Mittelwcrte, die man durch Didsiou 
der Zahlen der lctzten Spalte der. 'rabelle 1 durch 14 erhalt, stellt 
sich so clar: 

Ta hell o 3. 

1 I 2 3 4 I 5 G 7 8 9 

==-·-·: __ ---

a) 3,�l; 4,79 3 �"' 1,G3 0,58 I 0,11 0,0-1. 0,01 O,oo O,oo 0,0() O,oo 
,. ... _ I 

h) l,:13 3,3�, 3,7[) 2,77 1,r,3 ! 0,GS O,2.'.i O,os 0,02 0,01 0,oo o,oo 
c) 1,0i ') ,. � 

.. ,10 3,54. 3,03 l ,:15 1,oo 0,,13 0,Hi O,0.'.i 0,01 O,oo o,oo 
d) 1,oo 2,G3 3,.18 3,07 2,03 1,07 o,.n O,18 O,0G 0,02 0,01 o,oo 
e) o,so 2,3() 3,28 3,1� 2 0" ,-.:) 1,2s O,Gl 0,25 0,09 0,03 0,01 O,oo 
f) 0,08 0,42 1,os 1,85 2,38 2,45 2,10 1,5-i 0,99 0,57 0,29 0,23 

g) 0,o, 0,38 o,�9 1,75 I 2,21 2,44 2,15 1,G2 1,07 0,tiS 0,33 0,27 

h) 0,05 O,2s 0,79 1,49 I 2,10 2,37 2,22 1,79 1,2G 0,79 0,45 0,4.l 

Sa. j 7,flG j 16,94 I 20,ss 118,10 I lfi,11 j 11,451 8,27 j 5,G3 I 3,55 j 2,os j 1,o9 j 0,92 

Betrachtet man die letzten Zeilen der Tabellen 2 und 3, so zeigt 
sich, ahgeseheu von einigen Ausnahmen, wclche durin iluen Grund 
ha.ben mogen, dafs die in Betracl1t kommcnden Elemente sehr wenig 
zahlreich sind, eine sehr befricdigendc Ubercinstimmlrng der statistischen 
Erfahrung mit den Vorausherechnungen der Theorie. 

Zicht man die x \V erte 1) 0 - 2 in eine erste, dje x W erte 3 - 4 
in eine zweite und die x ""\V erte 5 und mehr in eine dritte Gruppe 
zusarumcn, so findet man, dafs aui die erste Gruppe erwartungsmiifsig 
45,2, jn \VirklicJ1keit 45 x "r rrte cntfallen, auf die zweite 33,8 bezw. 35 
und :rnf die driUe 33,0 bezw. 32. 

Einen summarischen Ausdruck findet im gegcnwErtigen Beiapiel 

1) x i�t glcich dem Ja.brcsergebnis· fur ciucn bcstimmten Sta.at.



l 
i 
I 

t 
I 

22 Zwciu•s Kapitol. § 11. 

<lie crwartungsm!ifsige Dispersion in eler Gri,fse E
0

1(x) [§ 5, Formel (1)] 
und die effektive Dispersion in <lvr Grofsc ro"(x) [§ 5, Formel (3)]. 

Ich Jasse 1rnn die nnmcrischcn \Vcrtc :,mniichst der Quadratc 
diescr Grafsen, sodnnn ihrcr 8rlbst folgcu. In Klammcrn fiige ich 
deri numerischen \V ert <les c11tsprcchcnclen mit.Ueren quadratischen 
Fehlers hei [berec]met nach <len Formcln (S), (0),. (G) und (10) des § 5].

{co'(x)} 2 = 3,47 (0,18); 
c

0
'(x) = l,86 (0,05); 

§ 11.

{ ro"(x)}?. == 4160 (0,53) ·, 
to"(x) = 2,15 (0,14). 

3. Bcispiel: Die iotlichen Unnllle bei elf Berufs
g en oss e 11 sch a f t c n. 

In nachstchender Tabelle siud fiir eincn 0 j:i.hrigen Zcit.raum die 
Zahlen der Bctriebsunfiille mit totlichem Ausgaug, welche sich hei 
den bctreffenden Bernfsgenosscnsclrnftcn jcdcs Jahr ereignet habeu, 
angefiihrL Von <len auf Gruncl des Unfallvrrsichcrungsgesetzes vom 
6. Juli 188L1 errichtcten Bert1fsgrnossenschaftcn habe ich diejenigen
gev;ahlt, fiir wc1cbe <lie Statistik die kleinstcn Zahlen solchcr U nfii1lc
nachwcisL Die Berufsgcnossenschafteu sind llicht nach ihren Nt1men,
auf die es l1ier nicht weitcr ankommt, sondcrn nach den Ordnungs
uummeru bczeichnet, mit <leucn sic in den statistischen Publikationen 1)
versehen r;ind.

Nr. dor 11 
}Jcrufsgenosscn- '.

j 
r.:chaft li 

13
14
12
20
23
27
29
40
41
42 
55 

0 

86 � I 88 

6
2

3
3
1
4
2
l
6
5

8
2
1
3
9
2
8
6
3
G
0

--

7
2
2
6
6
2
4

1 
6
[> 

2 

89 �L:_ -
1 

b 
' l4 8 

1 I 1 3 
2 5 --

3 I 10 .2 I 

11 I 6 8 
I 

3
I 

1 1 
3 I 8 s 

s I 2 -

4. 
I 

6 7 
� I 8 4 
2 7 r, 

92 93 94 

9 4 8
6 3 4
2 7 4
5 4 4 
5 4 4 
1 4 2 
7 4 12 

6 7 

5 8 7
8 6

8 G ,i 

Behn.ndelt man mm. die vorlicgendcn Daten in der niimlichen 
Weise ·wie vorhin die D::dcn ilher dio ,vciblichen Selbstmorde, so ge
langt man zu folgendcn Endresulta.ton: 

1) Sfatistischcs Jahrbuch fur das Deutscho Ilcich oder Dio amtlichen Nach
richtcLL de& Rcichsvcrsichcrungsamts. 

�I 
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Jahres-
Zahl der Fålle, in den en das ne ben-

crgebnis stcbende Jahrcsergebnis 
vorgckomrnen ist j zn crwarten war 

l 2 l 8

0 6 3,ti9 
1 9 9,61 
2 14 13,89 
3 13 16,21 
4 14 14,M 
5 16 12,51 
6 7 9,so 
7 7 7,23 
8 8 6,os 
9 2 3,so 

10 1 2,os 
11 1 _l,19 
12 1 0,GG 
13 0,34. 
14 1 0,17 
15 0,08 16 u. mchr 0,04 

,Vie 111an sieht, entspricht Spalte 2 vorst,ebender Tabelle der 
Jetztcn Zeile der Tabelle 2 in § 10 und Spalte 3 vorstchender Tabelle 
<ler le.tzten Zcile der Tabellc 3 in § 10 . 

. Auch in dicsem Beis pi el stiwmt die effektive Dispersion mit der 
erwariungsm�ifsigen ziemlich grnau iiberein. Man fosse die Zahlen zu 
grofsercn Gruppen rnsammen. Alsdann crhalt man: 

Jahrcs
crgcbnis 

Zahl der }\Ule� in denon das neben
stehcnde J ahreBergcbnis 

vorgekommcn ist I zu crwarten war 
::--·- 28 

1
� 27,t

27 . 29,G 
23 22,t 
21 20,1 

Endlich crgicbt die Rechnung: 
{ to'(x)} 2 = 4,3G (0,21); 

f 0' (:i;) = 2,09 (0,05) ; 

§ 12.

{ r
0
"(x)} 2 = 5,48 (0,70); 

E
0
"(x) = 2,34 (0,17).

,1. Be i s pi e 1: Di e dur c h S c Ill a g ei n e s P ferd es 1 m p re ufs is c ho n 
Heerc Gctoteten. 

In llachstehendcr Tabellc sind die Zahlen der durch Schlag ·cine-s 
Pfcrdes verunglnclden MiliUirpcrsonen, nach Armeecorps G,G.'' bedeutct 
Gardccorps) un<l Kn.lenderjahrcn nachgcwicsen.1)

1) SicLe die Hefte 38, 4G, 50, 55, GO, 63, 67, 80, 84-, 87, 91, 95, 99, 108,
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- ·1175; 7G ,--77 :-78 j 7U 
I 
80: s1_1_s2_l831-s.1 f�5 l 8G-j 87-1·ss·1 s� i 90 f9i r �2, 93, 94

-; -- I 2 2 1 -1- 1 I 1 ! -- 31 -H!l-I1 -I- 2- 3-12:--
II I- 2 2 -l 1 1

]Il , _ 1 1 1 2 -1 2 
IV I- 1 1 1 1 1 - -

V 2 1 -! 1
VI ,- 1 2 1 ! 2

VII 1-;: 1 l - I 1 1 
VIII I l 1 1 j-

. 1� 1! = 1 1 i 1 
� ! _!_ 2 

XI 1 2 4. 1 l 3 
X] V I � 1 2 1 l 3

41· - 1 XV 1 1 - 1 

-----
-

1 
-
-
2 

-
1 

-
1 

2
1
--

1 
1
l 

-
-

1 

-
1 

3-

1 

1 

2
1--
3 

2
1
1 

-

!I

1 - 2 -
1 1 - -- 1 2 1- - - 1

1 1 1 1 
1 1 1 -

-- - 2 1 
- - - 1 
- 1 2 -
- 2 1 3 

1 2 1 3
1 - 2 1 

-1- 2 2 -

1 - 1

3 1 -
2 - -- - -
1 - -
1 1 -
3 - -
- 2 -
1 - 1 

1 - -
- l 1

1 3 1
1 - -
- - -

a) lfan kann im gegebencn Fall zuniichst einmal genau in der
selben V\" eise vcrfahreu wic in den bciden vorangehenden. Man findct: 

Jabrcs
ergelmis

0
1 
2 

3
4 

6 u. mehr 

Zahl der Fiillc, in dcneu d:rn neben
stebendc Jahrcscrgcb1�is 

cingct.rcten ist I zu erwarten war 

144
91
32 

11 

2 

143,1
92,1
33,s
8,9
2,0
0,6

{ l\/ (:i;) } 2 = 0, 7 0 ( 0, 0 5) ; 

t0'(x) = 0,8j (0,03); 

{ to" (a;)} 2 =· O, 73 (0,09); 

to" (x) = 0,85 (0,05). 

b) Sodann lrnnn man aber, nuter "\Yeglassung des Gardc0orps,
des I., VI. uncl XL Å.rmeccorps, weJche eine von der normalen zicm
lich stark al,,Yeichendc Zusammensctzung aufweisen 1), die Zablen, 
·welche sich uuf die iihrjgbleibcndrn 10 Armcrcorps bezieheu, so
behande]n, als bezogen 8ie sich alle auf ein und dasselhe Årmeo
corps, mit.hin ejne cinzige aus 2�0 Elc1ne.utcu hcstchende statistische 
Reihc annrJnncn und auf <licsclbc <las Schcma des § 4 anwendcn. Es 
ergiebt sich: 

114, 118, 12{, 132, 13t und 13� eler "Prcufoischcn Stat.istik (amtliches Quellen
work)". 

1) Das Ga.rdecorps bcsft-ht., von Artillcrie, Pionicrcn und Tm.in nbgesehen,
aus 134 Infonteric-Kompaguicn und 40 Ka•,·allcric-Escadrons, dn.r:t XI. Arrucecorps
umfafst � Divitiioncn, das I. Arrncccorps hat 30, dn.a VI. 2r, Escadrons, wahrend
die N onn 20 il:lt. 

I' 
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Jahres
crgebnis 

0 

1 

2 

8 

4 

r, u. mehr 
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Zahl der Falle, in den en das ncbcn
stchcndc Jabrcsergebnia 

cingct.rcten ist j zu crwartcn war 

109 

(jf) 

22 

3 

1 

108,7 
GG,s 
20,2 

4,t 
0,G 
0,1 

{ c'(x)} 2 
= 0,Gl (0,06); 

c'(tc) = 0,78 (0,04); 

{ c''(x)} 'l = 0,61 (0,09); 
t"(x) = 0,'78 (0,06). 

25 

Die Kongrnenz der Theorie mit ·aer Erfahruug Hifst sowohl 1m 
Fa11 a) als im Fall b ), wie man sieht, nicbts zu wiinschen iibrig. 



Drit.tes Kap i tel. 

§ 13.

Die jm vorhergehcnden Kapitel nngefilhrten Ergebuisse des Ver
suches, gcwisse Forrneln der \Vahrschci11lichkcitsrcclrnung auf einige 
Daten der Statistik anzuwcndcn, sd1cincn auf den ersten Blick in \'Vider
SJJruch zu stchcn mit der hek�nntcn Thatsaehe, dafs die Schwanlnmgen, 
we1che sich bei statistischcu Hcihen 1) zcigcn, der Regel nach den Er
wartungcn <lfl' \V nbrschcinlichheiisrechmmg gar nicht cn{sprechcn. 

Eine gcnnuc Ubercin�timmung der cffektivcn Dispcrsion mit der 
erwartungsmiifsigcn ist bislrwg fiir ciucn einzigen · Fall nachgewiesen 
worden und zwar von L c x is bei dem G esclilcchtsvcrhiiltnis der Ge
bo!·cnen. \Vas hingcgcn die sonstigen Helafr,zuh]en geschv.�cigc dcnn 
die alJsolutcn Zalilen hctrifft, so wcisen dieselben ausnahmslos Schwan
knngcn in der Zeit auf, ".(,lelie jJircr Gr<ifse oder Amp1iinde uach die 
von der Theoric vorgczciclnwtc Norm erhcb1ich iiberschrciten.2)

Ich fosse ausschlicfslich statistischc Hcb.iiYzahlcn jus Åuge, ,velche. 
so geartct sind, dafs sic in rein formaler ]Ijnsjrht als Naherungswerte 
von "\VahrscheinJichkrit.�grc>fscu auf gr.fafst wcrden kannen. Solche 
Hela ti vzablcn stell en sich als Quoticntcn :i.us zwci Zahl en dar, von
dencn die eine - der DiYisor - a11gicbt, wic vicle Einzeltålle im 
ganzen· bcobachtet, wordcn sill(l, und die andcre - der DiYiclend -
angiebt., in '"ie vicJcn F:illrn aus der Znhl der beobacht.eten ein be-

1) Untcr einer tdatistii;chPu Hcihe nndclic ich hier wie in folgendem
eine Anzahl YOn "\Y{·rtcn ci11n l,l·t::i iwmkn dat it-it i sch en Grlifoc, von dencn jeder 
einzclne rincm bc�timrnt en I-� a le!itl Prj;tlir odn :--Prn,t i gen Zoitn.bsclmitt e11tspricht, 
wobci a1lc Zcitn.bschnittc zusammr.n g1'11c,mmen einPn gcsrhlossenen Zeitraum Lilden. 

2) Di esc Erken11tnis Y<>rd:1.11k l rna 11 \\'. L 1·,. i e, lh-��1..'n hicrhcr g(•h5reudc Seb riften
die folgonden sind: ,,Zur TlH'ori 1• d<'r �,Li��l'llvnehcimrngcn in tler menschlicbcn
Gescllschaft.'', 1877; ,,Einll'it11n;� in di,· 'fJ,C'oric llf•r Bevulkerungsstatistik", 1876
(ScLlnf,-kapitel); in den JahrbiirlH'rn fiir l\ationaWkoumnie und Statistik von
Ililtlcur,rnd-C\1nrad: ,,lhs GL·trliLTldHnh�iltui� der Geborenen und die \\,.,.ahr
Rcheinlichkeilsrcch1111n�" (187G), ))lii·r <lil' 'l'lil'orio tlt·r StabiliHit statistischcr
H.cihen" (187�), )�hrr die \\'al11 �ri ei11lit likcitnerlnrnug- und dcren .Anweudnng
auf <lic St�tie.t.il." (18%). Im lbrlllw�irfrrLnch dl'r �t:i.atswi!:'scnsrhaften von Conrad

l. • t I' 
I 

Elster, Lcxis 1 Loc11iug, 1S�0-�1.1 'lt' '\.r ·. ::�• 1'�dz''i "c �,f-�hlecl1tsvcrhåltnis hei Go-
borenen un<l Gcstorbenen", 11:'l!ornlstat L!itili. und ,,Stalrnt.ik". 

\ 
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�timrut.es Ereignis eingetret�n ist. Man wolle Beobachtungszahl 
flir <len Di,isor und Ereigniszahl fiir den Dividend sagen. 

l\f an bezeichne forner mit 
f I I 

Pi, P2 · • · Pa 
eine aus <J Elerncnten oder Gliedern bestel1endc statist.ische Reibe. Die 
Grafsen p/ siu] der oben bezeic1melcn Art, kannen also, rein formal 
betrachtct, als N:ihenmgsausdriicke von lVahrschcinlichkeitsgrofsen an
gesehcn werden. 

Nimmt mau nun an, p/, p/, p/ . . .  seien Ausdrilcke einer ge
mcinschaftlichen Yfahrscheinlichkcit, deren cxaldcr Wert p0 ist, so 
wir<l sicll der fiir die zu erwartenden Schwankungen mafsgebende 
miUkrc quadratische Fehler von 1J( als 

(1) [, (,p() = V ))�q. 

darstellen: wob2i % = 1 - JJo un<l n die der Einfachheit halber konstant . 
gedachte Beobachtnngszahl ist. 

Djc Grafse 1)
0 

ist un bekannt und darmn kann der erwiibnte mittlere 
Fehler nur n�ihernngsweise bercchnet wcr<lcn. Zwei l\1ethoden sind zu 
diesem Zvi·ecke anwendbar. Die i ndirekte, welche darin bcsteht, m 
(1) die Unbcka11nte JJo dnrch

, �I '+ , 
, P1 7- 'P2 · · • Pa 

Po = 

zu ersetzen, fiihrt zu dem Ausdruck 

(2) 
, 

1 
, worm q0 = -p0•

l (p,.') = 1/ Po�,
<]0

1 

, 

Die direlrtc �fothode ergicbt 

· l /
"'

i/ (p; -Po)'
c'' evn= V ;=t Ci

oder fiir den praktischen Gebrauch 

(3) Vi=<J

. 
_}] (p/-p/)2 

,, , a=l 

E (Pi)= -Cf - -1-·

Bei einigerrnafsen grofsem <1 ist zu erwad.eu, dafs die Gleichung 

c'' (p/) = c' (p/) 

niihernugsweisc erfilllt sein werdc uud zwar mit uro so hoherem Grade 
<ler Anniihcrung, jc grafser die Zahl <J ist. 

Die Erfabrnng lchrt indesscu, dafs c'' (p/) stets grofser ausfallt 
als t' (p/) o<lcr auch dafs der Quotient 
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, l' (p/) 
Q- , ,

. E (P;) 

stets grofscr ist als 1. Nicht scltcn erh?ilt man Q' glcich 10, 20, 100
und rnebr. 

Es ist mm dus Charn.k{eristische <ler Untersuchungen, woraus sich
eine dcrartjge Discrepanz zwisc:hen den Erwartuugcn der 'fheorie und
den Thatsacl1cn d[•r Stat.istik ergab, dafs den untersuchten statistischen
Heihen nicld, nnr grofsc Bcobachtungszahlcu, sondcrn auch grofse (in
die T1anscmde oder docl1 in die llundertc) gehen<le Ereignisnhlen cut
sprachcu. l\fon war gcncigt, darin gcradczu eine notwen<ljgc Yoraus
scfaung der Auwcndbarkcit der ,v ahrscheinlichkeitsrechmmg rrnf stati
st.iscbc JJ_afe11 zu crblicken. Darnit aber grofse Ercigniszah1cn heraus
kommen, branchte man nur die Beohachtnngen an menschlichen
Gesellschaftcn von hinreicben<ler numerischer St!irke bez,v. an Gebieten
von liinrcicheJHlcr Ausdc1mnng anzuste11cn oder, m. a. W., ejn entspre
chcnd grofscs Beobachtungsfeld zu wrih]en. 

Die Erscheinungen des mcnschlichen Lebens; auf die sich die Bei
spie]e des 11. l(apit.els heziehen, bilden keine Ausnahme von der all
geweju geHeudcn Hegel. Y\7 iir<le man z. B. die Uelat,ivzahlen der
Selbstmor<le (a.bso1uic Zahlen der Selbstmordcr dividiert durch die ent
sprcchenclen Zuhlen der Lebcndcn)

1 
,Ye]che die Statistik flir ganz

D cu tschb nd in dem Zcitrnnm 1881-1804 nnch Kalenderjahren nach
·weist, auf j}1re Sch wankungcn hin einer PrUfung unterziclten, so er
hiclte man Q' gleich nahczu 5. ..:i.lmlich bei den Unfållen mit totlichem
Ausgnng. Reclmet man hingegen das analoge Yerhiiltnis •;: i.:; bezw.
co" (:c) · 1 n · · 1 , II Ir . 1 fi d d -,--- m c en c1Sp1e en a�s . \_ap1tc s aus, so rn et man ie Werte
E

0 
(x) 

1, 12 1m 1. Beispicl a ),
0,88 " b ),0,99 ,, c),1,15 " 2- Beispiel,
1,12 " 3. Beispicl, 
1,01 ,, 4. Beispiel a ),
1,00 " b ).

Es lirr;t claher 1rnhe a11zuzm1r]1111cn, dafs gcrade die grofaen Er
ejguiszah]811 ei:; seien, ,votlurch eine Njchtiibcreiustimunmg der cffck
tiven Dispersion mit der crwarhmg�m�ifsigcn hcrbejgcfiihrt ,vird, wiih
rend urngckchrt in den klcinen Brcignisznhlcn, wie sic siimtlichen
Bcispiclen de!.; II. K�pitcls gemein sin<l, die Ursache da.von 7,u suchen
scj, dafs in ,ienen Bcispiclen die Ergehnjsse drr Statjstik mit den Er
wartungen der 'l'hcoric fast YollsEiu<lig zusammeufallen. Um rlicsen
zuniichst rein empirisch fcstgestclltcn Zusamm<.mhang als einen not
,vrndigcn, ges 1::t zmiifsigc1 zu erkennen, bedarf es einer erganzcnden
t heoretischcu .Erorlerung. 

f; 
, I 

I ' ' 

I! 
I i 

' 

l 
V,:

I .

i: 
! 

I 

I 
I 
I 

l 

\. 
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§ 14.
\Vir betrachtcn folgenden Fall: Die in Frage ste11ende Wahrschein

lichkcit, als clercn Niihcrungswerte die Grofsen
, ' ,

1\, P2, • · · Pa 
crsc11einen, blcibt nfoht flir alle o Versuchssericn konstani�, sondcrn
?indert sich von Versuchsscric zu Versuchsserie und ist glcich p

1 
bei

der erstcn Versuchsscric, g1eich p
2 

bei der z·weiten, gleich p
3 

bei der
dritt.en u. s. w. J m allgemeinen entspricht also der N�ihcrungswert
p/ cinem cxaktcn W ert p;. Es sei

a 
nnd wie vorhin

p/ + p/ +· ... Pc/ , 

Aufserdcm
(J 

1 '. ' -J)i = qi'

=.1>0 " 

1 -JJo = qo, 1 
, , 

-Po = %
kh sclze der Ejnfachheit halber voraus, dafs jcde einzelne Ver

sucbsseric n.us einer gleichen Zahl n von Versuchen besteht. 
YVir fragen nach der erwartungsmafsigen Dispersion der E]emcnte

p/, J)2', p/ . . .  pa'. Der mafsgcbcnde mittlerc quadraUschc Fehler, den
wir mit o (p/) bczeic1rnen wollcn, ,vfrd sich offenbar aus der Be•
dinrrmws•1Jeichuno-

o b t) O 

(l)

bestimmen, Vlohei E die in § 1 angegebenc Bedcutung hat und das
Zeichen E sich auf alle \\7 erte i von 1 bis 6 erstreckt.

Aus (1) crhåH man: 

(2) { & (p/)) 2 = E C:2 !'J - 2 Po E (� :') + p/.

Es ist aber

woraus

folgt.. 
Aufserdem ist

( J
>

') E 2-f =1Jo•

Dcnrnach vcrw:mdrlt sich (2) in:

(3) { J..' ( ') } 2 
"1 J> l + � Pi q: 2 u Pi = � -;- � an - J>o •
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Der numnchr gefundene Aus<lruck des Quadrates des niittleren 

quadratischen Fchlers kann in folgendcr W" eise umgcformt wcr<len: 
Man liberzeugt sich leicht von der Hiclitigkeit der Gleichung 

J);q; = JJoqo + (Po - %)(Po - P,) - (p; - PoY'· 
Setzf; man darin i = 1, 2 .... bis <J und ad,1icrt eiumal die linken und 
ein a11dercs Mal die rechten Seiten der so crhaltencn Gleichungen, so 
kommt man auf die Beziehung 
(4) 2.:p;q_i = 6JJoqo - E(p, - Po)''.
Ferner bcsteht die Beziehung 

(5)
:2 �2 - p/ - ·:E (1'; --:: Po)•.

Auf Grund von ( 4) und (5) tifst sid1 (3) untcr fo]gende Form 
bringen: 
(6) 

Untcr Auweudung der alten ·Ilczeichmmg 
(7) vr:� = c(p/) 

und der neuen Bezeichnung 

(8) 
1 /n -- 1 � (J¼..::_ J'o) i 

findet man noch· 
v-?t - Le; - ----a-- = 1J (1)i) 

(9) 
Man vernbrede sieh die Grijsst! o·(p/) den Totalfehler, die Grofse 

t(p;) den Normalfch]cr m1d die Grl·,�;se 11(p,-) den abso]uten Fehler
excedenten zu ne1meu. 

Der Totnlfohler J:if�-d; sid1 nach Formel (G) glcichsam auf zwei 
gcf.rennt wirke11dc Fehll'rqul'llen zuriiel\fiihren. Die erstc Fehlerquelle 
lieo-t ju den ,,zuCilligeu Ur�;1cJ1en'', Wt.·1c1:c eine Abwcichuncr des 1·e-o O � weiligcn \\r ert.es p/ von clcm \ \" t'l't .J'; lir..1rbrifiilll'eu, nnd es entspricht diescr Feh!crqnelle die \\'irbing 1 (J,,'). Die zweite Fehlerquelle, in <len SchwanlrnngcH Le:-.;ic lie11d. weklie dir: ju Fragc stehcnde ,v ahrschcin1iclikeit im Lanfe der o V t·r:--uch:-:sl'ri 1 1 n rrfiihrt, ruft die ,virkun(J' 1z(J_J;) l1crvor. Schliesslieh finckl in dt'r H(•snlt.ante o'(p/) die combinierte ,Virktrng licillcr Fclilt•r11u(·llt·11 ilin·H Ausdruck. 

Bs crgicbt sich tlll8 (S)' da r s flir den FalJ, WO alle ,v ertc p·cinandcr cr]eich siml, der H h�,,lutt'. I·'t·lill'r,·xcrdcut rr}cich Null wfrd uud
b 

. • - ( 
t., der Toialfchlcr mit drill l\orm;dc1·ld,·r zu�ammrntillt. Dies trifft hei dem in § 13 angenom 111 <·ne 11 �rb·ma zu und ist der Fall der nor

mal en Dispcrsion (Lt,xis). �i!ld hi 11 g,·gt•J1 die \YahrscheiulicLkeiten l'
i , p2 

••• J)a ei11auder uicht ��ll'idi, rn iiberntcigt der Totalfchler den

l 
.i ,J • 

. r 
I. 

� 

·IJ' 

(· .

t ., 
_{ 

-;. 

J
I ·}
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Normalfehler ura den Bctrag ;r(l�,;:).i(:,') und wir habeu mit dem Fall 

der u ber norma lc11 Disp ersion zu thuu. 
Man bilde den Ausdruck 

(10) 

uud nenne ihn den relativen Fehlerexcedenten. Bezcichnet man 
ferner die von der Versuchszahl n unabhåugige Grosse 

V-1 '1 (pi - Po>'-
Po qo,.:::.,,; G 

mit c, so ergieht r.,ich aus (7) und (8): 

Å=cJln.-1. 

Demnach ist der relative Fchlerexcedent der Quadratwurzel aus 
der um 1 vcrmindert.cn Versnchszahl pro1)0rtional. 

Den Quotienten 
(11) Q = o(peE(pi)

wollen w1r kurz als die Fehlerrelation bezeichnen. Man hat 

Q2 
- 1 = i..2

und 
Q = 111 + l� =yl+ (n - 1)c2

• 

D;c Fchlcrrc]ation iindert sich also ebenfa1ls mit sich åndernder 
Versuchszahl und zwar nimmt sie mit wachsen<ler Versuchszahl zu und 
mit fallender V ersuchszabl ab. 

Eiue gegebene Heihc Pi , JJ
-2, ••• Pa vorausgesetzt, sei bei einer 

Versuchszahl 100 000 die Felilerrelation gleich 2.1) Es wird gefr�gt 
nach der Peh1errc1ai..ion bei einer Y ersud1szahl 10 000, 1000, 100. 

Dazu ist erst di<:; KoDstantc c aus der Gleichnng Q2 
= 1 + (n - 1 )c2 

zu bestimmcn, '\YOrin fnr Q die Zahl 2 und filr n <lie Zahl 100 000 
cinzusetzen sind. Sodann erUllt man 

bei n = 10000, 
,, n = 1000, 
,, n = 100, 

}. = 0,548, 
J. = 0,173,
). = 0,0545,

Q = 1140· ' , 

Q = 1015· , , 

Q = 1,0015. 
Åus obigem ist ersichtlich, <lafs venuoge einer cntsprechendcn 

V crringcrnng der Versuchszahl eine stark iibernonnale· Dispersion 
( Q = 2 !) uuf eine so]che reduzicrt werden karm, die sfoh von der 
normalen Dispcrsion kaum noch unterschei<lct (Q = 1,0015!). 

Im vorstcbenden sind die Dispersionsverhaltnissc an "\Vahrschcin-

1) Dem entsprcchcnd fat i ==- 1,732.
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licbkeitsgr<.>sscn erodert wor<len. 
filr Erejgniszahlcn zu cntwickeln. 

Es crUbrigt., die analogen Formeln 
Man setze 

, 
.... . npa = Xcr. 

Die Zahl en Xi, X:n • . • • Xa gc ben off en bar an, in wie vielen Falleu 
aus n das in Fragc slchcndc Ereigni� bci den cinzelnen V crsuchs-
senen einget rclcn. isi. A ufscrdem seien 

1ll)a = m(f 
die mathemat.ischen Erwartungen der Ercigniszahlen. Man flihrc noch 
die Bezejc1mung 

CJ 

Die fur die Reihe [{�1 , a:2 , • • •  Xa mafsgcbcnden Tota1feh1er, Nor
nH11fohler und abso1utc Feblercxcc<lcnt, <lie man in ana1ogcr �leise mit 
o (.r1-), c (xi) Ul)(l 1; (m i) bezeiclrncn · m�g, crgcben sich aus folgenden,
<les Beweises nicht bediirfondcn Glcichungcn:

und 

Daher <lcnn forner 

å(x,) = n • ci(v/), 
i (xi) = n ·· t (11/), 
1;(m .-) =--=--= n • iJ(p,-). 

,J (r;) == J/{7°(:ri)} � -t- { 1; (m�)} 2, 

E (:i;,-) = JlnJ;
o
q

o

"\Yas schliefalich <len rebtir('n ],\dilercxcr.dcntcn (l) und die Fehler
rclatjon ( Q) an langt., S(> Li llen clic-sc]bc·n bci drn Rcihen p/, p/, ... pa'
und Xi, a..�2, • • •  x0 zusamrnen. 

§ lf>.
Fiir tl r.n Spezialfa11 11u11, wo die \\1 a1ir�chein1ich1�cif�n Pi, p2, • •• Pa

unendJid 1 kleine Gri'>fsell �iml urnl n eine u11eu<llich grofse Zahl ist, 
·1 hat m�rn jn dm zuletzt a11gef iih rien Formcln - = 0 JJ = O q0 

= 1
zu sefzen nud crh�ilt nrnn: 

n , o , 

' 

·, 
,, 

I; 
, I 

i; 
l, 
1. 
: 

I 

I· 
1 ' 

I 

I j 
! 
i 

Il 

.1 
! I

. 
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und 

Obigc Fonnc]n erscheinen, so wie sie hier abgelcitct sind, an die 
Vorausscb:ung einer konstanten Versuchszahl gebunden. In ,virklich
kcit aber kann man letdere Eiuschr�inkung vcrmciden, :indem man 
unmiHelbar von der Gleichung 

{ O (x1)) 2 = E(;E (x;--: m•)
') 

ausgelit und die aus § 1 bekannte Beziehung 
E ([xi - mi]2) = m, 

heranzieht. Alsda.nn ergiebt sich in Ubereinstimmnng mit obigcn 
Forrneln 

Der geJiefertc Ausdruck fur Å besagt dieses: Vermehrt man die 
Versuche bci �Iimt,lichen X; Bestimmu11gcn der Reihe in gleichmåfsiger 
VVcise, z. B. nm k Male, olrne die den Zahlen zu Grunde liegenden 
vVabrsehein1ichkeitcn zu iindern, so erhohen sich dadurch samUiche 
m; YVerte, folglich auch m0 , nm ebensoviel und mufs daher der relative 
Fehlcrexcedent i im Y crhaH11is von 1 zu i/ k zuuebmen. . Die Ab
Mingigkeit der Fchlerrelation Q von den Versuchszahlen kommt aber 
darin zum Ausdruck, dafs Q2 

- 1 der Zahl k direkt proportional ist. 

§ 16.

Der im vorigcn Paragraphen erortertc Fall untcrscheidet sich von 
dem in § 4 behandelten dadurch, dafs an die Stelle einer unverander
lichcn mathematischen Erwarhmg m sq viele analoge Grafsen m

1
, 

m2, ••• m a gctrcten sind, als V ersuchsscrien vorliege1L vVir wollen 
mmrnehr <las Sch erna des § 5 in cnt.sprcchen<ler \V cise modifizieren. 
Zu diesem Zwecke setzen wir ,oraus, dafs den Elcmentcn einer be
stimrnten Zeile der in § 5 angefUhrten Tabelle nicht mehr cin und 
diesclbc mathematische Erw·artung der Ereigniszahl (m1) zu Grunde 
licgt, sondcrn dnfs sich die in Frage st.ehende Erwartungsgrofse iindert, 
wobei einem Element X;,J ciuc mat.hematische Erwartung m;,J cntspricht. 

v. Uortkcwitoch, O('.setz d. kløin. Z11blen. 8 
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Man fiihre die Bezcichnungen ein: 
1 

ei (m1,j + m2,J + · · · + ma,J) = tno,J 

1 
- (mo 1 + mo � _t_, • • • + mo ,.) = mo o . 

j! ) I" I I 

Fur jcclc cinzclne Zeilc der 'faLelJc gcHen als Normalfcl1lcr 

E· (X· ·) = l/mo 1 ) 1,) I ' 

als ahsolut.cr Pcl1lerexccdcnt, 

?); (m,,;) = V 2 (m,,;- mo,;)
2 

•=1 
G 

und a}s Totalfehler 

åj (.rc;,1) = V0:1 (x;,J)} 2 + { 171 (m,-d)} �. 
Setzt man nun 

1/� 2 {f;(x,,;)) 2 = E0 (x,.J), 
j=l 

V+,� { o, (x1,1)) 2 = 0
0 

(x,,,), 
J=l 

und 

so findct man 

und 

E0 (x;,J) = ]lmo,o, 

------·---------------

Å = 1./1/1 0 � _I (lll�\J)t y _:_('\,t - 1) 2

o i o, � ,, '"o ll � CJ mo J 
;=l 1 , ..... 1 1 

Q
o 

= V' i + i�/ .

Die Art <ler Abh:iugigkcil cl<·r (; ri',f�t•n ).0 und Q
0 

von den Ver•
Buchszahlen i�t, wic mau sieht, � 1• 11 au tlie 11 :im lichc wic hei l und Q 
nach dcu Schlufss:itzcn eles § lf>. 

t. I ;',
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§ 17.
Das in §§ 14 · - lG behandclte Scli<m1a emer ver:in<lerlichcn Wahr

schcinJicl1keit des bcireff,�ndcn Ereig11isscs bezw. einer vcrilnder1ichen 
mat hernatischen Erwari.nng der betrcffcnden Ereigniszahl giebt uns 
das crwiinschtc Milt.el an die Hand, die in § 13 mr Sprnche gebrachte 
V crschicdenheii jn dem VerhaHcn der grofscn un<l der kleinen Er
cigniszaldcn einer 1\ ufkHirung nliher zu bringen. 

Entsprcchend der Hypothcse von einer vcrilnclerlichen -YVahrschein-
1icl1keit erschciut n�im]ich der nach der direkten I\Ietho<le berecbnete 
mi Ulere quadratische Fe11ler c" (p/) [ s. § 13, (3)] nicht mehr als 
Niihcru1tgswcrt von f (zJ/) [ s. § 13, (1 )] , s011clcrn als NaherungsYrnrt 
des Tota1f ch1crs o (p/) [ s. § 14, (1 )] , wlihrcnd der nach der in direkten 
Metlwde berechncte mit Uere quadratische Fchler s' (p/) [ s. § 13, (2)] 
den Charaktcr cines Naherungswe1�tes des Normalfehlcrs r(p/) [s.§ 13,(7)] 
gm-·dnnt. 

Somit mufs (bei cinigermafsen grofscn n und a) der Quoticnt Q'
[s. § 13, (4.)J als Niihernngswert von Q [s. § 14, (11)] aufgcfofst werden. 

Ferner crschcinen, gemilfs der Voraussctzuug einer wechselnden 
malhcmatischen Brwartuug der Ereigni.szahl, die in § 4 vorkommenden 
Grofse11 t'(x) und c''(x) als Niiheruugswerte der aus § 15 bekanuten 
Grofsen t(xi) bczw. o'(x;). 

Schliefrdich c11tsprechen, nach dem neuen Schema, den Nåherungs
werten f.

0
'(x) und zo"(x) des § 5 die exukten "\Verte r

0
(x,,1) un<l o

0
(x;,J) 

des § 16. 
Mit Hilfo der Hypothese \ .. on einer veriinderlichen Wahrscbein

lichkcit. Eifst sich mm das in § 13 env;ihnte Resultat s"(p/) > 1:'(p/) 
olme weiteres crk1�ircn, weil niimlich der Ansdruck J/ { l:''(p;)} 2- { s'(p;)} 2 
einen Nfihenrngswert des ahsoluien Fehlcrcxce<lenten 17(p1-) licfert, we]ch' 
letzlercr bei einer veriiudcr1iehen \Va brscheinlichkeit nicht Null, noch 
weniger aber eine irra t iona1e Grafse sein kann. 

J ene H ypoth esc lJedingt aber noch cin an deres: niirnlich die 'I'hat-
1 ] r"(p/) d f''(x) . ·1 E' b ft sac 1e, c afs '( , un -,-( ). rn 1 uer 1 1gcnsc a als Naherungsaus-

E l>i) E X 

o(JJ/) � (xi ) • drticke von Q =---= -(-,) bezw. -(-) s1ch cetens paribus (d. b. bei
, l: P i 

E x
i 

gleich si-arken Sdnnm1rnngcn der \Yahrschcinlichkeiten P
v 

p
2 

• • •  p(J) 
um so ,venigcr von 1 unter�chei<len, je klciuer das Bcobachtungsfcld 
ist, auf welches sich jedes cinzcln� Element der stat.istischen Reihe 
bezieht. Dasstlhe gilt von <lem Quotientcn �0�,'((x)) als einem Niihe-

E
0 

X 

rungswert von Q
0

• 

Nnn realisicrcn sich die Erwartnngcn bcziiglicb des Verhaltens 
jcner Quotieulcn in lrefflicher ,v eise. Untcr <ler Bcdinguug eines 
beschriinktcn Beobachluugsfcldcs crh:Ut man, wic wir wissen, eine 

3* 

' 
I 

f 

I 
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nal1czu normale Dispcrsion hczw. eine fast vol1stiindige Ubereinstim
mung zwischcn den mjUlcrcn Fehlern, von dcncn der eine nach der 
direkten, der andere nach der indircktcn Metho<le bcreclmet ist. Je 
kleincr das Beohachtungsfo]d, jc scltcncr in einer gegebcnen Gesell
schaft das in Frage stchcndc Ereignis, wie z. B. Selbshnord oder Un
falJ ,· vorkommt, um so hcsscr fiigcn sich die statistischen Ergebnissc 
in die mafsgcbcndc mathcnw.t.isclrn Formel.. 

Die l.lypothcsc einer veriindcrlichcn "'\Vahrscheiulichkeits- bezw. 
Erwarhrng�gr<jfoc hilft uus <licses V crl1altcn als cin gcsctzmafsiges 
rrkcnnen und in <liesem Sinn kann die Thatsachc, <lafs kleine Ereignis
'.1.ahlen (bei sclir grofscn BeoLachtuugszahlen) einer bestimmtcn Norm 
der Schwanlrn11gcn unicrworfon sind bczw. nach einer so1chen tendiercn, 
dn,s Gcsetz der klcincu Zahlcn vrnhl benannt werden. 

§ 18.

Es ist friil1cr ganz a11gcrnein ilhlich gewesen, die Rclativzablen 
der Statistik, sof ern sic bcstimmi.cn formalen Bedingungen Genilge 
lcistcten ( vg1. § 13), als Niihcnrngswcrte von \\r ahrscheinlichkeits
grofsen aufzufosscn und gelcgcnt1ich nls solchc zu behandeln, ohnc 
sich nm die Frage nach der Zuliissigkeit einer dcrartigen Betrach
tungs·wcise jm mindcsten zu bckUmmern. Diesen Standpunkt der naiven 
Zuversicht finden wir von Poisson nnd Qu etelct vertreten und von 
den Neuercn vielfach get.cilt. 

Hier, nn der GrnnchTorslcllung, mit. der Kritik augcsetzt zu haben, 
ist dn.s riihmlich 12 Vcrditnst Lcxis' .. Voi1 ihm rlihrt. <ler Gedanke her, 
den Chnraktcr ei11cr sta.tistisc1wn Rrla.tivzahl ,i..�s Niiherungswert einer 
matlicmatiscl1rn ·w ahrscl1cin)frl1kcit, nicht als ehrns von selbst gegebenes, 
sondern als cb-rns, ,\·as an eler Iland der Erfahrung geprilft werden 
mufs, zu betrachlcn. 1) \\'"orin kann aber die verlangt.e Priifung be
steben? 

Die A ntwort hut et.c liei Lcxis ciwa wie fol gt: es sind die Sclnvan
knngcn ( <lie Disprr:siomYerJirilinissc) zu nnLersuchen, V\"'elc1e eine Reihe 
von statistisclw11 HP1ntirzah1cn auf weist, hinsiclitlich deren gefragt wird,
ob sie als .N:ihcru ngswrrte einer gemcillsc-1,aftlichen "\Vahrscl!einlichkeit 
anfgefasst ,verden d Lirfru. ?\Tan rnufs namcntlich zusehen, ob die 
fakt iscl1c Disprrsi(ln mit. derjrnigcn ti bcreinslimmt-, welche zn erwartcn
wii.re auf Grund <ler \' ornussdzung, dafs den zu einer R.eihe verbun
dcneu Hrlatiyzahlen cin uncl llicse!Lc m:1t hematische Wahrscheinlich
keit entspricl1L 11 icrb1.-:-i C'lll pfahl .Lex is das uns bckanute Y crfahrcn, 
den miti.lcrcu qtuH]ratjs('h('ll ]•'elda eimnal 11ach der indirckten (,,com
binat.orischen"), cin an'1(•rt·� J,�al �rneh der di�cktcn (,,pliysikalischcn'')
Mcthodc zu brreclmcn t11hl die hcsultat e he1dcr Methoden einander 

1) Zur 'l'heorie u. s. ,v. §§ l 1-12 (g.

., 
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( 

' 

\ 



Drittes Kapitel. § 18. 37 

gegeuiiberzustellen. Je nach dem Ergebnis des Vergleichcs zwischen 
der c!fektivcn und der erwarhmgsmiifsigcn Dispersion bczw. zwischen 
den in vcrschieclener '\V eise hereclmct.en miUlcren Feh1crn ist nun die 
Entschcidnng zu treffen, ob die u11tcrsuchten Rclativzahlen Naherungs• 
werle einer bestimmtcn Wahrscheinlichkeit seien oder nicht seien. 

Lexis hat mm selbst eine Anzahl statistiscber Ilclativzahlen auf 
ibre Dispcrsionsverh:i.ltnisse hin untersucht und ist zu Ergebnissen 
gckommen, wovon das wesentliche cingangs ·dieses Kapit.els envåhnt 
worden ist. 

Es hicfse, sich yom Thcma cntfernen, wollte man hier auf die 
Bcdeut.ung cingehen, welcl1e den Lexis'schcn Untersuchungen insofern 
zukommt., als durch dercn 11esultate ziemlich verbreitet gewesene 
irrige Anschauungen von dem "\Y escn der statistischen Gcsetzmafsig
kcit endgiltig widerlcgt wor<len sind. 

_Man hat sich vielmchr die Frage zu st.ellen, ob jcne Resultate 
dazu Lerechtigten, den meisten statistischcn Helativzahlen jedwede 
Beziehung znr \Yahrschcinlichkeitsrcclmung abzusprccheu. Wohl durfto 
als ausgemacbt gelten, dafs die Einzelwerie von stat.ist.ischen Reihen 
<len ilmen in et,was leichtsinnigcr W eise zugeschriebenen Charakter, 
Niiherungs,Yerte einer gemeinschaftlichen, in der Zeit unveriinderlichen 
"\Vahrscheinlichkeit zu sein, abzulcgen gezwungen waren. War aber 
das ins Auge gcfafste Schema der W ahrscheinlichkeitsrechnung, daa 
sich als unbrauchbar erwicsen hatte, <las einzige, welches iibcrhaupt 
in Betracht kommen kann? Oder hat es vielleicht cin Interesse, zu 
priifen, ob die statistischen Reihen nicht zurlickgeflihrt werdcn konnen 
auf dus Schema einer in der Zeit Yeranderliehen Wabrscheinlichkeit, 
wobei also den einzclnen Elementen einer stat.istischcn Reihe numcrisch 
verschiedene W ahrscheinlichkeitcn untergelegt ,verden miifstcn? 

Diese EventualiUit war dem Verfasser des W erkes ,,Zur Theorie 
der �fassenerscheinungen in der menschlicben GcscllschaJt" nicht ent
gangcn.1) Aber er hat sich nicht liinger dabei aufgehalteu, haupt
sachlich wohl aus dem Grunde, wcil die Frage, mochte ibre Ent
scheidung im positiven oder im ncg:ifrrnn Sinne ausfallcn, von dem 
eigcntlicben Beweisthema der Sclirift gewissermafsen abseits lag. 

Erst sp1iter hat Lexis das Schema einer von Versuchsserie zu 
Versuchsseric sich �indcrnden V\7 ahrscheinlichkcit in dessen Anwen

. dung auf die Statistik zum Gegcnstand einer eingchendcn Erorterung 
gemacht. 2)

Als mathematischc Grundlagc hat ihm dabei eine Formel gedient, 
die bis auf den Faktor n - 1 mit Formel (6) des § 14 iibereinstimmt.n 
Lexis sctztc nåmlich 

1) Zur Theorio u. s. w., S. 31, 91.
2) Ober die Theoric der St.i.biliti\.t stntietischor Reihen.

I 
I 
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{ 0 (p/) ) 2 = P::• + 2 (p,: 
Po>'.

Der Unterschied zwischcn letzterer Formel und der meinigen riihrt 
da von her, dafs Lcxis sich hcwufster ,v eise einer nicht ganz strengen 
Beweismcthode bc<lienl hat. Prnktisch ist der Unterschiecl bei einigcr
mafscn grofscm n uncrheblich - und gerade diescn Fall hat Lexis im 
Auge gchabt; ist aber n kciuc grafse Zahl mch:r, so erscheint 
Formel (G) des § 1-1 als die cinzig anwendbare. Selbst bci n = 1 
licfert, sie cin zutreffendes Resultat, wic es iibrigens der Art ihrer 
Ahlcilung zufolgc nicht andcrs sein kaun. 

Lexis wcndei:e forner seine .A ufmcrksamkrit dorjenigen Grofse zu, 
die icb in § 13 mit Q' bczciclmct habe, und zeigte, dafs dieselbe in 
ihrer Eigenschaft als Niiherungsw·crt von Q im Sinne des § 14 in 
be1rnnntcr \V eisc von der V crsuchszahl ahhangt. Daraus folgerte er 
nun, dafs, falls das Selwma einer vou V ersuchsseric zu V ersuchsserie 
sich åndcrnden \Vahrscheinlichkeit, dem stalistischcn Geschchen adåquat 
sein sol He, sich flir �?' "\V erte hcrausstc1len miifstcn, die um so weniger 
von l ab,vejchcn wiirden, je klcinrr das gew:ihHe Beobachtuugsfeld 
sein wlirdc. Es ist Lcxis auch gelungcll, hei einer Anzahl von Fallen 
mit· relativ rnEfaigcn Beobacht nngs- urnl grcigniszahlen als V\7 erte 
von Q' Grufscn zu findcn, wclchc von 1 nicht. suhr vcrschicden waren. 
Die Ergcbnisse waren jcdoch nichi in dem Grade bcweiskraftig , dafs 
sie zu <lem Scblussc a uf die A 11gcnwingiHigl�cit <les Sch em as emer 
vedinderlichen ·w ahrselwinlichkcit Hir die Statistik bercchtigten. 

Das Gcsetz der klcincn Zahlen crsd1eint mm als Ergebnis einer 
"\V eitcrfnhrung jcner Lcxis'schcn Unt crsuchungcn llnd bildet in theore
tischcr Hczichung viclleichf .  gnr· cinru ALsclilufs dcrselbcn. Durch 
Verwendung klciner uml klciJJstcr Erejgniszahlen ist es moglich ge
wor<len, den relali ven FclilC'rexcet1en ten bcz w. <lie YV irkung der Ver
anderungen der YValirschcinlichkcit anf ein Minimum zu reduzieren 
und auf dicse "\Vcise eine nahezn nonn:de Dispcrsion herhcizuflihren. 
J ene fast vo1lsf.:imligc Uhcrcinstimmung der Thcorie mit der Erfahrung, 
welchc sjch bierhei hcraus�t.clH, geslid lei lrnum noch einen Zweifel 
iiber <lie ohjcktiYc Bcdcuhrng <les \Yalir:srheinlichkeitsbegriffs fur die 
untersuchten G<:biet.e des statisti:-:clien (;esclwhcns. \Venn auch das 
Bcobachtnngsfrld, auf welcl1cs sidt die Untersnchung im 2. Kapitel 
Lezieht, ciu <.°,rtlich uud zcitlieh b(•:-:clirit11ldcs ist, so crscheint die er
w�ihutc Schlufsfolgcrnng auf (len o1,.Hdivc11 Cl1arakter des \Vahrschcin
lichkeitsbegriffs an :ilrn1iche Sehra11kt'11 11irht gr.hunden. \Vas in dieser 
Beziehung von Selbst mon1cn odrr U nf.illcn in einzclnen Territorien 
-bezw. flir bcstimmtc P<'rso1wnhl'i�L· mid flir hestimmtc Zeit.riiume gilt,
mufs offcnbar eine allgemcinc Gt>lt ung lia ben. \Vo und wann immcr
in einer mcnschlichen Gcsc11Hehan. �elbstmonlc bcganrrcn wcrden und
sich Unfiillc creignen, diirflc die Art des instanclekormnens dieser
Geschehnisse eine solche s(•in, wekhe die Auwcllllung <les ,v ahrschein-
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kcitsbegriffcs zuHif�t. Dafs letzlcres m;ch in Betreff anderer Erschei
mmgrn zutriift, die in den Bercich der Bevolkcrungs- und der Moral
statistik gehoreu, halte ich fiir rncincn 'l'cil fiir nicht weniger sicher 
und glauhc, dafs sich das Gesctz der kleincn Zahlen allenthalben 
wcrde vcrifiziercn Jassen. Nichtsdcstoweniger erschcint mir eine � er
mehnmg der Bcispicle zu dem Gcsetz der k]einen Zahlcn wegen der 
prinzipiellen Bcdentu11g der Fragc als sehr crwiinscht. 

J cdcs ausgcrechnete ncue Ucispiel vtird, falls es, wic zu erwarten 
ist, zu glcich giiusiigen Ergebnissen fiihrt wic die Bcispicle des 
2. Kapitels, die ·wissenschafiliche Uberzcugung crharten hclfen, dafs
allcn bcvolkcrnngs- und moralstatistischen Zahlen mathematische
'\Vahrschcin lichkeitcu oder Funktioncu solcher zu Grundo liegen.



Anlage 1. 

Man setze 

und 

wobei 

n (n - 1) (n - 2) · · • (n - X+ 1) -yx n-x _ p 
1 2 · 1 q - n,x, 

• . • • X 

::e=n 

r=n 

� P af = tCr>� n,x �n 
x=O 

21 Pn,x(x - m/ = co��> , 
x=----=O 

m = np, p + q == 1. 
Die .A.ufgabe, welche hier geJost werden soll, besteht darin, die 

angegebcnen Summal.ionen fiir r = 1, 2, 3, 4 auszufilhren. 
Es besteht die Beziehung 

Daher 
(1) 
und 

. JH1,Pn,x = Pn-l,z-1 x.·

Pn,xX = pnPn-1,x-l

(2) Pn,:r;Xr = pnxr-l Pn-1, x-1 • 

V on der Gleichung· 
xr-t = (x-1y-1 -t-(r- lJ(x- I)r- 2 + (r-;).(t�- 2) (x- 1y-s +···

+ (r - 1) (x - 1) + 1

ausgehend, bekommt man ferner aus (2): 

(3) -P11,z xr 

= 1m { Pn -1, ;:--1 (x- 1y- 1 + (r - 1) P11-1,x-1 (x - 1y-s
(r-1)(r-2)

p ( )r-S } 
+ 1 . 2 n-1, x-1 X - 1 + • • · Pn-1,:r-l · 

Setzt man in (3) x = 1, 2, 3 . . . bis n nnd ad<liert einmal die 
linken nnd cin underes Mal die rechten Seiten der so erhaltcnen Gloi
chnngcu, so kommt mnn auf die Formel 

(4) tVi _ { tCr-1) _1 ( 1) tCr-2) _.1 (r - 1) (r - 2) t<r-�) -I 
Sn -� pn ';,11-1 7- r - �H.-1 -,- 1. 2 '.,n-1 - ••• 

+ (r - 1) ���l + t�O!_l }•



Anlngo 1. 41 
x=n-1 

Wcil aber ���}_1 = ;2 Pn-l,x = (q + p)n-l = 1, kann (4) sym-
.x =-= 0 

bol is c h so · ausgcdrilckt werden: 
(4') �t> = pn (�n-1 + l)"- 1• 

Fiir die Falle r = 1, 2, 3, 4 hat man demnach: 
�(l) 
f-11 = pn, 

t�;> = 1Jn (���1 + 1), 
��3> = pn (��!._1 + 2 ��1�1 + 1),

;�4) = pn (��}_1 + 3 ��2}_1 -}- 3;�,1}_1 + 1).
Die in obigen Formeln vorkommenden Grafsen ��1

:_1, t2!.. 1 und 
�S

3l._1 konnen leicht eliminiert wer<len. Man fiudet namlich t�,1}_1 aus
��� > , iudem man darin n durch n - 1 ersetzt und ebenso ��22-1 aus 
��;> u. s. w. So gelangt man schliefslich zu den Formeln: 

tCl) 
�,i = np, 
��;> = n2p2 + np - np2,
��

3> = n1/ + 3n2p2 
- 3n 2p3 -f- np - 3nJJ2 + 2np3

, 

��> = n4p4. + 6n3p3 - 6n31i + 7 n2p2 - 18n2p3 + 11 n2p4

oder auch + np- 7 n1J2 + 12np5 
- 6npt ,

(5) ��1 > = m,
(6) ��;> = m2 + mq,
(7) ;�s) = m3 + 3m2 q + mq(q-p),
(8) ��> = m4 + 6m3q + 7m 2q + mq- 1lm2pq - 6mprl•

Zur Bestimmung von co;;> dient die Zerlegung
(r) t(r) . t<r-1) + 

'f (r - 1) t;(r-2) s 

+ ,. ror. = ';,1. - 1 �n m 
1 . 2 

�n m - ... - m '
wclchc fnr die Ffflle r = 1, 2, 31 4 folgcu<le Ausdriicke liefert: 
(9) 
(10) 
(11) 
(12) 

(1) 0 ron = ,

(2) 
COn = tnq_1

m��> = mq (q_ - p), 
co��)= 3mi q2 + mq - 6mpq2• 

Die letztc Gleichung kann auch unter die Form gcbracht werdcn: 
ev�> = 3 (m q)Z + (1 - 6pq) mq,

woraus die Uuglcichungen 
3 (mq)2 

- '!..�'J. <ro�')< 3 (mq)'l + mq
folgen. weil O 1 

, 

<pq< -r ·



Anl age 2. 

In dem Scherna des § 14 crscheincn die darin vorkommendcn 
"\Yahrschrinlicl1kciten p11 p2, • • •  J)a als vollstindig una.bh�ingig von 
einandcr. E:s si!lcl aber auch F:ille denkhar, wo zwischcn den Glie
dern der ltcihc Pi, p2, • • •  Va irgend welehe wahrscheinlichkeitsrcch
ncrischc Bczichung besteht. 

Ein beson<lcrcr Fall diescr Art, welcl1er flir die St.atistik Yon 
foteressc sein diirftc, soll hier zur Erortcrung gebracht werden. 

J\fan wolle sich diescn Fall zuerst in Gestalt eincs Zufallsspielcs 
vorstcllen. 

Es licgcn 1J Urnen O
i
, 02, • • •  C1• vor, vrnlche in vcrschicdcner 

Zusamrnensetzung mit weif�en und scLwarzcn Kugeln gcflillt sind. 
Die Vi ahrschcinlichkciten der Ziehung einer weissen Kugcl seien bei 
den einzelnen U rncn c11 c2, • • •  c, .• 

Man bestimmt dnrch <las Los die Urne, aus ·welcher <lic erstcn 
k Ziehuugen zu crfolgen ha ben. Es seien hierbei g1, g2, • • •  g'Y die 
\VahrscJ1einlichkcitcn, djc crsie, die zweite ... , die v

te Urne durch 
da� Los zu treffcn. N achdcm die ersten k Ziehungen gemacht sind, 
bestimmt man von neuem und zwar gcnau in der nlimlichcn '\"Veise wie 
das crst.c !\la] durch <las Los die Urne, aus ,velcher die ntichslfolgendcn 
k Zielnrngc1i iu erfolgen haben, und fiihrt so fort.. Offcubar ist 

U1 + U2 + · .. g,. == 1. 
Man nenne Elemcntarscric eine ans 'k Zichungen, welche s:imt

lich aus c1crse1ben Ur!.,.e erfolgt sind, bestehcndc Reihe und verbindc 
je tt Elemcntarserie!l zu einer Hau 11 t serie. Man setze dabei 

Es sei forner 

und es scien 

ktt = n. 

I I I 

P1, P2, • • · Pa 
die \V erte des V crhaltnisses der Zahl der crezoo-cnen weisscn Kuct0clu 

t, b 

zn der Zahl der nuerhaupt gczogcnen Kugeln bei <1 vcrscbicdenen, ans 
jc n Zicbungen bcstehendcn Hauptsericn. 

l 

\
J 

.1 
I 
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Man b�zcichnc mit B11 B2 , • • •  B1, die hei irgcnd einer, also z. B. 
bei der i tcu Haupt.scrie unter den genanntcn bentitzten Urnen und 
mit b1, u2 , • • •  b

µ 
dio ihncn entspre chenden '\Va11rscl1Cinlichkeitcn der 

Ziclrnng einer wcissen Kugel. Man setze aufserdem 
b

1 
+ b-: +. · · b

1
, 

=1'');.
µ. 

B�zeichnct man noch mit b/, b./, . . .  b,/ die W erte des V erhålt
nisses der Zahl eler gezogeuen wcifsen Kugrin zu der Zahl der iiber
haupt gczogenrn Kugcln bei den aufcinandcr folgcn<lcn !" Elementar
serien, so ist off en bar: 

2_ (b/ + b/-+ · · · b
µ
') = p/. 

fl, 

Die Grofsc p/ ers�l,;:-111t zun:ichst als Ergchnis emcr Serie von 
V crsuchcn, welche an dem Urnensystem Bu B2 , • • •  B., ausgefiihrt 
worden sind. Letztcrer U rnenreihe entspricht aber als Wabrschein
lichkcit der Ziehung einer weifsen Kugel die Grafse p;. Daher karm 
diese als mnthematische Erwartung- von p/ angcsehen wer<len. Die 
Grofae p; ist, aber ihrerscit.s das Ergelmis einer Serie von Versuchen, 
dje an dem nrsprUuglich gegebeneu Urnensystem C11 02 , • • • C,., ge
macht wonlen sind nnd darin bcstnndcn lrn.ben, <lafs durch das Los 
aus dem C-Systcm das 13-Systcm nbgeleitet worclen ist. Das 0-System 
Jjcfert aher als vVahrscheinlichkcit der Ziehung einer weifsen Kugcl 
die Grafse c0 • Aho st.cllt sich c

0 
als mathemat.isclw Erwartung von 

J)i <lar. Zuglcich kann aber c
0 

als mathematischc Erwartung von· p/ 
auf gcfafst werden. Man wo11e sich verabreden, fiir den angedeuteten 
Sachverhalt die Bezeichmmgen einzufi1hren 

E1(P/) = Pi� 
E1 (p;) -: Co , 
E2(P/) = Co

und dieselhe Bczeiclnnrngsweise, 11!imlich die Indfoes bei dem Erwar
tungszcichcn E, welche gcwiRsernrnfscn den Entfcrnungsgrad der 
malhcmaiisc1wn Erwarbmg angcben sol l en, auf analoge F�ille in fol
gendem am�nwenden. 

Nun fragen wir n�ch der erwartnngsm�ifsigen Dispcrsion der R.eihe 
I I f I 

Pi, P2 • · · P(J,
bczw. nac11 dem summarischen Ausdruck jener Dispersion, namlich 
nach dem "\�ert der matl1ematischcn Erwartung 

E2 [(p;' - co)2J. 
V on der Glcichung 

(bi ' - b1) + (u,' - b:.) + ··· (b1/ - b
µ
)

p/ - p; = ------------p, 
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ausgehcnd, crh:i.lt man auf Grund der bekannten Bcziclrnngen 

und 

die Gieichung 

E [(b ,- b )2J - bil - b)
1 'I-i -. k 

J=µ· 

:,:Sb1(1- b1)
E [(J)·' _ p-)2] = ;_·=_1 --::---::--

1 ' ' . kµ/' 

Ferner hat man 

E1 [bJ(l - bJ)] = g1 c1 (1 - c1) ·+ gi c/1 -c2) -f- · · · + g>.c., (1 - cy). 
Die recMe Scitc lctzterer Gleichnng Hifst sich aber in folgender Weise 
umformcn. Bilclct man fiir alle '\V erte von i ( von 1 bis v) Gleichungen 
der Art 

c;(l - c;) = c0
(1 -c0

) + (1 - 2c0)(ci -c0)- (ei - c0)2, 
dereu Richiigkeit einleuchtct, multipliziert sie je·weils mit gi und addiert 
eimnal jhre linken und ein anderes J\fal ihre rccht.en Seiten, so er
hiilt man 

wobei 
91 C1 (1 - Ci) + · · · g,.c, (: - c,..) = c0 (1 - c0) - a2, 

· «2 = 91 (c1 - Co)2 + 92 (i::� - co)2 
+ · · · g..,(c,, - Co)2 •

Daher denn 

und 

woraus noch 

folgt. 
Um .E1 (p;2) zu bcslimmen, bcdient man sich der olme weiteres 

versHindlichen Gleichung 
E1 [ (bi - co)2J· = a2 , 

wclcl-.e zu der anderen 
(1) 
filhrt. 
(2) 
und 

Demnnch fot 

Q'.2 

E1 [(Pi -- Co?J = µ

E
1 
(pr)= Co!+ o:

! 

µ, 
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Lctzt.ercr Formel cntnehmcn v;ir fo]gcndcs: bei k = 1 filbrt der 
untcrsuchte Spielmodus auf genau den n�imlichen mittleren quadra
tischen Fchler, vrie in <lem Fall, wo alle Zjehungeu aus ein un<l der
selben Urne erfolgen, wo bei die "'\Vahrscheinlichkeit der Ziehung einer 
weifsen K ugcl c0 ist. Diesen Fall liat P o iss  on bei der Auf stellung 
seines "Gesctzcs der grofsen Zahlen", insofern lctztcres als eine Ver
a.llgcmcineruug des 'Thcorems Jacob Bernoulli's gedacht ist, im Auge 
gebabt.1) 

Hingegen i.iherschreitet das Quadrat des mittlcren quadratischen 
Fchlers den \Vert �<> (l n c0l, soLalJ k grafser ist, als "1, gcsetzt, dafs
a2 nicht Null ist, oder, was <lassclbc bedeutet, dafs die 1.V ahrschein
lichkcitcn C

i
, c2, • • •  c,, nicht einandcr gleich sind. Der Uberschufs 

k - 1 a2 rUhrt also da von her, dafs nicht schon nach J. edcm einzelnen
ti 

V ersuch die Urne, aus welcher die Zichung erfolgen soll, von neuem 
bestimmt wird

1 
sondern erst nach je k Versuchen. 

"\7\Till man mm dem erorterten Fall eine allgemeine Fassung geben, 
so hat man nur ans tatt v V rnen ebenso vi ele Ur sa  c h c n zu setzen, 
<la die Tliatsache, dafs die jeweiljge Ziehung aus einer bestimmten 
Urne crfolgt, in der S1Jrache der YVahrscheiulichl�eitsrechnung als Ur
sache bezeiclmet ,vird. Ond wciter hat man sich an Stelle der Ziehung 
einer weifsen Kugel <las Eintrcten cines be]iehigen Erciguisses von 
gleich grofser "\Vahrscheinlichkeit Yorzustellen. Alsdaun kann man 
sagen, dafs der untersuchte Fall durch eine So lidaritat der Einzel
v er  su c h e  charakLerisiert ist. Man versteht darunter die Thatsache, 
dafs eine znniJlige Ursachc (also im obigen Bcispiel die Nummer der 
Urne, aus welchcr gezogen wird) mducrcn V ersnchen gemeinsam ist, 
so dafs in Bezug auf diese Drsache die einzclnen Versuche nicht mehr 
als uuabhangig voneioander erscheinen.2) Der Urnstand, dafs eine oder 
melnere soli<larisch wirkcude Ursacben im Spie] siu<l, bcdingt also 
eine Erhohuug des Quadrats <les rnittleren qnadratischen Fehlers um 

,.. 1 den Betrag � a2
•n 

Nach dem Vorstehenden ist die Moglic11kcjt gegeben, die in der 
Statistik so oft. beobachtete betriichtliche positive Differcnz zwischen 
dem nach der direkten uncl <lem nach der iudirckten �fothode berech
neteu miitlercn quaclratischcn Fehler ( vgl. § 13) mit Hilfe der Vor
stellung von solidarisch wirkenden U rsachcn zu erkHiren. Man 
kann annchrnen, dafs gewisse, noch als "zuflillige" erscheinen<le Ursachen 

1) Zu ,,crg1cichen: Bort.kewitsch, KritiscbcBctrnchtungcn zurtbcoretischcn
St..a.tit;tik, 1. Artikcl, in Con ra <la Jahrbiicbern fiir Nationalukonornie und Stat.istik, 
1894, Non'.mbcr-llcft, S. G�3-664:. 

2) DasNilbere bci Bortkcwitscb 1 KrilischcBelra.chtungen zur thcoretischon
8latist.ik, 2. Artikcl, in Conrads Ja.hrblichcrn, 1895, Au�nst-llcft, S. 321-382 . 
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ihr Verhalten nicht von Fall zu Fall, sondcrn von Elemcntarseric zu 
Elementarserie andern. 

Bs ,vare f:ielbstversHiudlich irrig, zu glauben, dafa auch in der 
\Virkliclikeit jecle Blemcnt,arscrie aus einer gleich grofsen Zahl von 
V crsuchen hczw. Beobachtungen zu bestehen braucht. Nicht minder 
lrillkiirlich wilrc die Vorstelluug, dafs s�imtliehe solidarisch wirkendcn 
Ursaclicn iu dcnsclben Momcntcn ihr Verl1alte11 �in<lcrn. Aber es han
delt sjch hier nicht clarum, cin vollstandig ad�iquates Schenrn, fiir die 
stafo,iischcn Vorg�inge 2u finden. Die Erkcnntnis gc11iigt vielmehr, 
<lafa aus der Vorstellung einer Solidaritiit der Ei11zclfiiJle heraus der 
schei11 bare \Viderspruch zwischen den ErwarLuugen der Theorie und 
den Ergebnissen der Brfahnmg bcgriffen werdcn kann. 

Ist aber die An11ahmc von solidarisch wirkcndcn Faktoren auch 
imstaude, die Thatsache zu erkliircn, dafs <li e Discrcpanz zw ischen 
'I'heorje uu<l Erfahrnng, relativ genommen, d. h. an der Grofse des 
relat.ivcn Fehlcrcxcc<lcnten bczw. der Fchlcrreht.ion gemessen, um so 
mehr almiwmt, jc kleiner das Bcobachtungsfeld gewahlt ist? 

Es cr�clieint auf den crstcn Blick, dafa die so gcstcl1tc Frago 
vernciut werdcn mufs. Dem rclativen J?ehlcrexccdenteu cnt.spricht 

n:imlich, uach dem neucn 8cherna, die Grofse aJ/--�(:-=-�) [s. For-
c

0 
1- c

0 

mel ( 4)1 welche, bei einem gegebenen k, von n uuabh:ingig ist. Ob 
also je 10 otler je 100 Elementarseric11 zn jc einer Hauptscric ·ver
bunuen siud, lindert au <ler Grafse des relativcu Fehlcrcxccdcnten und 
der .Fehlerrelatiou nichts. l3estimmte "\V erte c1, c2, • • •  c,. und g11 g2, 

... g,. vorausgesctzt, sin<l ,die erw:ilmten Grafsen le<lig1ich von der 
Zahl k abhangig. 

Eine weitcre Frage ist nun die, ob die Zahl k von der Grafse 
des Bcobachtungsfcl<les ihrcrscits abhiingig sei. 

Da �ind zwei Falle zu m1terscheideu. 
Eine bcstimmtc Massenerschcinung kann als solche, el. h. ganz 

ahgeschcn Yon der Grofae des Beobachtu11gsfeldcs , durch cinen bc
stimmlen \V ert von k charakterisirt sein. Gesetzt z. B. wir unt.er
sucheu die Helativzahleu <ler Lei bestimmteu Jndust.rie- oder Verkchrs
zwcigen vcrungHidden Personen, so bedingen hier die Betricbsgrofse 
und sonstige in <ler Natur der Sache Jicgcmlcn Umstiinde eine grofscre 
oder geriugcre Zahl von Mc11schenlebcn, vtelchc je cinem im bctreffcn
den ludust rie- oder V crkehrszwcige sich crcigucnclcn Uufall (\',.·ic z. B. 
Dampfkcs�eJexplosion, Grubeukatastrophe) zum Opfcr fallen. Oder 
ma.11 <lenke, wo es sich um die Relativzahlen der Ertnrnkcnen hundelt, 
an die Ffrllc des Erfrjnkcns bei Bootparticn mit _IWcbicht auf <lio 
'fhatsache. dafs dabei rncistcns mcbrerc Personen au einem U11fall zu 
Gnmde cr�hen bezw. sich der Gefahr des Erlrinkeus au�schcu. Solche 

t:> 

uud iibnlidie Fiille, wo <las in Betracht kommende Ercignis ('rod, 
Ver1etz1.mg u. s. ,v.) glcichsam hauf P.mvcisc aufLritt, fosse ich unLcr dem 
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Begriff der akutcn Soli<larit?it eler Einzelfallc zusammen. Es 
ist klar, dsfs, wenn der Fehlcrexcc<lcnt in der Statistik dicscr Art der 
Solidarit.iit seine Entstchung verdankt, es nicht zu erwarten ist, dafs 
sich die Gr<>fse dcssc!11en nach der Grofse des Beobachtungsfcldcs 
rich ten werdc. 

Ein audcrcr Fall liegt vor, -,venn die so1idarisrh wirken<lcn Fak
toren uicht jeweils bei c'iner Serie von gleich vielen V crsuchcn, son
dern flir jc eine n Zeiiabschnitt von bcstimmter Dauer ihr V crlrnltcn 
nicht iin<lern. Man dcllke sich ein Beobachtungsfel<l, <lem eine fihr
lichc Beobachtungszahl n entspricht, un<l cin anderes mit einer jiihr
IicLen Beobachtungszahl n'. Nimmt man mm an, dafs sowohl in <lem 
eincn als in dem an<lcren Fall ein solidarisch wirkender Faktor sein 
Verhalten etwa :nur von 1\Ionat zu l\Iouat oder von "\Voche zu vVoche 
ii11dert, so wird eine Elementarserie im erstcn Fall aus Z.:, im zweit(ln 
aus 7;,' Einzelfiillcn besteben, wobei die Proportion eingehalten werden 
wir<l -t- = _:;.. und man kiime beziiglich der AbMingigkeit des reia-

,., n 

tiven Fehlcrexce<lcn{en von der Grafse des Beobachtungsfel<lcs zu fol- • 
geu<lem Hc�ultat: Der relative Feh lercxcedeut im crsten Fall verhålt 
sich zu <lem relatinm Fel1lcre:xccde11ten im zwciten Fall (bei gleichen 
\V erten von c1, c

2
, • • •  Cv und von g

1
, g

2
, • • •  g,.) ·wic Vk - 1 zu lik' - 1 

oder aTich wie 1/n - -

1
� zu 1/1{ - � · Bei grafsen W erten von nt k k J 

und n' un<l ei nem klein en ,v erte von ;; wurde dieses Resultat sich 
von dem im rrcxt gewonncnen ,,enig untcrsc11eiden. Eine genaue 
Ubereiw,tirnmung ergiebt sich aber. nur bei n = k (folglich auch n' = 1/).
Ich neunc die zulctzt besproehene l\fodaJiUit der \Virkuug der solida
rischen Ur:3achcn chronische Solidaritiit <ler Einzelfållc. 

Iusofern ]etztere ju <ler Sfatjstik die Regel bil<len <liirfte , findet 
also die Cligcutilmlic:he Bezicbuug z,vischen dem "\V ert des relativen 
Fehlercxceclcntcn uud der grofsercn oder klcineren Aus<lehnung des 
Bcobachtungsfol<lcs aucl1 vom Standpunkte des in diescr Aulage ms 
Ange gefafsteu Schcmas ihre Rl:'kHirung. 

Es eriibrigt zu zeigen, in welcher Beziehung obige Formel ( 4) zu 
der aHalogcn Formel (6) des § 14 stebt. 

Unter Anwendung <ler Bezeiclmung 

-� [(P1 -I- lJ2 -t- . •. Pa) = Vo
G 

erhalt man 

(5) 

Man findet zuglcich aus (1): 

(6)
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Daher, auf Grund von (2) und (6),
Ei [(pi - J)o)2J = u'(a - 1)ftCJ oder auch

E (·�(pi-Po)') = « 1(a -1),1L..J <J ft.<i woraus
(7)
fo]gt. Seizt man den Wert von a2 aus (7) jn (6) em, so erhalt man
(8) 2 Ti' ( 2) 1 E (:2(pi- Pof1)

C 
=� 1) 

__ t --- • 

O 1 0 <I l <I-1 

Und setzt man forner die W erte von a2 und c/ aus (7) uud (8) m
(3) ein, so ergiebt sich: 
(9) E. ("J·,2) =!:_-1 E ( 2)-� -1 E ( �(pi-Po?) _r_ _!__E ( )2 1 , 

11, 
1 Po n a 1 kl 6 _ 1 7 n 1 Po 

+ k-_!E ( '1(Pi-Po)t).k 1 � a-1 
Der Gleichung (5) zufo]ge braucht man aber aus (9) E1 (p/) ab

zuziehcn, um zu crhalten: 
(10) E.,[( )·' _ > )2] = E [p0 (l -p0)] + (k-1 _n-l)E ( '1(P;- Po?)� · 1, 1 o 1 . n k na 

1 LJ <J - 1 

oder auch
(11) E [( 1_, _ J )2] = Po(l-JJo) + (7;. � _ n-1) z}(p,-p.)'.

· 1 1, 1 o - n k na c; - 1 
Sct.zt man in (11) k = n, so ergiebt sich in voller ULereinst.im

mung mit Formel (G) in § 14 
(12) E [( J·' _ )2] = Po(l -p0) + n - 1 '1(1\-.Vo) 2

• 

1 1, Po n . n � a 
.Mithin begegnen sich in ihren rcchncrischcn Ergcbnissen die im

Text un<l die in dieser Anlage vertrctencn Betrachtuugsarten flir den
Fall, wo die Hauptscrien aus je einer Elemcntarserie besteben. Sonst
fallen die Ergcbnisse nicht ganz znsammcn. 

J cdoch diirft(:'n bci einigcnnafseu grofscn W erten von n und von
7;, die bdreffendeu numerischen Resnltate 11iclit mcrklich von cinandcr
abweichen. 
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Anlage 3. 

m . .X c-m
Werte von 1_2, .. x

flir die un Kopf der einze1nen Spalten der Tabelle angegebenen vVertc 

von m und die links stebcn<len "\Verte ·von x. 

1 
2 
. .,.,
4. 
5 
(j 

7 

·O�IO.>
·00-15
·(1002

0,2 

·8187
·1GJ7
·OlG-t
·0011
·0001

I 0,3 
---
·,.ms
•'Fl:)9 

� ... -t.J 

·0:3�;-;
00:�3

·0003

I 0,4 I 0,5

I ·G703 I ·60G5
-�681 ·3033
·053t.> '0758
·Ov72 ·0126
·0007 ·OOlG
·0001 ·0002

I 0,G -1 
0,7 I o,s I 0,9 1,0 

·54S8 ·4.DGG I ·44. !)3 I ·406G "3679 

·32!)3 ·:-3176 ·3595 ·3G59 ·367!>
·0�88 ·1211 ·1438 ·1647 ·183�
·oms ·0284. ·0383 ·0-lG4 ·0613
·0030 ·ooso ·n077 ·0111 ·0153
·000-1 ·0007 ·0012 ·0020 ·0031

·0001 ·0002 ·0003 ·0005
·0001

j 1, 1 j 1,2 I 1,3 / 1,4 1. 1,5 I l,G 1)7 I 1,s J 1,9 I 2,0 

o -33�n ·3012 I ·211.s
1 ·3GG� 
2 ·2014 
3 
-1
5
·r,
7
8
!) 

·o,:38 
·020:{
·(1015
·000S
·0001

·3Gt-1 
•:_! 1 (i9 

·OSG7 
·02GO
·OOG2
·001�

·0002

·35J:-;

·:�io:-�
·or10s
·0:i2-i
·00SJ
·001s
·0(;03
·0001

·24.GG ·2231
·3-Hi2 ·:1B47
·2-117 -�510
·112s ·1255
·0395 ·0-171
·0111 ·0l-11
·0026 ·0035
·OOU5 ·ooos
·0001 ·0001

·201 !l ·1827 ·1653 · 14g6 ·t353
·s200 ·3106 ·2�75 "284.2 ·2707
"258-l ·2G.J0 ·2G78 ·2700 ·2707
'1378 ·14% ·1uo1 ·1710 ·1804
'0551 ·0G3G 0723 ·0812 ·0902
·0176 ·O:? 16 ·02G0 ·0309 ·o:rn1
·ou-11 ·00Gl ·0078 ·OODS ·0120
·0011 ·0015 ·oo�o ·0027 ·003-1
·0002 ·0003 ·0005 I ·000G ·0009

·0001 ·0001 ·0001 ·0002

__ l_��J C) C) ... , ... I 2,3 I 2,4 l 2,0 j 2,G j 2, 7 l 2,s j 2,9 j 3,0 
--

o I ·12�5
1 i ·2f>7�
2 I ·2700

: I! :��;� 
[t ·OH 7 
G 

1 
·0UG

1 I ·00.14 
s I ·0011
9 I .0003

10 ·0001
11

l 12 

os 

3S 
81 

lGG 

·11 
·2-1 
·2G 
·H 
·10 
·0-1 
·01 
·oo 
·oo 
·OO 
·oo 

82 
7G 
75 
5:i 
15 
04 

01 

I t .; •, 

·1003
·2301i 

·2Gf)2 

·�!O::i3

·l 1G9
·{).":",S8
·O�OG

·OOGt�

·oorn
·0005
·0001

·0�107
·2177
·2613
·2090
·12:)-1
·0G0�
·o:Ht
·OOS3
·00:![,
·0007

! ·0001j 

I 
I I 8 O; : J I ' 

• t • � :-

I 

! 
I 

·os�1
·2052
·25G5
·2138
·13:1G
·0GG8
-o�78
·0099
·OO!H
·ooo�
·ooo�

·0743
·rn:n
·2510
·�t 7G
"141-1
·ono

I 
·0319
·0118I ·003Sj 

I ·0011I ·0003
I 

I ·0001

.... 'I , • • 

' .. . . , .. 
. . . . 

·0G'/2
·1815
"2-150
·2205
·1'188
·0S0-1
"0362
·01-10
·00-1'1
·0014.
·000-1
·0001

i. . .. ... 
I I I I . . � 

t I f t 

-·
·0G0S ·0550
·1703 ·15�G
·238,1 ·131-t

·2225 ·2237
·1557 ·1622
·0872 ·0�-11
·0407 ·0-155
·0163 ·0188
·0057 ·00GS
·0018 ·0022
·000:> ·0u0G
·0001 ·OOu2

4 

• • t t I f f f . ,· :, :,i J I I I t I t t 
I I I 
I t  t• 

. . . , . , ,
I I f t I ! I '" 

t I • I f I t t • I . . . . . . , . ' . ' . . . . . . . . . , ' , . 
• 1P t t t I , ' I 

• r • 
I 

I : t 
t 

I" 
I I 

I t  I 

I I t Ø t . . . . . . . . . . . . . .
11 I t • I f I 

I 1
1 t t I I I• 

t t t I I I t t . . . . 

·o.rns
·1494
·2240
·2240
·1680
·1oos
·0504
·0216
·0081
·0027
·0007
·0001

!. I 

:1 
:, '• I 
I. I 

� 
I 

I 

' I 
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--- --------------·--·

I 3, t I_ :�,2 I 3,3 j 3,4 j 3,o I 3,G I a,7 3,8 j s,!> � .. 
o I ·0451
1 ·1397
2 1 ·21G5
3 ·2�37
4 ·173J
5 ·1075
G ·0f>5!J
7 ·0�4.6
8 I ·0095
9 ·oo:.rn

10 ·()010
11 ·(J003
12 ·0001
13 
14 

·0-108 ! ·03G9
·rno.1- , ·1211
·2087 2008

·] 781
·1140
·0G0S

·22oa

·1822
·1203
·0G62

·0278 ·0:112
·0111 , ·0129
·oorn I ·004. 1
·0013 ·OOlU
·000-1 I ·ooor,

·0001 ·0001

·033-11 ·0302
·1135 ·J0[17
·1 !129 I ·1 sr,o
·218G ·2H,8
·18f>8 ·1888
·12G4 ·J:-32:!
·071G ·0771 
·O::HS ·0386
·0148 ·OlG�
·005G 

I 
·00GG

·001 !J ·0023
·000G ·0007
·000:� ·0002

·0001

I ·0273 ·0217
·O�l84 ·O!l 15
·11,1 ·rnn2
·2125 ·2087
·1�112 •]�31
·!R77 ·14.�9
·os2G • ·oss t
·OJ25 ·04G6
·O Ul 1 ·0215
·007G ·0089
·0028 ·0033
·ooon ·0011
·0003 ·0003
·0001 ·0001

·02�-i
·0850
·1615
·20.rn
·rnH
·1477
·o�:rn
·0508
·02H
·0102
·0039
·0013
·0003
·0001

·0202
·0789
·1539
-�001
· 1 !J51
·1 r,22
·(J989
·0551
·02G9
·011 G
·00-!5
·00lG
·0005
·0002

·0183
·0733
·14G5
•1954
·1954
·toG3
·10-12
·OMl5
·0298
·0132
·0053
·00Hl
·0006
·0002
·0001

I 4,1 I 4)� 4, 3 ( 4,4 \ 4, u \ 4,G I 4,7 I 4,8 I 4,9 \ 5,o 

=--=-=- ===================:,===-=:=========:=== 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
G 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 

·OlGG ·0150
·0GS0 •(JG30 :

·013G I ·012;-1 ·0111 1· ·0101 I ·0091 
·0584: I ·0540 •0500 , ·0462 ·0428

·0082
·03�5
·oa4s

·1517
·1820
·1747
'13G8
·0%9
·0575
·o:rn1
·o 1-11
·OOG4
·oo:rn

·0009
·0003
·0001 

· 13 H 3 · l 3 2 :;
·1904 ·1852
·1%1 ·rn.a
·1G00 ·1633
·l0n3 ·1g3
·0G40 ·0GS6
·03�8 ·0360
·0150 1 ·0lG8
·0061 ·00·11
·0023 ·0027
·0008 ·OOO�
·0002 ·000J
·0001 ·0001

·12:>4 ·11ss ·1125 1 ·1oca ·1005
·17�8 ·1743 ·1 G87 ·1G31 ·1574
·lD33 ·1D17 ·1898 ·1875 ·18-rn
·HiG2 ·1GS7 ·1708 ·1725 ·1 738
·1 Hll ·1207 ·1281 ·1323 ·13G2
·o7 32 ·0778 ·ot24 ·oSG9 ·on 11 
•0393 I ·0-1�8 ·04G3 ·0500 ·0537
·018S j ·0:W!) ·0232 ·0:?56 ·0281
·0081 ·0092 ·0101 ·0118 ·0132
·0032 ·0037 ·00-13 ·0049 ·005G
·oo 11 ·001.1 ·oo 16 ·001 n ·0022
·000-1 ·0005 ·000G ·0007 ·00US
·0001 ·0001 ·0002 ·0002 ·0003

·0001 ·0001 ·0001

5,1 I 5,2 I 5,3 I 5,4 I 5,5 I 5,G 5,7 5,8 

·00G1 
·0311
·07H3
·1 :148
·11rn
·17f,3
·14D0
·t0SG
·OG�,2
·0392
·0200
·0093
·0039
·00lf,
·000G
·0002 
·0001 

I ·0055
, ·0287 
I ·OHG 
i · 1 ° fl3I '-- � 

! ·1 G81
l
i 

·17,1s
·1[)15 I ·11�:)
·01:-32lI ·0-123 

I ·0220 
I , ·0104
1 ·001r, 
, ·00l 8 
I ·0001 
I ·000� 
I ·0001

l ·0050
·02G5
·0701
'123ft
·1G41
·1740

I ·0045 
I ·02-1.i
I ·0G59 

·1185
·1coo

·1?:!8

I ·00.11 ·oos 7

I ·0225 ·0207
·OG 1 S ·0580
·1133 ·1os2
·1558 ·H> 15
·1714 ·1G�!7

•i537 ·1555 '1571 ·1584
·11G3 ·1�00 ·123,1 ·12r,7
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