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o Vorrede.

Die vorliegende Abhandlung stellt den ersten Versuch dar, sta-
tistischen Reiben, welche aus kleinen absoluten Zahlen bestehen, vom
Standpunkte der Wahrscheiulichkeitsrechnung aus nither zu treten.
IFFafst man z. B. irgend einen der kleinsien deutschen Bundesstaaten
ins Auge, so pflegen darin in jedem Jahr selten iiber 10 weibliche
Selbstmorde vorzukommen. In manchem Kalenderjahr gelangt tiber-
haupt kein einziger solcher Fall zur Verzeichnung. Die detaillirten
statistischen Nachweise unserer Zeit bieten recht viele Beispiele von
statistischen Reihen der gesagten Art. Solche Reihen sind aber von
der wissenschaftlichen Statistil bisher kaum eines Blickes gewiirdigt
worden, und zwar aus dem Grunde, weil bei so kleinen Zahlen die
Wirkung der zufiilligen Ursachen zu stark hervortrete. Hier kommt
es in der That nicht selten vor, dafs von zwei unmittelbar aufeinander
folgenden Zahlen die eine um cin vielfaches die andere iibertrifft, ja,
dals das Verhiiltnis der einen dieser Zahlen zu der anderen (wen
letztere gleich Null ist) durch den Zahlenwert unendlich ausgedriickt
wird. Da nuu aber jede Folgerung aus Zahlen, welcke cine-statistische
sein will, sich stets auf die Voraussetzung griinde, dafs sich die Wir-
kungen der zufilligen Ursachen ausgleichen, so seien, meint man, jene
kleinen Zahlen an sich oflenbar wertlos.

Soweit e¢ sich um die Ergriindung desjenigen Theiles der Er-
scheinungen handelt, welcher von den Wirkungen der zufilligen Ur-
sachen gewissermalsen als unabhiingig gedacht ist, erscheint die
Geringschiitzung der kleinen Zahlen als vollkommen begriindet. Nicht
aber, wenn es darumn zu thun ist, gerade die Gesetze des Zufalls an
den statistischen Daten zu untersuchien, d. h. die Frage zu priifen, ob
die Vorstellungen und Lehren der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die
Statistik anwendbar seien. Denn es ist cin methodologischer Grand-
satz jeder Erfabrungswissenschaft, die Bedingungen der Erfahrung stets
so zu gestalten, dals die Wirkungen des Falktors, welcher zu erfassen
und zu erforschen ist, moglichst zur Geltung gelangen.

Dicser Gedanke hat den Verfasser bei der Untersuchung geleitet,
deren mathematische Grundlegung den Gegenstand des ersten Kapitels
bildet. I zweiten Kapitel ist an der Hand der entwickelten Formeln
versucht worden, iiber einige Daten der Selbstmord- und der Unfall-



VI Vorrede.

statistil, welche sich als Reihen kleiner Zablen darstellen, das Licht
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu verbreilen. Es crgab sich, dafs
die bei den untersuchten Reihien gefundenen Schwankungen den Vor-
aussagungen der Theorie fast vollstiindig entsprechen, worin eben das
Gesetz der kleinen Zahlen Dbestcht.

¥s galt nun, dieses fiir die Frage der Anwendharkeit der Wahrschein-
lichkeitsrechnung auf die Statistik giinstige Resultat mit dem anderen
scheinbar ungiinstigen in Einklang zu bringen, welches darin zum Aus-
druck kommd, dafs die grofsen Ireigniszahlen bezw. die aus grofsen
Treigniszalilen abgeleiteten Verhiltniszahlen der Statistik, seltene Félle
ausgenommen, der Unterwerfung unter die IFormeln des Poisson’schen
Geselzes der grofsen Zahlen notorisch Trotz bieten. Hierzu diente
dem Verfasser die in der Hauptsache aus einem Artikel von Lexis
ibernommene, aber in etwas abweichender Weise begriindete Theorie
des Fehlerexcedenten, welcher das dritle Kapitel gewidmet ist. Is ser
hier vor einer Vermengung des dieser Theorie zu Grunde gelegten
Schemas ciner wechselnden Walirscheinlichkeit mit dem von Poisson
behandelten Fall veriinderlicher Chancen ausdriicklich gewarnt.

Die Theorie des Fehlerexcedenten liefert den Schlissel zur Hr-
klirung jenes scheinbaren Widerspruches zwischen dem Verhalten der
grofsen und dem Verhalten der kleinen Ereigniszablen. Die n&mliche
Theorie in Verbindung mit den im zweiten Kapitel vorgebrachten
Thatsachen vermag ferner der Auffassung, wonach die statistischen
Zahlen cin Ergebnis gewisser Allgemeinbedingungen des Geschehens
wiiren, in welche zufiilllige Ursachen hincinspielen, eine Stiitze zu leihen
und auf diese Weise jene Vorstellung von einer spezifisch-statistischen
Gesetzmifsigkeit, welche in Folge der Mifsgriffe Quetelet’s und seiner
Anhinger fast jeden Kredit verloren zu haben. schien, wieder zur Gel-
tung zu bringen.

Vielleicht wird der Leser finden, dafs die Basis, auf welche sich
cine Schlufsfolgerung von so grofser Tragweite aufbauen will, keine
hinreichend breite und feste sei. Dariiber wird sich eventuell disecu-
ticren lassen. Moge nur das Werkehen, das hiermit der Offentlichkeit
ibergeben wird, auf die Pflege der angewandten Wahrscheinlichkeits-
rechnuug belebend einwirken und dazu beitragen, fiir dieses Wissens-
gebiet weitere Kreise zu interessieren! Dafiir sollte durch die Heraus-
gabe der Arbeit in Form einer selbstindigen Drochiire mit gesorgt
werden.

Den 12. November 1897. . L. B.
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Erstes Kapitel.

§ 1.

Bezeichnet p die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eineg bestimmten
Breignisses 4 und ¢ =1 —p die Wahrscheinlichkeit des Nichtein-
tretens ven A bei einem Versuch, so stelit

(1) nmn—1)-.-(n —a 4 1)
1.2...2
die Wahrscheinlichkeit des « maligen Iintretens von A bei n Ver-
suchen dar.
Lifst man diec Zahl % in infinitum anwachsen und p bis auf
Nuli herabsinken und zwar so, dals das Produkt np = m dabei stets
unveriindert bleibt, so wird sich (1) dem Grenzwert

prgiTF

@) Wy == — 55—

T 1.2

nithern.’) Die Formel setzt voraus, dals die Zahl 2 im Verhilinis zu
der Zahl 7 klein ist.

Die Grofse m, welche, threm Begriff nach, positiv sein muls, aber
sowohl eine ganze Zahl als ein echter oder unechter Bruch sein kann,
driickt die mathematische Erwartung der Zabhl der Fille aus, bei
denen das Ereignis 4 unter n Iillen oder Versuchen vorkemmt.?)
Die Grofse m besitzt zugleich die Eigenschaft, mit der ganzen Zahl g,
welehe so zu wiihlen ist, dafs ), unter den Wahrscheinlichkeiten
10,, 20y, W, ... die grofste ist, durch die Ungleichungen bezw. Gleichungen

m—1lpm

verkniipft zu sein. Aus (2) erhiilt man in der That

imn

) _ Wy = —Wz—1,

woraus zu folgern ist, dafs w, so lange anwiichst, bis = grofser als m

1) Zu vergleichen Poisson, Recherches gur la probabilité des jugements,
Paris 1837. n° 81, p. 205—207.
2) 8. Anlage 1, (5).
V. Bortkewi}sch, (Gesetz d. kloin. Zahleu, 1



2 Erstes Kapitel. § 1.

wird. TIst m cine ganze Zahl, so giebt es demnach zwei Maximalwerte
von 1., nimlich #,,_; und 1w, Wenn hingegen m durch ecinen
Bruch ausgedriickt wird, so errcicht w, das Maximumn bei demjenigen
Wert von z, welcher zwischen 2 -— 1 und m enthallen ist. Das
Eintreten von 4 bei g Versuchen aus 2 ist somit das wahrschein-
lichste Irgebnis der Versuchsserie.

Man verabrede sich, dic Differenz 2 — m den Fehler des Einzel-
ergebnisses = oder Xkiirzer den Fehler von 2z zu nennen. Die
mathematische Erwartung dieses Fehlers ist 0. ILin anderer Wert
wird sich fiir die mathematische Erwartung des absoluten Betrags
desselben Fchlers ergeben. Man wolle diese Grofse, welche auch der
mittlere arithmetische Fehler von z genannt wird, mit e be-
zeichnen. Da die mathematisehe Erwartung eincs positiven Fehlers
von x der positiv genommenen mathematischen Erwartung eines nega-
tiven Fehlers von z gleich ist, so braucht man nur letztere mit 2 zu
multiplizieren, um « zu gewinuen:

z=p
=2 2(711 — Z) .
o x=0
Aug (3) bat man aber
XMWy = MWy .

Daher
r=n x-?_g
(4) o= 2m E w, — Z Wz—y } = 2m0,
=0 r=1
oder :
9 g™ M i1
©) R
1-2... [

Unter dem mittleren quadratischen Fehler von z, den wir
mit &(z) bezeichnen werden, versteht man die Quadratwurzel aus der
mathematischen Erwartung der Grofse (z — m)?.  Verabredet man
sich, die mathematische Jrwartung einer Grifse @ in Folgendem mit
I2(e) zu bezcichnen, so lifst sich schreiben:

E{@— m)t) = {e@))*.

Man findet {e(x)}?, indem man in (10) der Anlage 1, entsprechend
der Annahme, dafs p eine unendlich kleine Grofse ist, ¢ = 1 setzt.

- Alsdann ergiebt sich
(6) ‘ {e(@))2=m
und

D £(2) = Vo

1) S. Anlage 1, (9).



Erstes Kapitel. § 2. 3

§ 2.

Es soll gezeigt werden, in welcher Weise ein Niherungswerd
vou m a posteriori ermittelt werden kann. Man nehme zu diesem
Zweck an, dafs cine Reilie von Versuchsserien, z. B. ¢ an Zahl, vor-
liegen, wobel in jeder Serie die Zahl der Versuche gleich unendlich
ist und die mathematische Xrwartung der Zahl der Fille, in denen
das Ereignis A cintritt, fiir jede Versuchsseriec ein upd dieselbe
Grofse und zwar die Unbekannte z ist. Man nchme ferner an, dafs
von 6 Yersuchsserien

in [, das Breignis .41 0 mal vorgelkommen ist,

” ll 2 ” ”» 1 » » »
» z?. 27 ” b2 2 » » »
» [3 ”» » » 3 n » »

u. s. w. Davon ausgchend, dafs die gesuchte mathematische Erwartung
gleich z ist, wiirde man fiir die Wahlrscheinlichkeit des soeben be-
schriebenen zusammengesetzten Ereignisses den Ausdruek

1 (e (ze— ) 22 )2 (2% ). ..

@ L @-2)2@-2-3)...

erhalten. Geht man umgekehrt davon aus, dals’ das erwihnte zu-
sanmmengesctzte Ireignis thalsichlich eingetreten ist, so gewinnl man
als Walirscheinlichkeit ©2(2)dz fiir die gesuchte mathematische Er-
wartung, 1 den Grenzen z und z - d# enthalten zu sein, einen Aus-
druck, weleher dem Zithler in (1) proportional sgein mufs, (in der
Voraussetzung, dafs, che die Versuche begonnen wurden, alle Werte
von z gleich walrscheinlich waren) und es ist

Q(2)dz = Ce==lothitbd ) ht2b+430+ g,

worin C eine vorliiufig nicht nither angebbare konstante Grofse be-
deutet. Man sieht sofort ein, dafs

h42L43L 4. =s
nichts anderes darstellt als die Zahl der Versuche, bei denen in der
Gesamtheit aller ¢ Versuchsserien das FEreignis A  eingetrelen ist.
Der walrscheinlichste Wert von 2z wird sich aus der Bedingungs-

gleichung
R(2) = C¢=v2z* = maximum
oder :
A& (z
_zf_) =3 C(— (;c——d.' zs + c_g,s.zs_l) — O

bestimmen. Man findet
—6z24s5s=0
und schliefslich

z.——

8
[y
1!‘



4 Erstes Kapitel. § 3.

Demnach empfiehlt es sich, um einen angeniiherten Wert von m
zu finden, die Gesamizahl der Fiille, bei demen das Ereignis A4 ein-
getreten ist, durch die Zahl der Versuchsserien zu dividieren. In

. . 8 . ’ .
Folgendem werden wir den Quotienten -— mnt m bezeichnen.

Zur DBestimmung von C dient die Gleichung

m,Q(z dz = ch“’-"z’ de=1.
f ) f
0

0
Man selze
6z=1y.
Dann ist
(-] o«
L S A 1’(8+1>
Je ‘”z’d’z——:ﬁ VY dy = T
o 0
und man erhilt
Ga—{—l
O — N
I 1)
Ferner ist
6:-}—1 e 0% (0’2)8 g
,—‘UZp!_
2(2) FsFnY “T1.2.3.. s
—_—8 7
2 U -
(2) R(m") = 157

m') o
(3) L (z) = Q(m") {e—("‘"") (5) } .

Es wird weiter unten Gelegenheit sich darbieten, auf letztere
Formeln zuriiekzukommen.

§ 3.
Den mittleren arithmetischen und den mittleren quadra-
tischen Fehler des Mittelwertes m' = —:~ erhiilt man, indem man

alle 6 Versuchsserien gedanklich zu einer Serie verbindet und dem-
gemiifs die Zahl s als Einzcelergebnis behandelt. Alsdaun ergiebt sich,
Lntsplechend der Formel (5) in § 1, als mittlerer arithmetischer Fehler
von s der Ausdruck
2¢~ ™ (gm)M 1
1.2... 3 !

wobei sich Bf aus den Ungleichungen bezw. Gleichungen
om — 1 <MU<om

bestimmt. Der mittlere arithmetische Fehler von m’, den wir mit «
’ o
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bezeichnen wollen, ist offenbar gleich obigem Ausdruck, dividiert

durch o:
1 1 269" (gm)M 1
(1) Q=% 19 M

In ganz analoger Weise ergicbt sich auf Grund der Formel (7)
des § 1 als Wert des mittleren quadratischen Iehlers des DMittel-
wertes m’ der Ausdruck

) K (n) = %— Vo = ';/g

Letztere Tormel besagl, dafls der mittlere quadratische IFeliler eines
Mittelwertes, welcher aus mehreren Versuchsserien gewonren ist, der
Quadratwurzel sus der Zahl dieser umgekehrt proportional ist und sich
daher mit wachsender Zahl der Versuchsserien der Grenze O nihert.

8 4.

Im Vorhergehenden ist gezeigt worden, in welcher Weise und
mit welchem Grad der Genauigkeit der nuwmerische Wert der mathe-
matischen Jrwartung von z gefunden werden kann. Es gilt nun-
mehr eine analoge Betrachtung hinsichtlich des mittleren quadratischen
Fehlers vor z anzustellen.

Bs giebt zwei verschiedene Methoden, einen angeniherten Wert
der gesagten Grofse zu bestimmen, deren exakter Wert, wie ihn die
Fermel (7) des § 1 liefert, wegen der Unukenntnis von m, nicht be-
rechnet werden kann.

Die erste oder die indirekte Methode besteht darin, in der
erwithnten Formel die Unbekannte # durch ihren wahrscheinlichsten
Wert, also durch m’, zu crsetzen, und ma: erhilt

1) & (z) == YVm'.
Die zweite oder die direkte Methode geht von der Begriffs:
bestimmung der Grofse
e(2) =V(0 — m)*ewy 4- (1 — m)*10, - (2 — m)?wy 4 - - -

unmittelbar aus. Die unbekannten Wahrscheinlichkeiten w0, w,, w, ...
ersetzt man durch ihre aus der Erfalirung gefundenen wahrschein-
lichsten Werte ), w0,", w, ..., welche sich in der Bezeichnungsweise
des § 2 so darstellen:

) l
r .~ o v — 4 G 2L 500
uJo = w, —O" Wy == ,

Als Ausdruck des mach der direkien Methode berechneten mittleren
quadratischen Iehlers von z erhilt man also
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(= V—} {(O — m)?l, + (1 — m)E, + - - }

oder auch

1=0
<J(x; — m)?
@) el P
=1/ 2=
worls unter
‘Tl.’ xg, LR x(;r

die bei den einzelnen Versuchsserien effektiv erhaltenen Zahlen zu
verstehen sind.  Die Formel (2) lifst sich jedoch bei unbekanntem m

b —m)2
nicht ohne weiteres anwenden und man pflegt E durch

I (g, — m')* o
>J ———7— u ersetzen, welche zwei Grofsen erwartungsmilsig

cinander gleich sind. Es lifst sich in der That leicht zeigen, dafs die
(x; — m")* (z; — sn)?

mathematische Erwartung von ——- =, wie die von ——
¢ -—1 c )

gleich m ist. Denn man hat

('r — m) E (z; — w')? (m - ”,)2

(z, — m')* ~Ed— 7")’t ‘
Z 6—1 =oi1 {12: — ( —7;3)2]

und, wenn man zu den mathematischen Erwzu'tungen ibergeht,

(x; — m’)? ¢ (m m) —m
G = 1l T e—1\"" ¢/ U°

In der Praxis wird man also die direkte Methode in der Gestalt

Daher

&

{=0
o (T, —m')*

(3) | 3 (5) =

l'=1J c—1
amwenden miissen.

Ts fragt sich nun, welche von den heiden Methoden, die indirekte
oder die dirckte, genaucre Resultate, d. h. solche Werte liefert, die
von ¢(z) erwartungsmilsig weniger abweichen. Um diese I'rage zu
beantworten, sind folgende zwei Grofsen zu ermitteln und miteinander
zu vergleichen: 1) der mittlere quadratische Fehler von &'(2), welcher
wit £{e’(2)] bezeichnet werden kann und 2) der mittlere quadratische
Fehler von &”(z), welcher mit &[¢” ()] bezeichnet werden kann.

Wir werden erst die mittleren quadratischen Fehler der Quadrate
der Grofsen &'(x) und &”(x), inithin

(@) wmd e[ (@)}

bestimmen.



—_——— e e

Erstes K;tpitol 1

Laut IFormel (1) dieses Par'wmphen und Formel (2) des § 3
hat man: _

(4) el{e' @)=} -

Bebufs Bestimmung von e[{e"(x}}g] fassen wir Formel (2) dicses
Paragraphen ins Auge. Als Ausdruck des mittleren quadratischen
Fehlers des Fehlerquadrats von x ergiebt sich '

e[(x — )] = V{0 — m)* — m)*w, + {(1T — m)t — m}2w, + - -

=V( — m)twy - (1 — m)tw, + - - —u®.

Setzt man nun in Formel (12) der Anlage 1 ¢=1 bezw. p =0,
so erhiilt man:

(0 — m)wy + (1 — m)w, 4« -« = 3m? 4 m.

e[(x — m)?) = V2m* |- m.

Man erhiilt ferner (auf Grund des Satzes von dem miltleren guadra-
tischen Fehler einer Summe mehrerer von einander unabliiingiger Grifsen)

& [E (2 — m)?} = Ve (2m® + m)
=1
und endlich

) : [E (’”‘Z"l)] —/REn.

i=1

Daher

Da nun die linke Seite letzterer Gleichung gleich &[{&”(#)}?] ist, so
gewinnt man durch Teilung von (5) durch (4):

: ; e[{e"(x))? s

(6) EEizzg)—% V27N + 1.

Es geht aus (6) bervor, dals die direkie Methode zur Bestimmung
des miltleren quadratischen Fehlers von z stets einen grifseren mitt-
leren quadratischen Feliler des Quadrats der zu bestimmenden Grofse
liefert als die indirekte Methode. Vom Standpunkte der Genauigkeit
aus gesehen, verdient somit die letztere Methode vor der ersteren den
Vorzug. Hierbei verliert die direkte Methode um so mchr an relativer
7uvelldss1«rkcu, je grofser m wird.

Es ist nicht aufser Acht zu lassen, dafs bei obiger Untersuchung
angenommen wurde, die Berechnung von &”(z) erfolge nach der
Formel (2). In der Praxis aber wird die Formel (3), welche der
ersteren an Genaunigkeit, wenn auch unbedeutend, nachsteht, zur An-
wendung kommen miissen. Insofern lifst Formel (6) den Vorteil,
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welchen die indirekie Methode vor der dirckicn hat, cher zu klein

als zu grofs crscheinen. - . '
Zum Schlufs sei noch gezeigt, in welcher Weise die mittleren

quadratischen Febler der Grofsen &' (x) und ¢”(z) an der I.Iand der
cefundenen mittieren quadratischen Fehler ihrer Quadrate nitherungs-
weise bestimmt werden konoen. '

Ist ¢ der mittlere quadratische Fehler eciner Grofse X, deren
mathematisehe Erwartung X, ist, so ist es erlaubt, den mittleren
quadratischen Febler einer anderen Grofse f(X), welche von der
ersteren abhiingt, durch das Produkt

‘dl’(}f)é e
ax Jy_x

auszudriicken. Wendet man die angedeutete Methode auf den gegen-
wiirtigen Jfall ap, so erhilt man aus (4) und (5)

’ 1 VAL 1
(7) ¢ [2E (1")] - 9 1/’; —E— - 9 ]/E
und ' :
v 1T _ VIR
®) @) = = VA =

BEs 1st slels im Auge zu behalten, dafs die zwel letzteren Formeln
Niherungsformeln sind. Man soll ste in der Praxis lieber vermeiden
und sich, wo es thunlich erscheint, der Formeln (4) und (5) bediencn.

- Ganz allgemein sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dals in
Formeln (4), (5), (6) und (8) dieses Paragraphen und in Formeln (1)
und (2) des § 3, sofcrn jene Formeln fiir den praktischen Gebrauch
bestimmt sind, die darin vorkommende Grofse s durch ihren aus der
Erfahrung  eninommenen wahvscheinlichsten Wert 2" zu ersetzen
sein wird.

§ .

Betrachien wir folgenden in der Praxis oft vorkommenden Fall.

Es liegen, anstatt einer, mehrere, z. B. v Rethen von Versuchs-
serien vor, wobei eine jede Rethe zur Bestimmung einer verschiedenen
Grofse dient. Die zu bestimmenden Grofsen, welche charakterisiert
sind alg mathematische FErwartungen der Zahl der Versuche, bei
denen im Laufe je einer Versuchsserie das in Frage stchende Rreig-
nis eintntt, seien m,, m,, mg, ... m,. Jede einzelne Reihe besteht
auch hier aus ¢ Versuchsserien, wobei die Zahl der Versuche in jeder
Serie gleich unendlich ist. Bezeichnet man mit z;; das Ergebnis der
i'® Versuchsgerie in der j** Ileihe, so werden die vorliegenden Daten
die Gestalt folgender Tabelle annehmen:

cae

{)
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xl,l ) x2,1 ). xs’l, « .« ® xo'l
1,2, T3¢, Z3, 2, Jw s a2
T1,5, Tg,3, Z3,5, e« Zgs

Ti,v—1; Xo,v—1, T3 v—1; -+ + +« Tor—1
x.l,r; x?,l’) "v.'),'l'; . - m xd,"

Man f{ithre noch die Bezeichnungen

i+ 2+ 25+ - .. F 2o =5

und
&
-o% = my
ein.
Ich bemerke ausdriicklich, dafs die Grofsen my, iy, ... m, durch
keinerlei Bedingung mit einander verkuniipft sind.
Man verabrede sich, als das quadratische Mittel der Grofsen
a;, Ay ... @, die positiv genommene Quadratwurzel aus der durch die
Zahl jener Grifsen dividierten Summe ihrer Quadrate, mithin den
Ausdruck

/e F & F o,
| 4

7

%

zu bezeichnen. .

Es gilt nun, das quadratische Mitiel der mittleren qguadratischen
Fehler von a; ;, welche der ersten, zweiten, dritten u. s. w. Zeile cbiger
Tabelle euisprechen, zu bestimmen. :

Man bezeichne die letzteren mit

&(2), & (@), ... &(2)
und das gesuchte quadratische fiitel mib
&,(2).
Alsdann erhilt man anf Grund von (7) in § 1

() = Vou

und ferner

; jzwmj
80(27)= F o —;'.
J=1

Dies ist der exakie Wert der zu bestimmenden Grofse. Demselben
entsprechen zwel angeniiberte Werte, niimlich ¢ (£) und &, (z), von
denen der erste nach der indirekten, der zweite nach der direkten
Methode herechnet ist (siche (1), (2) und (3) in § 4). Es ist
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j=rm’
; f] 28
(1) & () = 27= e
J:
und
. J=yi=0 2
re 1 h’ ‘—7 x".}' _mf)
@ S =YL S
N 0 v,;zl ;%1 G .

oder auch

3 =2 , — m-.’ 2
W@ = LS S
!

Letztere Formel verwandelt sich in

® eu@'b/zﬁgffg,

worin sich das erste Summationszeichen auf alle Elemente 2;; und
das zweite auf alle Elemente s; erstreckt.

Als Ausdriicke der mittleren quadratischen Fehler der Grofsen
{&)(@)}? und {g" (2)}? [nach (2) berechnet] erbdlt man

4) {MM%~¥V ”

9= 1
und

. : " L1 "= 3y (2 m; 4 1)
) U @=L St

g 1

(siehe Formeln (4) und (5) in § 4).
Den Formeln (7) und (8) des § 4 entsprechen hier die folgenden:

)] = L
(G) 6_[80 (SC)] — 2‘/1:-0' )
x /23 mE
Vst +1
@ el (9] = — s

In der Praxis, wo die Grofsen my; nicht gegeben sind, wird man
die Formeln (4), (5) und (7) nicht unmitlelbar anwenden konnen,

- . . . 8'
sondern wird man jenc Unbekaunten durch die Werte my = Z cr-

selzen miissenn.  Auf diese Weise erhiillt man an Stelle der Ausdriicke
e[ ] die ihnen entsprechenden & [ ], welche sich wie folgt schreiben
werden:

(8) ¢£lle (@) =V =,
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€) e (@)= =)/ 2 2s 4 2
und
(10) ¢ [5 ()] =+

§ G.

Jis soll in diesem Paragraph an ecinigen numerischen Beispielen
gezeigt werden, dafs Formel (2) des § 1 auch fiir die Fille, wo 1,
ohne gleicli unendlich zu sein, eine hinrcichend grofse Zahl und wo p,
ohne eine unendlich kleine Grifse zu sein, ein hinreichend kleiner Bruch
ist, sich als brauchbar erweist, indem jene Formel bei entsprechend
gewithlten # und p gute Anniherungen liefert.

In nachfolgenden Tabellen enthiilt die jeweilige Spalte 1 die Werte
von « (im Sinne des § 11I.), die Spalten 2, 3 und 4 enthalten die Werte
des Ausdrucks (1) des § 1 fiir das nebenstchende z bei den ent-
sprechenden jedesmal im Kopf der Spalte angegebenen Werten von #
und p. Die Werte der Spalte 5 sind nach Formel (2) des § 1 be-
rechnet. Jedem Beispiel liegt ein verschiedener Wert des Produktes
np == zu Grunde.

1. Beispiel: m = 0,5,

(n=1000, | (r==10000, |(2=100000, | @tim. 2 =00,
P=00.05) | 2=000005) | »=0000005)| lim.p=0)

1| 2 3 4 | 5

0 ‘60 645 ‘60 653 ‘60 653 ‘60 €53

1 ‘30 338 30 3¢8 30 327 30 327

2 ‘07 581 ‘07 582 ‘07 582 ‘07 582

3 01 262 ‘01 263 ‘01 264 ‘01 2G4

4 ‘00 1567 ‘00 158 ‘00 168 =00 168

b ‘00 016 ‘00 016 ‘00016 ‘00016

6 ‘00 001 ‘00 001 ‘00 001 ‘00 001

2. Beispiel: m = 2.

z (n = 1000, (n = 10 00, (u == 100 000, (MHm.n =0,
2 = 0,002)) | »=10)000:) p==0,00002.) | lim.p=0.)

1 9 | 3 | 4 5

0 13506 | ‘13531 ‘13 533 ‘13 633
1 97 067 | 27 067 27 067 ‘27 067
2 27095 | -27070 27 068 27 067
3 18 063 ‘18 046 ‘18 045 ‘18 044
4 09 023 ‘09 092 09 022 09 022
5 03 602 03 608 03 609 03 609
6 01197 ‘01 202 01 203 ‘01 203
7 00 341 00 343 00 344 -00 344
8 00 085 ‘60 086 ‘00 086 -00 086
9 00 019 ‘00019 00 019 00 019

10 00 004 ‘00 004 ‘00 004 00 004

11 00 001 00 001 00 001 00 001
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3. Beispiel:_ m =20.

e e————

(n = 1600, (1 ==10000, | (= =100000 | (lim.n= 00,
T P =0,005) £=20,0005) | p=0,00005) | Jim.p=:0)
1 2 3 | 4 3
0 *C0 665 ‘00 673 ‘00 674 ‘00 674
1 ‘03 344 ‘03 366 ‘03 369 ‘03 8369
2 ‘08 393 ‘08419 ‘08 422 ‘08 422
3 14 030 ‘14 036 ‘14037 *14 037
4 17 573 ‘17 549 17 b47 ‘17 647
b *17 631 ‘17 551 ‘17 547 17 D47
6 *14 659 ‘14 626 ‘14 623 ‘14 622
7 *10 400 ‘10 446 ‘10 445 -10 44b
8 ‘06 625 06 526 ‘06 628 ‘06 528
9 ‘03 614 ‘03 625 ‘03 627 ‘03 627
10 01 090 ‘01 812 ‘01 813 ‘01 813
11 ‘00 814 *00 823 00 824 ‘00 824
12 00 337 ‘00 343 ‘00 343 ‘00 543
33 ‘00 129 ‘00 132 00 132 ‘00132
14 ‘00 046 *00 047 ‘00 047 ‘00 047
15 ‘00 015 ‘00016 ‘00016 ‘00018
16 00 005 ‘00 005 *00 005 ‘00 005
17 ‘00 001 ‘00 001 ‘00 001 *00 001
4. Beispiel: m = 10.
(n = 1000, (n =10000, | (n= 10000, J Qim. n = 6O,
z p=0,01) = 0,001.) »=0,0001) | lim. p~=0.)
2 3 | 4 b
0 00 004 00 005 ‘00 005 *00 005
1 ‘00 044 ‘00045 ‘00 045 ‘00 045
2 ‘00 220 ‘00 226 ‘00 227 ‘00 227
3 ‘00 739 ‘00 765 ‘00 757 ‘00 757
4 ‘01 861 ‘01 §89 ‘01 891 ‘01 892
5 ‘03 745 ‘03 780 ‘03 783 ‘03 788
6 06 274 06 302 ‘06 305 ‘06 306
7 08 999 ‘09 007 ‘09 008 *09 008
8 ‘11 288 ‘11 262 ‘11 261 ‘11 260
9 ‘12 661 12 516 ‘12 612 *12 611
10 ‘12 574 ‘12518 9D HIE ‘125611
11 ‘11 £31 ‘11 380 *11 875 ‘11 374
12 ‘09 517 ‘09 482 ‘09 479 ‘09 478
13 ‘07 300 ‘07 293 ‘07 292 07 291
14 ‘05203 ‘05 207 ‘05 208 ‘06 208
15 ‘03 454 ‘03 467 ‘03 472 ‘03 472
16 ‘02 148 ‘02 168 ‘02 170 ‘02170
17 ‘01 256 ‘01 274 ‘01 276 ‘01 276
18 ‘00 683 ‘00 708 00 709 ‘00 709
19 *00 362 ‘00 37% ‘00 373 0V 873
2 00179 ‘00186 ‘00 187 ‘00 187
21 ‘00 084 ‘00 088 ‘00 089 *00 089
29 ‘00 038 *00 040 ‘00 040 ‘00 040
23 -00 016 ‘00017 ‘00018 00018
2 00 007 *00 007 *00 007 *00 007
25 00 003 ‘00 003 ‘00 003 00 003
26 +00 001 *00 001 *00 001 ‘00 001
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§ 1.

Auf dem Gebicte der angewandten Wahrscheinlichkeitsrechnung
pflegt man den Gebrauch der Formel (1) des § 1, da er mit sehr um-
stindlichen Rechnungen verbunden ist, zu vermeiden. Ifan bedient
sich vielmehr mit Vorliebe der Formel

ull

3 N
— — A%
(1) = e du,

o'

welche die Wahrscheinlichkeit fir «, in den Grenzen np 4 #' und
np +- " enthalten zu sein, angiebt. Die Konstante %, Priicision ge-

nannt, bestimmt sich aus der Gleichung

§ 1 .
@) gE = "PY- :
Seizt man in (1) o' = — -;—x—, W= und hu = t, so findet man
) h

als Wahrscheinlichkeit dafiir, dals = nicht Jkleiner als n-p—-;— und

. ' . o .
nicht grofser als np - -~ sei, den wollbekannten Ausdruck

__['—:z
(3) | V_fc at.

Die Formeln (1) und (3) sind N,Lherunﬂbfounc]n. nur unter be-
stimmten Bedingungen liefern dieselben he.sultate, welche sich von
denjenigen nicht merkheh unterscheiden, die man auf Grund der strengen
Formel (1) des § 1 erhalten wiirde. Dic in Frage stehenden Be-
dingungen pilegt man so zu formulieren: 1. mufs » cine grofse Zahl
sein, etwa gleich einigen Tausend; 2. darf p bezw. ¢ nicht zu klein
sein, In letzterer Binsicht \'Crllllfbt man gewohnlich numerisch pri-
cisierte /Angaben.

s ist nun ein Leichies zu zeigen, dafs cs sich hierbei, im Grunde
genommen, nicht um zwei getrennte Bedingungen handelt, sondern um
eine, welche darin Desteht, dafs das Produkt npg eine. bestimmte
Hohe erreicht. Denn selbst in dem Falle, wo p (oder ¢) eine unend-
lich Xkleine Grofse ist, wenn nur das Produkt npg bezw. die Zabl m
entsprechend grofs ist, werden die Formeln (1) und (3) anstatt der
(in diesem Falle als exakt anzuschenden) Iormel (2) des § 1 sehr
wohl zu gebrauchen sein. Dies darzuthun, ist die Aufgzbe der nach-
stehenden Zeilen.

Ist die Zahl 2 hinreichend rfrofs um die Anwendung der Stxr]mﬂschen
Formel auf das Produkt 1-2 ... 2z im Nenner von (2) in § 1 zu ge-

statten, sc¢ ergiebt sich
m\z e ™
10: =— —_——

Venzx
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oder auch . -
=" (2 (++3)

Vﬂ; m

'IUI = y

woraus, mit Benulzung der Bezeichnungen

N

«°
— ) e (’)
z=m-+4 u, -
und der Zeriegung
. 81 \
logc(1+d)=-]———2-+-é———4— . 8

leicht abznleiten st

-2 b4 2. 2.
(4) Wy — ——C o
V2 xm
Ist 0 cin so kleiner Druch, dafs” dic Glieder des Ixponenten,
welche 6%, 0% u. s. w. enthalten, fiiglich vernachlissigt werden konnen
— und bei hinreichend grofsem m kommen praktisch nur diejenigen
Werte 2, in Betracht, welche dieser Bedingung geniigen —, so ver-
wandelt sich (4) in
u (w-4-1)
1 T T tm
(5) Wy = ——¢ " .
Venm
Wenn aber zugleich « eine ziemlich grofse Zahl ist, so werden sich
dic nach (5) berechneten Werte von 2, von denjenigen nicht erheblich
: C TENE
unterscheiden, welche die Formel
: "

1 T em
6 W, = —— ¢
(’) T /2w

liefern wiirde. Die Bezichung von (G) zu .(1) liegt auf der Hand.
o G ~ 1 o .
Weil im gegebenen Fall 575 = m, milssen Leide Formeln zu fast voll-
r (e

stiandig ibereinstimmenden Resultaten fithren.

Wollte man die Richtigkeit letzterer Behauptung an numerischen
Beispielen nachpriifen, so wiire dem Umstand in angemessener Weise
Reclinung zu tragen, dafs der Formel (1) die Annahme von einer
stetigen Veriinderung der Grofse w zu Grunde liegt, wiihrend bei der
Ableitung von (6) von der Thatsache nicht abgewichen worden ist,
dafs 2 nor solche Werte annimmt, welche fiir m - « ganze Zahlen

ergeben,
§ 8.

Ein Gegenstiick zu dem Lehrsatz, welcher besagt, dafs bei einer
gegebenen Wahrscheinlichkeit p die Wahrscheinliehkeit fir «, in be-
stimmten Grenzen enthalten zu sein, durch die Formel (1) des § 7
ausgedriickl wird, bildet der folgende: Ist bei 22 Versuchen das Ior-
eignis A m’ Male vorgekommen (und n—m’ Male ausgebliecben), so
besteht eine Wahrscheinlichkeit gleich
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(1) — f 7 dy

dafiir, dafs dic Unbekannte np in den Grenzen m’ -+ " und m' 4 »”
enthalten seci, wobel

©) =t (1—2).

Liegen indessen anstatt ciner aus 2 Versuchen bestchenden Serie
¢ solche Versuchsserien vor und ist das Kreignis 4 im Ganzen s mal
vorgekommen, so wird sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dals-onp
zwischen den Grewzen s 4 v'¢ und s 4 v”c liege, offenbar durch

e''a

(3) ;2[ /‘ =% (e’ d (ve)

S
o'o

darstelien lassen, wobel

1
aw=on(1—2
2 %, % an 6.

Bezeichnet man 5,0 mit X, so verwandelt sich (3) in

F”

X '-—K"v’ .
{4) ﬁ(j{c do.
L
Dies ist zugleich die Walrscheinlichkeit fiir #p, in den Grenzen

?8 ~+- »" und % -+ »” enthalten zu sein. Man findet noch

®) an=a(1—2)

" Es wird nun gemeinhin gelehrt, obige Formeln seien nur dann
anwendbar, wenn 1. 2 eine grofse Zahl ist und 2. weder p noch ¢
sehr klein sind. Thatsiichlich wird man aber auf Formel (4) selbst

in dem Fall eines unendlich kleinen p gefiihrt, wenn nur m bezw. —
entsprechend grofs ist.

Hilt man an der Bezeichnungsweise des § 2 fest und setet

’ v
2 =m “}"U’ m,:.:g,

so findet mau aus Formeln (2) und (3) des Q 2, mit Anwendung der
Stirlingschen Formel auf das Produkt 1-2-..s und mit Benutzung
der Zer legung

E‘

2 8
log(l+a=5—5+5—F+-,

— S 0o g oa
IR T

(6) Qi)=Y 2

2w

R
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und nihersngsweise

(7) _ | SZ(z)=V I

2m’

Letzteres Resullat entspricht aber ganz genau

. . 1 . 8 m
weil bel n =00 der Ausdruck 545 gleich — =~

der Formel (4),

wird.

Nach den Ausfithrungen dieses und des vorhergehenden Para-
graphen kommt der Grundformel (2) des § 1 und den auf ihr fufsen-
den Formeln (wie z. B. (2) und (3) in § 2) ecine selbstiindige Bedeu-
tang nur {iir den Fall zu, wo m bezw. m’ eine kleine Zahl ist. Im
iibrigen wird man auch bel sehr kleinen, ja, theoretiseh gesprochen,
bei unendlich kleinen Werten von p beaw. ¢ sich der {iblichen Nihe-

rungsformeln getrost bedienen konnen.
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§ 9.

Es soll nunmehr der Versuch gemacht werden, die Formeln des
ersten Kapilels auf slatistische Reihen absoluter Zahlen anzuwenden,
welche {iir eine Reihe von Kalenderjahren angeben, wieviel Male im
Laufe ecines jeden Jahres ein bestimmtes Ereignis in einer gegebenen
Gesellschaft von Menschen vorgekommien ist. Ilierber werden solche
Beispiele gewiililt, bei denen die Bedingung erfiillt ist, dafs den ein-
zelnen Gliedern der ins Auge. gefalsten statistischen Reihe jeweils sehr
grofse Zahlen von Beobachtungen bezw. von beobachteten Menschen
entsprechen (mindestens einige Tausend), withrend die Zahlen selbst,
aus denen sich die statistische Reibe zusammensetzt, kleine Zzhlen
sind (niebt iiber 20 hinausgehend).

1. Beispiel: Die Selbstmorde von Kindern in Preuflsen.

Nachstehende Tabelle (siche folgde. Seite) enthilt die Zahlen der
von Knaben und Midclien uvnter 10 Jahren in Preulsen im Zeitraume
1869—1893 begangenen Sclbstmorde. ?)

a) Betrachien wir zuerst die Spalte 2 der Tabelle, so zeigt es
sich, dals die Zahlen der Selbstmorde zwischen den Grenzen G und 6
schwanken. Diese Schwankungen kommen am besten in folgender
Tabelle zum Ausdruck, deren zweite Spzlte angiebt, wie viele Jahr-
ginge aus 25 0,1,2,3 ... Sclbstmorde geliefert haben.

SRR O R
HlpwmmﬁF

1) Handworterbuch der Staatswissenschaften, 1. Suppl.-Bd., 1896. Art.:
»Sclbstrzordstatistik von G. v. Mayr, S. 6S6.

v.Bortkewitsch, Gesetz d. Xlein. Zahlen. 2
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C
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Unsere Aufgabe besteht nun darin, zu priifen, ob die angefithrien
Ergebnisse der Statistik auf das uns aus dem ersten Kapitel bekannte
Schema der Wahrscheinlichkeitsrechnung zurtickgefiihrt werden kénnen.
Hierbei hat man sich zu fragen: in wieviel Fillen aus 25 wiirden
sich die Krgebnisse 0, 1, 2 n. 9. w. am walrscheinlichsten einstellen,
gesetzl, dafs jenes Schema zutrife? Die Antwort wird durch die
Produkte 25 -1, geliefert, woblel w, dieselbe Bedeutung hat wie in
§ 1. Nur lat man in die mafsgebende Formel (2) des § 1 anstatt
der Unbekannten a den wahrscheinlichsten Wer¢ ihrer, niinlich den

Mittelwert b

Im ganzen 49 I

’ 49
' == = 1, 96

einzusetzen. Auf diese Weise lifst sich nachfolgende Zahlenreihe
berechnen:

z 25 - 102 z 25« w,
0 3,4 b 0,9

1 6,8 6 0,3
2 6,8 1 0,1

3 46 8 0,0
4 2.2
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Nennt man, nach Lexis’ Vorgang, Dispersion die Art, wie sich
diec Glieder eciner statistischen Reihe um den Mittelwert der Reihe
verteilen, oder anders das Bild von den Schwankungen, welche cine
statistische Reihe darbietet, so kann man sagen, dals es sich nunmehr
darom handelt, die erwartungsmifsige Dispersion der Elemente z,
wie sie sich in der Reihe der Werte 25 - w, darstellt, der effektiven
Dispersion der nimlichen Elemente, wie diese in der Reihe der
Werte I, zumx Ausdruck kommt, gegeniiberzustellen, und zuzusehen,
ob beide Dispersionen in dem Mafse iibereinstimmen, dafs die Ab-
weichungen der Grofsen /. von den entsprechenden Grofsen 25w, 2ls
zufillige im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung gedeutet werden
konngn.

Der erste Eindruck ist, dals sich in der effekliven Dispersion die
erwartungsmiifsige ziemlich getreu abspiegelt. Dieser Eindruck wird
bestiitigt durch den Vergleich zwischen den zwei Werten des mittleren
quadratischen Fehlers von z, von denen der eine nach der indirekten
Methode, d. h. nach Formel (1) des § 4 bezw. in Anlehnung an die
Reihe 25 - 2., der andere nach der direkten Methode, d. h. nach For-
mel (3) desselben Paragraphen bezw. in Anlehnung an die Reihe I,
berechret ist. Man findet:

{e(2))? = 1,96,  ("(2))® = 246;
£'(z) = 1,40; &"(z) = 1,b7.

Greift man noch zu den Formeln (4) und (5) des § 4, in welchen =
durch m' zu ersetzen ist, so erhdlt man

e[{£'(2))?] =0,28;  £[{&"()}?] = 0,62

Die Differenz zwischen den Ergebnissen der direkten und der indirekten
Mecthode liegt also im Bereich des entsprechenden mittleren Fehlers
(2,46 — 1,96 = 0,60 < 0,62).

b) Ganz iihnliche Berechnungen érgaben fiir Spalte 3 derselben
Tabelle (Midchen) folgende Resultate:

z L. 25 - w,
0 15 16,1
1 g 7,1
2 1 1,6
3 — 0,2
(&'(x)})* = 0,44; {¢"(x)}? = 0,34;
&'(x) = 0,66; &"(z) ='0,58;

@) =013;  e[(e"(2))?] = 0,18,

¢) Schliefslich stellen sich die Ergebnisse fiir Spalte 4 wie
folgt dar:
2‘
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z L. 25 -ty

0 3 23

1 3 b4

2 g 6,5

3 4 b2

4 4 3,1

) 1 1,6

6 1 0,6

7 n. mehr — 0,4
(@) =2405  (£(@))"=233;

Sz N=—=0155E &’(x) = 1,53;

@)= 0315 e[{e"(2))?] = 04, :

Aus den mitgeteilten Rechnungsergebnissen geht hervor, dafs
sowohl im T'alle b) als im Falle ¢) die effektive Dispersion mit der
erwartungsmiifsigen noch besser {ibereinstimmt, als es sich im Ialle a)\
gezeigt hat. ’

Aber in allen drei Filllen macht sich der nachteilige Einflufs des
Umstandes geltend, dafs die Zahl der in Frage stehenden Elemente
relativ klein ist (gleich 25), wodurch entsprechend grofse Abweichungen
von der Norm entstchen. Um dieser Wirkung zu begegnen, werde
ich bei den folgenden Beispielen mehrere statistische Rethen nach dem
Schema des § b zusammenziehen.

§ 10.
2. Beispiel: Dic weiblichen Selbstmorde in acht
deutschen Staaten.

Nachstehende Tabelle giebt an, wieviel weibliche Selbstmorde in
jedem Kalenderjabr von 1881 bis 1894 in folgenden Stuaten vor-
gekommen sind: a) Schaumburg-Lippe, b) Waldeck, c¢) Liibeck, d)
Reufs &. L., e) Lippe, f) Sehwarzburg-Rudolstadt, g) Mecklenburg-
Strelitz und h) Schwarzburg-Sondershausen.?)

Tabelle 1.
| 81 | 82 83 | &4 |65 | 86 | 67 |68 | 6y |0 [ 91 | 92 |93 | 04 | =
lolelofe|oflo]s|s|r]|s|1]a]s]| 1] 2
L) 2| 3|1 ]|e|ejo0o; 413 11|56 }|3 ;1] 3| 31
| 3|21 |s| 3o sle|3|s]|1]1]|4]| 06| 36
| 62|83 |3|6|a|]1|a]e|e|1|1]| 0] a7
Ol 4|1 |16 14| b6l0o]|6]|]4s]|]0|3]|3]| 2| 40
nls|1|8|6|c|3| 6|7 |67]|6|5]|3]| 56| v
1| 3| sa]|aftofo| a]l2|8s|o|a|s]|6]| 2| 74
Wl|2 |6 |06 |2] 24102 |6|9]|9]|4]9]10 79

1) Allgcnmincé Statistisches Archiv, 4. Jabrgang, IL Hbd, 1896. Art. ,Der
Selbstmord® von G. v. Mayr, S.718.
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Die Tabelle 1 wollen wir in eine solche verwandeln, welche un-
mittelbar angiebt, wieviel Male in jeder Zeile der Tabelle 1-und.in
simtlichen Zeilen zusammengenommen das Jahresergebnis 0, 1, 2, u. 8. w.
vorkommt.

Tabelle ©. _
:]""6"? '1"] ?T'e{’"]'_i_] 5 w| 6 | 7j_8 K 0
ol a | & | 2| & ]| | D
b) | 1 4 3 4 1 1
c) 1 3 2 4 3 1
d) 1 3 3 3 9 1 1
e) | 2 3 1 2 3 1 2
f) 1 2 5 3 2 1
g) 1 2 1 4 1 2 P) 1
h) 4 2 2 1 3 2
Sa.i 9 | 19 | 17 | 20 [ b | 11 | 8 | 2 j 3 | b ] 3

Letztere Tabelle bringt die effelitive Dispersion der Jahresergeb-
nisse zum Aunsdruck. Die enisprechende erwartungsmiilsige Disper-
sion, berechnet auf Grund der Mittelwerte, die man durch Division
der Zahlen der letzten Spalte der . Tabelle 1 durch 14 erhilt, stellt

sich so dar:

Tabello .

| o [ vt |2 | 8| 4 |5 6 | 7 | 8 | ¢ | o [
a)| 3,86 | 4,79 | 342 | 1,63 | 0,58 | 0,17 | 0,04 [ 0,01 [ 0,00 | O00 | 0,00 | 0,00
by| 1,58 | 3,38 | 8,75 | 2,% 1,52 1 0,68 | 0,25 | 0,08 | 002 | 0,01 | 0,00 | 0,00
c)| 107 | 2,55 | 3,54 | 3,03 | 1,95 | 1,00 | 0,43 | 0,06 | 0,05 | 0,00 | 0,00 | 0,00
d)| feo | 2,63 | 348 | 8,07 | 203 | 107 | 047 | 0,38 y 0,06 | 0,02 [ 0,00 | 0,00
e)| 0,0 | 2,30 | 8,28 | 3,13 | 2,23 | 1,28 .| 0,61 0,-.; 0,09 | 0,08 | 0,01 | 0,00
f)| 008 | O42 | 108 | 1,85 | 2,38 | 245 | 2,10 | 1,5¢ | 0,99 [ 0,57 | 0,29 | 0,28
g)| 0,07 | Gas | Ouo | 1,95 | 2,21 | 2,44 | 2,15 1,62 | 1,07 | 063 | 0,38 | 0,27
h)| 0,05 | 028 | 0,79 | 1,49 | 2,30 | 2,37 | 2,22 | 1,79 [ 1,26 | 59 | 0,45 | 0,41

Sa.| 7,00 | 16,04 | 20,83 | 18,70 | 15,11 I 11,45 | 8,21 | 8,63 | 3,55 | 2,05 | 1,09 | 0,92

Betrachtet man die letzten Zeilen der Tabellen 2 und 3, so zeigt
sich, abgesehen von einigen Ausnahmen, welche darin ihren Grund
haben mébgen, dafs die in Betracht kommenden Elemente sehr wenig
zahlreich smd eine sehr befriedigende Ubereinstimmung der statistischen
Erfahrung nnt den vorausberechnungen der Theorie.

Zicht man die x Werte!) 0 — 2 in eine erste, die x Werte 3 — 4
in eine zweite und die & Werte 5 und mehr in eine dritte Gruppe
zusammen, so findet man, dafs auf die erste Gruppe erwartungsmifsig
45,2, in Wirklichkeit 45 @ Werle entfallen, auf die zweite 33,8 bezw. 35
und aunf die dritte 33,0 bezw. 32.

Finen summarischen Ausdruck findet im gegenwirtigen Beispiel

1) z i=t gleich dem Jabresergebnis- fir cincn bestimmten Staat.
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die erwartungsmiifsige Dispersion in der Grifse &’'(z) [§ 5, Formel (1)]
und die eflektive Dispersion in der Grofse ¢,”(z) [§ 5, Formel (3)].
Ich lasse nun die numerischen Werte zuniichst der Quadrate
dieser Grdfsen, sodann ihrer selbst folgen. In Klammern fiige ich
den numerischen Wert des entsprechenden mitileren quadratischen
Fehlers bei [berechnet nach den Formeln (8), (9), (6) und (10) des § 5].

{e0(2))2 = 347 (0,18);  {z,"(z))? = 4,60 (0,53),
& (z) = 1,86 (0,05); & (2) = 2,15 (0,14).

§11.
3. Beispiel: Die totlichen Unfiille bei elf Berufs-

genossenschaften.

In nachstchender Tabelle sind fiir einen 9jithrigen Zeitraum die
Zablen der Betriebsunfiille mit totlichem Ausgang, welche sich bei
den betreffenden Berufsgenossenschaften jedes Jahr ereignet haben,
angefithrt.  Von den aul Grund des Unfallversicherungsgesetzes vom
6. Juli 1884 errichteten Beruafsgenossenschaften habe ich diejenigen
gewihlt, fiir welche die Statistik dic kleinsten Zahlen solcher Unfiille
vachweist. Die Berufsgenossenschaften sind nicht nach ihren Namen,
auf die cs hier nicht weiter ankommt, sondern nach den Ordnungs-
nummern bezeichnet, mit denen sic in den statistischen Publikationen?)
versehen sind.

<@

__Nr. é(;r [i
Bunfsgenosmn-‘; 86 87 88 89 90 91 92 93
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©
W~

|
|
|
i

—t
MOt ad a3 D 1O K i i N OO

cxcz,-wpr-‘ww| VO
IO WO RCO N) "D QO = 29 0O
| “R e W Sl o e il S RPN |
BO U 08 %0 23 =t Lo XD = O
QLA DOH OO T
omal =l we
wl c\l IS EC W< S Y-
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Behandelt man nun die vorliegenden Daten in der nimlichen
Weise wie vorhin die Daten iiber die weiblichen Selbstmorde, so ge-
langt man zu folgenden Endresultaten:

1) Statistisches Jahrbuch fiir das Dentsehe Reich oder Die aratlichen Nach-
richten. des Reichsversicherungsawts.

il

e
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3 Zahl der Fille, in dencn das neben-
ahres- -
. stchende Jahresergebnis
ergebnis .
vorgekommen ist I zu crwarten war
1 | 2 ] 8
0 b 3,69
1 9 9,61
p) 14 13,89
3 13 16,91
4 14 14,34
b 16 12,51
6 7 9,80
7 7 7,28
8 8 6,08
9 2 3,30
10 1 2,08
11 b 31,19
12 1 0,66
13 —_ 0,34
14 1 0,17
15 - 0,08
16 u. mehr — 0,04

Wie man sieht, entspricht Spalte 2 vorstehender Tabelle der
letaten Zeile der Tabelle 2 in § 10 und Spalte 3 vorstchender Tabelle
der letzten Zeile der Tabelle 3 in § 10.

.Auch in diesem Beispiel stimmt die effektive Dispersion mit der
erwartungsmiifsigen ziemlich genau iiberein. Man fasse die Zahlen zu
grofseren Gruppen zusammen. Alsdann erhilt inan:

. — . .

Zahl der Falle, in denon das neben-

Jahres: stehende Jahresergebnis
ergebnis .
vorgekommen 1st ' zu crwarten war
0—2 28 el
g4 27 29,6
56 23 221
T— 21 20,1

Endlich ergicbt die Rechnung:
(e/(2))? = 436 021);  (g'(%)}* = 5,48 (0,70);
& () = 2,09 (0,05) ; £ () = 2,34 (0,17).

§ 12,
4. Beispiel: Die durch Séhlag eines Pferdes im preufsischen
Heere Getoteten.

In nachstehender Tabelle sind die Zahlen der durch Schlag eines
Pferdes verungliickten DMilitiirpersonen, nach Armeecorps (,G.“ bedeutet
Gardecorps) und Kalenderjahren nachgewiesen.?)

1) Sicbe dic Hefte 38, 46, 50, 55, 60, 63, 67, 80, 84, 87, 91, 95, 99, 108,
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a) Man kann im gegebenen Fall zunichst einmal gerau in der-
selben Weise verfahren wic in den beiden vorangehenden. Man findet:

Zabl der Fille, in denen das neben-
Jahres- .
. stehende Jahrescrgebuis
ergebnis . .
cingetreten ist l zu erwarten vear
0 144 143,1
1 91 92,1
2 32 33,3
3 11 8,9
4 2 2,0
b u. mehr - 0,6

{0(2)}* = 0,70 (0,09); {g'(®)}* = 0,13 (0,09);
&, (2) = 0,81 (0,03); &) () = 0,85 (0,05).

b) Sodann kann man aber, unter Weglassung des Gardecorps,
des I, V1. und XI. Armeccorps, welche eme von der normalen ziem-
lich stark abweichende Zusammensetzung aufweisen?), die Zahlen,
welche sich auf die tibrigbleibenden 10 Armeecorps beziehen, so
behandeln, als bezdgen sie sich alle auf ein und dasselbe Armee-
corps, mithin eine einzige aus 200 Elementen bestchende statistische
Reihe annehmen und aufl dieselbe das Schema des § 4 anwenden. Es
ergicbt sich:

114, 118, 124, 132, 135 und 139 der ,,Preufsischen Statistik (amtliches Quellen-
werk)Y,

1) Das Gardecorps bestcht, von Artillerie, Pionieren und Train abgesehen,
ans 134 Infanterie-Kompaguien und 40 Kavallerie-Escadrons, das XI. Armcecorps
umfafst 3 Divisionen, das I. Armeccorps hat 30, das V1. 26 Eecadrons, wihrend
die Norm 20 ist.

—
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- ‘Zabl der Fille, in denen das neben-
q;rt . stehende Jahresergebnis
eeme eingetreten ist zu erwarten war
0 109 108,7
! 65 (%]
2 22 20,2
4 3 41
= 1 0,6
b u. mehr _ — 01
{£(z))2 = 0,61 (0,06); (¢”(2))® — 0,61 (0,09);
¢'(z) = 0,78 (0,04); &"(z) = 0,78 (0,06).

Die Kongruenz der Theorie mit der Erfahrung lifst sowohl im
Fall a) als im Fall b), wie man sieht, nichts zu wiinschen iibrig.
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§ 13.

Die im vorhergehenden Kapitel angefithrten Ergebunisse des Ver-
suches, gewisse Formeln der Walrscheinlichlkeitsrechnung auf einige
Daten der Statistik anzuwenden, scheinen auf den ersten Blick in Wider-
spruch zu stehen mit der bekannten Thatsache, dals die Schwankungen,
welche sich bei statistischen Reihen?) zeigen, der Regel nach den Er-
wartungen der Wabrscheinlichkeitsrechnung gar nicht entsprechen.

Bine genaue Ubereinstimmung der effektiven Dispersion mit der
erwartungsmiifsigen ist bislang f{ir cinen einzigen Iall nachgewiesen
worden und zwar von Lexis bei dem Geschlechtsverhiltnis der Ge-
borenen. Was hingegen dic sonstigen Relativzahlen geschweige denn
die absoluten Zahlen betrifft, so weisen dieselben ausnahmslos Schwan-
kungen m der Zeit auf, welche shrer Grifse oder Amplitude nach die
von der Theorie vorgezeichnete Norm erheblich iibersehreiten.?)

Ich fasse ausschliefslich statistische Relativzahlen jus Auge, welche
so geartet sind, dufs sie n remn formaler llinsichi als Niherungswerte
von Wahrscheinlichkeitsgrifsen aufoefalst werden kidnnen.  Solche
Relativzablen stellen sich als Quolienien aus zwei Zahlen dar, von
denen die eine — der Divisor — angiebt, wie viele Binzelfille im
ganzen Dbeobachiet worden sind, und die andere — der Dividend —
angiebt, in wie vielen Fillen aus der Zahl der beobachteten ein be-

1) Unter ciner statistischen Reibe verstche ich hier wie in folgendem
eine Anzahl von Werten einer Lestimmten stalistiechen Grifse, von denen jeder
einzelne einem bestimmien Kalenderjuhr oder sonsligen Zeitabsehnitt entsprich

] I P
wobei alle Zeitabschnitte zusammen gencemmen einen greschlossenen Zeitraum bilden.

2) Dicese Erkenntnis verdankt man W.Lexte, dessen hierher gehdrende Sebriften
die folgenden sind: ,Zur Theorie der M:Eswm_'rs-chcinnu;:en in der menschlichen
Gesellschaft®, 1877; ,Jinleitun; in die "Jh(-(')ru.' der Bevolkerungsstatistik®, 1876
(ScLlufskapitel); in den Jabrbichern fiir Nationalikonoinie und Statistil von
Hildebrand - Conrad: ,,Das Geschlechtaverhiiltuis der Geborenen und die Walr-

. . J Q= ’ e L YIv e 1% e . .
scheinlichkeitsrechnung' (1870), WUber die Theorie dur Stabilitiit statistischer
[y . v . . .
Reihent (1879), nblmr die W ;xhnr.l mnh(h}:mtrrcchmmg und deren Anwendung
auf die Statistike (188¢). Im Handwirterbueh der Staatswissensehaften von Conrad,
. N Q oA S Do v o . .
Elster, Lexis, Loening, 1890—04 dic Art. Gescta®,  Gesehlechisverhalinis bei Go-
borenen und Gestorbenen®, ,Moralstatistik und | Statistik®,

S
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stimmtes Treignis eingetreten ist. Man wolle Beobachtungszahl
fiir den Divisor und Ereigniszahl fiix den Dividend sagen.

Man bezeichne ferner mit

’ ’ ’
Pis Py +-- Po
eine aus ¢ Elementen oder Gliedern besteliende statistische Reihe. Die
Grofsen p;” sind der oben bezeichneten Art, konnen also, rein formal
betrachtet, als Nilherungsausdriicke von Wahrscheinlichkeitsgrofsen an-
gesehen werden.

Nimmt man nun an, p,/, p)’, p,’ ... seien Ausdriicke einer ge-
meinschaftlichen Wahrscheinlichkeit, deren exakter Wert p, ist, so
wird sich der fiir die zu erwartenden Schwankungen mafsgebende
mittlere quadratische Fehler von p/ als

1 s =R

darstellen, wobel g,=1 — p, und % die der Einfachheit halber konstant .
gedachte Beobachtungszahl ist.

Die Grdfse p, ist unbekannt und darum kann der erwiihnte mittlere
Fehler nur nitherangsweise berechnet werden. Zwei Methoden sind zu
diesem Zwecke anwendbar. Die indirekte, welche darin besteht, in
(1) die Unbekannte p, durch

. p AP AP

o o
zu ersetzen, fiihrt zu demn Ausdruck
Po’ g
o o Go
- & . = [/ ——i=
(@) (@) = /=5

worin g, = 1 — p,. Die direkte Methode ergicbt

{==0

E (» — Do)}
& ’ (p‘,) — ‘ —_:—-T.__...
oder fiir den praktischen Gebrauch
' , ‘ igl (pf — o)}
@ Sy =)

Bei einigermafsen grofsem ¢ ist zu erwarlen, dafs die Gleichung

& (o) =& (p/)
nitherungsweise erfiillt sein werde und zwar mit urs so hoherem Grade
der Annitherung, je grofser die Zahl ¢ ish
Die Lrfabrang lchrt indessen, dafs &’ (p;) stets grofser ausfillt
als & (/) oder auch dafs der Quotient
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7 e & ()

( ) . T (P.")

stets grofser ist als 1. Nicht selten erhilt man @ gleich 10, 20, 100
und mebr. ‘

¥s ist nun das Charakieristische der Untersuchungen, woraus sich
eine derartige Discrepanz zwischen den Xrwartungen der Theorie und
den Thatsaclien der Statistik ergab, dafs den untersuchten statistischen
Reihen nicht nur grofse Beobachiungszahlen, sondern auch grofse (in
die Tausende oder doch in die Hunderte) gehende Kreigniszahlen ent-
sprachen.  Man war geneigt, darin geradezu eine notwendige Voraus-
setzung der Anwendbarkeit der Wahrscheinlichkeitsrechnuug auf stati-
stische Daten zu erblicken. Damit aber grofse Ercigniszahlen heraus-
kommen, brauchte man pur die Beobachtungen an imenschlichen
Geselischaften von hinreichender numerischer Stiirke hezw. an Gebielen
von hinreichender Ausdehnung anzustellen oder, m. a. W., ein entspre-
chend grofses Beobachtungsfeld zu wiihlen.

Dic Frsclieinungen des menschlichen Lebens, auf die sich die Bei-
spiele des 1l. Kapitels bezichen, bilden keine Ausnahme von der all-
gemein gelienden Regel. Wiirde man z B. die Relativzahlen der
Selbstmorde (absolule Zahlen der Selbstmorder dividiert durch die ent-
sprechenden Zahlen der Lebenden), welche die Statistik fir gansz
Deutsehland m dem Zeitraum 1881 —1894 nach Kalenderjahren nach-
weist, auf thre Schwankungen hin ciner Priifung unterzichen, so er-
hiclte man @ gleich nahiezu 5. Ahnlich bei den Unfillen mit {5tlichem

. : wrps E(2)
Ausgang. Rechnet man hingegen das analoge Verh&ltnis ©E) g,
£ (x)

) . . . > . .
2= in den Beispielen des II. Kapitels aus, so findet man die Werte

o (%)
1,12 im 1. Beispicl a),
0,88 ,, b),
0,9¢ ,, c),
1,15 ,, 2. Deispiel,

1,12, 3. Beispicl,
1,01 ,, 4. Beispiel a),
1,00 ,, b).

s liegt daher nahe anzuzuuehmen, dafs gerade die grofsen Fr-
eigniszahlen es scien, wodurch eine Nichtitbereinstimmung der effek-
tiven Dispersion mit der erwartungsmiifsigen herbeigefithrt wird, wih-
rend umgekehrt i den kleinen Freigniszahlen, wie sie siémtlichen
Beispielen des II. Kapitels gemein sind, die Ursache davon zu suchen
sei, dafs i jenen Beispiclen die Ergebmnisse der Statistitk mit den Er-
wartungen der Theorie fast vollstiindig zusammenfallen. Um dicsen
zuniichst rein empirisch festgestellten Zusammenhang als einen not-
wendigen, gesetzmiifsigen zu erkennen, bedarf es einer ergiinzenden
theoretischen Erdxlerung.

N e -
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_ § 14.
Wir betrachten folgenden Fall: Die in Frage stehende Wahrschein-
lichkeit, als deren Niherungswerte die Grofsen

Py Py oo Do
erscheinen, bleibt nicht fiir alle ¢ Yersuchsserien konstant, sondern
iindert sich von Versuchsserie zu Versuchsserie und ist gleich p, bei
der ersten Versuchsserie, gleich p, bei der zweiten, gleich p, bei der
dritten u. s. w. Jm allgemeinen entspricht also der Niiherungswert
»i einem exakten Wert p. Es sei

Py A P,

= = '2)0

’

und wie vorhin
b2 ol Y 1’0'

’
- — (1
po Do

Aufserdem
7 ’ ’ r
l—pi=q, l1—pi=¢, l—p=¢, 1—p=4¢-
Ich setze der Einfachheit halber voraus, dafs jede einzelne Ver-
suchsseric aus einer gleichen Zahl % von Versuchen besteht.
Wir fragen nach der erwartungsmiifsigen Dispersion der Elemente
4 ’ . . E]
Dy Py Py <. Po. Der mafsgebende mittlere quadratische Fehler, den
wir mib 0 (p/) bezeichnen wollen, wird sich offenbar aus der Be-

dingungsygieichung

() (0 (p))? = Lv( ; m')

bestimmen, wobei I¢ die in § 1 angegebene Dedeutung hat und das
Zeichen X sich auf alle Werte ¢ ven 1 bis ¢ erstreckt.
Aus (1) crhilt man:

ry ’

O (oo 2(3%) —enp(SE)
Es. ist aber

’ o D qi
E([p/— pif?) = ‘ﬂ )
woraus
b; g;
B (p) = pi + 2%
folgt.

Aulserdem ist

2(S2) .

Demmnach verwandelt sich (2) in:

®) (8= 1+

on
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Der nunmchr gefundene Ausdruck des Quadrates des mittleren
quadratischen Fehlers kann in folgender Weise umgeformt werden:
Man iiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung

2i%i = Dogo + (20 — 90) (o — 1) — (20 — 10)*
Setzt man darin ¢ =1,2.... bis ¢ und addiert einmal die linken und

ein anderes Mal die rechten Seiten der so erhaltenen Gleichungen, so
kommt man auf die Beziehung

(4) Zpiq == GPedy — Z(pi — po)%
Ferner besteht die Bezichung

R o (2 — o)t
(5) DI — = DT

Auf Grund von (4) und (9) lifst sich (3) unter folgende Form
bringen:

e Dol n—1 (2 —p)*
(6) (3(pr))r=Pofe 21 B0,

Unter Anwendung der alten Dezeichnung

) Podo e(p)

n

und der neuen ezeichnung

(8)

findet man noch’ :
4 AN | ’ s o 2

(9) §(p) =V 1)) + {a(p)}%

Man verabreds sich die Grisse d(p) den Totalfehler, die Grofse
e(pi) den Normalfehler und die Grisse () den absoluten Fehler-
excedenten zu nenunen,

Der Totalfehler lifst sich nach Formel (9) gleichsam auf zwei
getrennt wirkende Fehlerquellen zuriickfihven,  Die erste Fehlerquelle
liegt in den ,zufiilligen Ursachen®, welehe eine Abweichung des je-
weiligen Wertes p/ von demi Wert p; herbeifithren, und es entspricht
dieser Fehlerquelle die Wirkung ¢(p/). Die zweite Fehlerquelle, in
den Schwankungen besichend, welche die in Frage stehende Wahr-

- . . . o T N .
scheinlichkeit i Laufe der o Versuchsserien erfithrt, ruft die Wirkune

N . o g . 0 : O
7(p) hervor. Schliesslich findel in der Hesultante d(p!) die combi-
nierte Wirkung beider Fehlerquellen thren Ausdruck,
e eraicbl sich aus (8). dafs il .

s ug’f’bt S.IC}) aus (8), (.1(3‘ fir den Fall, we alle Werte i
cinander gleich sind, der n‘hb‘nlni; Fehlerexeedent gleich Null wird und
der Totalfehler mit dem Normulfehler zusammenfillt, Dies trifft bei
dem in § 13 angenonnmenen Schema za und ist der IFall der nor-

: N 1o N h . : T
malen Dispersion (Lexis). Siad hingegen die W ahrscheinlichkeiten
Piy Py « - - Do einander picht gleid, so iibersteigt der Totalfebler den

n—1 <3 —Po)
100 et G

= 5(p:)

T v Sk o, o
= R R————

c————

—— et A e

A s

s rmn

I e s R ek

o e ety
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T gy e
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{77(1’,-)} g

Normalfehler um den Betrag ST e und wir haben mit dem Fall

der iibernormalen Dispersion zu thun.
Man bilde den Ausdruck
n(2)
(10) Wy =t

und nenne 1hn den relativen Fehlerexcedenten. Bezeichnet man
ferner die ven der Versuchszahl # unabhiingige Grosse

3 &, — o)
Vp:goz P, Gr

mit ¢, so ergiebt sich aus (7) und (8):
A=cVn—1.
Demnach ist der relative Fechlerexcedent der Quadratwurzel aus

der um 1 verminderten Versunchszahl proportional.
Den Quotienten

3(p{)

(11) )

wollen wir kurz als die Fehlerrelation bezeichnen. Man hat

Q2_1=‘12

Q=V14+r1»=VY1+4+ @& — 1)c.
Die Fehlerrelation #ndert sich also ebenfalls mit sich #ndernder
Versuchszahl und zwar nimmt sie mit wachsender Versuchszahl zu und
mit fallender Versuchszahl ab.

Bine gegebene Reibe p,, p,, ... ps vorausgesetzt, sei bei einer
Versuchszahl 100000 die Fehlerrelation gleich 2.7) Es wird gefregt
nach der Iehlerrelution bei einer Versuchszahl 10000, 1000, 109.

Dazu ist erst dic Konstante ¢ aus der Gleichung @*=1 -4 (2 — 1)¢?
zu bestimmen, worin fiir @ die Zahl 2 und fiir 2 die Zahl 100000
einzusetzen sind. Sodunn erhilt wan

bei » =10000, 2=0548, @ = 1,140;
n= 1000, A=0,173, @ = 1015;
, =100, 2 = 10,0045, @ = 1,0015.

hus obigem ist ersichilici, dafs vermdge einer entsprechenden
Verringerung  der Versuchszahl eine stark {ibernormale Dispersion
(@ = 2!) auf eine solche reduziert werden kann, die sich von der

normalen Dispersion kawmn noch unterscheidet (@ = 1,0015!).
Im vorstehenden sind die Dispersionsverhiiltnisse an Wahrschein-

und

b2

1) Dem enisprechend ist 1 = 1,732,
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lichkeitsgrossen erdrlert worden. Es eriibrigt, dic analogen Formeln
fir Lreigniszahlen zu entwickeln. Man setze

np =ax,, NP =Ty, ... NP5 = Te.

Die Zablen z,, 2,, .... z; geben offenbar an, in wie vielen Iillen

~aus n das in Frage stchende Ereignie bei den einzelnen Versuchs-

serien cingetreten ist. Aulserdem seien
NPy =My, NPy ==lilg, ... NPy = Mg
dic mathematischen Erwartungen der Ereigniszahlen. Man fihre noch
die Bezeiclinung
my -y 4 ... - m,
———— T ==,
9
Die ftr die Reihe =z, 2y, ... 25 malsgebenden Totalfehler, Nor-
malfebler und absolute I"eblerexcedent, die man in analoger Weise mit
0(z;), ¢(x:) und 5(m;) bezeichnen mag, crgeben sich aus folgenden,
des Beweises nicht bediirfenden Gleichungen:
J ’
O(r)) =n-3d(p/),
N ’
£(x) =n-&e(p’),
p(m;) == - ().

Dalier denn ferner
3(e) = VTG TGl
£(2) = Vupyq,
und

n—1 \*7('" — )%
11(.7/),-) - } =1 — —

Was schliefslich den relativen Fehlerexcedenten (4) und die Fehler-
relation (Q) anlangt, so {allen dieselben bei den Reihen pl,pz, ce e Do
und z;, &, ... I, zusamnen.

§ 1hH.

Fiir den Spezialfall mun, wo dic Walirecheinlichkeiten py, po, ... 2,
unendlich kleine Grifsen sind und 2 cine unendlich grofse Zahl ist,

o o . A) -1
bhat man in den zulelzt angdithrten Formeln - = 0, =0, ¢g,=1

zu setzen und erhiilt man:

£ ('/"") o= ]’/;7’; ’

75 () == i/ N0 v_;_".’i’f.,

sy = Vg 1 ST

—— e e
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A= 1/ my, 2 (Z::
= }/;—}- i, 2-(1;— (7—% —_— 1)2.

Obige Formeln erscheinen, so wie sie hier abgeleitet sind, an die
Yoraussetzung einer konstanten Versuchszahl gebunden. In Wirklich-
keit aber kann man letztere Einschriinkung vermeiden, indem man
unmittelbar von der Gleichung

(0 ()= E(E (z; —; mo)’)

ausgeht und die aus § 1 bekannte Beziehung
E([z; — m)H) = oy

heranzieht. Alsdann ergiebt sich in Ubereinstimmung mit obigen

Formeln
{6 (z:)}? (}’x > 2my I (Z%) -+ 2

m,2 - m,
. E' ¢ N, P 2
== g 212 4 m,

(m; — m,)?
== m, -} 2 ==l

Der gelieferte Ausdruek fir 4 besagt dieses: Vermehrt man die
Versuche bei siimtlichen z; Bestimmungen der Reihe in gleichmifsiger
Weise, z. B. um I Male, ohne die den Zahlen zu Grunde liegenden
Wabrscheinlichkeiten zu indern, so erhdhen sich dadurch siimtliche
m; Werte, folglich auch m,, um ebensoviel und mufs daher der relative
Fehlerexcedent 4 im Verhiltuis von 1 zu }/% zunchmen. Die Ab-
hiingigkeit der Fehlerrelation @ von den Versuchszahlen kommt aber
davin zum Ausdruck, dafs ¢Q* — 1 der Zahl % direkt proportional ist.

und

§ 16.

Der im vorigen Paragraphen erorterte Fall unterscheidet sich von
dem in § 4 behandelten dadurch, dafs an die Stelle einer unverinder-
lichen mathematischen Erwartung m sq viele analoge Grofsen s,
Mg, ... mg getreten sind, als Versuchssenen vorliegen. Wir wollen
nunmehr das Schema des § b in entsprechender Weise modifizieren.
Zu diesem Zwecke setzen wir voraus, dafs den Elementen einer be-
stimmten Zeile der in § b angefiithrten Tabelle nicht mehr ein und
dieselbe maothematlische Erwartung der Ereigniszahl (m;) zu Grunde
begt, sondern dafs sich die in Frage stehende Erwartungsgréfse iindert,
wobei einem Element z; ; eine mathematische Erwartung i, ; entspricht.

v. Bortkewitech, Gesetz d. klein. Zahlen. 3
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Man fithre die Bezcichnungen ein:

1
— (s, + my g - o - A g g) = mo

und
— (mo 1+ Mo,z - 4 Mg ) = Mmo0.
Fir jede cinzelne Zeile der Tabelle gelten als Normalfehler

als absoluter IFebhlerexcedent

=0

n; (M, 5) = E/ ST, '_"’0 i)

=1

und als Totalfehler
dj (xi,5) = V—{£J ("Lw)j + { (m,,,)}

Setzt man nun

?/ >_ tes (20, )2 = & (73,9),

V :2 {n;(0:,5) ) 2= o (m:,5),
/1, 2 {65 (a, ,)} =1 ('c,,,)

o (M) __

€ (%,) :
% (%i,4)
40 (%i,9)

und
== Qor

so findel man
&0 (2:,5) = V'mo,o,

)~-r i==0

”*;(H, ‘““’”0; 2
winy = 1 ST S0y,

J=1 1=1

bo(is) =V Teal@) + [0, (i),

J==v
/ 3 ! '“o,,)" \‘1 1 ( [\ 8
2 =’E mo’og.il v ('”u,u :{'J a "’o; - 1)
Qy = V1 At

Die Art der Abhiingigkeit der Grifsen 2 und @, von den Ver-
suchszahlen ist, wie man sicht, genau dic nitmliche wie bei 2 und Q
nach den § c}xlufbs itzen des § 1D.

und

-
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§ 17.

Das in §§ 14--16 behandelte Schema einer veriinderlichen Wahr-
scheinlichikeit des betreffenden Ereignisses bezw. ciner veriinderlichen
mathematischen Erwartung der betreffenden Ercigniszahl giebt uns
das erwiinschte Mitlel an die Hand, die in § 13 zur Sprache gebrachte
Verschiedenheit in dem Verhalten der grofsen und der kleinen Er-
eigniszalilen einer Aufklirung niither zu bringen.

Enisprechend der Hypothese von einer verinderlichen Walrschein-
lichkeit erscheint nimlich der nach der direliten Methode berechnete
mittlere quadratische Febler &¢”(p/) [s. § 13, (3)] nicht mehr als
Nitherungswert von &(p/) {s. § 13, (1)], soudern als Niherungswert
des Totalfehlers d(p) [s. § 14, (1)), withrend der nach der indirekten
Methode berechnete mltt}ue q\mdratl\che Ifehler &'(p/) [s. § 13, (2)]
den Charakter eines Niherungswertes des Normalfehlers e(p)) [s.§ 13,(7)]
gewmnt.

Somit mufs (bei einigermafsen grofsen 2 und ¢) der Quotient Q°
[s. § 13, (4)] als Niiherungswert von @ [s. § 14, (11)] aufgefafst werden.

Yeruner crscheinen, gemiifs der Voraussetzung einer wechselnden
mathematischen Erwartung der Ereigniszahl; die in § 4 vorkommenden
Grofsen &'(z) und &”(2) als Niherungswerte der aus § 15 bekannten
Grofsen &(z;) bezw. d(a).

Schliefslich entsprechen, nach dem neuen Schema, den Niherungs-
werten &’'(2) und & (z) des § b dic exakten Werte &,(wi ) und 6,(z:,5)
des § 16.

Mit Hilfe der Hypothese von einer veriinderlichen Wahrechein-
lichkeit lifst sich nun das in § 13 erwithnte Resultat &”(p/) > &'(p)
ohne weiteres erkliren, weil niimlich der Ausdruck V/{e"(p))}?— {&(37))2
einen INitherungswert des absoluten Fehlerexcedenten % (p;) liefert, welcl’
letzterer bei einer veriinderlichen Wahrsceheinlichkeit nicht Null, noch
weniger aber eime irrationale Grofse scin kann. :

Jene Hypothesc bedingt aber noch ein anderes: niimlich die That-
sache, dafs —E—E%g an E—Eg in ihrer Tigenschaft als Niherungsaus-

13

_8(p)) &lxy) . . .
driicke von @ = = T bezw. ) sich ceteris paribus (d. h. bei

gleich starken Schwankungen der Wahrscheinlichkeiten p,, p, ... 20)
um so weniger von 1 unterscheiden, je kleiner das Beobachtungsfeld
ist, auf welches sich jedes einzelne Element der statistischen IReihe

bezicht. Dasselbe gilt von dem Quotienten °?(—) als einem Nihe-
0
rungswert von (.

Nun realisicren sich die Erwartungen beziiglich des Verhaltens
jener Quotienten in trefflicher Weise. Unter der Bedingung eines
beschriinkten Beobachtungsfeldes erhiilt man, wie wir wissen,

3-*

cine

e e oo g Yy =

P
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nahezu normale Dispersion bezw. ecine fast vollstiindige Ubereinstim-
mung zwischen den mittleren Fehlern, von denen der eine nach der
dirckten, der andere nach der indirckten Methode berechnet ist. Je
kleiner das Beobachiungsfeld, je sclicuer in einer gegebenen Gesell-
schaft das in I'rage stehende Ereignis, wie z. B. Selbstmord oder Un-
fall, vorkommt, win so besser fiigen sich die slatistischen Ergebnisse
in die mafsgebende mathematlische Formel.

Die Hypothese einer veriinderlichen Wahrscheinlichkeits- bezw.
Erwartungsgrofse hilft uns dieses Verhalten als ein gesetzmifsiges
erkennen und in diesem Sinn kann die Thatsache, dals kleine Ereignis-
zahlen (bel sclir grofsen Beobachtungszahlen) einer bestimmten Norm
der Schwankungen unterworfen sind bezw. nach ciner solchen tendieren,
das Gesetz der kleinen Zahlen wohl benannt werden.

8 18.

Es ist friilher ganz allgemein iiblich gewesen, die Relativzahlen
der Statistik, sofern sic bestimmien formalen DBedingungen Geniige
leisteten (vgl. § 13), als Niherungswerte von Wahrscheinlichkeits-
grofsen aufzufassen und gelegentlich nls solehe zu behandeln, ohne
sich wm die Frage nach der Zuliissigkeit einer derartigen Detrach-
tungsweise im mindesten zu bekiimimnern. Diesen Standpunkt der naiven
Zuversicht finden wir von Poisson und Quetelet vertreten und von
der Neueren vielfach geteilt. :

Hier, an der Grondvorstellung, mit der Kritik angesetzt zu haben,
ist das riihmliche Verdienst Lexis.. Von ihm riihrt der Gedanke her,
den Charakter einer statistischen Relativeahl «'s Nilherungswert einer
mathematischen Wahrscheinlichleit nicht als etwas von selbst gegebenes,
sondern als etwas, was an der Hand der Erfahrung gepriift werden
mufs, zu betrachten.’) Worin kann aber die verlangte Priifung be-
stehen?

Die Antwort Jautete bei Lexis elwa wie felgt: es sind die Schwan-
kungen (die Dispersionsverhilinisse) zu untersuchen, welche eine Reike
von stalistischen Relativzahlen aufweist, hinsichtlich deren gefragt wird,
ob sie als Niiherungswerte einer gemeinschaftlichen Wahrscleinlichkeit
aufgefusst werden dirfen. Man mufs namentlich zusehen, ol die
faktische Dispersion mit derjenigen tibereinstimmt, welche zu erwarten
witre auf Grund der Vorausselzung, dafs den zu eciner Reihe verbun-
denen Relativzahlen ein und dieselbe mathematische Wahrscheinlich-
keit entspricht.  Hierbel cmpfahl Lexis das uns bekannte Verfahren,
den mittleren quadratischen IFehler eimnal nach der indirckten (,,com-
binatorischen®), cin anderes Mal nach der direkten (,,physikalischen®)
Methode zu berechnen uud die Resultate beider Methoden einander

1) Zur Theoric u. 8. w. §§ 11—12fg.
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gegeniiberzustellen. Je nach dem Ergebnis des Vergleiches zwischen
der effelitiven und der erwartungsmiifsigen Dispersion bezw. zwischen
den in verschiedener Weise bereclineten mittleren Fehlern ist nun die
Entscheidung zu treffen, ob die untersuchten Relativzahlen Niherungs-
werte einer bestimmten Wahrscheinlichkeit seien oder nicht seien.

Lexis hat nun selbst eine Anzahl statisiischer Relativzahlen auf
ihre Dispersionsverhiilinisse hin untersucht und ist zu Ergebnissen
gekommen, wovon das wesentliche eingangs ‘dieses Kapitels erwihnt
worden ist.

Es hiefse, sich vom Thema entfernen, wollte man hier auf die
Bedeutung eingehen, welche den Lexis’schen Untersuchungen insofern
zukommt, als durch deren Resultate ziemlich verbreitet gewesene
irrige Anschauungen von dem Wesen der statistischen Gesetzmifsig-
keit endgiltig widerlegt worden sind.

Man hat sich vielmechr die Frage zu stellen, ob jene Resultate
dazu berechtigten, den wmeisten statistischen Relativzahlen jedwede
Beziehung zur Wahrscheinlichkeitsrechnung abzusprechen. Wohl durfte
als ausgemacht gelten, dafls die Einzelwerle von statistischen Reihen
den ihnen in etwas leichtsinniger Weise zugeschriebenen Charakter,
Niherungswerte einer gemeinschaftlichen, in der Zeit unveriinderlichen
Wahrscheinlichikeit zu sein, abzulegen gezwungen waren. War aber
das ins Auge gefalsie Schema der Wahrscheinlichkeitsrechnung, das
sich als unbrauchbar erwiesen hatte, das einzige, welches iiberhaupt
m Betracht kommen kann? Oder hat es vielleicht ein Interesse, zu
priifen, ob die statistischen Reihen nicht zuriickgefiihrt werden kénnen
auf das Schema einer in der Zeit veriinderlichen Wahrscheinlichkeit,
wobel also den einzelnen Elementen einer statistischen Reihe numerisch
verschiedene Wahrscheinlichkeiten untergelegt werden miifsten?

Diese Eventualitiit war dem Verfasser des Werkes ,,Zur Theorie
der Massenerscheinungen in der menschlicher Gesellschaft® nicht ent-
gangen.’) Aber er hat sich nicht liinger dabei aufgehalteu, haupt-
sichlich woll aus dem Grunde, weil die Frage, mochte ihre Ent-
scheidung Im positiven oder im necgativen Sinne ausfallen, von dem
eigentlichen Beweisthema der Schrift gewissermalsen abseits lag.

Frst spiter hat Lexis das Schema einer von Versuchsserie zu
Versuchsserie sich #ndernden Wahrscheinlichkeit in dessen Anwen-
dung auf die Statistik zum Gegenstand einer eingehenden Erorterung
gemacht.®)

Als mathematische Grundlage hat ihm dabei eine Formel gedient,

die bis auf den Faktor =2 mit Formel (6) des § 14 iibereinstimmt.

Lexis sctzte nimlich

1) Zur Theorie u. 5. w., S. 81, 91.
2) Uber die Theoric der Stabilitiit statistischer Reihen.
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’ e q (Pi""po)g
i =e e
Der Unterschied zwischen letzterer Formel und der meinigen rithrt
davon her, dafs Lexis sich bewulster Weise einer nicht ganz strengen
Beweismethode bedient hat. Praktisch ist der Unterschied bei einiger-
mafsen grofsem 2 unerheblich — und gerade diesen Fall hat Lexis im
Auge gehabt; ist aber » keine grofse Zahl mehr, so erscheint
Formel (G) des § 14 als die einzig anwendbare. Selbst bei =1
liefert sie ein zutreflendes Resultat, wie es iibrigens der Art ihrer
Ableitung zufolge nicht anders sein kann.

Lexis wendete ferner seine Aufmerksamlkeit derjenigen Grofse zu,
die ich in § 13 mit Q" bezeichnet habe, und zeigte, dafs dieselbe in
ihrer Eigenschaft als Niherungswert von @ im Sinne des § 14 in
bekannter Weise von der Versuchszahl abhiingt. Daraus folgerte er
nun, dafs, falls das Schema einer von Versuchsserie zu Versuchsserie
sich @indernden Wahrscheinlichkeit dem statistischen Geschehen adiquat
sein sollte, sich fiir @ Werte herausstellen miifsten, die um so weniger
von 1 abweichen wiirden, je kleiner das gewiihlle Beobachtungsfeld
sein wiirde. s ist Lexis auch gelungen, bei einer Anzahl von Féllen
mit relativ miilsigen Beobachtungs- und Ereigniszahlen als Werte
von Q" Grifsen zu finden, welche von 1 nicht sehr verschieden waren.
Die ¥rgebmisse waren jedoch nicht in dem Grade beweiskriiftig, dals
gie zu dem Schlusse auf die Allgemeingiltigkeit des Schemas einer
veriinderlichen Wahrscheinlichkeit fiir die Statistik berechtigten.

Das Gesetz der kleinen Zahlen erscheint nun als Ergebnis einer
Weiterfithrung jener Lexis'schen Untersuchungen und bildet in theore-
tischer DBeziehung vielleicht: gar- einen Abschluls derselben. Durch
Verwendung kleiner und kleinster Ereigniszahlen ist es moglich ge-
worden, den relativen I'cllerexcedenten bezw. die Wirkung der Ver-
dnderungen der Wahrscheinlichkeit auf ein Minimum zu reduzieren
und auf diese Weise eine nahezu normale Dispersion herbeizufiihren.
Jene fast vollstindige Ubereinstimmung der Theorie mit der Brfahrung,
welche sich hierbei herausstellt, gestattet kauin noch einen Zweifel
tiber die objektive Bedeutung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs fir die
untersuchien Gebiete des statisiischen Geschehens. Wenn auch das
Beobaehtungsfeld, auf welches sich die Untersuchung im 2. Kapitel
bezielit, cin ortlich und zeitlich beschrinktes ist, so erscheint die er-
withnte Schlufsfolgerung auf den objektiven Charalter des Wahrschein-
lichkeitsbegriffs an ihnliche Sehranken nicht gebunden. Was in dieser
Beziehung von Selbstniorden oder Unfiillen in einzelnen Territorien
‘bezw. fiir bestimmte Personenkreise und fiir bestimmte Zeitriiume gilt,
mufls offenbar eine allgemeine Geltung haben. Wo und wann immer
in einer menschlichen Gesellsehaft. Selbstmorde begangen werden und
sich Unfiile ereignen, diirfle die Art des Zustandekommens dieser
Geschehnisse eine solche sein, welche die Anwendung des Wahrschein-

- -
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keitsbegriffes zulifst. Dafs letzteres auch in Betreff anderer Erschei-
nungen zutrifft, die in den Bereich der Bevolkerungs- und der Moral-
statistik gehoren, halte ich fiir meinen Teil fiir nicht weniger sicher
und glaube, dafs sich das Gesetz der kleinen Zallen allenthalben
werde verifizieren lassen. Nichtsdestoweniger erscheint mir cine Ver-
mehrung der Beispicle zu dem Gesetz der kleinen Zahlen wegen der
prinzipiellen Bedeutung der Irage als sehr erwiinscht.

Jedes ausgerechnete neue Deispiel wird, falls es, wic zu erwarten
ist, zu gleich giinstigen Xrgebuissen fiihrt wie die Beispicle des
2. Kapitels, dic wissenschaftliche Uberzeugung erhiirten helfen, dafs
allen bevolkerungs- und moralstatistischen Zahlen mathematische
Walirscheinliclhikeiten oder Funktionen solcher zu Grunde liegen.




Anlage 1.

Man selze
n(n—-l)(n—2) (71—'04-1)1);: "=z — P, .,

1-2-.
r=1n
Ei 5 (r)
. -Pn,x 2" == En
x=0
und
x="n
E P, . (z — m) = ol
x:==0
wobel

m=np, pt+qg=1

Die Aufgabe, welche hier gelost werden soll, besteht darin, die
angegebenen Summalionen fiir r =1, 2, 3, 4 auszufithren.

Es besteht die Beziehung

—Pn,z = 1z~l;x—1 ‘?_J:_:_l'.
Daher
(1) P, ox=pnPy_y, 2
und
@) _ P, oo =pnar— Py ..

Yon der Gleichung:
#oi= @ = e — 1y P e e
Fo—1—1)+1
ausgehend, bekommt man ferner aus (2):
(3) Payza”=p { Pay ey (@— 1) =1 (r — 1) Pacy, oy (& — 1) 2
-1~ (-’%:2—)1)1;-1 em1(x—1)—34 ... P, :—1}

Setzt man in (8) z=1,2,3... bis » und addiert einmal die
linken und ein anderes Mal die rechten Seiten der so erhaltenen Glei-
chungen, so kommt man auf die Formel

(4) 8 =pn (82D 4 ¢ — D) EERO=D ey

+ (= 1 L+ £ )
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r=n—1
Weil aber £, = ?]’n._l 2= (g +p)*~1=1, kann (4) sym-

::::0

bolisch so ausgedriickt werden:
4" £ = pn (Baey + 1y 1.
Fir die I'ille » = 1,2, 3,4 hat man demnach:
£D — pn,
D = pn(812s + 1),
ED = pn (851, - 268, 4 1),
£ = pn (80 4 357, 4 352, 4 ).
Die in obigen Formeln vorkommenden Gréfsen 5;(1_1; §(2.)_1 und
E,,_l konnen leicht eliminiert werden. Man findet nimlich &,,__, aus

E,, , Indem man darin 2 durch 2 — 1 ersetzt und ebenso §( ’_; aus
fm u. s. w. So gelangt man schliefslich zu den Formeln:

ED — np,

ED — n2p® - np — np?,

£ = 0®p® 4 3n2p? — 3n2p® 4- np — Jnp® -k 2npt,

£ — W p* 4 60°p° — 623p* + Tu?p® — 18n2p% + 1102pt

oder auch + np— Tup? 4 12np* — 6npt,

() gS}’ = m,

(©6) EP — n? 4 mq,

@) ED) — m® 4 3miq + mq (¢ —p),

(8) EY = mt - 6mq + Tmdq <+ mg — 11mpq — 6mpg*
Zur Bestimmung von @) dient diﬂ Zerlegung

of) = 5 — & m 4 T(T 5.’ Donf— o A,
welche fir die Fille r =1, 2, 3, 4 folgeude Ausdriicke liefert:
(9) o)) =0, |
(10) o = mg,

(11) cof.) = mq (¢ — p),
(12) o) = 3mPq® 4 mq — Gmpg

Die letzte Gleichung kann auch unter die Form gebracht werden:

L) = 3 (mq)? + (1 — 6pg) mg,

woraus die Ungleichungen
3(mg) — 22 < o < 3 (mq) + mgq
folgen, weil 1

m q



Anlage 2.

In dem Schema des § 14 crscheinen die darin vorkommenden
Wahrscheinlichkeiten py, p,, ... ps als vollstindig unabhiingig von
einander. Ys sind aber auch Ifille denkbar, wo zwischen den Glie-
dern der Reihe py, pg, ... po irgend welche wahlrscheinlichkeitsrech-
nerische Bezichung besteht.

Ein hesonderer Fall dieser Art, welcher fiir die Statistik von
Interesse sein diirfte, soll hier zur Erorterung gebracht werden.

Man wolle sich diesen Fall zuerst in Gestalt ecines Zufallsspieles
vorstellen.

Jis liecgen » Urnen G, C,, ... C; vor, welche in verschiedener
Zusammensetzung mit weifsen und schwarzen Kugeln gefillt sind.
Bic Walrscheinlichkeiten der Ziehung einer weissen Kugel selen bei
den cinzelnen Urnen ¢, ¢y, .. Cre

Man bestimmt durch das Los die Urne, aus welcher dic ersten
L Zichungen zu erfolgen haben. Es seien hierbei g, g5, ... g» dic
Walrscheinlichkeiten, die erste, die zweite ..., die 2»'* Urne durch
das Los zu treffen. Nachdem die ersten I Zichungen gemacht sind,
bestimmt man von neuem und zwar genau in der nimlichen Weise wie
das erste Mal durch das Los die Urne, aus welcher die niichsifolgenden
I Zichungen zu erfolgen haben, und fihrt so fort. Offenbar ist

g+9 +... .9 =1

Man nenne Elementarseric ecine ans I Zichungen, welche siimt-
lich aus derselben Urre erfolgt sind, bestehende Reihe und verbinde
je p Elementarserien zu einer Hauptserie. Man setze dabei

L =mn.
Es =el ferner
916+ 926 -+ - geoy = G

und es scien
’

4 ’

Dry Py 0 Do
dic Werte des Verhiiltnisses der Zahl der cezogenen weissen Kugeln
zu der Zahl der iiberhaupt gezogenen Kugeln bei ¢ verschiedenen, aus
je n Zichungen bestchenden Hauptserien.
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Man bezeichne mit I3,, B,, ... B, die bei irgend einer, also z. B.
bei der :'® Hauptserie unter den genannten beniilzten Urnen und
mit b,, by, ... b, dic ihnen enisprechenden Wahrscheinlichkeiten der
Zichung eciner weissen Kugel. Man sectze aufserdem

bttt b )
[ Pi-

Bezeichnet man noch mit 0, 0, ... b, die Werte des Verhilt-
nisses der Zahl der gezogenen weifsen Kugeln zu der Zahl der iiber-
haupt gezogenen Kugeln bei den aufeinander folgenden g Elementar-
serien, so ist offenbar:

1 ’ ’ ’ 14
;{(ZH + b+ - b)) = pi

Die Grofse p; ersehcint zuniichst als Ergebnis einer Serie von
Versuchen, welche an dem Urnensystem DB, B,, ... DB, ausgefithrt
worden sind. Letzterer Urnenreihe entspricht aber als Wahrschein-
lichkeit der Zichung eciner weilsen Kugel die Grofse p;,. Daher kann
diese als mathematische Erwartung von p/ angeschen werden. Die
Grofse p; ist aber ihrerseits das Ergebnis einer Serie von Versuchen,
die an dem urspriinglich gegebenen Urnensystem C), C,, ... C, ge-
macht worden sind und darin bestanden haben, dafs durch das Los
aus dem C-System das B-System abgeleitet worden ist. Das C*System
liefert aber als Wahrscheinlichkeit der Ziehung einer weifsen Kugel
die Grofse ¢,. Also stellt sich ¢, als mathematische Erwartung von
p; dar.  Zugleich kann aber ¢, als mathematische Erwartung von p/
aufacfafst werden. IMan wolle sich verabreden, fiir den angedeuteten
Sachverhalt die Bezeichnungen einzufithren

I (191") = Di5,
L, (p) o5
K, (I’i’) =G

und dieselbe Bezeichnungsweise, nimlich die Indices bei dem Erwar-
tungszeichen If, welche gewissermafsen den IEntfernungsgrad der

» oD
mathematischen Erwartung angeben sollen, auf analoge Fille in fol-
gendem anzusvenden.

Nun {ragen wir nach der erwartungsmiifsigen Dispersion der Reihe
’ ’ 4 4
Dy Py v Doy
bezw. mach dem summarischen Ausdruck jener Dispersion, nimlich
nach dem YWert der mathemwatischen Erwartung

Ly [(pi — ¢o)°]-

|

Von der Gleichung
(bx' — b))+ (b; ~n bs) . (b,t' — b#)
@

»—pi=
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ausgehend, erhiilt man auf Grund der bekannten Bezichungen

o b1 —b)
B[] — b)) = L%
und
. : I _(b.i,) = by,
die Gleichung
J=u

St,(1—1)
L [(pi — I’i)g]_‘: T Tut
Ferner hat man
B =) =gc(1—c) 9.6 — )+ - F g, (1 — ).
Die rechte Seite letzterer Gleichung lifst sich aber in folgender Weise
umformen. Bildet man fiir alle Werte von ¢ (von 1 bis ») Gleichungen
der Art
e(1 —c) = (1 —cp) + (1 — 2¢) (e — o) — (& — @)’
deren Richtigkeit einleuchtet, multipliziert sie jeweils mit ¢g; und addiert
einmal ihre linken und ein anderes Mal ihre rechten Seiten, so er-
hilt man ’
gl —e) 4 ge’ —e) =1 —¢) —&f

@t =g,(c, — ) + go{c. —cp)* + -+ g»(c, — Co)?.

Daher denn

wobei

(1 — )] = ¢ (1 —¢;) — o
und )
co(i_’co) """‘2’

E(p — pi)] = u
woraus noch
E(5") = B (pf) + St =
folgt.

Um E,(p?®) zu beslimmen, bedient man sich der ohne weiteres
verstiindlichen Gleichung .
L[ — ¢)’] = e,
welche zu der anderen

(1> L [(Pi — ¢)*] = —‘;—
fithrt. Demnach ist R
(2) - E(pf)=c"+ %
und
®) By(p/*) = of + 5 + 2=
Schliefslich ergiebt sich ‘
gy L 2 __Co(l—co) kE—1 4
(4) L [(pi Co) 1= ” + 5 @
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Letzterer Formel entnehmen wir folgendes: bei & = 1 {ithrt der
untersuchte Spielmodus auf genau den niimlichen mittleren quadra-
tischen I'chler, wie in dem Fall, wo alle Ziehungen aus ein und der-
selben Urne erfolgen, wobei die Wahrscheinlichkeit der Ziehung einer
weifsen Kugel ¢, ist. Diesen Ifall hat Poisson bei der Aufstellung
seines ,Gesetzes der grofsen Zahlen®, insofern letzteres als eine Ver-
allgemeinerung des I‘hcorems Jacob Bernoullxs gedacht ist, im Auge
gehabt )

Hingegen iberschreitet das Quadrat des mittleren quadratischen

Fehlers den Wert c"(ln c°l, sobald & grofser ist, als 1, gesetzt, dafs

«® nicht Null ist, oder, was dassclbe bedeutet, dafs die Wahrschein-

lichkeiten ¢, ¢, ... ¢, nicht einander gleich sind. Der Uberschuls

E—1 . c o g
o?® rithrt also davon her, dafs nicht schon nach jedem einzelnen

Versuch dic Urne, aus welcher die Zichung erfolgen soll, von neuem
bestimmt wird, sondern erst nach je % Verauchen.

Will man nun dem erdrterten Fall eine allgemeine Fassung geben,
so hat man nur anstatt » Urnen ebenso viele Ursachen zu setzen,
da die Thatsache, dals die jeweilige Ziehung aus einer bestimmten
Urne crfolgt, in der Sprache der Wahrscheinlichleitsrechnung als Ur-
sache bezeichnet wird. Und weiter hat man sich an Stelle der Ziehung
ciner weifsen Kugel das Eintreten eines beliebigen Ereignisses von
gleich grofser Wahrscheinlichkeit vorzustellen. Alsdann kann man
sagen, dafs der untersuchte Ifall durch eine Solidaritédt der Einzel-
versuche charakterisiert ist. DMan versteht darunter die Thatsache,
dafs eine zufiillige Ursache (also im obigen Beispiel die Nummer der
Urne, aus welcher gezogen wird) mehreren Versuchen gemeinsam ist,
so dafs in Bezug auf diese Ursache die einzelnen Versuche nicht mehr
als unabhingig voneinander erscheinen.’) Der Umstand, dals eine oder
mehrere solidarisch wirkende Ursachen im Spiel sind, bedingt also
eine Erhohung des Quadrats des mittleren qmdramschen Fehlers um

den Belrag E—1

Nach dem Vorstehenden ist die Moglichkeit gegeben, die in der
Statistik so oft beobachtete betriichtliche positive Differenz zwischen
dem nach der direkten und dem nach der indirckten Methode berech-
neten mittleren quadratischen Fehler (vgl. § 13) mit Hilfe der Vor-
stellung von solidarisch wirkenden Ursachen zu erkliren. Man
kann annehmen, dafls gewisse, noch als ,zufiillige” erscheinende Ursachen

o2,

1) Zu vergleichen: Bortkewitsel, Kritisehe Betrachtungen zur theoretischen
Statistik, 1. Artikel; in Conrads Jahrbiichern fir Nationalokonomie und Statistik,
1894, November-Heft, S. 653—664, g

2) Das Nibere bei Bortkewitsch, Kritische Betrachtungen zur theoretischen
Statistik, 2. Artikel, in Conrads Jahrbiichern, 1895, August-Heft, S. 321—332.
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ihr Verhalten nicht von Fall zu Fall, sondern von Elementarserie zu
Elementarserie dndern. :

¥s wiire selbstverstiindlich irrig, zu glauben, dafs auch in der
Wirklichlkeit jede Klementarseric aus ciner gleich grofsen Zahl von
Versuchen bezw. Beobachtungen zu bestchen braucht. Nicht minder
willkiirlich wiire die Vorstellung, dafs siimtliche solidarisch wirkenden
Ursaclien in denselben Momenten ihr Verhalten dndern. Aber es han-
delt sich Dhier nicht darum, cin vollstindig adiiquates Schema fiir die
statistischen Vorginge zu finden. Die Erkenntnis geniigt vielmehr,
dafs aus der Vorstellung einer Solidaritiit der Eiuzelfiille heraus der
scheinbare Widersprueh zwischen den Erwartungen der Theorie und
den Ergebnissen der Erfahirung begriffen werden kann.

Ist aber die Annahme von solidarisch wirkenden Fuktoren auch
imstande, die Thatsache zu erkliren, dals die Discrepanz zwischen
Theoriec und Xrfahrung, relativ genommen, d. h. an der Grofse des
relativen J°chlerexcedenten bezw. der Fellerrelation gemessen, um so
wehr abnimmt, je kleiner das Beobachtungsfeld gewihlt ist?

Es erscheint auf den ersten Blick, dafs die so gestellle Frage
verneint werden mufs.  Dem relativen Fehlerexcedeutcn entspricht
niamlich, nach dem neuen Schema, die Grofse a}/ fl — - [s. For-

Co(l — o
mel (4)], welche, bei einem gegebenen &, von % upabhiingiy ist. Ob
also je 10 oder je 100 LElementarserien zu je einer Hauptserie "ver-
bunden sind, iindert au der Grofse des relativen IMehlerexcedenten und
der Ielilerrclation nichts. Bestimmte Werte ¢, ¢,, ... ¢, und g, g5,
... g» vorausgesctzt, sind die erwithnten Grofsen ledighch von der
Zz2hl I abhingig.

Bine weitere Frage ist nun die, ob dic Zahl 7» von der Grofse
des BCOde]ltlm“’SfCld(’ ihrerseits 4blmn(*1rr gel.

Da sma zwei Fille zu untcxschelden.

Eine bestimmte Massenerscheinung kann als solche, d. h. ganz
abgeschen von der Grofse des Beobachtungsfeldes, durch cinen be-
stimmtien Wert von & charakterisirt sein. Gesetzt z. B. wir unter-
suchen die Relativzahlen der bei bestimmten Industrie- oder Verlehrs-
zweigen verungliickten Personen, so bedingen lLier die Betriebsgrofse
und sonstige in der Nutur der Sache licgenden Umstiinde cine grofsere
oder geringere Zahl von Menschenleben, welche je cinem im I'ctreﬁcn-
den ludm trie- oder Verkechrszweige slch creignenden Unfull (wie z. B,
Dawmpfkesselexplosion, Gruben catdshophe) zum Opfer fullen. Oder
man depke, wo es sich um die Relativzahlen der Ertrunkenen handelt,
an dic Fiille des Ertrinkens bei Bootpartien mit Riicksicht auf dio
Thatsache, dafs dabei meistens mechrere Personen an einem Unfall zu
Gruude gehien bezw. sich der Gefabr des Ertrinkens aussetzen. Solche
und ah-,hche Iille, wo das in Betracht kommende Ereignis (Tod,
Verletzang u. s. w.) gleichsam haufenweise auftritt, fasse ich unter dem
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Begriff der akuten Solidaritiit der Einzelfille zusammen. Es
ist Mar, dsfs, wenn der I'ehlerexcedent in der Statistik dieser Art der
Solidaritiit seine Intstehung verdankt, es nicht zu erwarten ist, dafs
sich die Grofse desselben nach der Grofse des Beobachtungsfeldes
richten werde.

Ein anderer Fall liegt vor, wwenn die solidarisch wirkenden Fak-
toren nicht jeweils bei einer Serie von gleich vielen Versuchen, son-
dern fiir je einen Zeitabschnitt von bestimmter Dauer ihr Verhalten
nicht dndern. Alan denke sich ein Beobachtungsfeld, dem cine jihr-
liche Beobachtungszahl n entspricht, und ecin anderes mit einer jihr-
lichen Beobuachtungszahl 7. Nimmt mau nun an, dafs sowohl in dem
einen als in dem anderen Fall ein solidarisch wirkender Faktor sein
Verhalten etwa nur von Monat zu Monat oder von Woche zu Woche
indert, so wird cine Elementarseriec im ersten Fall avs %, im zweiten
aus L Einzelfdllen bestchen, wobei die Proportion eingehalten werden
wird —]I?-———-;—l und man kiime Dbeziiglich der Abhiingigkeit des rela-
tiven Fehlerexcedenten von der Grifse des Beobachtungsfeldes zu fol- -
gendem Resuliat: Der relative Fehlerexcedent im ersten Fall verhilt
sich zu dem relativen Ieblerexcedenien im zweiten Fall (bei gleichen

Werten von ¢, Cgy +ne Gy und von g, go, --- ¥) Wie Vi—1 zu }/lt —1

T n
oder auch wie | /z——];- I/n — % Ba grofsen Werten von n

o . (2} . o o
und 22’ und einem kleinen Werte von - wiirde dieses Resultat sich

(4

von dem 1mm Text gewonnenen wenig unterscheiden. Eine genaue
Ubereinstimmung er md)t sich aber nur bei 2 —F (folglich auch #’ T -
Ich nenne die oulebzb besprochene Modalitidt der Wirkung der solida-
rischen Ursachen chronische Solidaritit der Einzelfille.

Insofern Jetztere in der Statistik die Regel bilden diirfte, findet
also die eigentiimliche Beziehung zwischen dem Wert des relativen
Fehlerexcedenten und der grofseren oder kleineren Ausdehnung des
Jeobachlungsfeldes auch vom Standpunkie des in dieser Anlage ins
Auge gefafsten Schemas ihre ¥rklirung.

Bs eriibrigt zu zeigen, in welcher Bezichung obige Formel (4) zu
der analogen Formel (6) des § 14 steht.

Unter Anwendung der Bezeichnung

1
L@+ =1y
erhilt man

) L, [(p! — po)’] = Ey (9% — I, ()
Man findet zugleich aus (1):

(6) I (po ) = ¢,° + g




. o (1 — 24 6 =)
1) El(p! — p)1) =282 “+( : 2
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Daker, auf Grund von (2) und (6),

o — 1
B, [( — po) = =52
oder auch .
o {\_}7(77. — o)’ \ «*(c — 1) )
1\ ¢ ©e
Wworaus .
(]7; - po)
() el =)
folgt. Setzt man den Wert von o? aus (7) in (6) ein, so erhilt man
g 1 (p;— 1o)?
¢)) ¢ =L, (p") — ’G‘E1< _'}—_T) ’

Und setzt man ferner die Werte von o? und ¢? aus (7) und (8) in
(3) ein, so ergiebt sich:

’ -—1 9 _"1 (pg Po)
©) (o) = 1B, (pd) — 2B 2T 1 L 1 (py)

E—1 (Z’('—Po)
+ E(E 6—1 )

Der Gleichung (5) zufolge braucht man aber aus (9) I, (p,*) ab-

zuzichen, um zu crhalten

(10 B[ —p) = B[P 4 (L (SR e)

oder auch
n —_— 1\ (Z" —2)0)3
¢d—1

Setzt man in (11) == n, so ergiebt sich in voller Ubereinstim-
mung mit Formel (G) in § 14

(12) E(p! — poy] = 2lE=20) 4

n

n—1 L — o)

W Led G

Mithin begegnen sich in ihren rechnerischen Ergebnissen die im
Text und die n dieser Anlage vertretenen Betrachtungsarten fiir den
Fall, wo die Hauptserien aus je einer Klementarserie bestechen. Sonst -
fallen die Ergebnisse nicht ganz zusammen. '

Jedoch diirften bel einigermafsen grofsen Werten von % und von
L die betreflenden numerischen Resultate nicht merklich vou einander
abweichen.
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mTe "
) 1.2...2
fir die 1m Kopf der einzelnen Spalten der Talelle angegebenen Werte

von 2 und die links stehenden Werte von z.

Werte von

91 | 02 | 03 | o4 | 05 | 06 | o7 | o8 | 090 | 1,0
o | -901s | -s187 | 7108 | 6703 | 6065 | 5188 | 1066 | -1493 | -s066 | 3679
1 | 0905 | ‘1637 | 2223 | -2681 | -3033 | -3293 | -3176 | -3595 | 3659 | 3679
2 | -c0t5 | c0164 | 0353 | (0536 | ‘0758 | (0088 | -1217 | 1438 | *1647 | *1839
3 | 0002 | 0011 | 0033 | -0072 | 0126 | -0198 | ‘0284 | -0383 | ‘0494 | 0613
4 -0001 | <0003 | -0007 | -0016 | 0030 | -0050 | -077 | -0111 | 0153
5 -0001 | -0002 | -0004 | 10007 | 0012 | -0020 | 0031
6 0001 | -0002 | 0003 | 0005
7 10001
10 | 1,2 | 1,3 | 14 | 1,5 | 1,6 ‘ 1,7 J 18 | 1,9 | 20
o | -3320 | -3012 | 2725 | 2166 | -2231 | 2019 | ‘1827 | ‘1653 | 1496 | ‘1353
1 | 3662 | 3014 | 3543 | ‘3452 | 3347 | 3230 | -3106 | 2975 | ‘2842 | -2707
o | 2014 | 2169 | 2503 | -2417 | 2510 | 2581 | 2640 | 2678 | 2700 | -2707
3 | -0738 | -0867 | -0998 ! ‘1128 | <1255 | ‘1378 | ‘1496 | ‘1607 | 1710 | 1804
1 | 0203 | 0260 | ‘0324 | -0395 | ‘0471 | ‘0551 | <0636 | 0723 | -0812 | ‘0902
5 | -6035 | €062 | ‘0081 | -0111 | 0141 | -0176 | -0216 | ‘0260 | 0309 | -0361
6 | 0008 | (0012 | ‘0018 | -0026 | <0035 | 0047 | 0061 | 0078 | -c098 | -0120
7 | 0001 | -0002 | -0u05 | -Gous | -0008 | <0011 | -0015 | ‘G020 | -0027 | 0034
8 -0001 | -0001 | -0001 | 0002 | 0003 | ‘0005 | ‘0006 | ‘0009
9 -0001 | -0001 | 0001 | -0002
o1 | 22 | 23 | 24 | 26 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
0 | 1295 | -1108 | -1003 | -0007 | 0821 | 0743 | -0672 | ‘0608 | -0550 | 0498
1 | 2572 | 2438 | 2306 | 2177 | -2052 | <1931 | -1815 | ‘1703 | ‘1596 | ‘1494
2 [-9700 | -2681 | 2652 | “2613 | ‘2565 | ‘2510 | ‘2450 | 2384 | *2314 | 2240
3 1 -1890 | 11966 | 2033 | -2090 | -2138 | 2176 | ‘2205 | 2925 | -2237 | 2240
4 | 0092 | -1082 | ‘1169 | ‘1254 | -1336 | ‘1414 | -148S | ‘1657 | ‘1622 | ‘1680
& | 0417 | -0476 | 0558 | -0602 | 0668 | -0735 | -08v4 | -0872 | -0941 | 1008
G | 0546 | 0175 | -0206 | -0211 | -0278 ' ©0319 | ‘0362 | 0407 | ‘0455 | -0504
7 1 -004% | ‘0055 | ‘006 | -0083 | 0099 | -0118 | 0140 | -0163 | -0188 | -0216
8 0011 0015 | “0019 | 0025 : -0031 ; -0038 [ 0047 | ‘0057 0068 | 0081
9 | -0003 | ‘0804 | “0005 | ‘0007 | 0009 | 0011 | 0014 | -0018 | -0022 | -0027
10 | -0001 | -0001 | <0001 ; <0001 ! <0002 ! -0003 | <0001 | «0005 | -000G | -0007
11 -0001 | “0001 | 0001 | -00v2 | 0001
12 |
v. Bortkcewitsch, Gesefz A, kK'eir. Zrhler IR P 4

———_

e

e
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31 | 32 | 33 | 34 | 3 ’ 56 | 87 | 88 | 39 | 40

0451 | 0408 | <0369 | 0334 | -0302 | 0273 | ‘0247 | ‘0224 | -0202 | -0183
1397 | *1304 | -1217 | -1135 | -1057 | ‘0984 | -0915 | ‘0850 | 078D | -0733
‘2165 | 2087 | 2008 | 1929 | ‘1850 | 1771 [ *1692 | ‘1615 | ‘1539 | 1465 -
9037 | 2226 | -2200 | 2186 | 2168 | 2125 | -2087 | ‘2046 | -2001 | 1954
°1733 | -1751 | -1822 [ ‘1858 | -1888 | ‘1912 | 1931 [ *1944 | -1951 | ‘1954
‘1075 | 1140 | ©1203 | 1264 | 1522 | <1377 | -1429 | <1477 | 1522 | -1663
‘0555 | 0608 | 0662 | 0716 | -0771 | 0826 ¢ ‘0881 [ 0936 | "0989 | 1042
"0246 0278 | ©0312 | ‘0548 | -0386 | -0425 | 0466 | ‘0508 | -0551 | ‘0595
| 0095 | 0111 + *0129 ‘0148 { 0169 | 0191 | -0215 | 0241 ; -0269 | 0298
‘0033 | ‘0040 | -0047 | 0056 | 0066 | -0076 | 0089 | ‘0102 | ‘G116 | 0132
«00tC¢ | 0013 | 0016 | *0019 | 0023 | -0028 | 0033 | -0039 | 0045 | 0853
‘0003 | ‘0004 | -0005H | *0006 | -0007 | *0009 [ -0011 | ‘0013 | ‘001G | ‘0019
‘0001 | ‘0001 | ©0001 | -0002 | -0002 | -0003 | -0003 | ‘0003 | ‘0005 | -0006
-0001 | 0001 | -0001 | 0001 | -0002 | 0002
‘0001

41 | 492 | 43 | 44 ‘ 45 | 46 | 47 48 | 49 | 50

“

e

DA T W= O

‘0101 | -0091 | 0082 | ‘0074 | 0067
‘0462 | -0428 | -03¢5 | 0365 | ‘0337
*1393 | -1323 1254 | (1188 | 1125 | -1063 | *1005 | -0948 | 0894 | ‘0842
| 1904 | -1852 & -179S | -1743 | ‘1687 | -1G31 | ‘1574 | -1517 | ‘1460 | -1404
[ °1951 | -1944 | -1933 | -1917 | 1898 | 1875 | 1849 | -1&20 | 1789 | -1705
1600 | ‘1633 | *1662 | ‘1687 | ‘1708 | -31725 | -1738 | 1747 | -1753 | -1756
1093 | ‘1143 1'1191 (1237 | +1281 | -1323 | ‘1362 | ©1398 | ‘1432 | ‘1462

|

|

| 0150 ' -0136 | -0123 | -0111
-0680 | ‘0630 ' -0384 | 10540 | ‘0500

& |
=
[er]
=

10640 | -0083 | 0732 | -0778 | “0¢24 | -0869 | 0914 | ‘0959 | ‘1002 | ‘1044
1032¢ | 10360 | 0393 | -0428 | -0463 | -0500 | 0537 | 0575 | ‘0614 | ‘0653
20150 | -0168 | -0188 | <0209 | -0232 | -0256 | 0281 | 0307 | -0331 | ‘0363
0061 | -0071 | -0081 | 0092 | -0104 | ‘0118 | 0122 | 0147 | -0164 | -0181
0023 | -0027 | -0032 | ‘0037 | 003 | -0049 | 0056 | ‘0084 | -0073 | -0082
10008 | 0009 | -0011 | -0014 | -0016 | -0019 | 0022 | -0026 | -0030 | -0034
‘0002 | 0003 | 0003 | -0005 | -0006 | 0007 | -0008 | 0009 | D011 | -0013
10001 | ‘0001 | *0001 | “0001 | -0002 | -0002 | 0003 | -0003 | -0004 | -000B

| ©0001 | 0001 | -0001 | -0001 | 0001 | ‘0002

51 | 62 | 52 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60

 me oo

ORI WO RO

‘0061 | ‘0055 | -0050 "0045 | ©0041 | 0037 I‘0033 ‘0030 | 0027 | -0026
‘0313 | 10287 | ‘0265 | -0244 | -0225 | 10207 | -0191 ! -0176 | 0162 | ‘0149
0793 | -0746 | -0701 ! -0659 | -0618 | ‘0580 | "0544 | <0509 | ‘0477 | ‘0446
‘1348 | <1293 | ©1239 | -1185 | ‘1133 | 1082 | ©1033 | 0985 | ‘0938 | 0892
1719 | ©1681 | 1641 | *1600 | -1538 | *15H15 | 1472 | -1428 | ‘1383 | 1339
‘1763 | *1748 | 1740 | -1728 | 1714 | 1697 | 1678 | "1656 | ‘1652 | 1606
‘14980 | ‘1515 | 1537 | -15565 | 1571 | -1584 | *1694 | ‘1601 | 1605 | 1606
*1086 | -1125 | *1163 | 1200 | <1234 | -1267 | 1298 | *1326 | ‘1353 | -1877
0692 | *0732 | -0771 | 0810 | 0849 | 0887 | 0925 | -0962 | ‘0998 | 1033
‘0392 | ‘0428 | ‘0454 | -0456 | 0519 | <0552 | ‘0586 .| 0620 | ‘0654 | ‘0688
0200 | -0220 | 0241 | -0262 | -0285 | -0309 | *0334 | -0359 | <0386 | -0418
‘0093 . 0104 | -0116 | -0129 "0143 ‘0157 | -0173 | -0190 | 0207 | ‘0225
‘0039 | 0045 | -0051 | 0058 i‘OOGB ‘0073 | -0082 | 0092 | 0102 | -0118
‘0015 , -0018 | -0021 | -0024 | ‘0028 |'0032 ‘0036 | -0041 | ‘0046 | ‘0062
<0006 | -0097 | 0008 | 0009 | ‘0011 1'0013 ‘0015 | 0017 | -0019 [ -0022
*0002 | ‘0002 | -0003 | *0003 | -0004 | *0005 | -0006 { <0007 | -0007 | 0009
0001 "0001 ‘0001 | +0001 | 0001 ) -0002 | -0002 | -0002 | -0002 | 0008

‘0001 | -0001 | -0001 | -0001 | -0001

.o
. oo * e o .'.’ .'.-.’. o e © L J *
520" % ° o e . - e & e o 0004 o
te o X © 0 O ®¢ o o ¢ o v e, o
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6,1 6,2 6,3 6,4 | 6,5 6,6 6,7 6,8 6,9 7,0
0 | -0022 | -0020 | -0018 | -0017 | -0015 | -0014 | 0012 | -0011 | -0010 [ -0009
1 | 0137 | 0126 | -0116 | -0106 | -0098 | -0090 | -0082 | -0076 | 0070 | -0064
2 | 0417 | 10390 | -0364 | ‘0340 | ‘0318 | ‘0206 | ‘0276 | ‘0258 | -0210 | -0223
3 | -0810 | 0806 | 0765 | -0726 | -0688 | 0652 | 0617 | 0584 | -0552 | 0521
4 | -1201 | 3249 | 1205 | ‘1162 | 1118 | -1076 | -1034 | 10992 | -0952 | 0912
5 | 1579 | 1549 | 1519 | -1487 | 1453 | 1420 | 1385 | 1249 | 1314 | -1277
6 | 1605 | -1601 | *1595 | 1686 | 1575 | -1662 | 1547 | -1528 | -1511 | -1490
7 | -1399 | ‘1118 | *1435 | -1450 | ‘1462 | -1472 | -1480 | ‘1486 | ‘1489 | -1490
g8 | 1006 | -1099 | *1130 | 1160 | -1188 | *1215 | 1240 | ‘1263 | 128% | 1304
9 | -0723 | -0757 | -0791 | 0825 | ‘085S | 0891 ' -0923 | 0954 | ‘0985 | 1014
10 | 0431 | ‘0460 | -0498 | -0328 | -0558 | -0388 | G618 | 0649 | ‘0679 | 0710
11 | -0246 | 10265 | 0286 | 0307 | 0330 | 0353 | <0377 | 0401 | 0426 | -0452
12 | -0121 | 0137 | -0150 | -0164 | -0179 | -0194 | -0210 | -0227 | -0245 | -0264
15 | -0038 | -0065 | 0073 | -0081 | -0089 | 0009 | 0108 | 0119 | 0130 | -0142
14 | 0025 | -0029 | -0033 | 0037 | -0041 | 004G | -0052 | -0058 | 0064 | -0071
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