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PREAMBULE (*), page 1

Le calcul des probabilités s’applique également aux choses de toute espéce, mo-
rales ou-physiques, et ne dépend aucunement de leur nature, pourvu que dans
chaque cas, I'observation fournisse les données [numdriques, nécessaires a ses
applications,

Enoncé de la loé générale des grands nombres. Vérification de cette loi sur des
exemples nombreux et varics, pris dans 1’ordre physique et dans ’ordre moral,-
et qui permettent de la considérer dés a présent comme un fait d’expérience qui
ne se dément jamais. Cette loi sera démontrée directement dans la suite de
I’ouvrage. :

Résumé des données de I’observation et des résultats auxquels on parviendra dans

le dernier chapitre, en ce qui concerne la probabilité des jugements en matiére
criminelle et en matiére civile.

CHAPITRE 1. Régles générales des probabilités, " page 30

Définition de la probabilité d*un événement. Différence que I’on peut mettre entre
les mots chance et probabilité. Mesure de la probabilité. Objet du calcul des
probabilités. Démonstration des premitres régles de ce calcul; exemples de leur
application (*¥), n® 1 a3

Formules relatives a la répétition des événements dans une série d’épreuves. Solu-
tion du probléme des partis. Solution d’un autre probléme, fondée sur le dé-
veloppement d’un polynome élevé a une puissance donnée. Note sur un cas de
chances variables pendant les épreuves. Probabilité d’amener m boules blanches
et nboules noires, en tirant a la fois m 4-n boules, d’une urne qui contient
des boules noires et des. boules blanches, en proportion connue, n° 14 a 19

{*) Le nom de l'auteur anglais, cité a la seconde page est mal écrit;. il faut lire Bares au lien de
Blayes.

(**) Par inadvertance, I'ordre des numéros vade 11 2 13, ot il n’y a pas de n® 12+

a
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Reégle générale pour déterminer la probabilité des événements composés, quand
les chances des événcments simples varient d’une maniére quelconque pendant
les épreuves, n° 20

Application du calcul des probabilités 4 la détermination des avantages attachés &
Varrivée des choses éventuelles. Calcul des diverses chances de la ci-devant lo-
terie royale de France. Préjugés, contraires et également mal fondés, des
joueurs sur la sortie des numeéros. Ce qu’on entend par Vespérance mathé-
matique et par Uespérance morale. Explication d’une difficulté relative a la régle
de P’espérance mathématique, n® 21 a 25

Quand il existe une chance inconnue, qui favorise 'arrivée de I’'un des deux évé-
nements contraires E et F, sans qu’on sache lequel, cette circonstance augmente
toujours la probabilit¢ de la similitude des événements dans deux ou un plus
grand nombre d’épreuves, n° 26

CHAPITRE IL. Suwites des régles générales ; probabilités des causes
et des événements futurs , dédwites de lUobservation des événements

Passeés, , ) . ~ Page 79

Signification que ’on attache au mot cause et au mot kasard:, dans le calcul des
probabilités.” Régle pour déterminer les probabilités des diverses causes possi-
bles d’'un événement observé. Remarque sur I'application de cette régle a des
événements successifs. Régle pour déterminer, d’aprés les événements observés,
les probabilités d’autres événements qui dépendent des mémes causes; ce qui ne
suppose, toutefois, aucune influence de l'arrivée des événements passés, sur
celle des événements futurs. Application de ces deux régles a des exemples par-
ticuliers, n® 27 a 33

Extension de ces mémes régles aux cas ou 'on a, sur les événements, quelques

notions antérieures aux obscrvations; excmple propre a montrer la nécessité
d’y avoir égard, ' n* 34 et 35
Formules relatives & la probabilité des témoignages. Cas ou il s’agit seulement de
savoir si un fait est vrai ou faux, quandil est attesté ou ni€ par un ou plusieurs
témoins. Cas ot plus de deux événements ont pu avoir lieu, et ont I'arrivée d’un
événement déterminé€ est attestée par un témoin. Théoréme relatif & la proba-
bilité d’un événement, dont la connaissance nous parvient par une chaine tra-
ditionnelle de témoignages, 'n°* 36 4 4o
Lorsqu’un trés grand nombre d’événements sont possibles, et qu’ils ont tous, a
priori, des probabilités égales et extrémement faibles , on fait voir que I'arrivée
de I'un de ces événements, parmi ceux qui pre’scntent quelque chose de remar-
quable, doit étre attribuée trés plobablement a une cause particuliére C, autre
que le hasard, et analogue, par exemple, a la volonté humaine. Si les événe—~
ments remarquahles étaient, avant 'observation, beaucoup plus probables que
les autres, la probabilité de I'intervention d’une cause C est beaucoup affai-
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blie, et elle peut étre assez pour qu’il soit inutile d’y avoir aucun égard,
, n® 4t et 42
Transformation en intégrales définies , des formules relatives aux probabilités des
causes et des événements futurs, lorsque le nombre des causes possibles est in—-
fini. On peut ne pas considérer les causes communes aux €vénements passcs et
aux événements futurs, et regarder, les uns et les autres, comme des €événe-
ments composés, dépendants d’'un méme événement simple G, dont la chance
inconnue est susceptible d’une infinité de valeurs, © n® 43445
Application de ces intégrales au probléme ou I'événement G étant arrivé m -fois,
dans m - n épreuves, et I’événement contraire H, les n autres fois, on de-
mande la probabilité qu'ils arriveront respectivement m’ fois et n' fois dans
m’<-n" épreuves futures. Cas ol I’on sait, & priori, que la chance inconnue de G
s’écarte fort peu d'une fraction donnée, n°* 46 a 48
Enoncé du théoréme de Jacques Bernouilli, sur la répétition des événements, dans
un trés grand nombre d’épreuves, en raison de leurs chances respectives, con—
nues ou inconnues , mais supposées constantes. Application i un exemple tiré de
Vdrithmétique morale, de Buffon. Indication de la démonstration du théo-
réme, fondée sur la formule da binome, n* 49 a 51
Enonces de trois pr oposmons géndrales, qui seront démontrées dans le chapitre IV,
et qui se rappor tent i la répétition des événements dont les chances varient
d’une maniére quelconque pendant les épreuves. On en déduit la loi générale
des grands nombres, d€ja vérifiée dans le préambule. Cette loi est comprise dans
deux équations qui sont la base de toutes les applications importantes du calcul
des probabilités, n® 52 4 54
Application de la premiére équation & des exemples. Différence essentielle entre
les usages de la chance constante et ceux de la chance moyenne des événements,
déduites, 'une et 'autre, de 'observation. Proportion constante des naissances
masculines et féminines. Rapports qui doivent exister entre les similitudes et
les dissimilitudes de sexe, des premiers nés d’un méme mariage, n* 55 a &g
On indique, comme application de la seconde équation, le calcul des erreurs
moyennes des observations, celui de la vie moyenne a différents 4ges, celui de
I'influence des vents sur lés hauteurs des marées, n® 6o a 62
Digression sur le principe de la causalité. Réfutation de 'opinion de Hume sur le
simple concours de la cause et de ’effet. On fait voir que I’existence d’une causc
capable de produire nécessairementun phénoméne, peut avoir une trés grande
probabilité, quoique celui-ci n"ait été observé qu’un petlt nombre ‘de’ fois,
‘n® 63 et 64
Probabilité de’existence ou de Ja non-existence, d’uite cause permanente de cer-
tains phénromenes, qui se combine avec des causes variables et avec le hasard,
¢t ne produit pas constamment ces phenomenes. Ce qu on dont Cnlendle au jeu,
par les mots bonheur et malheur, n° 65

..
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CHAPITRE L. Calcul des probabilités qui dépendent de trés grands
nombres. ( Cas des chances constanies pendant les épreuves. )
Page 172

Nécessité de recourir aux méthodes d’approximation, pour calculer les valeurs des
produits d’un trés grand nombre de facteurs inégaux. Méthode de Laplace pour
_réduire en séries convergentes, les fonctions de grands nombres, exprimées
préalablement par des intégrales définies. Application de cette methode au pro-
duit r.2.3...n des nombres naturels. Formule de Wallis, n® 66 a 68
Probabilité des arrivées m fois et n fois, des deux €événements contraires E et F,
dans un trés grand nombre m 4~ n d’épreuves. Diminution de cette prohabalité,
lorsque les chances constantes de E et F, au lieu d’étre données & priori, ont
€té conclues d’un autre grand nombre d’observations. Exemple d’un cas parti -
culier o les chances de ces deux éyénements varient pendant les épreuves,
n® 69 a 72
Transformation d’une partie de la formule du binome, en une autre formule con-
vertible en une intégrale défiriie. Application de la méthode de Laplace a cette
intégrale. Formules qui déterminent la probabilité que dans le nombre m 4 n
d’épreuves, I'événement E arrivera au moins m fois, et I’événement contraire £
au plus n fois. Probabilité que ces nombres m et n seront compris entre des li-
mites, i trés peu prés proportionnelles aux chances respectives des deux évé-
nements. Probabilités que 'un de ces nombres n’atteindra pas I'une ou V'autre
de ces deux limites, n* 93 a9
Les formules précédentes conduisent au théoréme de Jacques Bernouilli, énonceé
dans le n° 4g. Cas ou la chance de I'un des deux événéments E et F est trés fai-
ble. Probabilités d’une différence des nombres m et n, comprisc entre des limites
données, soit quand les chances de E et F sont égales, soit quand elles sont
inégales. Part du hasard dans le trés grand nombre m+-n des épreuves,
n* 8o a 82
Probabilité de limites comprenantla chance inconrue de I'événement E, d’aprés le
nombrede fois que cet événement est arrivé dansun trés grand nombred’epreuves.
Probabilité infiniment petite que cette chance soit précisémentégale i une fraction
donnée. On conclut de cette derniére probabnllte celle d’une événement futur,
composé de E et de I’événement contraire F. Application 4 différents exemples,
de la formule i laquelle on est conduit. Probabilité que I’événement E qui est
arrivé m fois dans m -+ n épreuvcs, aura lieu m’ fois dans un autre trés grand
nombre m’ 4 ' d’épreuves; expression de cette probabilité correspondante i

'3

. ope . m .
une différence donnéc entre les rapports et — ; ; comparaisen des
myn

chances de deux événements différents, qui sont arrivés des nombres de fois
connus dans des nombres d’épreuves aussi donnés. Application numeérique des
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formules precédentes 4 I’exemple cité dans le n° 50, et tivé 'des ccuvres de
Buffon, n°* €3 a 8y
Solution d’un probléme susceptible d’une application importante. Conséquences qui
en résultent relativement aux élections des députés, par un trés grand nombre
d’électeurs, distribués en unnombre considérable de colléges dont chacun fait
une nomination, n°" go ag3

CHAPITRE 1V. Suite du calcul des probabilités dépendantes de trés
grands nombres. (Cas des chances variables d’'une maniére quelcon-
que, comprenant celui des chances constantes. ) Page 246

Transformation dela régle du n® 20, en une formule exprimée par une intégrale dé-
finie. Usage de. cette formule, dans le cas d’un trés grand nombre d’épreuves.
Détermination de la probabilité que dans ce nombre m - n d’épreuves, 1’évé-
‘nement E arrivera un nombre m de fois, compris entre des limites données. On
en conclut, conformément i la premiére proposition générale énoncée dans le
n° 52, que cenombre m sera, A trés peu prés et trés probablement, proportionnel
a la moyenne des chances de E dans cette série d’épreuves, n* 94 A gb
Probabilité que la somme doo valcurs d’une chose quelconque, qui auront lieu
dans un nombre donné d’épreuves, tombera entre des limites données, soit
quand le nombre des valeurs possibles sera limité, soit ¢uand il deviendra in~
fini. L’expression de cette probabilité en intégrales définies, s’obtiendra sous
forme finie, dans le cas particulier ou toutes les valeurs possibles ont une chance
égale et qui demeure constante pendant les épreuves. Véritication du résultat
particulier et de la formule générale, dans le cas le plus simple ou il n’y a
qu’une seule épreuve, a% g7 4 100
"En appliquant cette formule au cas d’un trés grand nombre d’observations, on
démontre le théoreme énoncé dans le n® 53, et suivant lequel, si ce nombre
augmente encore de plus en plus, la moyenne des valeurs de la chose que 1’on
considére s’approchera de méme d’une valeur constante k, avec laquelle elle
coinciderait, si ce méme nombre pouvait devenir infini. Cette constante spéciale
dépend de la loi de probabilité de toute les valeurs: possibles ; les limites, plus
ou moins probables, d’une différence &*entre cette constante et la moyenne des:
valeurs observées dans un trés grand nombre d’observations, dépendent aussi
d’une autre constante %, relative 4 cette méme loi. Détéermination de ces deux
quantités k et h, dans les hypothéses les plus simples sur la loi de probabilité.
Examen du cas ok, d’aprés cette loi, le nombre des valeurs possibles est
Timité, n® ror & 103
Démonstration de la seconde proposition générale, énoncée dans le n° 52 (*); ce qui

* (*):En appliquant, par excmple, cette proposition générale & la thérapeutique, il en résulte, c-
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compléte la démonstration, & priori, de laloi universelle des grands nombres,
_ regardée jusque-la comme un fait d’expérience, ' n°® 104
Reégle pour déduire du résultat des observations, les limites de la différence & qui
ont une probabilité donnée, ou, réciproquement, la probabilité correspondante
a une grandcur donnée de ces limites, n° 1o05et 106
Probabilité de limites données, de la différence des valeurs moyennes d’une méme
chose, fournies par deux séries différentes d’épreuves. Régle la plus avantageuse
pour conclure de deux ou plusieurs séries d’observations, la valeur approchée
de cette chose, dans le cas ou les valeurs moyennes convergent effectivement
vers sa valeur exacte, c’est-i-dire, dans le cas oii, pour chaque série, la cons-
tante spéciale est cette véritable valeur, ' 'n® 107 et 108

Probabilité de limites données, d’une différence entre les rapports —

+n
m’
et gl des nombres de fois m et m’ qu’un méine événement E aura lieu
m

dans m 4 n et m’ + n’ d’épreuves, i ces nombres d’épreuves, lorsque toutes les
causes possibles de E sont les mémes dans les deux séries d’observations, quoi-
que les chances de cct événement varient d’'une maniére quelconque pendant
chaque série, "~ n°ro0g
Solution d’un probléme relatif aux inclinaisons des orbites planétaires sur I’éclip-
tique, et a leurs excentricités. Solution d’un -probléme semblable qui se
rapporte’ aux inclinaisons des cométes. On en conclut, avec une trés gr‘ande
probabilité, que la cause inconnue de la formation des cométes, n’a pas rendu
inégalement probables leurs diverses inclinaisons sur I’écliptique, non plus que
les deux sens, direct ou rétrograde, de leurs mouvements. Il en résulte aussi
que Pinclinaison moyenne de toutes les cométes cxistantes, differe probable-
ment fort peu de celle des cométes observées jusqu’a ce jour. Note relative i des.
corps incandescents et en trés grand nombre, que I'on observe dans le ciel 4 une

époque déterminée de ’année (¥), n° rioet1rt

qui est conforme d’ailleurs au simple bon sens, que si un médicament a été employé avec succés dans
un trés grand nombre de cas semblables, de sorte que le nombre de cas o il n’a pas réussi soit trés
petit par rapport au nombre total de ces expériences, il est trés probable qu’il réussira encore dans
une nouvelle épreuve. La médecine ne serait ni une science, ni un art, si elle n’était pas fondée sur
de nombreuses observations, et sur le tact et 'expérience propres du médecin, qui lui font jugerde
la’similitude des cas et apprécier les circonstances esceptionnelles.

(*) 11 paratt que ces corps, lors de leur apparition, sont trés ¢loignés de la terre, et i une distance
ou la densité de Patmosphére est tout-a-fait insensible; ce qui rend difficile d’attribuer, comme on
le fait, leur incandescence i un frottement contre les molécules de V'air. Ne pourrait-on pas supposer
que le fluide électrique i 1’état neutre, forme une sorte d’atmosphére, qui s’étend beaucoup au-dela
de la masse d’air ; qui est soumise & 1'attraction deln terre, quoique physiquement impondérable ; et
qui suit, en conséquence, notre globe dans ses mouvements? Dans cette hypothése, les corps dont il
s’apit, et, en géncral, les acrholites, en entrant dans cette atmosphére impondérable, décomposeraient
Je fluide neutre, parleur action inégale sur les deux électricités, et ce serait en s'électrisant qu'ils
s'échaufferaient et deviendraient incandescents. .
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Tableau des formules de probabilités les plus usuelles, qui.ont été démontrécs
“dans ce chapitre et dans le précédent. Remarque relame a I'application du caleul
des probabilités A un systeme d’équations de condition, fournies par les observa-
tious, n° rr2et 113

CHAPITRE V. Applications des régles générales des probabilités aux

décisions des jurys et awx jugements des tribunawx , . page 318

On détermine les probabilités qu’un accusé sera condamné ou acquitté, i unc
majorité déterminée, par des jurés dont chacun a une probabilité donnée de nc
pas se tromper, et en ayant égard i la probabilité, aussi donnée, de la culpabilité,
qui avait lieu avant le jugement. Par la régle de la probabilité des causes oudes
hypothéses, on détermine égalementles probabilités ue ’accusé, ainsi condamnd
ouacquitté, est coupable ou innocent, nrtfayg

Formules relatives au cas d’un nombre quelconque de jurés, (ui ont tous la méme
chance de ne pas se tromper, et dont la décision aura licu ou a eu lieu, soit &
une majorité donnée, soit i une majorité dontle minimum seul est donné. On
fait voir que la probabilité qu’une condamnation sera prononcee, est toujours
moindre que celle de la probabilité, avant le jugement, de la cupabilité. Les
probabilités de la bonté d’un jugement ne dépend, toutes choses d’ailleurs éga-
les, que de la majorité a laquelle il a été rendu, et nullement du nombre

" total des jurés, lorsque leur chance de ne pas se tromper est donnée & priori,
ce qui n’a plus lieu quand cette chance doit étre déduite, @ posteriori, de la
connaissance de cette majori(é¢, . n® 118 a 120

Application de ces formules au cas oii le nombre des jurés est trés grand, ce qui
rend trés peu probable, qu’une condamnation sera ou a €éié prononcée i une
petite majorité, n° 121

Théoréme relatif & un jury composé d’un nombre quelconque de jurés, dont
chacun a plusieurs chances distinctes et inégalement probables, de ne pas se
tromper. Exemple du calcul de la chance moyenne, quand le nombre des chances
possibles devient infini, et que leur loi de probabilité est donnée. Cette chance
moyenne est la méme pour tous les jurés, quand ils doivent étre pris au hasard
sur une méme liste générale. Formules qui déterminent, dans ce cas, les pro-
babilités qu’une condamnation sera prononcée, qu'un accusé condamné est cou-
pable, que la chance d’erreur des jurés a €té comprise entre des limites don-

nées, n® 12z d 127
Appllcatlon de ces formules & un jury composé d’un trés grand nombre de
jurés, n® 128 4 131

L’usage de ces formules exige, dans tous les cas, que ’on fasse une hypothése sur
la loi de probabilité des chances d’erreur des jurés. Examen de I’hypothése de
Laplace. Conséquences qui en yésulteraient et qui la rendent inadmissible. L’im-
possibilité de faire sur cette loi, aucune hypothéseconvenablement motivée, rend

*
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également impossible de déterminer la probabilité de la benté d’un jugement
isolé, d’aprés la connaissance du nombre des jurés et de la majorité a laquelle
il a été rendu. Nécessité de recourir aux résultats d’'un trés grand nombre de
jugements, pour en conclure les deux éléments spéciaux que renferment les
formules précédentes, savoir, la chance » de ne pas se tromper, commune a
tous les jurés pris au hasard sur une méme liste générale, et la probabilité # de
la culpabilité des accusés, résultante des procédures antérieures aux débats de-
vant les cours d’assises, ) n® 132 et 133
Probabilités que la différence entre le rapport, fourni par une série d’expérience,
du nombre des condamnés A celui des accusés et la valeur spéciale que ce rap-
port atteindrait si ces nombres devenaient infinis, est comprise entre des limites
données, et que la différence entre le premier rapport et celui qui résultera
d’une autre série d’expériences, tombera entre des limites également don-
nees, A n° 134
On extrait des Comptes générauzx de I'administration de la justice criminelle, les
données de lobservation qui serviront 4 déterminer les valeurs numeériques
de u et k. Ces données sont divers rapports auxquels on applique, avant d’en
faire usage, les formules de probabilités précédentes. Influence des change-
ments successifs de la législation du jury cn Franecc, sur les grandeurs de ces
rapports. Division des crimes en deux espéces distinctes. Obligation ott I’on
est de supposer, quant 4 présent, que les valeurs de z et &, trés différentes pour
ces deux sortes de crimes, sont & peu prés les mémes pour tous les départe-
ments, . . n° 1354 138
Calcul de ces valeurs, soit pour la France entiére, soit pour le département de la
Seine en particulier. Probabilité que, d’aprés ces valeurs, un jugement de con-

damnation ou d’acquittement a été prononcé i 'unanimité, n° 139 A 141
Signification qu’on doit attacher aux mots coupable et innocent. On développe ce
ui a été dit, A cet égard, dans le préambule de I'ouvrage n° 142

q ’ gard, P ge»

Formules qui font connaitre la mesure du danger, pour un accusé, d’étre con-
damné, quoique non-condamnable, et pour la société, de 'acquittement d’un
accusé qui aurait di étre condamné, ' n° 143

Calcul des valeurs numeériques de ces mesures, et des probabilites de I'innocence
et de la culpabilité des condamnés, A différentes époques ou la l€gislation n’a
pas €té la méme, n® 144 et 145

Indication d’un calcul semblable, qu’on ne peut effectuer faute de données néces-
saires de 'observation, en ce qui concerne les jugements de police correction~

nelle et ceux de la justice militaire, . n° 146
Formules relatives 4 la bonté, plus ou moins probables, des jugements en ma-
titre civile, rendus es premiéreinstance et en appel, n® 1474 149

Faute de données de I'expérience, nécessaires pour déterminer les deux éléments dis-
tincts que ces formules renferment, on est obligé de supposer les chances d’er-
reur éyales pour tous les juges des deux degrés successifs. On calcule cette chance,
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d’aprés le rapport, donné par I’expérience, du nombre des jugements confir-

més par les cours royales, a celui des jugements de premiére instance qui leur
sont soumis annuellement. Le peu de variation de ce rapport, pendant trois an—-
nées consécutives, est une preuve trés remarquable de la loi générale des grands
nombres. On déduit de cette donnée de I'observation, les probabilités de la
bonté des jugements de premiére instance et d’appel, soit quand ilss’accordent;’
soit quand ils sont contraires, n* 150 et 151

FIN DE LA TABLE DES MATIERES,



FAUTES ESSENTIELLES A CORRIGER.

Dans le préambule, a la ligne g dela page 24, il faut mettre : quatre dix-mil-
lieines, au lieu de quatre milliémes ; et par suite, 4 la mée page, il faut réduire
adgetan,les nombres 88 et 18, et remplacer, a la ligne 27, les mots : vingt fois
aussi grand, par ceux-ci : plus de cinquante fois aussi grand.

A lafin du n® 32, il faut supprimer : Le cas de m =1 n’est pas compris dans cette
valeur de . ..; et mettre, au contraire : dans le cas de m =1, cette valeur de =,
se réduit 4 @, =%, ce qui est évident, & priori.

Au commencement du n° 68, il faut mettre : Toutefois, la loi de la série n’étant
pas connue, elle peut étre du genre; au lieu de : Toutefois, elle est du genre.

A la fin du n° 78, il faut ajouter ces mots : si elle est un nombre entier, et de
moins d’une unité, sielle n’en est pas un,

Au bas de la page 254, aprés : en désignant par m un nombre donné, il faut sup-
primer : compris entre s €t 6.



RECHERCHES

SUR

LA PROBABILITE DES JUGEMENTS

EN MATIERE CRIMINELLE

ET EN MATIERE CIVILE.

Un probléme relatif aux jeux de hasard, proposé i un austére jan-
séniste par un homme du'monde, a été 'origine du calcul des proba-
bilités. Il avait pour objet de déterminer la proportion suivant laquelle
Uenjen doit étre partagé entre les joueurs, lorsqu’ils conviennent de
ne point achever la partie, et qu’il leur resle a prendre, pour la ga-
gner, des nombres de points inégaux. Pascal en donna le premier la
solution, mais pour le cas de deux joueurs seulement; il fut ensuite
résolu par Fermat, dans le cas général d'un nombre quelconque de
joueurs. Toutefois, les géométres du xvu® siécle qui se sont occupés
du calcul des probabilités, ne l'ont employé qua déterminer les
chances de différents jeux de cette €poque; et ce n’est que dans le
siecle suivant qu’il a pris toute son extension, et qu'il est devenu une
des principales branches des mathématiques, soit par le nombre et I'u-
tilité de ses applications, soit par le genre d’analyse auquel il a donné
naissance.

Parmi les applications de ce calcul, une des plus importantes est

I
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celle qui se rapporte a la probabilité des jugements, ou, en général,
des décisions rendues a la pluralité des voix. Condorcet est le premier
qui ait essayé de la déterminer. Le livre qu’il a écrit sur ce sujet (*),
avait ¢té entrepris du vivant et a la demande du ministre Turgot,
qui concevait tout 'avantage que les sciences morales et 'administra-
tion publique peuvent retirer du calcul des probabilités, dont les indi-
cations sont toujours précieuses, lors méme que, faute de données’
suflisantes de 'observation, il ne peut conduire aux solutions com-
plétes des questions. Cet ouvrage renferme un discours préliminaire
fort étendu, ol I'auteur expose, sans le secours des formules ana-
lytiques, les résultats qu’il a obtenus, et ol sont développées avec
soin les considérations propres & montrer l'utilité de ce genre de
recherches. ' ‘
Dans son Zraité des probabilités, Laplace s'est aussi occupé du cal-
cul des chances d’erreur a craindre dans le jugement rendu contre
un accusé, a une majorité connue, par un tribunal ou un jury com-
pos¢ d'un nombre de personnes également connu. La solution qu’il a
donnée de ce probleme, I'un des plus délicats de la théorie des proba-
bilités, est fondée sur le principe qui sert a déterminer les probabilités
des causes diverses auxquelles on peut attribucr les faits observés; prin-~
cipe que B}’a_yes a présenté d’abord sous une forme un peu différente,
et dont Laplace a fait ensuite le plus heureux usage, dahs ses mémoires
et dans son traité, pour calculer la probabilité des événements futars
d’aprés I'observation des événements passés 5 mais, en ce qui concerne
le probleme de la probabilité des jugements, il est juste de dire que
cest a Condorcet qu’est due I'idée ingénieuse de faire dépendre la so-
lution, du principe de B)/ayes, en considérant successivement la cul-
pabilité et l'innocence de l'accusé, comme une cause inconnue du
jugement prononcé, qui est alors le fait observé, duquel il s’agit de
déduire la probabilité de cette cause.’ L'exactitude de ce principe.se
démontre en toute rigueur; son application a la question qui nous oé-
cupe, ne peut on plus laisser aucun doute; mais pour cette applica-
tion, Laplace fait une hypothtse qui n’est point incontestable : il

(*) Lssai sur Uapplication de Uanalyse & la probabilité¢ des décisions rendices
& la pluralité des voix.



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 5

suppose que la probabilité qu’un juré ne se trompera pas est sus-
ceptible de tous les degrés également possibles, depuis la certitude,
représentée par l'unité, jusqu’a l'indifférence, quirépond dans le cal-
cul ala fraction 3, et se rapporte a4 une égale chance d’erreur et de
vérité. L'illustre géométre fonde son hypothése sur ce que Lopinion
d'un juré a sans doute plus de tendance vers la vérité que vers I'er-
rveur; ce qu'on doit admettre effectivement en général. Mais il existe
une infinité de lois différentes de probabilité des erreurs qui satisfont
a cette condition, sans qu'on soit obligé de supposer que la chance .
qu'un juré ne se trompera pas, ne puisse jamais descendre au-dessous
de ?, et qu'au-dessus de cette limite, toutes ses valeurssoient également
possibles. La supposition particuliére de Laplace ne saurait donc étre
justifiée & priori. Soit 4 raison de cette hypothése, soit a cause de leurs
conséquences, qui m’'ont paru inadmissibles, les soluiions du pro-
bléeme de la probabilité des jugements que I'on trouve dans le Zraité
des probabilités (*) et dans le premier supplément 3 ce grand ou-
vrage (**), et qui différent 'une de I'autre; ont toujours laissé beaucoup
de doutes dans mon esprit. C’est a I'illustre auteur que je les aurais sou-
mis, si je me fusse occupé de ce probléme pendant sa vie : Tautorité
de son nom m’en eut fait un devoir, que son amitié, dont je me glori-
fierai toujours, m’aurait rendu facile & remplir. On concevra sans
peine que ce n’est qu’aprés de longues réflexions, que je me suis dé-
cidé a envisager la question sous un autre point de vue; et I'on me
permettra d'exposer , avant d’aller plus loin, les principales raisons
qui m’ont déterminé & abandonner la derniére solution 4 laquelle
Laplace s’était arrété, et dont il avait inséré les résultats numeériques
dans VEssai philosophique sur les Probabilités.

La formule de Laplace, pour exprimer la probabilité de I'erreur
d'un jugement, ne dépend que de la majorité a laquelle il a été pro-
noncé, et du nombre total des juges; elle ne renferme rien qui soit
relatif a leurs connaissances plus ou moins étendues dans la matiére
qui leur a été soumise. Il s’ensuivrait donc quela probabilité de I'erreur
d’une décision rendue par un jury, a la majorité de sept voix contre
cing, par exemple, serait la méme, quelle que fit la classe de per-

(*) Page [60. (*¥) Page 32.



4 RECHERCHES

sonnes ou les douze jurés auraient €té choisis; conséquence qui me
paraitrait déja suffisante pour qu’on fit fondé a ne point admettre la
formule dont elle est déduite.

Cette méme formule “suppose qu'avant la décision du jury, il n’y
avait augune présomption que I'accusé fut coupable; en sorte que la
probabilité plus ou moins grande de sa culpabilité, devrait se conclure
uniquement de la décision quiserait rendue contre lui. Mais cela est en-
core inadmissible : I'accusé, quand il arrive a la cour d’assises, a déja
été I'objet d’un arrét de prévention et d’un arrét d’accusation, qui
établissent contre lui une probabilité plus grande que %, qu’il est cou-
pable; et certainement, personne n’hésiterait a parier, a jeu égal,
plutot pour sa culpabilité que pour son innocence. Or, les regles qui
servent a remonter de la probabilité d’'un événement observé a celle
de sa cause, et qui sont la base de la théorie dont nous nous occupons,
exigent que I'on ait égard a toute présomption antérieure a I'observa-
tion, lorsque 'on ne suppose pas, ou qu'on n’a pas démontré qu'’il
n’en existe aucune. Une telle présomption étant, au contraire, évidente
dans les procédures criminelles, j’ai dit en tenir compte dans la solu-
tion du probléme; et I'on verra, en effet, qu’en en faisant ahstraction,
1l serait impossible d’accorder les conséquences du calcul avec les ré-
sultats constants de 'observation. Cette présomption est semblable a
celle qui a lieu en matiére civile, lorsque I'un des plaideurs appelle d'un
premier jugement devant une cour supérieure : il y parait avec une pré-
somption contraire a sa cause; et I'on se tromperait gravement, si l’'on
n’avait pas égard a cette circonstance, en. calculant la probabilité¢ de
I'’erreur i craindre dans’arrét définitif.” )

Enfin, Laplace s’est borné a considérer la probabilité de I'erreur d’un
jugement rendu 4 une majorité connue; cependant le danger que 'ac-
cusé court d’étre condamné a tort par cette majorité, quand il est tra-
duit devant le jury, ne dépend pas seulement de cette probabilité; il
dépend aussi de la chance qu’une telle condamnation sera prononcée.
Ainsi, en admettant pour un moment que la probabilité de 'erreur
d’un jugement rendu a la majorité de sept voix contre cinq, soit expri-
meée par upe fraction a trés peu preés égale a 2, comme il résulterait de
la formule de Laplace, il fautaussi observer que, d’aprésl’expérience, le
nombre de condamnations par les jurys qui ont. eu lieu chaque année
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en France, i cette majorité, n'est que Z; du nombre total des ac-
cusés; le danger pour un accusé d’étre mal jugé a la majorité dont il
s aglt aurait donc pour mesure le produit des deux fractions et 25,
ou 3% ; car, dans toutes les choses eventuclles, la crainte d’une perte ou
I'espoir d’un gain a pour expression le produit de la valeur de la chose
que 'ou craint ou que 'on espére, multipliée par la probabilité qu’elle
aura lieu. Cette considération réduirait déja a un sur cinquante la
proportion des accusés non coupables qui seraient condamnés annuelle-
ment a la plus petite majorité des jurys; ce serait sans doute encore
beaucoup trop, si tous ces accusés étaient réellement innocents ; mais
cest ici qu'il convient d’expliquer le sens véritable que 'on doit atta-
cher, dans cette théorie, aux mots coupable et innocent , et que La-
place et Condorcet leur ont effectivement attribué. ‘

On ne saurait jamais arriver a la preuve mathématique de la culpa-
bilit¢ d’'un accusé ; son aveu méme ne peut étre regardé que comme
une probabilité trés approchante de la certitude ; le juré le plus éclairé
et le plus humain ne prononce donc une condamnation que sur une
forte probabilité, souvent moindre, néanmoins, que celle qui résulte-
rait de 'aveu du coupable. Il y a entre lui ct le juge en maticre civile,
une différence essentielle : lorsqu’un juge, aprés I'examen approfondi
d’un procés, n’a pu reconnaitre, vu la difficulté de la question, qu’une
faible probabilité en faveur de I'une des deux parties, cela suffit pour
qu'il condamne la partie adverse ; au lieu qu’un juré ne doit prononcer
un vote de condamnation que quand, a ses yeux, la probabilité que
Paccusé est coupable atteint une certaine limite, et surpasse de beau-
coup la probabilité de son innocence. Puisque toute chance d’erreur re
peut étre évitée, quoi qwon-fasse, dans les jugements criminels, & quoi
doit-elle étre réduite, pour'assurer a I'innocence la plus grande garantie
possible? C’est une question a laquelle il est difficile de répondre d'une
maniére générale. Selon Condorcet, la chance d’étre condamné injuste-
ment pourrait étre équivalente 4 celle d’'un danger que nous jugeons
assez petite pour ne pas méme chercher a nous y soustraire dans les
habitudes de la vie; car, dit-il, la société a bien le droit, pour sa st-
reté, d’exposer un de ses membres a un danger dont la chance lui est,
pour ainsi dire, indifférente; mais cette considération est beaucoup
trop subtile dans une question aussi grave. Laplace donne une
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définition , bien plus propre a éclairer la question, de la chance d’er-
reur qu’on est forcé: d’admettre dans les jugements en matiére crimi-
nelle. Selon lui, cette prohabilité doit étretelle-qu’il y ait plus de dan-
ger pour la sireté publique, a 'acquittement d’'un coupable, que de
crainte de Ja condamnation d’un innocent; comme il le dit expressé-
ment, c’est celte question, plutdt que la culpabilité méme de I'accusé,
que chaque juré est appelé a décider, a sa maniére, d’aprés ses lumie-
res ¢t son opinion; en sorte que I'erreur de son vote, soit qu'il con-
damne, soit qu’il absolve, pcut provenir de deux causes différentes : ou
de ce qu’il apprécie mal les preuves contraires ou favorables a I'accusé,
ou de ce qu'il fixe trop haut ou trop bas la limite de la prohabilité né-
cessaire a la condamnation. Non-seulement cette limite n’est pas la
meéme pour toutes les personnes appelées a juger, mais elle change
aussi avec la nature des accusations, ét dépend méme des circonstances
ou I'on se trouve : a I'armée, en présence de Iennemi, et pour un
crime d’espionnage, elle sera sans doute beaucoup moins élevée que
dans les cas ordinaires. Elle s’abaisse, et le nombre des condamnations
augnente, pour un genre de crimes qui devient plus fréquent et plus
a craindre pour la société.

Les décisions des jurys se rapportent donc a Popportunité des-con-
damnations ou des acquittements : on rendrait le langage plus exact en
substituant le mot condamnable , qui est toute la vérité, au mot coze-
pable, qui avait besoin d’explication, et que nous continuerons d’em-
ployer pour nous conformer & 'usage. Ainsi, lorsque nous trouverons,
que sur un trés grand nombre de jugements, il y a une certaine pro-
portion de condamnations erronées, il ne faudra pas entendre que
cette proportion soit celle des condamnés innocents; ce sera la propor-
tion des condamnés qui I'ont été a une trop faible probabilité, non
pas pour établir qu’il sont plutdt coupables qu’innocents, mais pour
que leur condamnation fit nécessaire i la sireté publique. Déterminer
parmi ces condamnés, le nombre de ceux ¢ui réellement n’étaient pas
coupables, ce n’est pas I'objet de nos calculs; toutefois il y a lieu de
croire que ce nombre est heureusement trés peu considérable, du moins
¢n dehors des proces politiques : on en peut juger, dans les cas ordi-
naires, par le nombre trés petit de condamnations prononcées par les
jurys, contre lesquelles 'opinion publique se soit élevée; par le petit



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS.

nombre de graces completec. quiront été accordées ; et par le nombre,
aussi irés petit, de cas ou les cours d’assises ont usé du droit que
la loi leur donue, de casser la condamnation prononcee par un
jury, et de renvoyer le prévenu devant d’autres jurés, lorsqu'élles
jugent que le dshat oral a détruit i’accus-mon, et que le condamné n’est
pas coupable. : ' ‘ ’
Les résultats relatifs aux chances d'erreur des Jugemcnls criminels,
auxquels Laplace ‘st parvenu, ont para exorbitants, et en'ddsaccord
avec les idées générales;; ce qui serait contraire anx paroles:de I'auteur,
que la théoric des probabilités n'est.,-au _/ond quee. le bon' sen's réduit
en calcul. 1ls ont été mal interprétés; et T'on s'est trop hatéd’enconclure
que la’nalyse mathématique n'est ‘pomt applivable:a ce genre de ques-
tions , ni géniéralement aux choses qu'on appelle morales. C’est un pre-
jugé que Jai vu a regret partagé par-de: bons esprits; et, pour le-dé-
. truire, je-crois utile de rappelerici quelques t:orrqrdemhons géncrales,
qui seront propres d’nilleurs, par la comparaison avec d'autves ques-
tions ou: pelsonne ne conteste: que I'émploi-du’ calcul soit legl ime ct
nécessaire, 4 bien faire comnaitre 'objet du. probleme qne je me suis
proposé: specmlement dans-cet” ouvrage. ; P
Les choses de toutes natiises sont sowmises 4 wne loi universelle
qu'on peut appeler a loi des granids nombres. Ellz consisle en ce que,
si I'on. observe wés nombres trées’ coht-nderable@ d’événements d'une
méme nature; dépendants de causes constantes-et de causes qui va-
rient irrégulierement, tantdt dans un sens, tantot dans Tautre, c'est-
a~diresans queJeur variation soit pr ogtessive dans aucun sens déter-
miné, on trouvera,-eéntre ces nombres’, des' rapports a tres peua pres
constants, Poar clhiaque nature de: choses, ces- rapports auront une va-
leur spéciale dont il s'écarteront-de moins-eri moins, & mesure que la
série des événements observés:augmentera davantage, et qn"lc aftein-
draient rigoureusement: s’il était possible de prolonger cette: série a
l'infini. Selon que les amplitudes de variations des catises n'reguhereq
seront plus ou :moins- graudes, il faudra des nombres dussi plus ou
moins grandsd'événements pour que:leurs rappbits parvictinent sensi-
blement 4 la permanencc; Tohservation méme fera connaitre, dans
chaque question si ko série des oxpdrwnce# a-été suflisanmment prolon-
gée; et d’aprés les nombres-des faits constatés; et la grandeur des écarts

<1
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qui resleront encore entre leurs rapports, le calcul fournira des régles
certaines pour déterminer la probabilité que la valeur spéciale vers la-
quelle ces rapports convergent est comprise entre des limites aussi res-
serrées qu’on voudra. Si I'on fait de nouvelles expériences, et si I'on
trouve que ces mémes rapports s’écartent notablement de leur valeur
finale, déterminée par les observations précédentes, on en pourra con-
clure que les causes dont les faits observés dépendent, ont éprouvé
une variation progressive, ou méme quelque changement brusque,
dans l'intervalle des deux séries d’expériences. Toutefois, sans le se-
coursdu calcul des probabilités, on risquerait beaucoup de se méprecdre
sur la nécessité de cette conclusion; mais ce calcul ne laisse rien de va-
gue a cet égard, et nous fournit aussi les réegles nécessaires pour déter-
miner la chance d’un changement dans les causes, indiqué par la com-
paraison des faits observés a différentes époques.

Cette loi des grands nombres s’observe dans les événements que nous
attribuons 4 un aveugle hasard, faute d’en connaitre les causes, ou
parce qu’elles sont trop compliquées. Ainsi, dans les jeux ou les cir-
constances qui déterminent I'arrivée d’une carte ou d’un dé, varient a
I'infini et ne peuvent étre soumises a aucun calcul, les différents coups
se présentent cependant suivant des rapports constants, lorsque la série
des épreuves a été long-temps prolongée. De plus, lorsqu'on aura pu
calculer d’aprés les régles d’un jeu, les probabilités respectives des
coups qui peuvent arriver, on vérifiera qu’elles sont égales a ces rap-
ports constants, conformément au théoréme connu de Jacques Ber-
nouilli. Mais dans la plupart des questions d’éventualité, la détermi-
nation a priori des chances des divers événements est impossible, et ce
sont, au contraire, les résultats observés qui les font connaitre : on ne
saurait, par exemple, calculer d’avance la probabilité de la perte d'un
vaisseau dans un voyage de long cours; on y supplée donc par la
comparaison du nombre des sinistres & celui des voyages : quand ce-
lui-ci est trés grand, le rapport de l'un a l'autre est a peu prés cons-
tant, du moins dans chaque mer et pour chaque nation en particulier;
sa valeur peut étre prise pour la probabilité des sinistres futurs; et
c'est sur cetle conséquence naturelle de la loi des grands nombres, que
sont fondées les assurances maritimes. Si l'assureur n’opérait que sur
un nombre peu considérable d’affaires, ce serait un simple pari, quj
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n’aurait aucune valeur sur laquelle il ptit compter; s’il opére sur de
tres grands nombres, c’est une spéculation dont le succés est a peu
prés certain.

La méme loi régit également les phénomenes qui sont produits par
des forces connues, concurremment avec des causes accidentelles dont
les effets n’ont aucune régularité. Les élévations et les abaissements
successifs de la mer dans les ports et sur les cotes, en offrent un exemple
d’une precnsnon remarquable. Malgré les inégalités que les vents pro-
duisent, et qui feraient disparaitre les lois du phénoméne dans des ob-
servations isolées ou peu nombreuses ; si 'on prend les moyennes d’un
grand nombre de marées observées dans un méme lieu, on trouve
qu’elles sont a trés peu prés conformes aux lois du flux et du reflux,
résultant des attractions de la lune et du soleil, et les mémes que si les
vents accidentels n’avaient aucune influence : celle que peuvent avoir
les vents qui soufilent dans une méme direction pendant une partie
de I'année, sur les marées de cette époque, n’a point encore été de-
terminée. Ces moyennes déduites d’observations faites au commence-
ment et 2 la fin du siécle dernier, ou séparées par un intervalle de
cent années, n'ont présenté que de petites différences, que I'on peut at-
tribuer & quelques changements survenus dans les localités.

Pour exemple de la loi que je considére, je citerai encore la lon-
gueur de la vie moyenne dans I’espéce humaine. Sur un nombre consi-
dérable d’enfants nés en des lieux et 4 des époques assez rapproches, il
Y en aura qui mourront en bas 4ge, d’autres qui vivront plus long-
temps, d’autres qui atteindront les limites de la longévité; or, malgré
les vicissitudes de la vie des hommes, qui mettent de si grandes diffé-
rences entre les i4ges des mourants, si I'on divise la somme de ces ages
par leur nombre supposé trés grand, le quotient, ou ce qu'on appelle
la vie moyenne , sera une quantité indépendante de ce nombre. Sa
durée pourra ne pas étre la méme pour les deux sexes; elle pourra
différer dans les différents pays, et a différentes époques, parce qu’elle
dépend du climat, et sans doute aussi du bien-étre des peuples : elle
augmentera si une maladie vient a disparaitre, comme la petite-vérole
par le bienfait de la vaccine ; et, dans tous les cas, le calcul des proba-
bilités nous montrera si les variations reconnues dans cette durée, sont
assez grandes et résultent d’un assez grand nombre d’observations,

2
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pour qu'il soit nécessaire de les attribuer 4 quelques changements ar-
rivés dans les causes générales. Le rapport entre les nombres des nais-
sances annuelles masculines et féminines, dans un pays d’une grande
étendue, a également une valeur constante, qui ne semble pas dé-
pendre du climat, mais qui, par une singularité dont il ne serait peut-
étre pas difficile d’assigner: une cause vraisemblable, parait étre
différente pour les enfants légitimes et pour les enfants nés hors.de
mariage.

- La constitution des corps formés de molécules dls_|omtes que sépa-
rent des espaces vides de matiére pondérable, offreaussi uneapplication,
d’une nature particuliére, de la loi des grands nombres. Par un pomt
pris dans Vintérieur d’un corps et suivant une direction déterminée, si
’on tire une ligne droite, la distance de ce point alaquelle elle rencon-
trera une premiére molécule, quoique trés .petite en tous sens, variera
néanmoins dans de trés grands rapporls avec sa direction : elle pourra
étre dix fois, vingt fois, cent fois..,. plus grande dans un sens que
dans un autre. Autour de chaque point, la distribution des molécules
pourra étre trés irréguliére, et trés différente d’un point a un autre ; elle
changera méme incessamment par l'effet des oscillations intestines des
molécules; car un corps en repos n’est autre chose qu'un assemblage
de molécules qui exécutent des vibrations continuelles dont les ampli-
_tudes sont insensibles, mais comparables aux distances intermoléculai-
res. Or, sil'on divise chaque portion du volume, de grandeur insensi-
ble, par le nombre des molécules qu’elle contient, lequel nombre sera
extrémement grand 4 raison de leur excessive petitesse, et si I'on extrait
la racine cubique du quotient, il en résultera un irtervalle moyen des
molécules, indépendant de l'irrégularité de leur distribution, qui sera
constant dans toutel'étendue d’un corps homogéne et partout ala méme
température, abstraction faite de 'inégale compression de ses parties,
produite par son propre poids. C'est sur de semblables considérations
qu’est fondé le calcul des forces moléculaires et du rayonnement calori-
fique dans I'intérieur des corps, tel que je I'ai présenté dans d’autres ou-
vrages.

Ces divers exemples de la loi des grands nombres sont tous pris
dans l'ordre des choses physiques; nous pourrions, s’il était néces-
saire, les multiplier encore davantage; et il ne sera pas non plus
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difficile d’en citer d’autres qui appartiennent aux choses de I'ordre mo-
ral. Parmi ceux-ci, nous pouvons indiquer les produits constants
d'impots indirects, sinon annuellement, du moins pendant une pé-
riode de peu d’années consécutives. Tel est, entre autres, le droit de
greffe , porté dans les recettes annuelles de I'Etat pour une somme a
peu prés constante, et qui dépend néanmoins du nombre et de
Pimportance des proces, c'est-a-dire des intéréts opposés et variables
des citoyens, et de leur facilité plus ou moins grande a plaider. Tels
sont aussi les produits de la loterie de France, avant qu’elle fit heu-
reusement supprimée, et des jeux de Paris, dont la suppression n’est
pas moins désirable. Ces jeux présentent des rapports constants de
deux natures distinctes : d’une part, la somme des mises est a peu
pres la méme chaque année, ou pendant chaque période d’un petit
noinbre d’années; d'un autre coté, le gain du banquier est sensible-
ment proportionnel a cette somme. Or, cette proportionnalité est
un effet naturel du hasard qui améne les coups favorables au ban-
quier, dans une proportion constante et calculable & priori d’aprés
les réegles du jeu; mais la constance de la somme des mises est un
fait qui appartient a 'ordre moral, puisque les sommes jouées dé-
pendent du nombre et de la volonté des joueurs. Il faut bien que ces
deux éléments, la proportlonnahte du gam et lasomme des mises, soient
peu variables, sans quoi le fermier des jeux ne pourrait pas évaluer
d’avance le prix annuel quil s'engage 4 payer au Gouvernement,
d’apres les bénéfices que I'on a pu faire dans un bail précédent. I.’ex~
position que je ferai tout a ’heure des données de 'expérience sur les-
quelles je me suis appuyé dans la question de la probabilité des juge-
ments, fournira encore des exemples péremptoires de la loi des grands
nombres, observée dans les choses de I'ordre moral. On y verra
que sous I'empire d’'une méme leglslatlon » le rapport du nombre
des condamnations  celui des accusés, dans toutela France, a tréspeu
varié d’une année a une autre; en sorte qu’il a sufli de considérer en-
viron 7000 cas, c'est-a-dire le nombre de jugements prononcés chaque
année par les jurys, pour que ce rapport parvint sensiblement & la
permanence ; tandis que dans d’autres questions, et par exemple dans
celle de la vie moyenne que je viens de citer, un pareil nombre serait
bien loin d’étre suffisant pour conduire 4 un résultat constant. On y

2.4
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verra aussi, d'une maniére frappante, l'influence des causes générales
sur le rapport dont il s'agit, qui a varié toutes les fois quela Iégislation
a changé. , . . E . B

_On ne peut donc pas douter que la 1oi des grands nombres ne con-
vienne aux choses morales qui.dépendent de la volonté de ’'homme,
de ses intéréts,- de ses lumiéres-et de ses passions, comme-a celles de
I’AOAI'.dre-.physique,v Et, -en-effet, il nes’agit point ici de la nature des
causes, mais bien de la variation de leursefletsisolés et des nombres
de cas. nécessaires pour que les irrégularités’ des faits-observés se ba-.
lancent dans les résultats moyens. La grandeur. de: ces nombres ne
saurait étre assignée d’avance; elle sera différente dans les diverses
questions, et, comme on I'a dit. plus haut, d’autant: plus.considérable;,
en. général, que ces irrégulirités auront plus:d’amplitude. Mais:a cet
égard,, on ne doit pas croire que les effets de 1a volonté spontanée; de
'aveuglement des passions,. du défaut de lumiéres, varient: sur une
plus grande échelle que la vie humaine, depuis I'enfant qui meurt
en naissant jusqu’a-celui qui: deviendra centenaire ; qu’ils soient plus
difficiles a prévoir que les circonstances qui feront périr: un vaisseau:
dans un long voyage; plus capricieux que le sort qui améne une carte
ou un dé. Ce ne sont pas les idées que nous attachons: . ces effets et &
leurs causes, mais bien le calcul etl'observation-quipeuvent:seuls fixer
les limites probables de leurs variations, dans de.lrés grands nombres
d’épreuves. - ' X

De ces exemples de toutes: natures;, il résulte:que la loi universelle
des grands nombres est déja pour nous un fait: général et incontestable, ’
résultant. d'expériences qui ne se démentent jamais. Cette loi étant.
d’ailleurs la_base de toutes les.applications.du.calcul:des; probabilités,
on concoit maintenant leur indépendance de:la nature des questions,.
et leur parfaite similitude, sait qu'il sagisse de: choses physiques ou
de choses morales, pourvu: que les: donuées: spéciales: que le . caleul
exige, dans chaque probléme; nous soient fournies par.l'observation..
Mais, vu son importance, il était. nécessaire de la.démontrer directe-
ment ; c’est-ce. que j’ai taché de:faire; et je crois y étre enfin parvenu,.
comme on le verra dansla suite de cet ouvrage:. Le théoreme deJac-
ques. Bernouilli, cité: plus haut, coincide avec cette loi.des grands.
nombres, dans le: cas. particulier:olr les.chances des événements de~
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meurent const_.gr}tqs pendant la série des épreuves, ainsi que le sup-
pose . essentléilénlent la. demons(rahon de l'auteur, qu'il. médita,

i comme on sait,. pendant vingt annédes. 11 était donc insuffisant dans.
les. questions Telatives; 4 la répétition des choses. morales ou des
phénoménes physiques, qui ont, en. général, des chances coatinuel-
lement variables, le plus souvent sans- aucune regulamte, et pour
y suppléér, il a fallu.envisager la questioii d'une maniére plus: générale
et plus compléte que V'état.de I'analyse mathématique ne: le permettait
a l'époque de Jacques Bernouilli. Lorsque T'on. considére cette. cons-
tance: des rapports: qui s'établit et se maintient entre les nombres.de
fois. qu’un: événement arrive et les-nombres trés grands. des.épreuves,,
malgré les. variations: de:la. chance. de cet.événement pendant. leur
durée, on est.tenté d’attribuer cette régularité:si: remarquable,a Pac-
tion.de quelque.cause occulte, sans: cesse agissante ;.mais: la théorie des
probabilités fait voir que la constance de ces rapports est: I’état.na-
turel. des. choses, dans I'ordre physique et dans Jordre moral, qui
~s¢"maintient de lui-méme sans le  secours d’aucune cause étrangére,
et qui,.au contraire, ne pourrait étre’ empeche ou troublé que. par
I'intervention . d’une: semblable cause.

Le gouvernerent.a publi€les Compptes generaax de l dmmzstratzon_
de la ]ustwe criminelle,, paur les: neuf années €écoulées. depuls 1825
Jusqua 1833; c'est dans ce- recueil authentique,et: présenté avec un
_soin remarquable, que jai pmse tous les documents dont j’ai fait
usage. Le.nombre. des procés )uges annuellement: par les cours: d’as-
sises du royaume a été. d’a peu pres 5000, et celui des accysés d’envi-
ron 7000:. Depms 1825 jusqu’a 1830. mcluswement la- leglslatlon
crimigelle n’a. pas change,, et. les-condamnations. par. les jurys ont
été: prononcées a la_majorité d'au moins sept voix contre cinq, sauf
I'intervention. de la cour daus les cas de cette plus petlte ma]orlte.
En 1831, cette intervention a été supprimée, .et l'on. a-exigé la ‘ma-
jorité d’au moins huit voix contre quatre, ce-qui a di rendre les
acquittements plus fréquents. Le rapport de leur nombre- &’ celui
des accusés, pendant les six premiéres années, s'est trouvé égal 4 0,39,
en négligeant les milliémes : une seule année il s'est abaissé a 0,38,
et une autre année, il s'est éleve ¥ 0,40; d'otril résulte que-dans-eette
période; il n’acvarié: d’une-année & une autre, que d’un. centiéme de
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part et d'autre de sa valeur moyenne. On peut donc .prendre 0,39 -
pour la:valeur de ce rapport, et 0,61 pour-le rapport du nombre des
condamnations & celui des accusés; sous 'empire de la. leglslatlon
antérieure & 1851. A cette' méme epoque, le rapport du nombre des.
condamnations prononcées i la majorité minima de sept voix contre
cinq, aunombre total des accusés, a étéo,07, et il a aussi trés peu varié
d'une année & une autre.. En retranchant cette. fraction de. 0,61, il
reste 0,54 pour la proportlon des condamnations qui ont eu-lieu 2
plus de sept voix contre cing; le rapport du nombre des acqultte-
ments 4 celui des accusés aurait donc été 0,46, si lon etit exige,
pour la .condamnation, une majorlte d’au moins huit voix . contre
quatre; or, c'ést effectivement ce qui est arrivé pendant I'année 1831,
de sorte que la différence entre ce rapport conclu des années précé--
dentes et celui qui a été observé dans celleci, est a peine d'un-.
demi-milliéme.

En 1832, en conservant la méme majorlte minima qu ’en 1831,
la loi a prescrit la question des circonstances atténuantes, entrai-.
nant, dans Je cas de laffirmative, une diminution de penallte,
Peffet de cette mesure a da étre de rendre plus faciles. les con-:
damnahoas par les jurys; mais dans quelle proportlon? Clest ce
que Texpérience seule. _pouvait nous apprendre , et qu’on ne pouvalt
pas calculer d'avance’, comme I'augmentation ‘du. nombre des acqitit-
tements, qui avait eu lieu par un changement dans la. plus pehte
ma_lonte. L’expérience a fait voir qu'en 1833, la. proportlon des
vaulttements s'est abaissée & 0,41 ; elle est restée la.. méme, 2 un
millieme prés, daos I'année- 1833, pour laquelle la leglslatlon n’a
© pas changé : le rapport du nombre des condamnations 4 celui des

-

accuses avant, pendant et apres 1831,a donc été successnvement

o.)

706 ;.90— , de mamere _qu’apres avoir dlmmue de 0,7, par Veffet 'd une

voix de plus exigée dans la majorité, il a augmenté seulement de 0,5,
par linfluence de la question des circonstances atténuantes sur I'esprit
des jurés (*). '

~(¥) Dans le compte de Yadministration de la justice criminelle pour ’année 1834,
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Pendant ces deux années-1832 ét 1833, le nombre des procés po-
litiques, soumis aux cours d’assises,a été considérable; on I'a retran-
ché du nombre total des procés criminels, dans I'évaluaiion qui a
donné ‘0,41 pour la proportion des acquittements; en y ayant égard,
on trouve que cette proportion s’éleverait 4 0,43 ; ce qui montre déja
I'influence du 'genre des affaires sur le nombre des acquittements pro-
nonces - par les Jurys. Cette influence €st rendue tout-a-fait évidente
dans les Comptes généraux : les proces criminels y ‘sont“classés en
deux divisions principales; ceux -qui ont pour objet -des vols ou
autres attentats contre les propneles, ceux qui se rapportent aux
attentats contre les personnes, et dont le nombre €st environ le
tiers de celui des - premiers, ou l€ quart du' nombre total des af-
faires. Depuls 1825 jusqu'a 1830, lec rapport du nombre des ac-
quittements a celui des accusés n’a été que 0,34 dans la premiére
division, et dans la seconde, il sest élevé a 0,52, clest-a~dire que

que le gouvernement vient de publier, on trouve que pendant cette année, ou la
1égislation a ét¢é la méme que pour les deux années précédentes, le rapport du
nombre des condamnés A celui des accusés, s’est ¢levé 4 0,60; de sorte qu'il a
seulement excédé d’un centiéme celui qui avait eu lieu en 1832 et 1833. Le gou-
vernement de la Belgique, A I'instar de celui -de notre pays, a aussi publi€ le
Compte général de I'administration de la justice criminelle dans ce royaume. Le*
jury ayant €été rétabli vers le milieu de 1831, et la majorité nécessaire pour la
condamnation étant d’au moins sept voix contre cinq, le rapport du nombve des
acquittements i celui des accusés a été 0,41, 0,40, 0,39, pour les années 1832,
1833, 1834, et, ce qui est remarquable, sa valeur moyenne o,4o, n’a différé que
d’un centiéme de ce qu’elle était en France 2 la méme majorité. Avant le rétablisse-,
ment du jury, les tribunaux criminels de la Belgique se composaient de cinq juges;
et les condamnaltions pouvaient étré prononcées a la simple majorité de trois voix
contre deux : le rapport du nombre des acquittements & celui des accusés, variait
aussi trés peu d’une année A une autre ; mais il s’élevait seulement a environ o,17,
ou 4 moins de moiti€ de celui qui a lieu pour les jugements des jurys. Cette diffé-
rence de plus du simple au double, entre les proportions des acquittements, ne
tient pas seulementaux nombres cinq et douze, des juges et des jurés, ni aux ma-
jorités minima, trois contre deux et sept contre cinq ; elle suppose aussi, comme on
le verra dans cet ouvrage, que les juges exigeaient, pour les condamnations, une
probabilité notablement moiundre que les jurés, quelle que soit, d’ailleurs, la
chauced’erreur pour les uns et pour les autres.
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le nombre des acquittements a méme surpassé de 0,04, celui des
coridamnations. Les valeurs annuelles de chacun de ces deux rapports
ont varié seulement de 0,02, {out au plus, de part et d’autre de ces
fraclions 0,34 et 0,52. Il faut aussi remarquer que le nombre des
condamnations prononcees a la majorité minima de sept voix contre
cing, n ’a été que 0,05 du nombre des accusés de crimes contre les pro-
priétés, et qu’il s'est élevé a o,r11, dans le cas des accusés de crimes
-contre les personnes; en sorle que non-seulement les condamna-
tions ont été proportlonnellement plus nombreuses dans le premler
cas que dans le second, mais elles ontaussi eu lieu, en général, a de
plus fortes majorités. Ces différences peuvent tenir en partie a une
moindre sévérité des jurés, quand il s’agit des attentats contre les
personnes, que dans le cas des attentats contre les propriétés,
qu'ils jugent sans doute plus dangereux pour la société , parce que ces
crimes sont les plus fréquents. Mais une maniére différente de ju-
ger dans les deux cas, ne suffirait pas pour produire la grande
inégalité dans la proportion des acquittements que I'expérience a
fait connaitre; et le calcul montre qu’elle provient aussi d’une plus
grande présomption de la culpabilité, résultant de I'information
antérieure au jugement, a I'égard des accusés de vols que relati-
vement aux autres accuseés.

Les Comptes généraux mettent aussi en évidence d’autres rapports
que les grands nombres ont rendus 4 peu prés invariables, mais dont je
n’ai point eu & faire usage. Ainsi, par exemple, depuis 1826, époque
oul'on a commencé 4 indiquer le sexe des prévenus, jusqu'a 1833,
le rapport du nombre deés femmes mises en _]ugement au nombre total
des accusés, a été annuellement 0,18 4 peu prés : une seule fois il
s'estélevé a presdeo, 20, et une seule fois il est descendu ao,16. 1l est
constamment plus grand dans les affaires de vols que dans le cas des
attentats conlre les personnes; la proportion des acquittements est
aussi plus considérable pour les femmes que pour les hommes , et
s’élevait pour elles a prés de 0,43, lorsque sa valeur n’était que 0,39
pour les accusés des deux sexes.

Mais la constance de ces diverses proportions, qui s’observe chaque
année dans la France entiére, v’a plus lieu lorsque 'on considere les
cours d’assises isolément. La proportion des acquittements varie nota-
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blement d’une année i une autre, pour un méme département. et sous
une méme législation; ce qui montre que dans. le ressort d'unc cour
d’assises, le nombre annuel des proces: criminels. n’est ‘point assez
grand pour que les lrregulantes des. votes des jurés se balancent, et
que ] le rapport dunombre des acqultlements a celui des, accusés par-
vienne 4 ]a permanence. Ce rapport varie encore plus d’un départe-
ment a un autre, et le nombre des proces. dats chaque ressort de cour
d’assises. n'est pasnon plus ‘assez considérable pour qu'on puisse dé-
cider, avec _une;‘pr‘oba_blllfe suffisante, quelles sont les parties de la
France ol les jurys ont plus ou moins de tendance & la-sévérité. Il n’y
a guére que le département de la Seine ou les proces criminels sont
assez nombreux pour que le. rapport qux s’observe-entre les nombres
des’ acqmttements et des accusés ne soit pas’ trés, variable, et puisse
étre comparé a celul qui a lieu dans Ja France entiére. Le nombre des
individus traduits chaque annde devant la cour d’assises de Paris est
d’environ 800, 0u & peu prés le neuvieme du nombre correspondant
pour tout ie royaume. ‘Depuis 1825 jusqu’a 1830, la pr0port10n des
acquittements a varié entre 0,33 eto,40, et sa valeur moyenne n’a été
que 0,35, tandis:qu’e elle sélevait & 0,39, ou'a 0,04 de plus, pour la
France entiére. Qu;mt au rapport du nombre des condamnations pro-
noncées a la méjorité minima de sept voix contre cinq, au nombre
des accusés, il a aussi été un peu moindre pour Paris, ct s’est seule-
ment élevé 1 0,065, “au lieu de- 0,07 qu’il était pour toute la France,
sans distinction de Vespece de crimes.

Télles sont les données que P'expérience a fournies j Jusqu a present
sur les jugements des cours d’assises. Maintenant, I'objet précis de la
théorie est de calculer, pour des jurys composes d’un nombre déter-
mind de personnes, jugeant i urie majorité aussi déterminée, et pour
un trés grand nombre d’affaires , la proportion des acquittements et
des condamnations qui aura lieu tres probablement et la chance d’er-
reur d’'un Jugement pris au hasard parmi ceux qui ont été ou qui se-
rontrendus par ces jurys. Déterminer la chance d’erreur d’un jugement
de condamnation ou d’acquittement prononcé dansun procés connu et
isolé, serait impossible selon moi, & moins de fonder le calcul sur des
suppositions tout-a-fait précaires, qui conduiraient a des résultats tres
différents, et, 3 peu prés, & ceux que l'on voudrait, suivant ces hy-

3
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pothéses que I'on aurait adoptees. Mais, pour la garantie de la société,
et celle que I'on doit aux accusés, ‘ce.n’est pas cetle chance relative 2
un _]ugement partlcuher qu’il: lmporte le plus de connaitre; c’est celle
qui-se rapporte a 'ensemble des procés soumiis.aux cours d’assnbes dans
une ou plusieurs années, et qui se_conclut de 'observation et du cal-
cul..La probabilité de I'erreur d’un jugement; quelconque de condam-
nation , multipliée par la chance qu'il- aura lieu, est la’ mesure_yeéri=
table du danger anquel | 1a socidté expose lés aceusés non coupables; le
produit dela chance’ derreur d’un acquittement, et'de la probabilité
qu'il sera prononcé, mesure de méme le danger que court la société
elleeméme, et qu’elle doit egalement connaitre, pulsquecest -la gran-
deur de ce danger qui peut seule. justifier 'éventualité, d'une injuste
condamnation: Dans cette importante question. d’humanité et d'ordre
publlc, rien: ne pourrmt remplicer les’ formu]es analyuques qm ex-
priment ces diverses probablhtes. Sans:]eur secours, s'il s'agissait de
changer le nombre des jurés, oude comparer. deux pays ou,il fat diffé-
rent, comment saurait-on qu'un jury. composé de’ douze pevsonnes, et
jugeant ala maJorlte ‘de huit voix au moins-contre quatre, offre plus
ou moins de garantie aux acctisés etala socicté  qu'un autrejury com-
posé de neuf personnes, par’ ‘exemple » Pris sur la méme liste.qu’au-
paravant, et jugeant & telle-ou telle ma_;ornte? Comment déciderait-on
si la combinaison qul existait en France avant 1831, .d’une majorité
d’au moins sept_voix contre cing, avec ]mterventlon des juges -danis
le cas du minimum , est plus avantageuse ou-moins favorable que
celle qui a lien au_]ourd bui, de la'méme majorlte avec linfluence de
la questmn des circonstances atténuantes? ce quau reste on ne peut
pas savoir, quant 4 présent, fautc des données de I'observation. rela-
tives 2 I'époque actuelle. -
Les formules-dont on vient de définir I'objet; et que I'on.trouvera
dans cet ouvrage, ont été déduites, sans aucune hypothése, des lois
genemles et connues du calcul des pl'obab;lltes. Elles renferment deux
quantités spéciales qui dependent de I'état moral du pays, du mode de
procédure criminelle en usage, ct de ’habileté des magistvafs chargés
de la ‘diriger. L'urie exprime la probabilité qu'un juré pris au hasard
sur la liste du ressort d’une caur d’assises, ne se trompera pas dans son
vote; Pautre est la probabilité, avant Youverture des débats, que l'ac-
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cusé soit coupable. Ce sont les.deux éléments essentiels de la question
des jugements criminels; leurs valeurs numiériques doivent étre con-
clues des données de lexperlence “de'méme que les constantes con-
tenues dans les formules de I'astronomie , sunt. déduites de Vobserva-
tion; et la solution entiére. du probléme que Von s'est proposé dans
ces, recherches exigeait-le concours de la théorie et dé l'expérience.
Les données-del'observation dont j’ai.fait usage , au nombre de deux,
comme celui-des éléments a determmer sont le nombre de condam -
nés a la majorité d’au moins sept voix contre cmq, et dans ce nom-
bre celui des condamnés a cette malorlte minima , divisés I'un et
Pautre par le nombre total des accusés. Ces rapports étant trés dif-
férents pour les crimes contre l¢s personnes et pour les attentats contre
les propriétés, Jal considéré ces deux cas separemem Ils ne sont pas
non plus les mémes dans tous:les departemcnts mais la nécessité de
les déduire-de trés: grands nombres;; m’a forcé de réunir, pour chacun
des deux genres de crimes, les |ugements "de toutes les cours d’assises
du royatume; les valeurs ‘que j'en ai eusuite conclues pour les deux
éléments dont il s'agit, ne"sont donc qu’approchées, et supposent que
_ ces éléments ne vanent pas heaucoup d’un departement a un autre.
Mais 1a 16i nouvelle en- rétablissant la majomle ‘d’au moins sept voix
contre cing, suffisante pour la condamnation , a prescrit aux jus s de
faire: connaitre si elle a été prononcée i cétte plus petite majorité ; on
connaitra dodg,’ par la. stiite;, dans chaque departement »des nombres
de condaminations, soit. A la _majorité minima, soit 4 une majorité
quelconqueé, assez' considérables pour servir. i. la détermination de
nos deux:éléments; et 'on saura de cetle maniére, si la chance d’erreur
des jurés vaiie notab]ement avec les.localités.- DeJa , pour le dépar-
" tement de la Seine isolément; le calcul montre.que cette chance est un
peu inoifdre que:pour-le.reste,de la France. - -

‘Voici actuelleinent les pr1nc1paux résultats - numenques que on
trouvera “dans cet ouvrage et dont il m’a paru utile de présenter ici
un résurhc.” )

Avant 1831, et pourla Franee entlere la probablhte qu 'un juré ne

o

Yoy

se tromperait pas dans son vote était un-peu ‘supérieure az 3 dans le

cas des crimes contre les persormes et trés peu prés egale a —5 dans
3..
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le cas des crimes contre les propriétés. Sans.distinction de 'espece de
crimes, cette chance élait tres peu inférieure a % toujours poui' tout le

royaume, et un peu superleure a cette fraction pour le departement
de la Seine en particulier. En méme temps, I'autre élément des ju-
gements criminels, cest-a-dire la probablhle avant le Jugement -de

la culpabilité de I'accusé, ne surpassait pas beaucoup - + et se trouvait
comprise entre 0,53 et 0,54, pour la France entiére et dans Je cas des
crimes contre les personnes : elle surpassaltun peu dans le cas des cri-

mes contre les propnetes ; sans distinction de lespece de crimes, elle
était a peu pres- egale 4 0,64, et s'élevait a environ 0,68 dans le res-
sort de la cour d’assises de Paris. En retranchant de 'unité ces diverses
fractions, on aura les probabilités. qui leur correspondent de ler-
reur d’un juré et de I'erreur de 'accusation. On peut: remarquer que la
probablllte antérieureau jugement, de la culpabilité del'accusé, surpasse
tou Jours le rapport du nombre des condamnations ‘i celui des accusés ;
ainsi, par exemple , dans Je cas ot cette probablllte etalt la plus petite et

excédait — de trois ou quatre centlemes seulement ce rapport, comme

on I'a dit plus haut, était au-dessous de‘— d’environ deux ‘centiemes. Ce

résultat est general ‘el les formules. de probablhtes font voir qu’il a
toujours lieu, quelles .que soient 'habileté des magistrats, Ja chance
de l'erreur*d’un juré, la majorité exigée pour la ‘condamnation. 1l
faut aussi ol)selver que cette probablllte antérieure au Jugement, de la
culpabilité des accusés, exprime seulement la probabilité qu’ils sont
condamnables par les jurys, d’apres Jeur maniére de juger, c’est-a-dire
d’aprés le degré inconnu de probabilité.qu'ils exxgent pour la ¢on-
damnation, et qu’élle est sans doute inférieurc -2 la ‘probabilité qu’un
accusé soit réellement coupable résultant de V'inforination_ prélimi-
naire. Personne, en effet, n’hésiterait a-parier beaucoup plus d’un
contre un, par exemple, qu’un individu est cotipable, quand il est
tradait a la cour d’assises pour un crime contre les personnes;, quoi-
que la probabxhte antérieuré au jugement), que Yon a trouvée pour ce
genre de crimes, surpasse fort peu la fraction ;.
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En 1831,la majorité suffisante pour la condamnation a seule été chan-
gée, et les deux €léments que nous considérons ont di rester les mémes.
Dans les années suivantes, la question des circonstances attcnuantes a
sans doute influé sur les valeurs de ces éléments ; mais connaissant seu-
lement, pour 1832 et 18335, le rapport du nombre total des condam-
nations & celui des accusés, cette donuée ne suffit pas a la determi-
nation de nos deux éléments, et nous ignorons si, i cette époque,
la chance ¢ qu un juré ne se trompalt pas, étaitdevenue plus grande ou
moindre qu’auparavant : nous ne pournons le savoir qu’en faisant
sur lautre élément une hypothese qui rlsqueralt de s’écarter beau-
coup de la vérité. Nous ignorons également si ‘cette chance de ne
pas se tromper né changera pas encore sous la législation actuelle,
a raison du vote secret (*) imposé aux jurés. Quand elle aura pu
étre ‘déterminée, ainsi “que la chance de la culpabxhte résultant de
Iinformation antériéure au jugement, au- moyen d’'un nombre suf-
fisant d’observations futures on connaitra aussi , en répétant ces
calculs 4 des’ ‘époques plus:ou moins. éloignées, si ‘ces deux éléments
varient en France progresswement dans un sens ou dans ur autre;
ce qui fourmra un important document sur Pétat moral de notre

pays. s v : -
Malgre une plus grande experlence des proccs ‘criminels que les

.

™ Les jurés ne pouvant plus revenir sur leurs décisions, des qu’elles auront éte
prises au scrutin secret, il y a'un cas singulier qui pourra se présenter quelque-
fois, et qu’il est bon de signaler. Deux individus que j’appellerai Pierre et Paul,
sont-accusés d’un"vol ;'3 la question si Pierre est coupable de ce vol, quatre jurés
vépondent ouZ, | trois autres qui y les unq autres non : laccuse est déclaré coupable
A Ja majorité de sept voix contre cing;a'la question, si Paul est coupable du
méme vol, les quatre premlers]ures repondentom, les trois autres qui avaient dit
out contre Pierré disent ion contre Paul, les cing derniers repondent ou’; Pierre
est donc déclaré. coupable ala ma_]ontc de neuf voix contre trois. On pose ensuite
la questxon si le vol a été commis par plisieurs, qui entraine, dans le cas de
Iaffirmative, une plus forte penahte Conséquemment a leurs votes précédents, les
quatre premiers jurés répondent out, et les huit autres qui ont juge, ou Pierre ou
Paul innoceit, répondent non. La décision du jury, sans qu'il y ait aucune contra-
diction dans les votes des jurés; est donc que les deux accusés sont coupables du
vol, et en méme temps que ce vol n’a pas €été cominis parpluszeurs.
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juges ont sans doute, leur chance de ne pas sé tromper dans leur vote
parait cependant peu différente de celle des j Jures. En cffet, le cas ou
la majorlte du j jury, pour la condamnatlon ne s’est forme qu'a sept
voix contre cmq s'est présenté 1911 fois dans la France entiére, de-
puis 1826 jusqu’a 1830; les cours d’assises, composees alors de cing
juges, et appelees, dans ce cas, a mte\'vemr, se sont réunies 314 fois  la
minorité du jury; or, le calcul montre qu’elles auraient di1 s’y joiudre
environ 282 fois, en supposant la prohablhte de ne pas se tromper égale
pour les juges et pour les jurés; et quoique ces deux nombres 314 et 282
ne soient pas assez considérablés pour. qu’on puisse décider, avec une
trés grande probabilité, 4 quel point cette hypothése s'écarte de la
vérité, leur peu de différence est une raison de penser qu’il doit aussi
en exister trés peu entre les chances del‘rcur des j Juges ‘et des jures H
en sorte que pour les jurés, cette chance ne provnent pas, -.comme on
pourrait le croire, de leur défaut d’habitude.. :

Toutes choses d’ailleurs egales , il est évident que la proportlon des
condamnations diminueraitd mesute que T'on ‘exigerait du jury une
plus grande majonte. §'il fallait, comme en Angleterre, I'unanimité
des douze jurés, soit-pour condamner, soit pour absoudre, et que
I'on prit pour les valeurs des deux ¢léments de_la, justice criminelle,
celles qul se rapportent  la France entiére, sans distinction de I’ espece
des crimes, la probablhte d’ une condamnatlon dlffereralt peu d’un
cinquantiéme, et celle d'un z;Cqulttement seralt a peu “prés moitié
moindre; ¢e qui 1'endra1t lés décisions tres difficiles , "4 moins qu’il
ny et le plus souvent une sorte dax‘rangement entre les jurés, et
qu ‘une parlie ’entre eux ne fit le sacrifice de son oplmon. On®voit
méme que sans cela, les acquittements unanimes Seraient plus difficiles
et plus rares que les condamnatlons dans’lé rapport de deux a un. Ce
ne serait que dans.un ‘nombre de 22 affaires prisés au hasard que
'on pourrait parier’un.contre un, qu’il y aurait un’ jugement de
condamnation -ou d’acquittement, prononcé-a 'uinaniniité (*).

Apres le jugement, la_,‘probablhte que laccusé’ solt coupablq. est

o

L

(*) D’aprés des documents pubhes en’ Angleten‘e, et qui paraxssent dlgnas de
foi, le nombre des individus traduits annuellement devant les jurys s’est continuel-
lemenl accru dans ces derniers” temps, et le rapport du nombre des condamnations &
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beaucoup plus grande ou beaucoup moindre qu’auparavant, selon
que l'accusé a été condamné ou acquitté ; les formules de cet ouvrage
en donnent la valeur, dés.que les deux éléments qu’elles renferment
ont €1é déterminés par I'observation, et d’apres la: majome alaquelle
le jugement a été prononcé. Si la majorité unécessaire pour la con-

.

celui des accuses, a aunsnaugmente’ d’une maniére progrcsslve( 1). Voici des résultats
extraits de ces documen(s, et que l’on pourra comparer & ce qui a lieu dans notre
pays. Les riombues suivants se rapportent seulement & I’Angleterre et au pays de

Galles. Ils repondent a trois peuodes de chacune sept annees, ﬁmssant en 1818,
1825, 1832 L e

S B N 1 CONDAMNES
: . . RAPPORT < aun
NOMDRE * | = NOMBRE-. , * |coxpamnEs| .
: i . d d s EXECUTES, ment
|des‘accusés. [des condamnés. no":i)::-c:: yer | & mort. v c"zll:}“sg"":wm:s"
g ) ou ait-dessous.
tre période,| 64538 4105 | ©,63... | 58 [ 635 27168
2¢ S 93718 . 63518 | o,697... 2770 559 43713
3¢ 910 90240 0,905... | 9729 414 | 58759

Péndaat la période de’sept années qui a fini en 1817, le nombre des accusés ne

s’était pas élevé tout-a~fait & 35000, et la proportion’ des condamnations avait été
un peu au~-dessous de o ,60. Dans la seule annde 1832, la derniére de ces périodes,
le nombre des accusés est parvenu a 20829, dont 14947, ou i peu prés les trois
quarts, ont éte condamnés. J'ignore si cc nombre a augmenté ou diminué dans les
années suivantes. La proportion des peines les plus'faibles est peu diffévente en An-
gleterre et_en France. On voit par le tableau ci~dessus qu’en Angleterre, le
nombre des peines d’emprisonnement est  peu prés les deux tiers du nombre
total des condamnations; pendant les années 1832 et 1833, le premier nombre a
surpassé en France la moitié du second. Ce tableau montre, en outre, quedans lader-
niére période septenaire, ou il a été le plus petit, le nombre des sentences de mort
exécutées, s’est elevé, terme moyen, & 6o chaque année; maintenant, il est moitié
moindre en France, et ne dépasse pas 30 annuellement.

{*) Tables of the ‘le, population, ctc., of the united kingdom; compiled from official returns;
W G. R, Porter. Purt 11.
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damnation est celle d'au moins huit voix contre quatre, la probabilité
qu’'un condamné est coupable surpasse un peu la (raction 0,98, dans
le cas des crimes contre les personues, et la fraction 10,098, dans le
cas des crimes contre les propriétés; ce qui réduit & un peu moinsde
deux centiémes et de deux milliémies, les chances d’erreur d’une con-
damnation prononcée dans l'un. et l'autre cas. En ayant égard a la
probabilité de n’étre pomt acqu:tte, il sensult que la chance d’une
condamnation erronée €st a peu pres un- cent cmquantler,n)e pour un
accusé de crime contre les personnes, et seulement quatre mllhemes
pour un accusé de crime conive les proprletes. On trouve, en méme
temps, a tres _pen prés 0,72 et 0,82 pour les probablhtes de I'inno-
cence d’'un accusé dans ces deux cas, lorsqu’il a.été acquitté; et en
tenant compte de la probablllte de n’étre pas condamné, on trouve
auSSI, pour la chance qu un accusé coupable sera acquitté, a peu
prés 0,18 dans le premier cas, et 0,07 dans.le second ; en sorte que’
sur un trés grand, nombre d’individus acquitte’s , il y en a plus d’un
sixieme, d'une part, et environ un quatorzteme de l'autre part qui
auraicnt di étre condamnés.

Daus les sept années écoulées depuis 1825 jusqu’a 1831, le nombre
des condamnés & cette majorité d’au moins huit voix_contre quatre
dans la France entiére, a été de prés de 6000 pour des crimes contre
les personnes, et d’environ 22,000 pour des crimes contre les pro-
pnétes ; d’apres les chances d’'une condamnation erronée, que l'on
vient de citer, il y a donc lieu de croire qu'environ 4o et 88 de ces
individus n’étaient pas coupables; ce qui ferait 18 annuellement. En
méme temps, le nombre des individus acquittés et coupables. a. di
étre vingt fois aussi grand, ou égal a environ 360 chaque année, sur
le nombre total des accusés qui n’ont pas été condamnés. Mais on ne
doit pas perdre de vue le sens que nous attachons & ce mot coupable,
qui a été expliqué plus haut, et duquel il résulte que le nombre i8
n’est qu'une limite supérieure de celui des condanmés réellement in-
nocents, tandis que 360 est, au contraire, une limite inférieure du
nombre desindividus acquittés quoiqu’ils ne fussent point innocents. Ces
résultats du calcul, loin de nuire au respect que F'on doit 4lachose jugée,
et de diminuer la confiance dans les décisions des "s, sont pro-
pres, au contraire, & cmpécher toute espéce d’exagération de I'erreur
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a craindre dans les condamnations. A la vérité, ils ne sont pas de
nature 4 pouvoir se vérifier par l'expérience; mais ces résultats
ont cela de commun avec beaucoup d’autres applications des ma-
thématiques, qui ne sont pas non plus susceptibles de vérification,
et dont la certitude repose uniquement, comme ici, sur la rigueur
des démonstrations, et sur l'exactitude des données de l’obser-
vation.

Dans les années qui ont précédeé 1831, et pour la France entiére, la
probabilité de I'erreur d’une condamnation prononcée a la majorité
minima de sept voix contre cinq était’a trés peu preés 0,16 ou 0,04,
selon quil s'agissait. d’'un crime contre les personnes ou d’un crime
contre les propriétés; sans distinction de ’espéce de crime, elle avait
pour valeur 0,06. D’aprés la .formule de Laplace, cette chance
d’erreur serait la méme 'dans tous les cas, et a peu prés quintuple
de 0,06. Mais il faut, en outre, observer que I'intervention de la cour
étant alors nécessaire, dans le cas de la plus petite majorité, cette
chance d’erreur 0,06 se trouvait réduite a2 un peu moins d’'un cen-
tieme, si les juges confirmaient la décision des jurés; en sorte cue
sur 1597 condamnations qui ont eu lieu de cette maniére, dans les
cinq années écoulées depuis 1826 jusqu’a 1830, on peut croire qu’en-
viron 15 ou 16 étaient erronées, en ce sens que les accusés n’étaient
. pas condamnables, mais non pas qu’ils fussent innocents.

Le caractére distinctif de cette nouvelle théorie de la probabilité
des jugements criminels étant donc de déterminer d’abord, d’aprés
les données de l'observation dans un trés grand nombre d’affaires de
méme nature, la chance d’erreur du vote des juges, et celle de la
culpabilité des accusés avant l'ouverture des débats, elle doit con-
venir 2 toutes les espéces nombreuses de jugements : a ceux de la
police correctionnelle, de la justice militaire, dela justice en matiére
civile, pourvu que l'on ait, dans chaque espéce , les données suffi~
santes pour la détermination de ces deux éléments. Elle doit aussi
s'appliquer aux jugements qui ont été rendus en trés grand nombre
par des tribunaux extraordinaires, pendant les temps malheureux de
Ja révolution ; mais, a cet égard, il est nécessaire d’entrer dans quel-
ques explications, afin qu’il ne reste aucun doute sur la généralité et
'exactitude de la théorie. La difficulté que ce cas d’exception présente

4
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n’a point échappé a des personnes qui voulaient bien écouter avec in-
terét les résultats de mon travail. '

Un accusé peut étre condamné, ou parce qu'il est coupible, et que
les juges ne se trompent pas, ou parce qu’il est innocent, et que les
juges se trompent. Le rapport du nombre des condamnations & celui
des accusés ne varie pas lorsque la probabilité, avant le jugement, que
'accusé soit coupable, et celle que chaque juge ne se trompe pas dans
son vote, se changent 'une et 'auire dans leurs compléments a I'unité.
Il demeure le méme, par exemple, quand ces deux probabilités sont %
et 2, et quand elles ne sont que % et 4. 11 a aussi une méme valeur,
lorsqu’elles différent toutes deux trés peu de la certitude, ou de I'u-
nité, et lorsqu’elles sont toutes deux presque nulles; et dans ces cas
extrémes, le nombre des condamnations s’écarte trés peu du nombre
des accusations. Par ceite raison, les équations qu’il faut résoudre pour
déterminer ces probabilités sont toujours susceptibles de deux racines
réelles et inverses I'une de 'autre. Toutelois, chacune de ces deux so-
lutions a un caractére qui la distingue : en adoplant I'une, la probabi-
lité qu'un condamné est coupable, sera plus grande que celle de son
innocence; le contraire aura lieu en adoptant'autre. Dans les cas ordi-
naires, c'est donc la premiére solution qu’on doit choisir; car il ne se-
rait pas raisonnable de supposer que les tribunaux fusseut généralement
injustes, ou qu’ils jugeassent le plus souvent au rebours du bon sens.
Mais il n’en est plus de méme quand les jugements sont prononcés sous
influence des passions; ce n’est plus la racine raisonnable des équa-
tions, c’est I'autre solution qu’il faut employer, et qui donne aux con-

.damnations une si grande probabilité d’'injustice. La grande propor-

“tion des jugements de condamnation, prononcés par les tribunaux
révolutionnaires, n’est donc pas une preuve suflisante de la culpabilité
légale des accusés; et nous ne pouvons nullement conclure de cette
proportion, celle des condamnés qui étaient coupahbles ou non coupables,
selon les lois de cetlte époque, que ces tribunaux étaieut chargés d’ap-
pliquer. 11 faut toujours faire attention que, dans cette théorie,
I'iniquité du juge et la passion de I'accusateur sont considérdes comme
des chances d'erreurs, aussi bien qu’une trop grande pitié ou un exceés
d'indulgence, et que le calcul est établi sur le résultat des votes, quels
(que soient les motifs qui les ont dictés.
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Dans les tribunaux de police correctionnelle, le rapport du nombre
des condamnés a celui des accusés a été compris entre 0,86 et 0,85,
d’aprés la moyenne de neuf:années consécutives:et. pour la France en-
tire; mais cette donnée ne suflit pas pour déterminer la probabilité ,
avant le jugement, de la culpabilité de l'accusé, et la probabilité
qu'un juge-de ces tribunaux ne se trompera pas dans son vote. En sup-
posant les jugements prononcés par trois juges, ce qui parait avoir
lieu généralement, il faudrait aussi savoir suivant quelle proportion
les condamnations ont eu lieu 4 I'unanimité, ou a la simple majorité
de deux voix contre une ; proportion qui ne nous est pas donnée par
I'observation, et a laquelle on ne pourrait suppleer que par quelque
hypothése gratuite. ‘

On manque aussi des ‘deux données nécessaires pour ‘déterminer,
dans le cas des tribunaux militaires, les valeurs spéciales des deux élé-
ments contenus dans les formules de probabilités. Les conseils de
guerre se composent de sept juges ; les condamnations ne peuvent étre
prononcées qu’a la majorité d’au moins cinq voix contre deux; on
évalue leur nombre total aux deux tiers de celui des accusés; mais on
ignore la proportion de celles qui ont lieu, soit 4 'unanimité, soiti
une simple majorité; e“aute de cette donnée de l'observation, on ne
peut pas comparer, avec précision , la justice militaire a celle des
cours d’assises, sous le rapport de la chance d’erreur des jugements de
condamnahon et d’acquittement; ce qu’il serait cependant trés inté-
ressant de pouvoir faire.

Lorsqu’il s’agit de jugements en matiére civile, les formules de
probabilités, au lieu de deux quantités spéciales, n’en contiennent plus
qu'une, celle qui exprime la chance qu'un juge ne se trompera pas
dans son vote. Les jugements des tribunaux de premiére instance sont
rendus par trois juges, en général, selon le renseignement ‘qui m’a
été donné; mais on ne connait pas le rapport du nombre de cas ou ils
prononcent 4 I'unanimité, au nombre de :cas ou ils ne décident qu’a la
simple majorité de deux voix contre une; ce qui rend impossible de
déterminer directement la chance d’erreur de leurs votes. Pour les ju-
gements dont il est fait appel devant les cours royales, on peut cal-
culer cette chance, en comparant le nombre de ceux qui sont confir-
més au nombre de ceux qui ne le sont pas, et supposant que cette

4.
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chance d’erreur soit la méme pour les juges des deux tribunaux suc-
cessifs. Quoique cette hypothese s’écarte peut-étre beaucoup de la vé-
rité, je l'ai admise cependant, afin de pouvoir donner un exemple du
calcul de l'erreur 4 craindre dans les jugements civils. La vérité ou le
bon droit résulterait de la décision, nécessairement unanime, de juges
qui n’auraient aucune chance de se tromper ; dans chaque affaire ce bor
droit absolu est une chose inconnue : néanmoins, on entend par des
votes et des jugements erronés, ceux qui lui sont contraires; et la
question consiste a déterminer leurs probabilités, et par conséquent, les
proportions suivant lesquelles ils auraient lieu, a trés peu pres et tres
probablement, dans des nombres de cas suffisamment grands.

On trouve dans le Compte général de I'administration de la justice
civile, publié par le gouvernement, le nombre des jugements de pre-
miére instance qui ont été confirmés par les cours royales, et celui des
jugements qu’elles ont cassés, pendant les trois derniers mois de 1831,
et les années 1832 et 1833, Le rapport du premier de ces deux nom-
bres a leur somme, est a trés peu pres égal a 0,68, pour la France en-
tiere; il n’a pas vari¢ d’'une année 4 une autre d’'un 70° de sa valeur;
en sorte que malgré la diversité des affaires qui ont da se présenter,
et, sans doute aussi, l'inégale instruction magistrats de tout le
royaume, il a suffi cependant d’environ 8000 arréts prononcés annuel-
lement, pour que le rapport dont il s’agit atteignit presque une valeur
constante; ce qui présente encore un exemple bien remarquable de la
loi universelle des grands nombres. Dans le ressort de la cour royale
de Paris, ce rapport a ¢té sensiblement plus grand et s’est élevé a envi-
ron 6,76. '

En employant la valeur relative a la France entiére, et prenant le
nombre sept pour celui des conseillers de chaque cour royale, qui
prononcent les arréts d’appel en matiére civile, on trouve un peu plus
de 0,68, pour la probabilité qu'un de ces conseillers, ou I'un des juges
de premiére instance, pris au hasard dans tout le royaume, ne se trom-
pera ou ne s'est pas trompé, en opinant dans une affaire, prise aussi au
hasard, parmi celles qui sont soumises annuellement aux deux degrés
de juridictions. 1 est possible, d’ailleurs, que cette probabilité soit dif-
férente dans les affaires jugées en premiére instance et dont les parties
n'ont point appelé. D'apres cette fraction 0,68, on trouve, en négli-
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geant les milliemes, 0,76, pour la probabilité de la bonté d’un juge-
ment de premiére instance ; 0,95, pour celle.de la bonté d’un arrét de
cour d’appel, quand il est conforme au jugement de premiére instance ;
0,64, pour cette probabilité, lorsque Varrét est contraire au juge-
ment; eufin, 0,75, pour la probabilité qu'un arrét de cour royale, dont
on ignore s’il est conforme ou contraire au jugement de premiére ins-
tance, sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur les
mémes données que la premicre. Les probabilités qu'un tribunal de
premiére instance et unc premieére cour d’appel, jugeront tousles deux
bien, le tribunal mal et la cour bien, celles-ci mal et le tribunal bien,
tous les deux mal, auront respectivement pour valeur approchées, les
fractions 0,649 ; 0,203 ; 0,113; 0,035, dont la somme est 'unité.

Les questions relatives a 1a probabilité des jugements, dont on vient
d’exposer les principes et de faire connaitre les résultats, se trouveront
dansle cinquiéme et dernier chapitre de cet ouvrage. Les quatre pre-
miers renferment les régles et les formules générales du calcul des pro-
babilités; ce qui dispensera de les aller chercher ailleurs, et a permis
dctraiter quelques autres questions étrangeéres a I'objet spécial de ces re-
cherches, mais que 'application du calcul des probabilités était propre
a éclairer. On y trouvera aussi la solution d’un probléme, qui montre
comment la majorité d’une assemblée €lective peut changer apreés une
nouvelle élection, du tout au tout, ou dans un bien plus grand rapport
que celle des électeurs, distribués en colléges electoraux, et qui élisent
a la simple majorité dans chaque collége.
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MV ARIARILLIANS VAV A MAALLATAAS LATARA LA WAV AW

CHAPITRE PREMIER.

_ Regles générales des probabilitcs.

(1). La probabilité d’'un-évépement est la raison que nous avons de
croire qu’il aura ou qu'il a eu lieu.

Quoiqu’il s'agisse, dans un cas, d'un fait accompli, et dans I'au-
tre, d’une chose éventuelle; pour nous, la probabilité est cependant la
méme, lorsque tout est d’ailleurs égal dans ces deux cas, en eux-mémes
si différents. Une boule va étre tirée.d’'une urne:contenant des nombres
de boules blanches et de boules noires qui me sont connus, ou bien,
elle a été tirée de cette urne et 'on m’a caché sa couleur; j’ai évidem-
ment la méme raison de croire que cette boule est blanche dans le
premier cas, ou qu’elle sera blanche dans le second.

La probabilité dépendant-des connaissances que nous avons sur un
événement, elle peut étre inégale pour un méme événement et pour
diverses personnes. Ainsi, dans I'exemple qu’on vient de citer, si une
personne sait seulement que I'urne renferme des.houles.blanches et des
boules noires, et si une autre personne sait, en outre, que les blanches
y sont en plus grande proportion que les noires, cette seconde per-
sonne aura plus de raison que la premiére, de croire 4 I'arrivée d’une
boule blanche, ou, autrement dit, I'arrivée d’'une boule blanche aura
une plus grande probabilité pour la seconde personne que pour la pre-
miere.

De la viennentles jugements quelquefois contraires que portent deux
personnes sur un méme événement, lorsqu’elles ont des connaissances
différentes en ce quile concerne. Si A et B désignent ces deux personnes,
et que A sache tout ce qui est connu de B, et quelque chose de plus, A
porteralejugementle plus éclair€, et c’est son opinion qu’il sera raisonna-
ble d’adopter, quand on devra choisir entre les jugements contraires de
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A et de B, quoique cette opinion puisse étre fondée sur ui:e probabilité
moindre que celle qui a motivé I'opinion de B, cest-a-dire, quoique
A ait moins de raison de croire & sa propre opinion, que B i la sienne.

Dans le langage ordinaire, les mots chance et probabilité sont a peu
prés synonymes. Le plus souvent nous emploierons indifféremment
I'un et I'autre; mais lorsqu’il sera nécessaire de mettre une différence
entre leurs acceptions, on rapportera, dans cet ouvrage, le mot chance
aux événements en eux-mémes et indépendamment de la connaissance
que nous en avons, ct 'on conservera au mot probabilité sa définition
précédente. Ainsi, un événement aura, par sa nature, une chance
plus ou moins grande, connue ou inconnue; et sa probabilité sera re-
lative & nos connaissances, en ce qui le concerne.

- Par exemple, au jeu de croix et pile, la chance de ’arrivée de croix

et celle de l'arrivée de pile, résultent de la constitution de la piece
que l'on projette; on peut regarder comme physiquement impossible
que 'une de ces chances soit égale 4 I'autre; cependant, si la constitu-
tion du projectile nous est inconnue, et si nous ne Yavons pas déja
soumis a des épreuves, la probabilité de I'arrivée de croix est, pour
nous, absolument la méme que celle de l'arrivée de pile : nous n’a-
vons, en effet, aucune raison de croire plutot a 'un qu’a 'autre de ces
deux événements. Il n’en est plus de méme, quand la piéce a éte pro-
jetée plusieurs fois : la chance propre a chaque face ne change pas
pendant les épreuves; mais, pour quelqu’un qui en connait le résultat,
la probabilité de larrivée future de croix ou de pile, varie avec les
nombres de fois que ces deux faces se sont déja présentées.

(2). La mesure de la probabilité d’'un événement, est le rapport du
nombre de cas favorables a cet événement, au nombre total de cas favo-
rables ou contraires, et tous également possibles , ou qui ont tous une
méme chance.

Cette proposition signific que quand ce rapport est égal pour deux
événements, nous avons la méme raison de croire a l'arrivée de 'un
et i celle de autre, et que quand il est différent, nous avons plus de
raison de croire & Jarrivée de I'événement pour lequel il est le plus
grand.

Supposons, par exemple, qu’une urne A renferme quatre boules
blanches et six boules noires, et qu'une autre urne B contienne dix
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boules hlanches et quinze boules noires; les nombres de cas favorables
a Parrivée d’une boule blanche et celui de tous les cas possibles, seront
quatre et dix pour la premiére urne, dix et vingt-cinq pour la se-
conde; et le rapport du premier nombre au second étant ;, c’est-a-~
dire, égal pour les deux urnes, il s’agit d’abord de prouver qu’il y a la
méme probabilité d’extraire une boule blanche de 'une ou de l'autve ;
en sorte que si nous avions un intérét quelconque a Parrivée d’une
boule blanche, nous n’aurions absolument aucune raison’'de mettre la
main plutét dans I'urne A que dans l'urne B.

En effet, on peut concevoir les vingt-cinq boules que contient
I'urne B, partagées en cinq groupes dont chacun soit composé de deux
boules blanches et trois noires, et qui seront disposés d’'une maniére,
quelconque dans l'intérieur de cette urne. Afin de les distinguer entre
eux, on peut aussi donner le n° 1 aux boules de 'un des groupes, le
n° 2 a celles d’un autre groupe, etc.

Pourextraire nne boule blanche ou noire, de B, la main devrase por-
ter au hasard sur 'un de ces cinq groupes; mais puisqu’ils sont tous
semblables, quant aux nombres de boules des deux couleurs qu’ils
renferment, il s’ensuit qu’au lieu de choisir au hasard le groupe sur le-
quel la main se portera, on peut le choisir 4 volonté, et supposer, pour
fixer les idées, que ce soit le groupe des boules n° 1, sans rien changer
a la chance d’extraire une boule blanche de I'urne B; or, cela revient
évidemment & estraire d’abord de B toutes les boules n° 1, et ales
mettre dans une autre urne C, d’ou l'on tirera ensuite une boule au
hasard ; la probabilité d’amener une boule blanche est donc indépen-
dante du nombre de groupes qui étaient renfermés dans B, et la méme
que s'il y en avait un seul au lieu de cinq. En partageant les dix boules
contenues dans 'urne A, en deux groupes de deux blanches et trois
noires, on verra aussi que la probabilité d’en extraire une boule blan-
che est la méme que si cette urne ne renfermait qu’un seul de ces deux
groupes. Donc la probabilité d’extraire une boule blanche soit de A,
soit de B, est la méme que pour une troisieme urne C; qui contien-
drait deux boules blanches et trois noires, et, par conséquent, la méme
pour A et pour B; ce qu'il s’agissait d’abord de prouver.

" Maintenant, je suppose qu'une urne A contienne quatre boules blan.
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- blanches et trais noireg, et qu'une urne B renferme trois boules blan~
ches et deux noires;ésorte que le rapport du-nombre de cas favo-
rables & 'arrivée d’'une boule blanche, au nombre total des cas égale-

4
. 7
la premiére de gz, il y aura plus de raison de croire qu'une boule

ment possibles, soit* pour A etg pour B. La seconde fraction excédant

blanche sortira de B que de A. En effet, en réduisant ces deux frac-

. . . . . 20 21
tions au méme dénominateur; elles dev:ennentg et 3z; or, d’a-

preés ce qu'on vient de prouver, la probabilité de I'arrivée d’une boule
blanche sera la méme pour A et pour une urne C qui contiendrait
35 boules, dont 20 blanches et 15 noires; elle sera aussi la méme
pour B, et pour une urne D qui renfermerait 35 boules, dont 21 blan-
ches et 14 noires; mais ces urnes C et D contenant l'une et 'autre un
méme nombre de boules, et D renfermant plus de boules blanches
que G, il y a évidemment plus de raison de croire que 'on extraira
une boule blanche de D que de C; donc aussi, I'arrivée d'une boule
blanche est plus probable pour B que pour A; ce qui achéve de dé-
montrer la proposition énoncée au commencement de ce numero.

De cette mesure de la probabilité, il semble résulter que cette frac-
tion doit toujours étre une quantité commensurable ; mais si le nombre
de tous les cas possibles et celui des cas favorables 4 un événement,
sont infinis, la probabilité ou le rapport du second nombre au pre-
mier, pourra étre une quantité incommensurable. Supposons, par
exemple que ssoit 'étendue d’une surface plane, et ¢ celle d’'une por-
tion déterminée de ce plan; si 'on projette une piece circulaire, dont
le centre puisse également retomber sur tous les points de s, il est évi-
dent que la probabilité qu'il retombera sur un point de ¢, sera le rap-
port de o a s, dont les grandeurs peuvent étre incommensurables.

(3). Dans les deux parties de la démonstration précedente, on a pris
pour exemple des nombres déterminés de boules; mais il est aisé¢ de
voir que le raisonnement est ‘général et indépendant de ces nombres
particuliers. On a aussi supposé que I'événement dont on considérait
la probabilité, était I’extraction d’'une boule blanche, tirée d’une urne
qui contient des boules blanches et des boules noires, de maniére que

le nombre de boules blanches représente celui des cas favorables a
f
J
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I'événement , et le nombre de boules noires, celui des. cas contraires.
Pour rendre les raisonnements plus faciles a ﬁr, on peut, en effet,
substituer toujours une pareille hypothése a chaque question d’éven-
tualité relative & des choses de 1oute autre nature. Si donc, E est un
événementd’une espéce quelconque; que I'on représente parale nombre
de-cas favorables 4 son arrivée, par b celui des cas contraires, et
par p la probabilité de E, la mesure ou la valeur numérique de cette
derniére quantité, sera, d’aprés ce qu’on vient de démontrer ,

a

p=a+b.

En méme temps, si F est 'événement contraire a E, de sorte que, de
ces deux événements, un seul doive nécessairement arriver, comme
Pextraction d’'une boule blanche on celle d’'une boule noire, dans les
exemples précédents; et si I'on désigne par ¢ la probabilité de F, on
aura aussi :
b
1=a¥v
puisque les cas contraires 2 E, dont le nombre est b, sont les cas favo-
rables a F. 1l en résulte
pt+qg=1,

c'est-a-dire, que la somme des probabilités de deux événements con-
traires, tels qu’on vient de les définir, est toujours égale a 'unité.

Lorsque nous n’avons pas plus de raison de croire a l'arrivée de E
qu'a celle de F, leurs probabilités sont égales, et I'on a conséquem-
ment p=¢q = {. Cest ce qui a lieu dans le cas d’une piéce que 'on
projetie pour la premiére fois, et dont la constitution physique nous est
inconnue; -E étant alors I'arrivée de I'une des deux faces, et F celle de
la face opposée. Au lieu d’un événement qui doit arriver ou ne pas
arriver, E peut éire une chose quelconque dont il s'agit de savoir si
elle est vraie ou fausse : @ est alors le nombre de cas ou nous la
croyons vraie, et & le nombre de cas ou nous la jugeons fausse; p ex-
prime la probabilité de la vérité de E, et g celle de sa fausseté.

En évaluant dans chaque exemple; soit d’éventualité, soit de doute
et de critique, les nombres de cas favorables ou contraires 2 E et F, si
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Von a la certitude que cés nombres soient effectivement a et b, les
fractions p et g seront les chiances de E et F ; si cette évaluation résulte
seulement des connaissances que nous avons sur ces deux choses, p et ¢
rie sont que leury probabilités, et pourront différer, comme nous I'a-
vons expliqué, de leurs chances inconnues : il faudra toujours que
tous ces cas favorables ou contraires, soient également poss:bles sait
en eux<mémes, soit d’aprés ce que nous en savons.

(4). La certitude eést considérée, dans la théorie des chances, comme
un cas particulier de la probabilité : c’est le cas out un événement n’a
au cune chance contraire; elle est représentée dans le calcul par unité,
tandis qu'une pro jté quelconque est exprimée par une fraction
moindre que un,l‘arfaite perplexité de notre esprit entre deux
choses contraires, par 3, et Vimpossibilité par zéro. Cette notion de la
certitudé nous suffit; nous n'avons pas besoin de la définir ‘en elle-
méme , et d'une maniéte absolue; ce qui serait dailleurs impossible ;
car la certitude absolue est au nombre de ces choses que I'on ne définit
pas, et dont on peut seulement donner des exemples. Parmi les choses
que l'on appelle certaines, il y en a en trés petit nombre, qui le sont
rigoureusement, telles que notre propre existence; quelques axiomes,
non-seulement certains, mais évidents ; des propositions, comme les
théorémes de la géométrie, par exemple, dont on démontre la vérite,
ou dont on prouve que le contraire est impossible. Les choses non
contraires aux lois générales de la nature, qui nous sont attestées par
de nombreux témoignages, et celles qui sont confirmées par une expé-
rience journaliére, n’ont cependant qu’une trés forte probabilité, assez
grande pour qu'on n’ait pas besoin de la distinguer de la certitude
compleéte, soit dans les usages de la vie, soit ‘méme dans les sciences
physiques et dans les sciences historiques.

Le calcul des probabilités a4 pour objet de déterminer dans chaque
question d’éventualité ou de doute, le rapport du nombre des cas fa-
vorables & I'arrivée d'un événement, ou a la vérité d’'une chose, au
nombre de tous les cas possibles; desorte que nous puissions connaj-
tre, d’'une maniére précise, d'aprés la grandeur de cette fraction plus
ou moins approchante de I'unité, la raison que nous avons de croire
que cette chose soit vraie, ou que cet événement a eu ou aura lieu,
et que nous puissions aussi, sans aucune illusion, comparer cette raison

5..
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de croire, dans deux questions de nature toute différente. 11 est fondé
sur un petit nombre de régles quenous allons exposer, et qui se démon-
trent en toute rigueur, comme on vient d’en voir un exemple, rela-
tivement a la proposition du n° 2. Ses principes doivent étre regardés
comme un supplément nécessaire de lalogique, puisqu’il y a un si
grand nombre de questions ou 'art de raisonner ne saurait nous con-
duire a une entic¢re certitude. Aucune autre partie des mathématiques
n’est susceptible d’applications plus nombreuses et plus immédiate-
ment utiles. On verra, dans le second chapitre de cet ouvrage,
qu’elles s'étendent & des questions abstraites et controversées de la
philosophie générale, dont elles donnent un ution claire et in-
contestable.

(5)- Si pet p' sont les probabilités de deux événements E et E/, in-
dépendants I'un de l’autre, la probabilité de leur concours ou d’un -
événement composé de ces deux-la, aura pour valeur le produit pp'.

En effet, je suppose que I'événement E soit 'extraction d’une boule
blanche, d’une urne A qui contient un nombre ¢ de boules, savoir,
a boules blanches et ¢ — a boules noires, et que E’ soit I'extraction
d’une heuleblanche , d’'une autre urne A’ contenant ¢’ boules, dont «'’
blanches et ¢’— a’ noires. D’aprés ce qui précéde, on aura
D

y P=

YR
AR

P= )
pour les probabilités. de E et E'. L'événement composé sera l'arrivée
de deux boules blanches, I'une extraite de A, 'autre de A’. Or, si I'on
tire au hasard une boule de chacune de ces deux urnes, toutes les
houles de A pourront arriver avec toutes celles de A’; ce qui donnera
un nombre c¢’ de cas également possibles. Dans ce nombre total, les
cas favorables a I'événement composé résulteront des combinaisons
de toutes les boules blanches de A avec toutes les boules blanches
de A’; le nombre de ces cas favorables sera donc le produit aa’. Par
conséquent, la probabilité de I'événement composé aura pour valeur
(n° 2) lerapport de aa’ i cc', ou, ce qui est la méme chose, le pro-
duit des deux fractions p et p

On verra de méme que sip, p', p', etc., sont les probabilités d’'un
nomble quelconque d’événesnents E, E/, E, etc., indépéndants les uns
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des autres, la probabilité de leur concours, ou d'un événement composé
de tous ceux-la, sera le produit pp'p"” etc. Cette proposition générale
peut aussi se déduire du cas particulier d'un événement composé de
deux autres; car, si le produit de p et p', ou pp/, est la probabilité du
concours de E et E, celle du concours de cet événement composé et
de E" sera de méme le produit de pp’ et de p”, ou pp'p”, celle du
concours de ce second événement composé ét de E” sera le produit
de pp'p" et de p", ou pp’p”p”’, et ainsi de suite.

Toutes les fractions p, p’, p”, etc., étant moindres que l'unité, du
moins quand aucun des événements E, E', E’, etc., n'est certain, il
s'ensuit que la probabilité de I'événement composé est aussi moindre
que celle de chacun des événements dont il.dépend. Elle s’affaiblit de
plus en plus 42 mesure que leur nombre augmente; généralement, elle
tend vers zéro, et serait tout-a-fait nulle ou infiniment petite, si ce
nombre devenait infini : il n’y a d’exception que quand la série in-
finie des probabilités p, p’, p’, etc., se compose de termes qui appro-
chent indéfiniment de 'unité ou de la certitude ; leur produit, dans’
ce cas, a pour valeur une quantité de grandeur finie, moindre que
I'unité. Si, par exemple, on désigne par « une quantité positive,
plus petite que I'unité, ou tout au plus égale 4 un, et que I'on prenne

2 2

" "m— s
p=a, pP=1—a*, pl=1—r, p”._r—g—,etc.,

pourles valeurs de p, p’, p', etc.; leur produit, ou la probabilité de
I'événement composé, sera égal, d’aprés une formule connue, i

1 . ’ e e e . ,
-sina7, en désignant, a I'ordinaire, par 7 le rapport de la circonfé-
z

rence au diametre.

(6). Voici un probléme relatif a la probabilité d’'un événement com -
posé, dont nous doanerons la solution pour exemple de la regle pré-
cédente. A

Je suppose que l'on ait & retrancher I'un de I'autre deux nombres
pris au hasard ; on demande la probabilité que la soustraction totale
s'effectuera sans qu’on ait besoin d’augmenter le chiffre supérieur dans
aucune des soustractions partielles.

Les chiffres supérieur et inférieur qui se correspondent pouvant
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avoir chacun dix valeurs différentes, depuis zéro jusqu’ag, il s'ensuit
qu’il y aura ceut cas distincts et égalernent possibles dans cliaque sous-
traction partielle. Pour qu'elle se fasse sans augmentation du chiffve
supérieur, il faudra que eelui-¢i surpasse le chiffre inférieur, ou qu’il
lui soit égal. Or, cela aura lieu dans 55 dés 100 cas possibles, savoir,
dans un seul cas quand le chiffve supéri¢ur sera zéro, dans deux cas
qguand il sera I'unifé, .... dans dix cas lorsqu’il sera le chiffre g} ce
qui forme une progression arithinétique de 10 termes, dont la somme
est £ 10 (1 4= 10), ou 55. La probabilité relative & chaque soustraction
partielle séra dorrc le rapport de 55 & 100 ; par cotiséquent , la proba-
bilité que les soustractions partielles s’effectueront toutes a la fois sans
auguienter le chiffre supérieur, aura (0,56) pour valeir, en désignant
par i lear nombre, ou celui des chiffres supérieurs ou inférieurs.

S’il s’agit; par cxemple, de retrancher 'une de lautre les parties
décimales des logarithmes pris dans les tables de Callet, on aura

i =17, (0,55) = 0,0152243....;

c’est-a-dire une probalilité comprise entre 2% et .

On obtiendrait également (0,55)' pour la probabilité d’ajouter 1'un
a Pautre deux nombres de 7 chiflres, sans qu’aucune des additions par-
tielles donne une unité a retenir.

(7)- SiE, E', EY, etc., sont lés arrivées successives d’'un méme évé-
nement E, et que leur nombre soit m, le produit pp'p” etc. se chan-
gera dans la puissance p™ qui exprimera, par conséquent, la probabi-
lité que E arrivera m fois dans un pareil nombre-d’épreuves, pendant
lesquelles la probabilité de cet événement demeurera constante et égale
4 p.Deméme, Eet F étantles deux événements contrairesdontles proba-
bilités sont p et q, de sorte qu'on ait p -+g==1 (n° 3); si ces chances de-
mieurent coiistantés pendant un nombre m - n d’épréeuvés, le produit
prq* sera la probahiEté que E airivera m fois et F les n autres fois
dans un ordre déterminé; ce qui se déduira de la régle du n° 5, ¢n
supposant le nombre des événements E, E', E", etc., égal & m - n,
et prenant E pour m d’entre eux et F pour les » atitrés. L'ordie dans
lequel ces événements E et F devront se succéder n'influe pas. sur
cette probabilité pmq", de I'événement composé : elle est la miémeé
pour que E arrive dans les m premitres éprenves, et F dans les 7
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derniéres, ou wice versa; ou bien encore, lorsque ces événements
devront étre mélés, d’'une maniére déterminée. Mais si l'ordre que
doivent suivre E et F n’est pas donné, et qu ‘on veuille seulement que
dans un nombre m --n d’épreuves, E arrive m fois et F arrive z fois,
dans un ordre quelconque, il est évident que la probabilité de cet autre
événement composé surpassera celle qui répond a chaque ordre dé-
terminé ; elle sera , en effet, un multiple de p¢", dont on donnera plus
loin I'expression generale.

Lorsque les chances de E et F sont égales, onap=q =1; etsil'on
faitm -+ n = w, la probabilité de l'arrivée, dans nn ordre déter-
miné, de E un nombre m de fois, et F un nombre n de fois, devien-

dra (££; en sorte que non-seulement elle ne dépendra pas de I'ordre
de ces arrivées, mais elle sera aussi indépendante de leur proportion,
et ne dépendra plus que du nombre total x des épreuves. Ce cas est
celui d’'une urne contenant des nombres égaux de boules blanches et
de houles noires, dans laquelle on fait p tirages successifs, en re-
mettant 4 chaque fois dans l'urne la boule qui en est sortie. La pro-
babilité d’amener w boules blanches est égale & cclle d’amener m
boules blanches et n boules noires dans un ordre déterminé. Quard
w est un nombre considérable, elles sont 'une et l’autre trés petites,
mais non pas moindres 'une que l'autre. Avant que les tirages aient
commencé, on n'aurait eu ni plus ni moins de raison pour croire, soit
a l'arrivée d’'une suite de boules de la méme couleur, soit a l'arrivée
d’un pareil nombre de boules, les unes blanches et les autres noires,
dans un ordre que quelqu’un eiit assigné arbiirairement. Cependant,
si nous voyons sortir successivement de 'urne, par exemple, trente
boules d’'une méme couleur, et que nous soyons bien certains que les
boules blanches et les boules noires y sont constamment en nombres
égaux; ou bien si nous voyons arriver tout autre événement qui pré-
sente quelque chose de symétrique, tel que la sortie de trente boules
alternativement blanches et noires, celle de «quinze boules blanches
suivies de quinze boules noires, nous sommes portés i croire que ces
événements réguliers ne sont pas l'effet du hasard, et que la personne
qui a tiré les trente boules connaissait Ia couleur de chacune d’elles, et
les a choisies dans une vue particuliére. Dans de pareils cas, I'interven-
tion d’'une cause autre que le hasard a effectivement une probabilité
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tres approchante de la certitude, ainsi qu'on le verra par la suite.

(8). La puissance ¢" est la probabilité que 'événement F arrivera n
fois de suite, sans interruption; en la retranchant de l'unité, on aura
donc la probabilité de I’événement contraire, c’est-a-dire, la probabi~
lité que dans 7 épreuves consécutives, I'événement E arrivera au
moins une fois; par conséquent, si 'on désigne par r la probabilité de
cet événement composé, et qu’on mette 1—p au lieu de ¢, ilenrésultera

re=1—(1—p).

En égalant'a £ cette valeurde r, on déterminerale nombre d’épreu-
ves nécessaire pour qu'il y ait la méme raison de croire que E arrivera
ou qu'il n’arrivera pas, ou autrement dit, pour qu’il y ait un contre un
a parier que E arrivera au moins une fois. On aura alors

log 2

(1—p)r=1i, n=— 1 =}

Si E est, par exemple, I'arrivée d’'un six, ou celle d’une autre face dé-
terminée, quand on projette un d¢ a six faces, on aura

P=5 n=3,8018....;

en sorte qu’il y aura de I'avantage a parier que six arrivera au moins
une fois en quatre coups, et du désavantage a parier qu’il arriverait
en trois coups. Si 'on projette deux dés a la fois, et que E soit I'ar-
rivée du double-six, on aura

P= 35 n=24,614....;

_ce qui montre que l'avantage sera pour le joueur qui pariera d’amener
un double-six en vingt-cingq coups, et le désavantage pour celui qui
parierait de 'amener en vingt-quatre coups.

L’expression générale de r nous fait voir que quelque faible que soit
la chance p d’un événement E, pourvu qu’elle ne soit pas tout-a-fait
nulle, on peut toujours prendre le nombre n des épreuves, assez
grand pour que la probabilité que E arrivera an moins une fois, ap-
proche aussi prés qu'on voudra de la certitude ; car quelque peu dif-
férente de l'unité que soit la fraction 1 — p, on peut toujours prendre
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I’exposant . assez grand pour que la puissance (1—p)* tombe au-
dessous d’une fraction donnée. C’est en cela que consiste ]a différence
essentielle entre une chose absolument impossible et un événement E
dont la chance p est extrémement petite : 1a chose impossible, n’arri-
vera jamais, et I'événement aussi peu probable qu’on voudra, arri-
vera toujours, trés probablement, dans une série d’épreuves assez long-
temps prolongeée.
Par la formule du binome, on a

n.n—l1.n=—

(1—p)"= I"l'-np'f"n',"_;-I p+ 123, —'P St-etc.;

s 72 est un trés grand nombre, el qu'on remplace n—1, n— 2, etc.,
par n, on aura, a trés peu prés,

(1—pr=1—4np-+ ':,—P;+ — 3 -+ etc.;

série qui est le développement de e—™, en désignant par e la base des
logarithmes népériens;; il en résultera donc

r—=1—e",

4 I
pour la valeur approchée de r. Dans le cas de p= =, cette valeur sera

le rapport de e—1 & e. Par conséquent, si la chance d’un événement
E est 'unité divisée par un trés grand nombre #, il suffira d’un pareil

’ . . vge, 7 C wmum
nombre 7 d’epreuves pour qu’il y ait une probabilité = , ou a peu
e
pres égale : a2 3» que E arrivera au moins une fois.

(9). Lorsque deux événements E et E,, ne sont point indépendauts,
cest-a~dire, lorsque l'arrivée de I’'un influe sur la chance de I'autre, la
probabilité de I'événement composé de E et E, est égale 4 un pro-
duit pp, dans.lequel p représente la probabilité de I'événement E qui
doit arriver le premier, et p, exprime la probabilité que E étant d’a-
bord arrivé, E, arrivera ensuite.

Ainsi, a et b désignant les nombres de boules blanches et de boules
noires contenues dans une urne A, et ¢ leur somme a4 4; si E est 'ar-
rivée d’une boule blanche 4 une premiére épreuve, et E, celle d’une
boule blanche a un second tirage, sans qu’on ait remis la boule sortie

6
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au premier, on aura d’abord
a

p=3

mais au second tirage, le nombre total des boules sera réduit 4 c — 1,
et celui des boules blanches 2 @ — 1, on aura donc

a—I

Pe=

e—1’

pour la probabiltté de la sortie d’une nouvelle boule blanche; et, par
conséquent ,

a.a—1
), = ——
PP c.c—1"’

pour celle de P'extraction de deux houles blanches.
Par la méme regle, on trouvera

ad
PP'=c.c—l’

pour la pr obabilité de I'extraction d’une boule blanche ¢t d'une houle
noire, dans un ordre déterminé, et sans remettre dans I'urnc la boule
sortie au premier tirage.

Généralement, si 'on fait in + n tirages successifs sans remettre
dans A les houles sorties, et que I'on désigne par @ la probabilité d’a-

mener, dans un ordre déterminé, m boules blanches et 2 boules
noires, on aura

aa—1.a=—2....a—m=+1.0.b—1.0—2....0—n-4,
w =
CC—1.C—2..,.C— M —n + 1

quel que soit cet ordre déterminé. En effet, si dans les m' <47 premiers
tirages, il est sorti m’ houles blanches et r’ boules noires, le nombre
¢ — m' — 1’ des boules restantes, se composera de @ —m’ blanches et
b —n noires ; les probabilités d’amener, soit une houle blanche, soit
une houle noire, dans un nouveau tirage, seront donc

a—nm' b—n'

—_— N —
c—m —n'’ c—m' —n'’

or, en prenantsuccessivenent dans ces deux fractions, tous les nombres
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depuis zéro jusqu’a m—1 pour m', et depuis zéro jusqu'a n—1

pour 7', le produit des m—-n quantités qu'on obtiendra de cette ma-
niére, devra évidemment former la valeur de @ ; ce qui coincidera
avec la formule que I'on vient d’écrire.

Si Pon remettait 4 chaque (ois dans A la boule blanche ou noire
qui en est sortie, les chances d’une boule blanche et d’'une boule

. . . a b
noire demeureraient constantes et égales a zet2, pendant toutes les

¢épreuves, etla probabilité d’amener m houlesblanches et zzboulesnoires,

dans un ordre déterminé, serait le produit de (g)m et (%)u, ou _CE":"_f"T

C’est & quoi se réduit effectivement l'expression de =, quand les nom-

bres a et & sont extrémement grands, et peuvent étre considérés comme

infinis, par rapport & m el n, ce qui rend invariables les chances d’une

houle blanche et d’une boule noire, pendant toutela durée des épreuves.
En faisant = o dans la valeur de @, il en résulte

a.a—i.a—2,..a—m--1
CoC~=T1 C—2,..C—M=41

?

pour la probabilité de extraction de 2 boules blanches sans inter-
ruption. Au lieu d’une urne A, si I'on avait, par exemple un jeu com-
posé de seize cartes rouges et autant de cartes noires, et si 'on deman-
dait la probabilité d’en tirer les seize cartes rouges en seize tirages, on
ferait

a =16, c= 3, m=16,

et il en résulterait

__1.2.3.....15.16
- 17.18.19...31.32

?
ou bien, en réduisant

I
@ = GoroBodge

uantité, comme on voit, un peu au-dessous d’un six-cent millio-
nieme. Il faudrait, en conséquence, essayer un peu plus de six-cent

millions de fois pour qu’il y eit une probabilité égale a ; » OU a peu
6..
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pres deux a parier contre un, que les seize cartes rouges sortiraient au
moins une fois sans interruption.

(10). Si un événement E peut avoir lieu de plusieurs maniéres dis-
tinctes et indépendantes entre elles; que d'une premiére maniére, la
probabilité de son arrivée soit p,; que d’une seconde maniére, elle
soit p,; etc., la probabilité compléte sera la somme de toutes ces pro-
babilités partielles, de sorte qu’en la désignant par p, on aura

p=p:.+p.—+ ps+etc.

Supposons, pour fixer les idées, que I'on ait un nombre donné i
d’'urnes A, contenant des boules blanches et des boules noires, et que
le nombre total de boules et le nombre de boules blanches soient c,
et @, dans une premiere urne, c, et 4, dans une seconde, etc. Suppo-
sons aussi que E soit I'extraction d’'une boule blanche, en mettant la
main au hasard dans I'une de ces urnes. Cet événement pourra alors
arriver de i manieres différentes, puisque i est le nombre d’urnes d’ou
la houle blanche pourra sortir. La probabilité que la main se portera

’ I
sur I'une de ces urnes sera la méme pour toutes et égale a -; lachance

« [/] a [24]
d’extraire une boule blanche sera -c—‘, z etc., selon 'urne sur la-

PP

3 Cy" €3
quelle la main se portera effectivement; d’apres la regle dun° 5, les pro-
babilités p, , p., ps, etc., des diverses manieres dont E pourra arriver,

seront donc

8

AR

1
s Pa=7 oo p3=;.-—c—3,etc.,'

e~ =

Pv=

et il 'agira de prouver que la probabilité compléte p de D'extraction
d’une boule blanche, de I'une ou de I'autre de toutes les urnes A, aura

pour valeur

o

1

, p=§(§:+‘c‘—:+§j+ etc.).

La démonstration de cette regle est fondée sur un lemme qui sera
également utile dans d’autres occasions.

Concevons un nombre quelconque i d’urnes C, contenant des houles
blanches et des boules noires en proportions diverses, mais dont le
nombre total soit le méme et représenté par w pour chacune de ces
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urnes; la probablhte d’extraire de, leur ensemble une boule blanche
ne changera pas si l'on réunit les ix boules qu’elles contiennent dans
une seule urne B. En effet, elles y formeront des groupes disposés d’'une
maniére quelconque, dont chacun contiendra les boules provenant
d’une méme urne C, et qui seront tous composés d’'un méne nombre w
de houles, ce qui suffit pour que la chance d'y porter Ja main soit

’ « I
.la méme pour tous ces groupes, et égale a -, comme quand chaque

groupe était renfermé dans une urne C. La chance de tirer une boule
blanche du groupe ou la main se portera n’aura pas non plus changé;
par conséquent, la probabilité d’extraire une boule blanche sera la
méme pour 'urne B et pour le systtme des urnes C. Cette conclusion
n’aurait plus lieu, si les nombres de boules que les urnes C renferment
étaient inégaux; quels qu'ils soient, la chance que la main se portera

, T .
sur 'une des urnes sera la méme, et égale a ;; mais quand toutes les

boules auront été réunies dans I'urne B, les groupes qu’elles y forme-
ront contenant des nombres inégaux de boules, la chance que la
main s’y portera ne sera pas égale pour tous ces groupes : elle est
évidemment plus grande pour ceux qui seront formés d’un plus grand

nombre de boules.

, , . . [ a a.
Cela posé, réduisons toutes les fractions "y o =, etc., a un méme
2

dénominateur, que nous désignerons par ;l.. SOIent alors’& e, ,
a3, etc., leurs numérateurs, de sorte qu'on ait v

@ a, o, as 23
= -, =2, = -, elc.
® P

nl_h

il €y’ lad C3

La chance d’extraire une boule blanche de chacune des urnes A , et
par conséquent de l'ensemble de ces urnes, ne changera pas si l'on
remplace chacun des nombres ¢,, c,, ¢;, etc., de boules blanches ou
noives, par le méme nombre g, et les nombres a,, a,, a, etc., de
boules blanches, par @,, @,, a;, etc. La probabilité de I'extraction
d’une boule blanche ne changera pas non plus, si I'on réunit ensuite
toutes ces boules dans une méme urne C. Or, cette urne contenant
alors un nombre total iw de boules, parmi lesquelles il y aura un
nombre @, -4 @, -4~ a@;-}-etc., de boules blanches, cette probabilité sera
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le rapport du second nomibre au premier, ou, ce qui est la méme
chose,

1 /e, e, o3

7 <;+;;+ “ +.elc-);
quantité qui coincide, en vertu des équations précédentes, avec la
valeur de p qu'il s'agissait de démontrer.

(11). Pour appliquer cette régle a4 des exemples, supposons d’a-:
bord qu’il soit 4 la connaissance d’une personne qu’une houle a ¢té
extraite, ou d’'une urnc A contenant cinq houles blanches et une houle
noire, ou d’une urne B renfermant trois houles blanches et quatre
boules noires, et qu'elle n’ait aucune raison de croire que cette houle
soit sortie plutét de I'une que de Iautre des deux urnes. Pour cette
personne , la probahilité @ que la bhoule extraite est une houle
blanche sera

.

car pour elle, cet événement a pu arriver de deux maniéres différentes,
et les prohabilités p, et p, qui s’y rapportent sont

Pour une autre personne, qui sait que la boule extraite est sortie de
B, la ?mbabilité p quelle est noire a pour valeur
E4
4 48

P=7=
8 '
8
que la boule extraite est hlanche , et la seconde qu’elle est noire.
Entre ces deux opinions contraires, c’estla derniére que nous devons
adopter, parce que la seconde personne est plus instruite que la pre-
miere en cc qui concerne I'événement dont il s’agit; et cependant
48
84

nion, est moindre que la probabilité glz-, sur laquelleautre personne

. 53 1 .y .
Les fractions 8% et g7 surpassant _, la premieére personne doit penser

la probhabilité 3~, sur laquelle cette seconde personne appuie son opi-

appuyait la sienne. C’est un exemple fort simple, et qu'on pourra
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aisément multiplier, de ce qui a été dit précédemment (n° 1), sur
les jugements contraires portés dans une méme question par des
personnes différemment instruites.

Supposons encore que nous sachions qu'une urne A renferme un
nombre donné n de boules blancheset de boules noires, dans une propor-
tion qui nous est ahsolument inconnue. Nous pourrons faire sur cette
proportion, 7 -+ 1 hypotheses différentes et également possibles, qui
seront autant de mani¢res distinctes dout ’extraction d’unc boule
blanche pourra avoir lieu. Ces hypothéses seront 7 houles blanches,
72— 1 boules blauches et une noire, 7 — 2 boules blanches et deux
noires,. ... n houles noires; toutes ces suppositions élant également

possibles, la probabilité de chacune d’elles sera n—_;_—l; par conséquent,

les probabilités partielles de I'extraction d’une boule blanche, dans ces
diverses hypotheses, auront pour valeurs

I n 1 n—:1 1 n—9

1)' — n—-f-—l N ;l, p, = Il_-—l-_[ . —Tl—’ [)9 — r_ﬁ . —~n—, cle.
et la probabilité compléte @ de cet cvénement sera

n—iI n—2 n—n
T =i n+'—+ +ob )

quantité qui se réduit a 3, comme cela devait étre, puisque nous
n'avons aucune raison de croire a I'arrivée d’une boule blanche plutot
qu'a celle d’une boule noire.

Mais si nous savons que dans l'urne A, le nombre des honles
blanches cst certainement plus grand que celui des boules noires

P ’
la valeur de @ surpassera +; et pour la déterminer, il faudra distinguer
p 3 p ) i)
les deux cas de 7 impair et de 7 pair. Si 'on désigne par i un nom-
P P P
bre entier quelconque et qulon ait # = 2i 1, on ne pourra faire
’ P

que i « hypotheses différentes et également possibles, savoir, 2i41
boules blanches, 2i houles blanches et une noire,... i 4 1 boules
blanches et { houles noires ; et dans ce premier cas, la valeur compleéte
de @ sera

D 2L 4 1 bY) 20 = I41
w_z'+T(zi+l+2l'+l+21+l+ +2z+|
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quantité qui se réduit a
3id-2

Elle est 'unité , comme cela doit étre , pouri = o; elle s'approche in-
définiment de £, en diminuant toujours, & mesure que i augmente
de plus en plus. Dansle cas de # = 2i <4~ 2, on peut aussi faire i 4 1
hypothéses également possibles : on peut supposer que A renferme
2i =+ 2 boules blanches, 2i 4 1 boules blanches et une boule noire,
.+ + i =~ 2 boules blanches et i boules noires. Il en résulte

1 2i 42 241 i42
w-_i-}-l(2_i~+—2'+2i+2+2i+2+"'+2i+2)’

2l

ou, ce qui est la méme chose,
1 344

.—-;:-21-_*_2’ .

pour la valeur compléte de @. Comme la précédente, elle est @ =1

et @ =% , pour les valeurs extrémes i = o0 et i = co. Pour tout autre

. . \ ,_» y . l:
nombre envtler i, elle excéde la précédente d’une fraction TETIET
dontle maximum est ;l/i etrépond 4 i =1. -

Une urne A contenant un nombre total ¢ de boules, dont @ boules
blanches, concevons que ces boules soient partagées dans son intérieur,
en groupes tels que|le premier renferme c, boules dont a, blanches,
le deuxieme ¢, boules dont @, blanches, etc., de sorte que I'on ait

¢, + ¢, + ¢y 4 etc. = ¢,
a, -+ a, + a; 4+ etc. = a.
Soit p la probabilité d’extraire une boule blanche de cette urne; elle
devra étre égale a 5; ce qui fournira simplement une vérification de

la régle dunuméro précédent. Une boule blanche pourra sortir du pre-
mier groupe; et pour cela, la chance sera le produit de la probabi-

sar C . a
lité - que la main se portera sur ce groupe, et de la chance —* qu’elle
S C ’ a
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en cxtraira une boule blanche. Il en sera de méme a I'égard de tous
es autres groupes; d’ou I'on conclura
les aut pes; d’

— &, %4 O Py O a3
. P—-c-cl+c--c2-+c.c3+eth

\ ’ . . «a
pour la valeur compléte de p; laquelle se réduit effectivement a -,
c

en vertu de la seconde des deux équations précédentes. Mais si I'on
place tous ces groupes dans des urnes différentes A, , A,, A,, etc., la

. . a .
chance d’en extraire ensuite une boule blanche, ne seraplus -, si ce

n’est dans le cas ou tous les nombres ¢,, c,, cs, etc., seront égaux :
genéralement, elle dépendra de la maniére dont les boules blanches
et noires de A se trouveront distribuées entre A, , A,, Ay, etc.; et nous
ne pourrons la calculer que quand cette distribution nous sera connue.
Cependant, pour quelqu’un qui ne la connait pas, la raison de croire
a l'arrivée d’'une boule blanche, en tirant au hasard dans I'ensemble
des urnes A,, A,, Ay, etc., est évidemment la méme que celle de
croire a la sortie d’une pareille boule, extraite de A ; par conséquent,
la probabilité de cette sortie, distincte de sa chance propre, sera, pour

, v a
cette personne, égale 4_. Je suppose, par exemple, que A renferme

deux boules blanches et une boule noire, et que I'on ait mis deux
boules dans A, et la troisitme dans A,. Pour cette personne, il y aura
trois distributions également possibles des trois houles de A enire A,
et A,, savoir : les deux blanches dans A, , et la boule noire dans A,;
une bouleblanche etla noire dans A, , et I'autre boule blanche dans A, ;
cette seconde boule blanche et la boule noire dans A,, et la premiere
boule blanche dans A,. Dans ces trois cas, les probabilités d’extraire
une boule blanche de I'une ou l'autre des urnes A, et A,, seront

$(40), $(3+1), 1(GE+1)

en prenant leur somme et la divisant par trois, on aura donc ; pour
la probabilité compléte de cette extraction, comme pour celle d’'une
boule blanche, de I'urne A. V

Considérons enfin un syst¢tme d’urnes D,, D,, D, etc., dont la pre-
miére renferme un nombrec, de boules parmi lesquelles @, boules blan-

7
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ches, la deuxieme un nombre ¢, de houles dont @, houles blanches, etc.;
et supposons que par une raison quelconque, il n’y ait pas la méme
chance pour toules ces urnes, que la main s’y portera pour en ex-
traire une houle blanche ou noire. Désignons alors pag £, la proba-
bilité qu’elle se portera sur I'urne D,, par &, la probabilité qu’elle sc
portera sur l'urne D,, etc. Par la régle du n° 5, la probal)i]ité d’ex-

traire une houle blanche de la premiére urne sera 4, o de la se-

conde / , etc. ; ces produits exprimeront donc les probabilités par-

tielles p, , pa » P3» etc., relatives aux diverses manieres dont I'extraction
d’'une houle blanche pourra avoir lieu ; par conséquent, la probahilité

iPp q s 1ap
complete 7 de cet événement aura pour valeur

k a, 13(13

=0 2

- etc.

Laconsidérationd’un s_ystéme d’urncsA, ,A,, Aj,etc., pourlesquellesles
probabilitésk,, &,, k3, etc.,sont égales entre elles, a suffi & la démonstra-
tion de la regle du numéro précédent dans toute sa généralité; et cette
regle étant ainsi démontrée, son application a d’autres urnes D,, D,,
D;, etc., pour lcsquelles les chances 4., 4., A;, etc., ont des valeurs
quelconques, conduit ensuite, comme on voit, a I'expression de @
qui se rapporte 4 ce cas général. .

(13). Maintenant, soient E et F deux événements contraires, ou
qui s'excluent mutuellement, et dont Iun des deux doit toujours ar-
river. Désignous par p et ¢ leurs probabilités respectives, de sortc
qu’on ait (n° 3) .

r+q9=
Supposons que chacun de ces événements puisse avoir lieu de diverses
manieres, dont nous représenterons les probabilités par p,, p,, ps, etc.,
relativement 4 E, et par q,, 4., ¢s, etc., par rapport 4 F. En appli-
qnant successivement la regle précédentea E et a F, nous aurons

P =p -+ p.+ ps + elc,
g =q + 9. + ¢ + etc,

et, par conséquent,

P|+P|+Ps+ etc~+‘1-+(1,+gg+clc.—_:f.
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Dans une question quelconque d'éventualité, les termes du premier
membre de cette équation sont les probabilités des diverses combi-~
naisons’ favorables ou contraires a I'arrivée de E; cette équation ex-
prime donc que leur somme doit toujours étre égale a I'unité ou a la -
certitude; ce qui doit étre, en effet, si I'on a épuisé toutes les combi-
naisons possibles.

En vertu de cette méme équation, I'expression de p peut étre mise
sous la forme

_ Ip, + lp, + Ip;3 + etc. .
P = G ip F s+ ete. +iq, + I, ¥ Ig; F ete.?
{ étant une quantité que I'on prendra a volonté. Les termes de cette
fraction seront proportionnels aux chances p, , p,, etc., q,, ¢,, etc.,
des cas favorables ou contraires 4 larrivée de E. Or, si I'on sup-
pose que parmi les termes du numérateur, il y en ait un nom-
bre a’ qui soient égaux entre eux et représentés par o', un nom-
hre «" égaux entre eux et exprimés par &”, etc.; si I'on suppose
de méme que parmiles termes du dénominateur, il y ait un nombre
¢’ de termes égaux dont la valeur commune soit 9/, un nombre c"
d’autres termes égaux dont 9" soit la valeur commune, etc., l'ex-
pression de p deviendra
da 4 a'd" + a"a" 4 cte.
p= y'c' 4 " 44" 4 ete.”

Donc, lorsque tous les cas favorables ou contraires 4 un événement E,
n‘auront pas une méme chance, on obtiendra la probabilité de E, en
multipliant les nombres de cas également probables, par des quantités
proportionnelles a leurs probabilités respectives, et divisant ensuite la
somme de ces produitsrelatifs a tous les casfavorables, par la somme de
ces mémes produitsrelatifs a tous les cas possibles. Cette regle est plus
générale, et souvent pluscommode 4 appliquer, que celle du n° 2, en
ce qu'elle n’exige pas que I’on ait réduit 4 une égalité de chance, tous
les cas favorables ou contraires, d’'ou dépend, dans chaque question,
I'arrivée d’'un événement dont on veut connaitre la probabilité.

(14). Les régles des n>* 5 et 10 suflisent pour obtenir les formules
relatives a la répétition, dans une série d'épreuves, d’'un événement
dont les chances sont connues, soit quelles demeurent constantes,
soit qu’elles varient pendant les épreuves.

T
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Appelons toujours E et F les événements contraires, d’une nature
quelconque, dont I'un des deux aura lieu 4 chaque épreuve. Suppo-
sons, en premier lieu, que leurs probabilités soient constantes et don-
nées; et représentons, dans chaque épreuve, par p la chance de E et
par ¢ celle de F. Désignons aussi par « le nombre total des épreuves,
par m le nombre de fois que E arrivera, par n le nombre de fois
que F aura lieu. Nous aurons

pt+tqgq=1, m-4n=qwu

La probabilité que ces m et n arrivées de E et F auront lieu dans un
ordre déterminé, est indépendante de cet ordre particulier, et égale
a p"q" (n° 7); par conséquent, si 'on appelle IT la probabilité qu’elles
auront lieu dans un ordre quelconque, et K le nombre de manieres
différentes, dont m événements E et n événements F peuvent se suc-
céder dans un nombre p d’épreuves, on aura, d’aprés la regle

du n° 10,
n = Kprg~.

Pour déterminer K, je suppose d’abord que les » événements qui
doivent avoir lieu soient tous différents, et je les désigne par les
lettres A, B, C, D, etc. Ce nombre K sera alors celui des permuta-
tions que I'on peut faire subir & p lettres disposées comme les fac-

teurs d’un produit; or, il aura pour valeur
1.2.3,..p0 — 1.5

car si on le représente par K’ pour ¢ ~— 1 lettres, et qu'on ajoute en-
suite une lettre de plus, celle-ci pouvant occuper w places distinctes
dans chacune des permutations de & — 1 lettres, il en résultera uK'
pour le nombre de permutations de x lettres; et comme ce nombre
est 'unité quand w = 1, il s'ensuit quil sera successivement 1.2,
1.2.3, 1.2.3.4, etc., pour p =2, = 3, = 4, etc. Maintenant,
si un nombre m des lettres A, B, C, D, etc, représentent un méme
événement E, celles de leurs permutations qui ne difféerent que par
les places de E seront aussi les mémes; ce qui réduira le nombre des
permutations distinctes, au produit précédent, divisé par le nombre
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de permutations dont ces m letires E sont susceptibles, et qui est

1.2.3...m.

Si les ¢ — m ou £ autres lettres représentent aussi un méme événe-
ment F, il faudra également diviser ce produit par le nombre de per-
mutations de ces » lettres F, ou par

1.2.3... n.

Par conséquent , le nombre de permutations distinctes que 'on peut
faire avec m événements E et n événements F, c’est-a-dire la valeur
de K qu'il s’agissait d’obtenir, sera

1.2.3...
1.2.3... m.1.2.3...n'

K=

A cause de u = m +-n, cette quantité K est symétrique par rapport a
m et 4 n; mais on peut aussi I'écrire sous ces deux autres formes :

[ —_—1l.p=2...0=—Mm T
K # o ¢ -+

1.2.3...m ’

K_,u.fc—l.y—z...p—n-l- 4

1.2.3...n ’

qui montrent que la probabilité I1, ou le produit Kp”q™, est le terme
du rang m -4 1 dans le développement de (p 4+ ¢¥* ordonné sui-

vant les puissances croissantes de p, ou le terme du rang n<- 1 dans
ce développement ordonné suivant les puissances croissantes de ¢.

On conclut de la que dans le cas que nous examinens, ou les chances
p et g des deux événements contraires E et F sont constantes, celles
de tous les événements coraposés qui peuventarriver dansun nombre g
d’épreuves ont pour expressions, les différents termes de la formule
du binome p = ¢ élevé a la puissance .

Le nombre de ces événements est ¢ 4 1. Ils sont inégalement
probables, soit a cause de la multiplicité des combinaisons qui peut
les amener et qui est exprimée, pour chacun d’eux, par le nombre K,
soit a raison de l'inégalité des chances p et g. Dans le casde p =g,
I'événement le plus probable est celui qui répond a m = n, lorsque 4
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est un nombre pair, et 'un des deux qui répondent a m'— n = =&,
uand g est un nombre impair.

(15). Soit P la probabilité que E arrivera au moins m fois dans le
nombre w d’épreuves. Cet événement composé peurra avoir lieu de
m + 1 manieres différentes, savoir, lorsque E arrivera les nombres
de fois e, o — 1, ¢ — 2,... et enfin & —r ou m; les probabilités
relatives & ces m <+ 1 maniéres se déduiront de l'expression précé-
dente de [T, en mettant successivement w et zéro, w — 1 et 1, 2 — 2,
et2,... jusqu’am et n, au lieu de ces deux derniers nombres ; d'aprés
la regle du n° 10, la valeur compléte de P sera donc la somme de
ces 7 -+ 1 probabilités partielles; et, par conséquent, on aura

P b ppt T g SR T

, pmepg— e — 2. pe=— Q=1 m
LECEL I Ry | )(Ho
1.2.3...n P

de sorte que P sera la somme des 7 - 1 premiers termes du déve-

loppement de (p ~ ¢)*, ordonné suivant les puissances croissantes
de q.

Pour m =0, ou n =u, on aura

P=((p+9f=1;

ce qui doit étre, en effet, puisqu’alors l'événement composé com-
prenant toutes les combinaisons de E et F qui peuvent arriver, sa pro-
babilité P doit étre la certitude. Pour m = 1, cet événement est le
contraire de I'arrivée de F a toutes les épreuves; et, effectivement,
la valeur de P est, dans ce cas, le développement entier de (p -+ q)~,
moins son dernier terme ¢*; ce qui s’accorde avec la valeur de r
du n° §S.

Si . est un nombre impair 2i - 1, et si 'on demande la probabilité
que E arrivera plus souvent que F, on la déduira de I’expression gé-
nérale de P, en y faisant m = i <~ 1 et n = i. Si p est un nombre
pair 2i, on obtiendra la probabilité que E arrivera au moins autant
de fois que F, en faisant i —= n =1, dans cette méme expression.

(16). On déduit aussi de cette formule la solution du premier pro-
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bleme de probabilité que I'on ait résolu, que nous avons indiqué au
commencement: de cet ouvrage, et qui cst connu sous le nom de
prabléme des partis. Deux joueurs A ct B jouent ensemble & un jeu
quelconque, ot I'un des deux doit gagner un point a chaque coup;
p est la probabiliié de A, ¢ celle de B, pour gagner ce point; il reste
a A un nombre a et 4 B-un nomhre D de points i prendre pour gagner
la partie. On demande la probabilité « que ce sera A qui gagnera, ou
la probabilité € que ce sera B. L'un de ces dcux événements contraires
devant nécessairement arriver, la somnie a - € sera 'unité, et 'on
aura seulement « a déterminer.

Observons d’abord: que la partie sera terminée en un nombre de
coups qui ncsauraitexcéder @ = & —1; car dans ce nombre de coups,
il arrivera nécessairement que A aura gagné au moins un nombre a
de points, ou que B en aura gagné au moins un nombre b. De plus,
sans rien changer a leurs chances respectives de gagner la partie, les
deux joucurs peuvent convenir de jouer ce nombre @ 4 b — 1 de
coups; car dans cette série de coups, un scul joueur pourra prendre
le nombre de points dont il a besoin : sclon que A aura pris @ points
avant que B en ait pris 0, ou que B en aura pris un nombre 4 avaul
que A cn ait prisa, ce sera A on B qui aura gagné la partie, quelque
chose qui arrive cnsuite. Pour déterminer les chances « et €, nous
pouvons donc supposer qu’il sera toujours joué le nombrea~ b—
de coups. Alors « sera la probabilité que sur ce nombre d’épreuves,
un ¢événement E dont la chance est p 4 chaque épreuve, arrivera au
moins un nombre de fois.az; par conséquent, sa valeur se déduira de
Vexpression précédente de P, en y faisant

p=a-+b—1i1, m=a, n==b—1.

Sil'on a, par exemple,

on trouvera

112 131
* = =

ct € surpassant «, il s'ensuit qu'un joucur A donthabileté est double
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de celle de B, ou qui a une chance double de gagner chaque point,
ne peut néanmoins pamel, sans désavantage, de gagner quatre points
avant que B en ait pris deux. . .

Si les deux joueurs conviennent de se retirer sans achever la
partie, on verra plus loin que ce qui reviendra a A sera I'enjex multi-
plié par la chance « de gagner, &t 2 B le produit de I’enjeu et de la
chance 6, c’est-a-dire qu’ils devront partager I'enjeu proportionnel-
lement aux fractions et 6.

(17). Au lieu de deux événements E et F, supposons qu’il y en a un
plus grand nombre, trois, par exemple, que nous désignerons par E,
F, G, et dont un seul devra arriver a chaque épreuve. Soient p, ¢, 7,
leurs probabilités constantes, et x le nombre des épreuves. Par une
extension facile de la méthode du n°® 14, on trouvera

1.2.3... . p"q"re
1.2.3... m.1.2.3... n.1.2,3...0°

pour la probabilité que le premier des événements E, F, G, arrivera
m fois, le second n fois, le troisieme o fois. On aura, en méme
temps,

PHagdr=1, ma4n+4o=p;

etla probabilité dont il s’agit sera le terme général du développement
du trinome p + q - rélevé a la puissance .

Ce cas est celui d’'une urne qui renfermerait des boules de trois
couleurs différentes, dans les proportions marqueées par les fractions p,
q, r, etoules événements E, F, G, seraient les extractions de ces trois
sortes de boules, en remettant 4 chaque fois dans I'urne la boule
qui en est sortie.

En prenant dans le développement de (p + ¢+ r)*, lasomme des
termes qui renferment une puissance de p, égale ou supérieure a m,
on aura la probabilité que E arrivera au moins un nombre m de fois
dans un nombre x d’épreuves. Quel que soit le nombre des événe-
ments E, F, G, etc. , parmilesquels un seul arrivera a chaque épreuve,
on peut aussi déduire immédiatement cette probabilité, del’expression
précédente de P. En effet, représentons toujours par p, g, 7, etc.,
les chances constantes de E, F, G, etc.; a chaque épreuve, l'arrivée
de Pun ou l'autre des événements E, F, G, etc., peut étre considérée



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 57

comme un événement composé, que jappellerai F/'; en désignant
par ¢’ sa probabilité, on aura

¢=q+r—4etc., p+ q¢=1;

E et F’ seront alors deux événements contraires, dont un seul aura

lieu a chaque épreuve; par conséquent, la probabilité que E arrivera
au moins m fois, dans une série de w épreuves, s'obtiendra en met-
tant ¢’ au lieu de ¢ dans I'expression de P.

Pour donner un exemple de cette régle fondée sur le développement
de la puissance d’'un polynome, je suppose qu'une urne A renferme
un nombre m de boules portant les n® 1,2, 3,... m; on tire u fois
de suite une boule de cette urne, en y remettant a chaque fois la
boule sortie; la chance, a4 chaque tirage, de l’arrivée d’une boule
portant un numeéro déterminé, est la méme pour toutes Jes boules,

’ ’ . I ’ o
constante pendant les épreuves, et égale a —; cela étant, désignons

par n,, n,, ng,... n,, des nombres donnés qui peuvent étre zéro,
égaux, inégaux, pourvu qu'on ait toujours

n, + n, + n, "'+nm=f";

et soit U la probabilité qu'on ameénera, dans un ordre quelconque,
n, fois le n° 1, n, foisle n° 2,. . .n, fois le n° m : si 'on fait

¢+ ta4tsee. 4 2,) =19,

et que l'on développe 8 suivant les puissances et les produits des
indéterminées ¢,, ¢,, ¢3,... t,, la valeur de Usera le terme de ce

développement , contenant le produit 2, 2, 5 *. .. £, ™, dans lequel
on fera toutes ces indéterminées égales a # En représentant par N
le coeflicient numeérique de ce produit, nous aurons donc
U= L N;
mH

N étant un nombre entier, qui dépendra de u et des nombres »,, n,,
Tigye .+« Ny, SAVOIr,

— 1.2.3...,4
N= 1.2.3...7,.1.2.3¢..0;...1.2.3...05"
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ou I'on prendra 'unité pour le produit 1.2.3...n,, quand n, sera
zéro, et de méme pour chacun des produits semblables.

Cela posé, soit s la somme des numéros sortis dans les p tirages,
on aura

s=n, 4+ 2n, 4+ 3ny 4+ ... mn,.

Par conséquent, si s est un nombre donné; que 'on prenne successi-
vement pour 7,, 1,, 73, « « 1, tous les nombres entiers ou zéro- qui
satisfont a cette équation et dont la somme est égale a »; et que l'on
désigne par N’, N”, N, elc., les valeurs correspondantes de N, et

par V la somme de celles de U, il en résultera
V=" (N o N 4 N" 4 etc.),
m*

pour la probablhte d’avoir, dans unnombre . de txrages , une somme

de numéros donnée et egale as.
On calculera plus aisément la valeur de V en changeant dans § les

indéterminées ¢,, ¢,, fs,... t,, dans les puissances 2, ¢, ¢*... ¢~
d’'une méme quantité ¢ : si I'on désigne par T ce que 6 deviendra,
on aura

T={+ 2~ ... t"F;

et il est aisé de voir que la somme N’4-N"+N"'-}-etc. ne sera autre chose
que le coeflicient numérique de # dans Je développement de T; par
conséquent, sil'on représente ce coeflicient par M,, il en résultera

V= -2L1M,
mt

Ce coefficient M, dépendra des nombres donnés &, m, s, et s'obtiend ra

facilement dans chaque exemple.

Au lieu d'une seule urne V, on peut supposer qu’on ait un nom-
bre u d'urnes A,, A,; As,...A,, dont chacune contienne m boules
numerotées 1, 2, 3,...m, et tirer en méme temps une boule de
chacune de ces urnes. On peut aussi remplacer ces urnes par un pareil
nombre de dés : il s'agit de dés ordinaires, a six faces, portant les
n*1,2,3,4,5,6, ouaura m = 6, et V exprimera la probabilité
qu’en projetant simultanément un nombre u de dés , on aménera une
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iy , , ]
somme de numéros égale a s. Soit, par exemple, =3, et conse-
quemment

T=08(+t+4+o408404+ 67 V=gM

L e développementde T'secomposera de seize termes; les coeflicients des
termes €galement éloignés des extrémes, tels que M; et M5, M, et M,,,
..M, et M,,, seront égaux; la somme de tous les coeflicientsaura pour
valeur celle de T qui répond 3£=1, ou 6°; la somme des huit pre-
miers coefficients Mg; M,. .. , M, , sera égale 21 163, ainsi que la somme
des huit derniers M,,; M,,... M,;; d’'ou 'on conclut qu’en pro-
jetant trois d és ala fois, la probabilité d’amener 10 ot un nombre
moindre est %, comme celle d'amener 11 ou un nombre plus grand ;

ensortequ’o n peut parier a jeu égal, ouun contre un,que lasomme des
trois numeéros qui arriveront passera ou ne passera pas le nombre dix.
C’est sur ce résultat qu’est fondé le jeu qu ‘on appelle le passe-dix. Sans
le secours d’aucun calcul, on §’assure aisément de I'égalité de chance de
chacun des deux joueurs, en observant que chaque couple de faces op-
posées d’'un méme dé, porte les numéros dont la somme est sept, tels
que un et six; deux et cinq, trois et quatre. Il s’ensuit alors, que quand
les trois dés tombent sur le zapis, la somme des trois numéros supé-
rieurs, jointe a celle des trois numeros inférieurs, forme toujours le
nombre 21; par conséquent, si la premiére somme est au-dessus de
d ix, la seconde sera au-dessous et réciproquement. Les deux joueurs
sont donc dansle méme cas que sil'un pariait que ce sont les numéros
supérieurs qui passeront dix, et I'autre que ce sont les numéros infé-
rieurs. Or, il est évident que les chances de ces deux événements seront
égales; car quels que soient les trois numéros qui arriveront au-des-
sus et ceux qui arriveront au-dessous, l’événement contraire, c’est~
a-dire l'arrivée de ceux-ci au-dessus et de ceux-lia au-dessous, sera
également possible. Mais pour connaitre les chances des diverses
valeurs de s, depuis s = 3 jusqu’a s = 18, il est nécessaire de recou-
rir au développement de T. On trouve, en 'effectuant

My=M,;=1, M,=M,,=3, M;=M,;=6, M;=M;;=10,
M, =M, =15, M;=M,;=21, M;=M,,=25, M..=M, =27,
8'-
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pour les nombres des combinaisons de trois numéros qui peu-
vent amener les sommes 3 ou 18, 4 ou 17,...10 ou 11:en les
divisant par 6° ou 216, on aura les chances de ces diverses som- .
mes.

(18). Lorsque la chance de I’événement E varie pendant la durée
des épreuves, la probabilité de sa répétition un nombre de fois donné,
dépend de la loi de cette’ variation. Supposons, comme dans le n°g,
que E soit I'extraction d’une boule blanche, tirée d’'une urne A qui
contient des boules de cette couleur et des boules noires, et dans
laquelle on ne remet pas la boule sortie & chaque tirage. Soient a et
b les nombres de boules blanches et de boules noires que A renfer-
mait avant les épreuves, # le nombre des tirages, et @ la probabilité
qu’il sortira 2 boules blanches et 7 boules noires, dans un ordre déter-
miné; la valeur de @ sera donnée par la formule du numéro cité;
et cette valeur étant indépendante de I'ordre suivant lequel les boules
des deux couleurs se succéderont, si nous désignons par II la pro-
babilité qu’elles arriveront dans un ordre quelconque, nous au-
rons

N = Kao;

K étant le méme nombre que dans le n° 14, et en faisant toujours

man=p, a-b=c.
Faisons aussi

a—m=a, b—n=b, c—p=a +b=c;

en sorte que a’, &', c¢’, soient ce que deviennent, apres les tirages, les
nombres de boules des deux couleurs et leur somme, qui étaient
primitivement @, &, c. En ayant égard aux expressions de K et de @,
celle de IT pourra s'écrire ainsi

1.2.3...4.1.2.3...a.1.2.3...0.1.2.3...¢ .
1.2.3...m.1.2.3...n.1.2.3...a.1.2.3...0'.1.2.3. . .¢c ’

n=

ce qui permettra d’étendre facilement celte expression au cas ou A
renfermerait des houles de trois ou d’'un plus grand nombre de cou-
leurs différentes.
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En supprimant des facteurs communs au numérateur et au déno-
minateur, cette formule devient plus simplement (*)

.

= K#—le—2. s—n+1 'a.a—l.a—z...a—m-}-x.b.b—r.b—z....b—n-i—x

1.2.3...n c.C—1.c—2..C—pe41

La probabilité que surle nombre . de tirages il sortira de A au moins
m boules blanches, sera la somme des 2 -4 1 valeurs de IT que l'on

(*)Aprésles e tirages qui ont amené m boules blanches et nnoires, lachance d’a-
mener une blanche dans un nouveau tirage, dépend de ces nombres m et n, et est

égale Ei ;- Mais pour une personne qui saurait seulement qu’on a tiré de l'urne un

nombre g de boules, et qui ignorerait la proportion des blanches et des noires
qui en sont sorties, la probabilité de I’arrivée d’une boule blanche, dans un nou-

I
veau tirage, serait trés différente de cette chance < =iet d’aprés une note que vient
de m’adresser M. Emile Mondésir, ancien éleve de l’Ecole Polytechnique, la pro-

babilité dont il s’agit est indépendante des nombres m et n, et cgale a ;—1 comme
c

avant les tirages.
Pour verifier cette proposition sur un exemple, supposons gu’on ait

a=4, b=3, c=19, u=2, ¢ =5.

Relativement aux nombres m et n, il y aura trois cas possibles, mais in€gale-
ment probables, savoir m =2 etn==0, m =1 etn=1, m==o0 et n=2, Les pro-
babilités de ces trois cas différents, déduites de I’expression de I, seront respec~

. 2 1 . -
tivement =, 4, —; dans ces mémes cas, les chances de l'arrivée d’une blanche
7 1 .

3 ;
dans un tirage subséquent,auront pour valeuls 55 é; d’aprés les végles des

n® 5 et 10, la probabilité compléte de 1’cxtract|on d’une boule blanche, sera donc

la somme des produits de —'J-et 5 % 5, 4 ; laquelle somme est effective-

, , @ . ; . o .
ment égale & %, oua-. Je renverrai, pour la démonstration génerale, a la note de

M. Mondésir, qu'il se propose d’insérer dans le journal de M. Liouville.

La proposition est évidente quand ona a=~4; car dans ce cas, pour une per—
sonne qui ne connait pas les boules extraites de I'urne, il n’y a pas plus de raison
de croire, aprés comme avant cette extraction, i 'arrivée d’une boule blanche qu’a
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obtient, en mettant successivemeut au lieu de m et » dans cette der-
ni¢re formule, g et zéro, u — 1 et 1, 4 — 2 et2,...0 — n et n.
En désignant cette probabilité par P, nous aurons, de cette maniere,

Pec—1c—2.c—p+1=aa—1.a—2...a—p+41

+unbaa—1.a—2...a—p+42

-}-'”‘—I bb—1.a.a—1.a—2...a—p—+435

Fope—1 pr—2
+—=3 T 1.2.3

bb—i1b—2aa=—1.a—2.a—p+4

poope — 1. =2 e — 1 4 1 b=
+ 1.2.3...n !

wh=n41.a.a-1..a-m=1.

Dans le cas de m = o et n = p; on devra avoir P = 1; 0n en con-
clut donc

Cl=—T.L—2, .. C— M t+1=a.a—1.0—2...a=R-}1
+ub.aa—r1r.a—2...a—p+ 2

—

peott
+ 1.2

b.b=—1.aa—1.a=—2...a—p+ 3

+f‘f“—l {‘ bb -], b—-z,a.a-l.(l—2---ﬂ—,“+4

1.2.
e + e e « v e e e 8 o o 8 o s e + e ® 3 v =

. « e o « e e o e ¢« . . . « .« 0 . LY

+pbb=—1.b—=2...b —p 4 2.a
+bb—1.b=—2...0 —p—+41;

celle d’une boule noire; et par conséquent, la probabilité d’amener une boule
blanche, restetoujours égale a 4. On peut aussi remarquer que cette propositions’ac-
corde, dansle cas ou les nowmbres a et 4 sont infinis, avec uneautre qui sera démon-
trée danslasuite de cet ouvrage, et suivant laquelle il est certain que les nombres m
et n seront entre eux comme aet.b; alors, on est donc assuré que les nombres
a’etb’,des boules restantes dans l’urne sont encore entre eux comme aet b; en sorte
quela chance et la probabilité de I’arrivée d’une nouvelle boule blanche, ne sont

’

plus distinctes 'une de l'autre, et ont pour valeur le rapport 2 égala ;—z

C'
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ce gni coincide avec une formule connué et analogue a celle du bi-
nome. Dans cette formule et dans toutes celles de ce genre, chaque
quantité telleque a.a— 1.a — 2...a — i + 1; est un produit de m
facteurs pour lequel on doit prendre l'unité quand m = o: d'ou il
résulte que cette formule ne convient pas au cas de u = o ; exception
qui a lieu également pour la formule du binome appliquée a la puis-
sance z¢ro.

(19). Au lieu de faire p tirages successifs sans remettre les boules
sorties de A, il est évident que la probabilité d’amener m boules
blanches et 7z boules noires serait encore la méme, si 'on tirait en
une seule fois m - n ou © boules de cette urne. C'est effectivement ce
qu’on peut vérifier de la maniére suivante.

Je désigne généralement par G, le nombre de groupes composes
chacun de u boules, que I'on peut former avec les ¢ boules contenues

. dans A. On aura

c.c—1. c—ﬂ...c—f:-!-l
G, = ———

En effet, pour former tous ces groupes au moyen de ceux de . —1
houles, il faudra combiner chacun de ceux-ci avec lesc—p =41 houles
qu’il ne contient pas; ce qui donnerait un nombre (¢ —p 4-1)Gu -,
de groupes de g boules; mais comme il y a un nombre g de groupes
de w—1 boules qui donnent un méme groupe de ¢ boules; on devra
diviser ce produit (¢ =g = 1) G, —, par ¢ pour avoir le nombre de
groupes différents, composés de ¢ boules. On aura donc

or, pour =1, on a évidlemment G, =c; si donc on fait successi ve-

ment p=2, =3, =4, etc., il en résultera
c—1 «C= I
G'A_-_— 6= 1.2 '’
C=—2 C.C==1.C=2
Gs 3 -Go= 1.2.3
_¢—3 ~ cc—1.c—2.c—3
G, 4 Gy= 1.2.3.4

e o o ¢ o *® o e 8 o o e o

et enfin I'expression de G, qu’il s’agissait de démontrer.
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L. ceprésentant ce que devient G, par G'n, lorsqu’on y change ¢
et en a et m, et part G’,, quand on y fait le changement de ¢ et
en b et n, nous aurons de méme

G’ =a.a— 1.a=—2...a—m 1
m 1.2.3...m

?

y bb—1.b—2...b—n1
G\ = 1.2.3...n :

Le produit de G’,, et G", sera le nombre de groupes de m -7 ou x
boules que I'on peut former avec les a-+& ou c¢ boules contenues
dans A, et dont chacun renfermera m boules blanches et z boules noi-
res; la probabilité d'amener un de ces groupes en tirant a la fois x
boules de I'urne A, est d’ailleurs égale a leur nombre divisé par celui
de tous les groupes de w boules que A renferme, c'est-a-dire a ce
produit G',G",, divisé par G,; en la désignant par II, on aura donc

Y
G mGIn .

n= G

ce qui coincide avec la valeur de IT du numeéro précédent. L’ex-
pression de P du méme numeéro est aussi la probabilité d’amener
au moins m boules blanches en tirant a la fois # boules de I'urne A.

(20). Dans l'exemple de ce n° 18, la chance de I'événement E
variait pendant les épreuves, parce qu'a chaque nouvelle épreuve,
elle dépendait des nombres de fois que E et I'événement contraire F
avaient eu lieu précédemment; mais il y a d’autres questions dans
lesquelles ces deux événements, d’une nature quelconque, ont des
chances propres, indépendantes 4 chaque épreuve, de ce qui est
arrivé jusque la, et qui varient d’une épreuve a une autre.

Généralement, dans une série de p épreuves que I'on va faire ou
qui ont eu lieu, soient p, et ¢, les chances de E et F a la premiére
épreuve, p, et g, a la seconde.... p,. et ¢, 4 la derniére, de sorte
qu’on ait

p+ea=np+a=1.. putgp=1
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Pour obtenir la probabilité que E arrivera ou est arrivé un nombre
m de fois et F un nombre 2 ou p—m, dans un ordre quelconque, je
désigne par P, le produit d’'un nombre m des fractions p,, p.; pas« - - Pus
et par Q, celui d'un nombre n des fractions ¢,, ¢., qas+ .- -Gu, qui
n’entrent dans aucune des équations précédentes, avec I'une des frac-
tions comprises dans P,,, de maniére que si P, renferme la fraction
quelconque p;, la fraction correspondante ¢, n’entrera pas dans Q,, et
que si P, ne contient pas p, la fraction ¢, entrera dans Q,. Je
multiplie ensuite ces deux produitsP,, et Q,1’un par I'autre, puis je fais
la somme de toutes les quantités possibles P,Q,, ainsi formées,
et dont le nombre sera celui que 'on a désigné par K dans le n° 14 :
cette somme exprimera la probabilité demandée.

On peut énoncer cette régle d’'une autre maniére qui nous sera ulile
dans la suite.

Soient « et v deux quantités indéterminées; faisons

R=(up,+94,) (upa+0.) (pa—+ 9qs). - - - (Pt 9,

de maniére que R exprime un produit de = ou m—-n facteurs. Si 'on
effectue ce produit, on aura un polynome de x4 1 termes, ordonné
suivant les puissances de « et de ¢v. Or, le coeflicient de 2™ dans ce
polynome sera la probabilité que nous considérons, de Parrivée m fois
de E et n fois de F, dans un ordre quelconque. Prenons, par exem-
ple, m=235. Nous aurons

R = w’p\p.ps+ 20 (ppsgs + pipsts =+ Pabsqls)
+ 20* (Pigaqs + Pasqs + Psgida) + V°19qs-

Le coefficicnt de #® est évidemment la probabilité de I'arrivée de trois
fois E; le coeflicient de u*¢ est celle de I'arrivée de deux fois E et une
fois F, ce qui peut avoir lieu parce que E arrive aux deux premieres
épreuves et F a la derniére, F a la seconde épreuve et E aux deux
autres, F ala premiére épreuve et E aux deux derniéres ; le coeflicient
de uv* exprime de méme la probabilité de I'arrivée de deux fois F et
d’une fois E; enfin, celui de ¢* est évidemment la probabilité de I'ar-
rivée de trois fois F.

Si a chaque épreuve, E peut avoir lieu de plusieurs maniéres égale-
ment possibles, on prendra pour la chance de E i cette épreuve, con-

o N 9
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formémenta larégle du n° 10, la somme des probabilités respectives de
ces diverses maniéres, divisée par leur nombre. En retranchant de I'u-
nité cette chance moyenne de E, on aura celle de F; et c’est d’apres
ces deux chances moyennes a chaque épreave, que 'on devra calculer
la probabilité que E et F arriveront m et n fois dans m -+~ n épreuves,
ou celle de tout autre événement composé de E et F. Quoique les
chances partielles de E et F varient en nombre et en grandeur, d’une
épreuve a une autre; si leurs chances moyennes demeurent constan-
tes, les probabilités des événements composés suivront les mémes
lois que dans le cas des chances invariahles.

(21). Une des applications les plus fréquentes du calcul des proba-
bilités a pour objet de déterminer les avantages ou les désavantages
attachés aux choses éventuelles, d’aprés le gain ou la perte qu’elles
doivent produire, et les chances de leurs arrivées. Elle est fondée sur
la regle suivante. ‘

Supposons que I'un des événements E, F, G, H, etc., en nombre
quelconque, doive avoir lieu; et désignons leurs probabilités par
Ps 9, T S, etc., de sorte qu'on ait

pt+qg+r-4s—4etc.=1.

Supposons aussi qu'un gain g soit attaché a l'arrivée de E pour une
premiére personne, a celle de F pour une deuxiéme personne, etc. ; si
toutes ces personnes conviennent de partager g avant que le sort ait
décidé, ou bien, si elles y sont obligées par des raisons quelconques,
ce gain devra étre partagé entre elles proportionnellement a leurs
probabilités respectives de gagner, cest-a-dire, que gp devra étre la
part de la premiére personne, gg celle de la seconde, etc.

En effet, soit m le nombre de tous les cas également possibles, et
parmi ces cas, soient a, 0, ¢, d, etc., les nombres de ceux qui sont
favorables a E, F, G, H, etc., de maniére qu’on ait

a+b—+4cHd+etc.=m,
ct ensuite

a __a ¢ d t
P=i 9=5 I=5, S=, etc.

® s
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S’il y avait un nombre m de personnes dont chacune dit gagner par
I'arrivée de I'un des m cas possibles, il est évident qu’il faudrait diviser g

également entre elles toutes, et que x—g serait la part de chacune; or, la

personne dont p est la probabilité de gagner, ou qui a pourelle un nom-
bre a de cas possibles, devra aussi réunir un pareil nombre de ces parts

égales; sa part entiére devra donc étre — —8, ou pg; et de méme celles

des autres personnes serout qg, rg,’sg, etc.

Dans les jeux déjh commenceés, cette régle fera connaitre ce qui re-
viendrait 4 chaque joueur d’aprés sa probabilité d’achever de gagner
la partie, si 'on convenait de se séparer avant dela terminer.On en con-
clut aussi que la mise de chaque joueur avant que la partie commence
doit étre proportionnelle 4 sa chance de la gagner; car si, au lieu de
jouer, on convenait de se séparer, chaque joueur devrait retirer sa
mise; et, d'apres la régle précédente, ce qui lui reviendrait devrait
aussi étre égal & la somme des mises, multipliée par laprobabilité de ga-
guer la partie entiére. Cette probabilité, dans les jeux de pur hasard,
dépend des régles du jeu, et peut se calculer & priori, quand elles ne
sont pas trés compliquées. Dans les jeux ou le succés dépend de I'habi-
leté de chaque joueur, sa probabilité de gagner est fondée ordinaire-
ment sar sa leputatlon, et ne pourralt étre determmee, avec quel—
que exactitude, que par une longue expérience.

Les probabilités de deux événements contraires E et F étant p et ¢,
de sorte qu'on ait p4g=1, si A parie une somme & pour l'arrivée
de E, et B une somme & pour celle de F, il faudra pour que les paris
soient égaux , que ces sommes a et € soient entre elles comme p et ¢,
ou qu'on ait

pE=qa.

Mais on ne doit pas oublier que ces probabilités p et ¢ sont, en géné-
ral, différentes des chances propres de E et F, et dépendent des con-
naissances que A et B peuvent avoir en ce qui concerne cesé€vénements.
Si ces probabilités sont fondées sur les mémes connaissances pour A et
pour B, le pari est équitable, quoiqu’il puisse favoriser beaucoup 'une
de ces deux personnes aux dépens de l'autre. Si elles n’ont pas les
mémes données sur les événements E et F, la proportion des sommes
..
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« et € n'est plus celle des probabilités que A et B supposaient a ces
événements, et il n’y a plus moyen de la régler équitablement.

(22). On calculera sans peine, au moyen des formules du n° 19, les
diverses chances de la loterie de France, heureusement supprimée par
une loi récente. En les comparant aux multiples des mises que la lo-
terie payait pour les billets gagnants, on verra que ces multiples
étaient beaucoup au-dessous de ceux qu’elle aurait dii payer pour que
le jeu fat égal, et qu’il en résultait pour la loterie, aux dépens des
joueurs, un avantage cxorbitant que la loi aurait puni comme illicite,
dans une spéculation particuliére.

Soient, en général, # le nombre de numéros dont une loterie est
composée, m celui des numéros quisortent a chaque tirage, I le nom-
bre de ceux qui sont portés sur le billet qu’un joueur a choisi, et Ala
probabilité que ces derniers numeéros sortiront. Les nombres de grou-
pes de { numéros qu’on peut former, soit avec les 2 numeéros de la lo-
terie, soit avec les m numéros qui sortent 4 chaque tirage, seront, d’a-
pres les formules du numéro cité,

Nl =2, 0=l mm—1.m—2...m—Il41_
1.2.3....7 ’ T 1.2.3...17 ’

et la probabilité A aura pour valeur le rapport du second nombre au
premier, c'est-a-dire,

mm—i1.m—a,..m=—1[041
nn—itn=—2.,.n=—0+41"

A=

En prenant pour unité, la mise du joueur, celle de la loterie devra
étre le rapport de 1—2 a A; et en cas de gain, la loterie devra aussi
rendre au joueur la mise qu’il a payée d’avance; si 'on appelle u le
multiple de cette mise que la loterie devra payer au gagnant, on aura
donc

I—A

p= — +1=£,

Soit aussi « le nombre de tirages nécessaire pour que I'on puisse pa-
rier un contre un, que les numeéros portés au billet du joueur sorti-
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ront au moins une fois; on aura, d’apres la régle du n° 8,
(1—Ay=;;

et quand la probabilité A sera une tres petite fraction, il en résultera,
a tres peu pres,

x =1 (0,69315),

en prenant 0,69315 pour le logarithme népérien du nombre x.
Dans la loterie de France, on avait

n=go, m=>5.

Pour un zerne, il fallait prendre I=3; d’ou il résultait
.4 .3 I 4
A=_—5-78 M==11748, x=381453,15...

La loterie aurait donc dii payer au gagnant, pour que le jcu fut
égal, 11748 fois sa mise : elle lui payait seulement 5500 fois, c’est-a-
dire, moins de moitié. La disproportion était encore plus grande dans
le cas du quaterne et du quine; elle était moindre pour Pambe et
Pextrait. 11 y avait de lavantage a parier un contre un, qu'un terne
donné sortirait au moins une fois en 8144 tirages, et du désavantage
i parier aussi un contre un, qu’il sortirait en 8143 épreuves. Relative-
ment a4 un numéro désigné d’avance, on aurait

1 c 1 _ log.z = 12.1% .
(1—-1—8> — s 'x_log.xS—-log.l']“ 2197+ 05

il y avait donc désavantage a parier un contre un que ce numeéro sor-
tirait au moins une fois en 12 tirages, et il aurait fallu 15 tirages,
pour qu’il fit avantageux de parier un contre un que ce numéro
sortirait. Il y avait aussi un contre un a parier que les go numeéros
sortiraient au moins une fois en 85 ou 84 tirages (*).

Parmi les joueurs, les uns choisissaient des numeéros parce qu’ils n'é-

(*) Théorie analytique des probabilités ; page 1g8.
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taient pas sortis depuis long-temps, d’autres choisissaient, au con-
traire, ceux qui sortaient le plus souvent. Ces deux préférences étaient
également mal fondées : quoique, par exemple, il y elit une probabi-

. ’ \ I\ \ \
lité trés approchante de la certitude et égale a I—G% “,ou’ peu pres

0,997, qu'un numéro déterminé sortiraitau moins une fois dans 100 tira-
ges successifs ; si cependant, il ne €t pas sorti dans les 88 premiers, la
probabilité de sa sortie dans les 12 derniers aurait toujours été a peu

v 1 , , o« ’
pres ;, comme pour tout autre numeéro déterminé. Quant aux numeéros

dont la sortie avait €été plus fréquente que celle des autres, cette cir-
constance ne devait étre considérée que comme un effet du hasard,
compatible avec I’égalité évidente de chance de tous les numéros a cha-
que tirage. A tous les jeux de hasard ou les chances égales ou inégales
sont connues d’une maniére certaine, les événements passés n’ont au-
cune influence sur la probabilité des événements futurs, et toutes les
combinaisons que les joueurs imaginent ne peuvent augmenter le gain
ni diminuer la perte, qui résultent de ces chances d’apres la regle du
numeéro précédent.

Dans les jeux publics de Paris, I'avantage du banquier a chaque
coup est peu considérable : au jeu de trente-et-quarante par exemple,
il est un peu au-dessous de onze milliemes de chaque mise (*}; mais a
raison de la rapidité de ces jeux et du grand nombre de coups qui se
jouent en peu d’heures, il en résulte pour le banquier des hénéfices as-
surés, a peu pres constants chaque année, et sur lesquels il peut payer
annuellement cinq a six millions a4 'administration publique, qui lui en
conceéde le monopole. 1ls sont encore plus préjudiciables que la loterie
ne pouvait I'étre ; car I'argent qu'on y joue dans la capitale seulement
séleve chaque année a plusieurs centaines de millions, et surpasse de
beaucoup celui que l'on mettait a la loterie dans la France entiére.
Ce n’est pas icile lieu de discuter les raisons que Fon a coutume de don-
ner pour la conservation des jeux publics; je n’ai jamais pu les trouver
honnes; et il devrait suffire que ces jeux fussent la cause de beaucoup de

(*) Voyez sur les chances de ce jeu, le mémoire que j’ai inséré dans le journal
fle M. Gergonne ; tome XV1, n° 6; décembre 1825.
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malheurs et peut-étre de crimes, pour que 'administration les interdit
au lieu de parlager les bénéfices qu'ils procurent, avec les hommes aux-
quelb elle en vend le prwnlege ™.

2%). Le produit d'un gainet de la probabilité de 'obtenirest ce qu'on
appelle Pespérance mathématique de chaque personne intéressée dans
une spéculation quelconque. Si ce gain est Go,000 fr., par exemple,

et que %soit la chance de I'événement auquel il est attaché, la per-

sonne qui devra recevoir cette somme éventuellement, pourra
considérer le ticrs de 60,000 fr., comme un bien qu'elle possede et
que l'on devrait comprendre dans l'inventaire de sa fortune ac-
tuelle.

En géuéral, si quelqu’un doit gagner une somme g a 'arrivée d'un
événement E, une somme g’ i 'arrivée d’'un autre événement E/, etc.,
et que les chances de ces événements soient p, p/, p”, etc.,son espérance
malhemallque aura pour valeur la somme sp+g'p +a p" -+etc, Lors-
qu’une ou plusieurs des quanlltea g,8, 4 cte., exprlmerout des pertes
que cette personne aura a craindre, on leur donncrale signe — dans cette
somme, en conservant le signe - a celles cui sont des gains éven-
tuels. Selon que la valeur totale de I'espérance sera positive ou néga-
tive, elle représentera une-augmentation ou une diminution du
surplus de la fortunc, et devra étre comprise actuellement parmi les
créances ou les dettes, si I'on ne veut pas attendre issuc des évé-
nements. Il cst bien entendu que quand les gains ou pertes ne devront
avoir lieu qu’a des époques éloignées de celle que I'on consideére, il
faudra les escompter pour les converlir en valeurs actuelles, indé-
pendamment de leur évenlualité. Si g ne doit étre payé, ala per~
soune dont on évalue la fortune, que dans un nombre n d’aunces,
g' dans un nombre 7/, etc., ces quantités valent aujourd’hui g, g/,
g", etc., divisées respectivement par les puissances n, ', n", etc.;
de 1 4 0, en désignant par § le taux de l'intérét annuel. Par consc-
quent, si 'on appelle e la partic de cette forlune qui résulte de les-

(*) Ce numéro de mon ouvrage était écrit avant que la deruitre loi de finance
eiit heureusement prohibé les jeux de hasard a partir du 1* janvier 1838,
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pérancc mathématique de cette personne, on aura

S+ oy

Pour se charger des gains et pertes que les événements ameneront,
e est la somme qu’une autre personne devrait payer aujourd’ hui a
celle-la, ou recevoir d’elle, selon que cette quantité ¢ est positive ou
négative.

Le calcul des rentes viageres sur une ou plusieurs tétes, des assu-
rances sur la vie, des pensions, est fondé sur cette formule et sur les
tables de mortalité, ainsi qu'on peut le voir dans les ouvrages qui
traitent spécialement de ces questions.

(24). Comme l'avantage gu’un gain procure 4 quelqu’un dé-
pend de Détat de sa fortune, on a distingué cet avantage relatif,
de l'espérance mathématique, et on I'a nommeé espérance morale.
Lorsqu’il est une quantité infiniment petite, on prend son rapport &
la fortune actuelle de la personne, pour la mesure de I'espérance mo-
rale, qui peut d’ailleurs étre positive ou négative, selon qu’il sagit
d’une augmentation ou- d’une diminution éventuelle de cette for-
tune. Par le calcul intégral, on déduit ensuite de cette mesure des
conséquences qui s'accordent avec les régles que la prudence indique
surla maniére dont chacun doit diriger ses spéculations. On a aussi
trouvé ¢, dans les résultats de ce calcul, des raisons de ne pas jouer,
méme ajcu égal, qui ne sont peut-étre pas les meilleures que 'on
puisse donner. L’argument sans réponse contre le jeu, quand ila cessé
d’¢tre un simple amusement, cest qu’il ne crée pas de valeurs, et que
les joueurs qui gagnent ne peuvent trouver leur avantage que dans
le malheur et quelquefois la ruine de ceux qui perdent. Le commerce
est aussiun jeu, en ce sens que le succés des spéculations les plus
prudentes, n’a jamais qu'une forte probabilité, et qu’il reste toujours
des chances de perte que I'habileté et la prévoyance peuvent seulement
atténuer; mais il augmente la valeur des choses par leur transport
d’un lieu dans unautre; et c’est dans cct accroissement de valeur que
le commercant trouve son hénéfice, en procurant aussi un avantage
aux consommateurs.

(25). La régle du n° 21, quelque simple et naturelle qu’elle soit,

-+ - + etc.

¢ — P
T
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rlonne lieu cependant 4 une difficulté dont on s’est autrefois heaucoup
occupeé.

Deux personnes A et B jouent i croix et pile; les conditions du jeu
sont : i°. que la partie se terminera lorsque croix arrivera; 20. que B
donnera a4 A deux francs si croix arrive au premier coup, quatre francs
s'il arrive au deuxiéme coup,... et généralement 2" francs si croix
arvive au n“" coup; 3°. que la partie sera nulle si croix warrive
pas dans les m premicrs coups, limitation sans laquelle la partie
pourrait étre interminable. On suppose que la piéce n’a aucune ten-
dance i retomber plutdt sur une face que sur l’autre, de sorte qu’a

’ . o1
chaque coup, la chance d’amener croix soit 5 comme celle d’'amener

. . 1 eye, . . :
pile. 1 s'ensuit que — sera la probabilité que croix arrivera aun*™ coup

sans qu’il ait paru auparavant; car, pour cela, il faudra qu'on amene

n—1

pile n— 1 fois de suite, ce qui a -2—1 pour probabilité; et que ’on amene

. . o 3 T I
croix au coup suivant, autre événement dont la probabilité est ~. Par

leme

conséquent, la probabilité que croix arrivera au 7" coup pour la pre-

3 " e . 1 1 1
micre (ois, aura le produit de ——- et de _, ou —; pour valeur. Dans ce

cas, A recevra 2" francs; ce qui donne un franc pour la valeur corres-
pondante de son espérance mathématique; et comme elle est la méme
pour chacun des m coups dont la partie peut se composer, il s’ensuit
que la valeur entiére de I'espérance mathématique de A sera un franc
répété m fois. Pour que le jeu fit égal, A devrait donc donner m
francs & B, c’est-a-dire mille francs, un million de francs, si la partie
pouvait durer jusqu’a mille coups, un million de coups, et méme une
somme infinie, si elle pouvait se prolonger indéfiniment. Cependant,
iln’y a personne qui exposat une somme un peu considérable, mille
francs par exemple, a un pareil jeu. Ici la regle de I'espérance mathé-
matique parait donc en défaut; et c’est pour lever la difficulté que nous
signalons, que I'on a imaginé la régle de I'espérance morale et sa me-
sure. Mais on doitremarquer que cette difficulté tient a ce que, dans les
conditions du jeu, on a fait abstraction de la possibilité pour B, de
payer toutes les sommes que les chances du jeu pourront valoir a A.

10
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Quelle que grande quon la suppose, la (ortunc de B est nécessaire-
ment limitée; si donc on la désigne par un nombre / de francs, A ne
pourra jamais recevoir une somme plus graude que b; ce qui diminue,
dans un trés grand rapport, son espérance mathématique.

En effet, on aura toujours

b = 261 + 1);

€ étant un nombre entier, ct % une quantit¢ positive ct plus petite
cue l'unité. Sil'on a € > m, ou seulement 6 = m, B pourra payer
toutes les sommes qui échioironta A; mais dans le cas de5 < m, B ne
pourra plus les payer, lorsque croia arrivera pour la premiere fois au-~
dela des & premiers coups. L’cspérance mathemathue de A sera
donc € pour ces premiers coups; mais au-dela, c’est-a-dire pour les
m — € coups suivauts, elle se réduira & la somme constante & on

2¢(1 4 &), multipliée par leurs probabilités respectives, depuis 27""_‘

jusqu’a ;,,, Ln désignant donc par ¢ la valeur compléte de 'espérance

mathématique de A, ou ce qu’il doit donner a B pour que le jeu
soit égal, on aura

c=C+ (147 (x+i+%+...+2,—"__“,_ﬂ),
ou, ce qui est la méme chose,

=,€+('+k)<] —ZITI——C>,

quantit¢ qui n’est plus croissante avec m, et qui est, au contraire,
& trés peu pres indépendante de ce nombre, et se réduit sensiblement &

e=64+1 41,

quand il est trés grand. Or, la fortune de B ne peut jamais étre assez
grande pour que € cesse d’étre nn nombre peu considérable; et, consé-
quemment, A ne doit exposer au jeu dont il s’agit, qu’une somme peu
considérable, comprise entre € -1 et €4 2. Si ’'on suppose que B soit
un banquier qui posséde cent millions e francs, on trouvera 26 pour
la plus grande puissance de 2 comprise dans b, c'est-a-dire pour le
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nombre €; en sorte que A aurait récllement du désavantage a parier
28 (raucs ou plus, contre le proprictaire de cette fortune colussale.

Laregle del'espérance morale, appliqude a celte question (*), con-
duit & une fixation différente de la somme que A peut jouer, et que
Yon trouve alors dépendante de la (ortune de A et non de celle de B;
mais il me semble qu’a ce jeu, cest la possibilité d’étre pay¢ inlégra-
lement par B, qui doit limiter la somme que A doit Jui donner avant
ijue le jeu commence.

(26). Je terminerai ce chapitre par quelques remarques sur lin-
finence d’une chance favorable 4 un événement, sans qu'on sache le-
quel, el qui augmente toujours, comme on va le voir, la probabilité
de la similitude des événements dans unc série d’épreuves.

Au jeude croix et pile, par cxemple, il y a toujours liea de croive
que lapicce, d’apres sa coustitution physique, a une tendance un peu
plus grande a tomber plutét sur une face que sur Pautre; mais on
ignore « priori , st cest croix ou pile dont larrivée est favorisée par
celle circonslance ; or, cela n'empéche pas qu'elle w’augmente la pro-
babilité que ce sera la méme face qui arrivera plusieurs fois de
suite.

Pour le faire voir, désignons par § (1 4 d') la chance relative 4 Ja
facc que la constitution de la picce favorise, et, conséquemument,
par 2 (1 — d') celle de Parrivée de lautre (ace; de sorte que d' soit unc
petite (raction positive dont la valeur est inconnue, et de sorte aussi
que P'on ne sache pas laqueile de ces deux chances inégales appartient
dcroix ou i pile. Silon doii jouer un scul coup, on w’aura aucune rat-
son de croire que la face choisic par I'un des joueurs soit la plus ou
la moins favorisée ; la probabilité de son arrivée sera donc}, comme
si d' était zéro. Mais si 'on doit jouer deux coups, il y aura de 'avan-
tage 4 parier pour lasimilitude des denx (aces qui arriveront. En effet,
quatre combinaisons pourront avoir lien : deux pour la similitude,
croixe croiz ct pile-pile; deux pour la dissimilitude, croix-pile et pile-
croiz. Les chances des deux premieéres seront les carvés de 3 (1 4 JY)
¢t 3.(1 — d'); la probabilité que 'une de ces combinaisons aura lieu
sera douc, d'aprés la régle du n° 10, la somme de ces carrés, ou

(*) Théorie analytique des probabilités ; page 43q.
: 10..
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3 (1 + J*). Les chances des deux autres combinaisons seront égales
entre elles, et exprimées chacune parle produit dez(1+4-d") et3 (1—d");
leur somme, ou la probabilité de la dissimilitude, aura donc % (1—d*)

pour valeur; laquelle est moindre que celle de la similitude, dans le
rapport de la différence 1 — & a la somme 1+ J*, on de 1 — 2»’;-,

a l'unité. Si A parie un franc pour la similitude, et que B parie contre,
il faudra , pour rendre le jeu égal, que B parie un franc diminué de la
fraction ;%d}n— , C'est-a-dire a peu prés g8 centimes, sil’'on avait J'= TIE ,
par exemple.

Lorsque la piece devra étre projetée trois fois de suite, huit combi~
naisons différentes pourront avoir lieu : trois fois croiz et trois fois pile
seront celles de la similitude; les six autres lui seront contraires, sa-
voir, trois composées de deux fois croizx et une fois pile, et trois com-
posées de deux fois pile et une fois croix. En supposant qu'on elit exac-
tement &' = o, les chances de ces huit combinaisons seraient égales
entre elles, et, par conséquent, A pariant toujours pour la similitude,
sa mise devrait étre le tiers de celle de B. Mais J' n’étant sans doute
pas zéro, cette proportion des mises donnerait a A un avantage encore
plus grand que dans le cas de deux projections successives. En effet, la
probabilité de la similitude sera la somme des cubes de 3 (i 4 )
et £ (1 — d), qui se réduit a ; (1 4 34'); en la retranchant de I'u-
nité, on aura immédiatement celle de la dissimilitude ou de 'événe-
ment contraire, qui aura ainsi 3 (1 — J'?) pour valeur; laquelle est
moindre que le triple de la précédente, dans le rapportde”t — J*

\ 69 0 o e e
b —_— -Qe u
a 134" oude: — 5 a l'unité, cest-a~dire dans un rapport

24" -
s ide 1— a I'unité. On étend
plus désavantageux que celuide 1—; 7= & l'unité. On étendra sans

difficulté ce raisonnement a plus de trois épreuves, et si 'on veut,
a d’autres jeux ou il y ait plus de deux événements possibles, dont
les chances inconnues peuvent étre inégales.

Quand deux personnes jouent ensemble, a un jeu ou l'habileté
peut quelque chose sur le résultat, il n’est pas vraisemblable qu’elles
soient ¢galement habiles; et cela étant, sans. connaitre la personne
qui joue le mieux, il faut parier que ce sera ur méme joueur qui
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gagnera les deux premiéres parties. Mais lors méme que 'on con-
naitra le joueur le plus habile, on n’aura pas toujours de l'avan-
tage a parier que ce sera lui qui gagnera ces deux parties; car, sur
quatre combinaisons qui pourront arriver, on en aurait alors trois
contre soi et une seule favorable; et quoique celle-ci fit la plus pro-
bable, sa chance pourrait ne pas balancer celles des trois autres en-
semble.

En général, soit p la probabilité connue d’un événement E de nature
quelconque, et g celle de 'événement contraire F, de sorte qu’on ait
p—+ q==1. Supposons, en outre, qu'une cause quelconque puisse
augmenter la chance de I'un de ces deux événements, sans qu'on sache
lequel, et diminueren méme tempscelledel’autre, d’une fraction incon-
nue «. Désignons par @ la probabilité que sur un nombre m d’épreu-
ves, ce serale méme événement, Eou F, qui arrivera coustamment. Si E
est 'événement favorisé par la chance inconnue, la probabilité de la si-
militude de m événements successifs, sera, d'apreéslaregle dun® ro,

(ptey4(g—a);

car elle pourra avoir licu de deux manieres différentes, cest-a-dire,
selon que E ou F arrivera a toutes les épreuves. Si, au contraire, c’est
F qui est 'événement favorisé, la probabilité de la similitude de m évé-

nements successifs aura pour expression
(p—a)y" (g +a)

Or, puisquel’on ignore quel est celui des deux événementsE et F dont
la chance est augmentée ou diminuée, ces deux valeurs différentes de
la probabilité qui répond & la similitude, sont pour nous également
possibles ; la probabilité de chacune d’elles est donc 3; et, toujours par
la régle dun° 10, la somme de ces deux valeursmultipliées par %, est la
probabilité totale de la similitude. Par conséquent, on a

@=3(p+a)+i(g—ay+i(p—ay+i(g+al,
ou, ce qui est la méme chose,

&=P+Q,
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4

en [aisant, pour abréger,

o mm—t . m.m—im—2.m—3 __ . . .
P=p "+ 1.2 -pTet+ ] 1.2.3.4 —pTe +et‘C-,‘
_ mm—1 ., mm—1.m—2.m—=23 —— .
Q=q"+ a1 o'+ 1.2.3.4. et - ete.

Si la chance ambigué n’existait pas, c’est-a-dire, si 'on avaita =o, la
probabilité de la similitude seraitsimplement p™ -4-¢™; toute cause qui _
accroit la chance de 'un des deux événements contraires E et I, sans
qu’on sache lequel, augmente donc aussi la probabilité de la similitude
des événements dans une série d'épreuves, puisqu’elle rend la valeur
de @ é¢videmment plus grande que p™—+ ¢



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 79

VAR LA LAV AR W

AVMUAAN A WA wa WA

. CHAPITRE IL

Suite des régles genérales; probabilités des causes et des évenements
Jueturs , deduites de Uobservation des événements passés.

" (27). Dans le chapitre précédent, les régles que nous avons considé-
rées supposaient données les chances de certains événements, et avaicnt
pour objet d’en déduire les probabilités d’autres événements composds
des premiers. Dans celui-ci, on exposera les régles qui servent i cal-
culer les probabilités des caunses, d’aprcs les événements observes, et,
par suite, celles des événements futurs. Mais auparavant, il convient
d’'expliquer le sens précis que nous donnerons a ce mot cause , ct qui
n’est pas le méme que celui qu’il a dans le langage ordinaire.

Quand on dit communément qu’une chose est la cause d’'unc autre,
on attribue a la premiére le pouvoir de produire nécessairement la se-
conde, sans vouloir toutefois, exprimer par-la que I'on connaisse la
nature de cette puissance, et comment elle s’exerce. Nous reviendrons
a la fin de ce chapitre sur cette notion de la causalité. 1l nous suffit,
quant 4 présent, de dire que le mot cause a, dans le calcul des proha-
bilités, une signification plus étendue : on y considére une cause C,
relative & un événemen@quelconque E, comme étant la chose qui
donne a l'arrivée de E, la chance déterminée qui lui est propre; dans
I'acception ordinaire du mot, C serait la cause de cette chance, et non
de I'événement méme; et quand E arrive eflectivement, c’est par le
concours de C avec d’autres causes ou circonstances qui n’influent pas
sur la chance propre de cet événement. Si p est cette chance, cennue
ou inconnue, et distincte en général de la probabilité, C donne en méne
temps la chance 1— p a I'événement contraire F :dansle cas dep=1,
la chose C produit nécessairement 1'événement E, et en est la cause
proprement dite; dans le cas de p=o, elle est celle de F.
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L’ensemble des causes qui concourent a la production d’un événe-
ment sans influer sur la grandeur de sa chance, c’est-a-dire, sur le
rapport du nombre de cas favorables 4 son arrivée au nombre total
des cas possibles, est ce qu'on doit entendre par le Zasard. Ainsi,
par exemple, aux jeux de dés, 'événement qui arrive 4 chaque coup, est
la conséquence du nombre des laces, des irrégularités de formes et
de densité que le dé peut présenter, ¢t des agitations nombreuses qu'on
lui fait subir dans le cornet. Or, ces agitations sont des causes qui
n’influent nullement sur la chance de 'arrivée d’une face déterminée :
elles ont pour objet de faire disparaitre I'influence de la position du
dé dans le cornet avant ces mouvements, dans la crainte que cette
position initiale ne soit connue de I'un des joueurs ; et quand ce but est
atteint, la chance relative a l'arrivée de chaque face, ne dépend plus
que du nombre des faces, et des défauts du dé qui peuvent rendre les
chances inégales pour les faces différentcs. On dira qu'une chose est
faite au hasard, lorsqu’elle est exécutée sans rien changer aux chances
respectives des divers ¢vénements qui peuvent arriver. Une urne ren-
fermant des boules blanches et des boules noires, on en tirera une
boule au hasard, si I'on ne regarde pas leur disposition dans l'intérieur
de Vurne avant d’y porter la main : en supposant toutes les boules
d’un méme diameétre, la chance d’amener une boule blanche ne pourra
évidemment dépendre que du nombre de boules blanches et du nom-
bre de houles noires; et I'on démontre qu’elle est égale au rapport du
premier de ces deux nombres a leur somme. ' '

La cause C peut étre une chose physique ou une chose morale : au
jeu de croix et pile, cest la constitution physique de la piece qui
donne une chance généralement peu diﬂ'éreﬁa de +4a I'arrivée de croix
ou a celle de pile; dans un jugement criminel, la chance de la vérité
ou de lerreur du vote de chaque juré est détermince par sa moralité,
en comprenant, dans cette cause, sa capacité et sa conscience. Quelque-~
fois la cause C résulte du conconrs d’'une chose morale et d’'une chose
physique; par exemple, dans chaque espéce de mesures ou d’observa-
tions, la chance d’une erreur de grandeur donnée, dépend de I'habileté
de I'observateur et de la construction, plus ou moins parfaite, de 'ins-
trument dont il fait usage. Mais, dans tons les cas, les diverses causes des
événements sont considérées, dans le calcul des probabilités, indépen-
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damment de leurs nature particuli¢re et sous le seul rapport de
la grandeur des chances qu'elles produisent; et c’est pour cela
que ce calcul s'applique également aux choses morales et aux cho-
ses physiques. Toutefois, dans la plupart des questions, la chance
que détermine une cause donnée C n’est pas connue a priori, et la
cause méme d’un événement ou de sa chance est quelquefois inconnue :
si la chance est constante, on la détermine, comme on le verra par la
suite, au moyen d’une série d’épreuves suffisamment prolongée ; mais
dans le vote d’un juré, par exemple, la chance d’erreur varie d’un juré
a un autre, et sans doute, pour un méme juré, dans les différentes
affaires; et la repctltlon des épreuves , pour chaque juré et chaque es-
péce d’affaires, étant impossible, ce n’est pas la chance d’erreur propre
aun juré que 'on peutdéduire de I'observation, mais bien, comme on
le verra par la suite, une certaine probabilité relative al'ensemble des
jurés detout le ressort d’une cour d' assnses, etqu’il luisuffira de connaitre
pour la solution des problemes qui sont I'objet specml de cet ouvrage.
Il y a souvent plusieurs causes différentes qui peuvent amener, en
se combinant avec le hasard, un événement donné E ou I'événement
contraire F ; avant que 'un ou l'autre de ces deux événements ait eu
lieu, chacune de ces causes a une certaine probabilité, qui change
apres que E ou F a été observé; or, en supposant connue la chance
que chacune des causes possibles donnerait, si elle était certaine, a
Parrivée de E ou de F, nous allons déterminer d’abord les probabilités de
toutes ces causes aprés l'observation, et ensuite la probabilité de
tout autre événement futur, dépendant des mémes causes que E et F.
(28). Soitdonc E un événement observé. On suppose que son ar-
rivée peut étre attribuée 2 un nombre m de causes distinctes, que ces m
causes sont les seules possibles, qu’elles s’excluent mutuellement, et
qu’avant 'observation, elles étaient toutes également probables. L’ar-
rivée de E a rendu ces causes hypothétiques inégalement probables; il
s'agit de déterminer la probabilité de chacune d’elles, résultante de
'observation; ce qu’on fera au moyen du théoréme suivant.
Laprobabilité de chacune des causes possibles d’'unévénement observé
est égale 2 celle que cette cause donnerait & l'événement, si elle était cer-
taine, divisée par la somme des probabilités de cet événement qui ré-
sulteraient pareillement de toutes les causes auquel on peut I'attribuer.
11
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Ainsi, appelons
Cn Cu C:«x, ‘e -Cn 90 -Cm'a

les m causes possibles de I'événement E; soient

1)17 Pn: Ps:-.- 'Pzn- . -Pm9

les probabilités connues de son arrivée, relatives a ces diverses causes ;
de maniére que p, exprime la probabilité de E qui aurait lieu si la
cause C, €tait unique, ou, ce qui st laméme chose, si elle était certaine,
ce qui exclurait toutes les autres. Désignons ensuite par,

Wy y Woy Wsgre+@nyeee@p,

les probabilités inconnues de ces mémes causes; en sorte que =, soit
la probabilité de la cause C,, ou, autrement dit, la probabilité que
Cest a cette cause qu’est due 'arrivée de E. 1l s’agira de prouver qu’on
doit avoir
Pn

Potpatpst . dpat . pa

Or, quel que soit I'événement E, on peut I'assimiler, pour fixer les
idées, a l'arrivée d'une boule blanche, extraite d’'une urne qui conte-
nait des boules de cette couleur et des boules noires. On supposera,
pour cette assimilation, qu’il y avait un nombre m de semblables urnes

A, A, A AL LA

dont la boule blanche a pu sortir, et telles que dans I'urne quelcon-
que A, , le rapport du nombre de houles blanches au nombre total de
boules, soit égal a la fraction p,. Chacune de ces urnes sur Jesquelles la
main a pu se porter au hasard pour en extraire la boule blanche, re-
présente une des causes de son arrivée ; 'urne A, répond a la cause C, ;
et la question consiste & détermiuer la pl‘Obablllle que la boule blan-
che est sortie de A,.

Pour cela, supposons que l'on réduise les fractions Pis Pas Ps> ete.,
au méme dénominateur, et que I'on ait ensuite

@y==

_dl _d 2, o
P.—;; Pa—; se e Pa= ,...[),._—P—':;
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@ et les numérateurs «,, «,, etc., étant des nombres entiers. On ne
changera rien 4 la chance de tirer une boule blanche de 'urne A,, en
y remplacant les beules qu'elle contient,, par un nombre a, de boules
blanches etun nombre i de boules, tant blanches que noires; et de méme
pour toutes les autres urnes. Le nombre total des boules étant actuelle-
ment le méme dans toutes ces urnes, il résulte du lemme du n° 10, que
si on les réunit dans une méme urne A, et que I'on donne le n° 1 a celles
qui proviennent de A,, le n° 2 aux boules provenant de A,, etc., lapro-
babilité @, qu’une boule blanche extraite de I'ensemble de ces ur-
nes A,, A,, A;, etc., provient de A,, est ]a méme que la probabilité
qu’une boule blanche sortie de A, porterale n® n; laquelle a pour va-
leur le rapport de 2, 4 lasomme des m quantités «,, «,, a4, elc., puis—
que cette somme est le nombre total des boules blanches qui seront
contenues dans A, et que dans cette somme, il y en aura un nombre «,
qui portera le n® . On aura donc aussi

Ly .

?u,+¢,+¢3+ . Awy .. g’

@,

quanti’é qui coincide, en vertu des équations précédentes, avec
I'expression de @, qu'il sagissait de démontrer.

(29). En calculant les probabilités de plusieurs événements succes-
sifs, il faut non-seulement tenir compte de I'influence que peut avoir
'arrivée del’'un d’eux surla chance de celui qui le suit (n° g); mais on
doit aussi quelquefois avoir égard, dans I'évaluation de cette chance,
aux probabilités des diverses causes de I'événement précédent, ou des
différentes maniéres dont il a pu avoir lieu. C’est ce qu’on verra, par
exemple, dans le probleme suivant.

Je suppose qu’on ait un nombre m d’urnes A, B, C, D, etc., conte-
nant des boules blanches et des boules noires, et que les chances d’ex-
traire une boule blanche soient @, del'urne A, 4 de B, c de C, etc. On’
tire au hasard une premiére boule de 'une de ces urnes, puis une se-
conde boule de I'une des urnes d’ol1 la premiére n’est pas sortie, puis
une troisitme de I'une des urnes d’ot les deux premiéres ne sont pas
sorties, etc., c’est-a-dire, qu'aprés chaque tirage, on supprime I'urne
d’ou la boule a été extraite. On demande la p'r/'obz_ubilité d’amener, de

In..
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cette maniére, un nombre 7z de boules blanches, dans un pareil nom-
bre de tirages; » étant moindre que m ou égal a m.
Faisons, pour abréger,
‘a=b—+4c+Hd-4etc. =s,,
ab -4 ac 4 ad - bc 4 bd 4 cd 4 etc. = s,
abc 4 abd -+ bed 4 ete. = s,
abed 4 ete. = sy,
etc.;

de sorte que s, soit la somme des fractions a, b, ¢, d, etc., que s, re-
présente la somme de leurs produits deux a deux dont le nombre est

m.m=-—1I 3 . . .
, que s3 désigne la somme de leurs produits trois a trois dont

1.2
m.m=—1.mM -2 s
le nombre est ————3-——, etc. La.probabilité d'amener une boule
. . 1 . .
blanche au premier tirage, sera — s.. Si la boule blanche ou noire,
extraite a ce tirage , est sortie de A, la probabilité d’amener une boule

. 1
blanche au second tirage aura —-— (s,—a) pour valeur; celte pro-
—— :

babilité sera = - (s.—0), si la premiére boule est sortie de B; elle

1 . . oy ’y . . .
sera (s.—c), si la premiére boule a été extraite de C; et ainsi

m e 1

de suite. De la et des régles des n** g et 10, on conclut

(s, —a) Cls, =0 (s,—c
- rr;-—x + m'—x )+ym—x )JFth"

pour la probabilité compléte de I'arrivée d’une boule blanche au se-
cond tirage; @ élant la probabilité que la boule extraite au premier
est sortie de A, € la probabilité qu'elle est sortie de B, 3 qu’elle est
sortie de C, etc. Or, ces probabilités a, €, 9, etc., ne sont point égales
entre elles (*) : d’aprés ce qu'on a vu dans le numéro précédent , on a

a b
— etc. .
u_—-—s‘, C__.—-——, 7——51, H

(*) Faute d’avoir eu égard a cette circonstance, la solution de ce probléme qui
se trouve dans le 'n°® 19 de mon mémoire sur la proportion des naissances des deux
sexes, est inexacte, et j’en ai déduit une fausse conséquence.
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on a aussi, identiquement ,
a(si—a)4+b(s,—b)+c(s,—c)—+etc. =2s,;

la probabilité d’'amener une boule blanche au second tirage deyiendra

donc G gs"-)-:_—. De méme, la probabilité d’amener une boule blanche
- t

au troisiéme tirage sera
m

— (s,==a—b), si les deux boules blanches
—_—2

ou noires, extraites dans les deux premiers tirages, sont sorties de A

el B; cette probabilité sera — (sy—a=—-c), si ces deux boules ont

€té extraites de A et C; et ainsi de suite. Donc la probabilité d’amener
une boule blanche au troisiéeme tirage, aura pour valeur com-

pléte

;g(s,—a—b)+h(s,—a—c)+k(s,—1) c)+etc

Y o me—2 m—2 m—2

g, &, k, etc., désignant les probabilités que les boules extraites dans

les deux premiers tirages sont sorties de A et B, de A et C, de B et
C, etc. ; lesquelles probabilités sont, d’aprés le numéro précédent,

)/] ac
g=:—, k=:, k_ ,etc,

et comme on a identiquement
ab (s,—n—0b)+ac (s,—a—c) + be (s, — b—c) 4 etc. = 35,

la probabilité de I'arrivée d’une boule blanche au troisi¢eme tirage de-

viendra ~—>%
( —3) Sa
On continuera sans difficulté ce raisonnement autant qu’on voudra.
11 en résultera

1, 2s, 353 ns,
m’ (m—=1)s,’ (m—2a)s,” " " "(m—nA41)s:_,"

pour les probabilités d’amener des boules blanches a chacun des 7 pre-
miers tirages; la probabilité demandée sera donc le produit de ces »
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" . . , o0 I .
fractions (n° 5), qui se réduit a LSwen faisant

m(m—1)(m—2).. (m—n+1)
T 1.2.3...1m

m=

de sorte que w soit le nombre des produits » 4 n des m lettres
a, b, c, d, etc., desquels s, est la somme.

. X ’
On vérifie cette valcur - 5o en observant que chacun de ces pro-

duits est la probabilité de tirer 7 boules blanches de 7 urnes détermi-
nées, prises parmi A, B, C, D, etc., et que, par conséquent, la
somme de tous ces produits divisée par leur nombre est la probabilité
d’extraire 2 boules blanches de » de ces urnes, prises au hasard; la-
quelle probabilité est évidemment la méme que celle qu’il s’agissait
d’obtenir. Dans le cas de » =m, on a p=1, et cette probabilité est
Sus €€ qui résulte immédiatement de la régle du ne 5.

(30). Maintenant, soit E’ un autre événement, différent de E, mais
dépendant des mémes causes que l’on a désignées par C,, C,, Cs, etc.
Représentons par

P’n P’a)“'Pn"' Pm’

les chances de E' relatives a ces diverses causes, de sorte que p’, soitla
probabilité donnée que E’ arriverait si la cause C, était certaine; cette
cause ¢tant seulement probable, et sa probabilité ayant été représentée
par @, arrivée de E' en vertu de cette cause, sera un événement com-
posé dont la chance aura pour expression le produit de ces deux proba-
bilités (n° 5). De plus, la probabilité compléte de E' sera la somme des
chances relatives aux m maniéres différentes dont cet événement peut
avoir lieu (n° 10), c’est-a-dire, la somme des valeurs de p’y @, qui se
rapportent aux m causes possibles C,, C,, C;, etc., de E etde E’. En
désignant par @' cette probabilité compléte de E’, nous aurons donc

@ =p @ +p@t .. FpaTt P,
ou bien, en mettant pour @,, @,, etc., leurs valeurs,

-P(+P=£ 2t +Pupu+'-o+Pum

@' = Pp+p:+ ... +pnt.e..+pn
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Telle est la formule qui sert a calculer la probabilité des événements
futurs, d’apres I'observation des événementls passés. On parvient aussi
4 Ja méme expression, sans l'intermédiaire des causes communes a E
et E', en les considérant comme deux événements composés qui dé-
pendent d'un méme événement simple; les raisonnements qui nous y
ont conduits, s'appliqueraient également a cette autre maniére d’envi-
sager la question; mais on peut, si 'on veut, la faire rentrer immé-
diatement dans la précédente.

En effel, si E et E’ sont deux événements composés d'un méme
événement G, et que G soit susceptible de différentes chances

gl! ga) "’grn tee gm)

toutes également probables avant que 1’événement I ait été observé,
on pourra les considérer comme autant de causes distinctes de E et
de E'; en prenant donc g, pour la cause que I'on a appelée précédem-
ment C,, la probabilité de g, sera la valeur de @, que nous avons
trouvée, c'est-a-dire que @@, sera la probabilité que la chance de G
est égale a g, : I'expression précédente de @' sera ensuite la probabilité
de l'arrivée de E’, résultante de m valeurs possibles de la chance de G.
Dans cette formule, p, et p’, exprimeront les probabilités données des
arrivées de E et I/, si g, était certainement la chance de G.

(31). On ne doit pas confondre cette détermination de la pro-
babilité de E', d’aprés Iobservation de E, avec une influence quel-
conque de larrivée des événements passés sur celle des événe-
ments futurs, qu’il serait absurde de supposer. Si je suis sir, par
excmple, qu'une urne A renferme trois boules blanches et une boule
noire, il est certain pour moi que la chance de l'extraction d’une

boule blanche est %; par conséquent, si E’ est la sortie de deux bou-

les blanches tirées de A, en y remettant la premiére boule qui sera
. . 3 Ty
extraite , la chance de E’ sera le carré de zou %, quel quesoitl'événe-
ment E que j'aurai pu observer; et en supposant que E soit la sortie
d’un certain nombre de boules blanches, et d’un cerlain nombre de
boules noires, extraites successivement de A et remises & chaque fois
dans cette urne, je devrai loujours, sans avoir égard a Ja proportion



83 RECHERCHES

de ces deux nombres, parier g contre 7 pour l'arrivé de E'. Mais lors-
que lachance del’événementsimple G nem’est pas connue, et que je sais
seulement qu'elle n’est susceptible que de certaines valeurs, 'observa-
tion de E me fait connaitre la probabilité de chacune d’elles, d’on je
conclus ensuite la probabilité de E’. Cette observation augmente ou di-
minue la raison que j'avais de croire a I’arrivée de E’, sans influer au-
cunement sur cet événement futur, ou sur la chance qui lui est pro-
pre; de telle sorte que pour quelqu’un qui aurait observé un autre
événement E,, dépendant du méme événement simple G, la raison de
croire a l'arrivée de E’ pourrait étre beaucoup plus forte ou beaucoup
moindre que pour moi; ce qui ne changerait rien a la chance propre de E'.

Relativement & ce cas de deux personnes, dont I'une a observé un
événement E, et 'autre un événement E,, composés tous les deux d’un
méme événement G, il ne faut pas oublier que si E, comprend E et
quelque chose de plus, I'opinion de la seconde personne sur I'arrivée
d'un nouvel événement E’, dépendant aussi de G, sera plus éclairée
que celle de la premiére personne, et devra étre adoptée préférablement
(n° t). En supposant que 'observation de E, ait conduit 4 une proba-
bilité k& deI'événement (utur E’, et celle de E 3 une probabilité % du
méme événement, la seconde personne, sera plus fondée & parier &
contre 1— k& quela premiére % contre v—7, pour I'arrivée de E’; quelles

que soient d’ailleurs les fractions % et &, plus grandes ou moindres que é.

et la différence 21— £, positive ou négative.

'(52). Il estbon, avant d’aller plus loin, de donner quelques exemples
simples de I'usage des expressions précédentes de @, et @', que nous
mettrons d’abord sous la forme abrégee :

— Pn (A .ZPnP'- .
'wn—zpl’ - Tp;— H

la caractéristique = indiquant une somme qui s’étend aux m valeurs de
I'indice n2, depuis =1 jusqu'a n=nm.

On sait qu'une urne B renferme m boules blanches ou noires; on en
a tiré une blanche; et 'on demande la probabilité qu’elle contenait un
nombre n de boules de cette couleur.

Nous pouvons faire sur les nombres de boules blanches que l'urne
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contenait, m hypothéses différentes qui consistent a supposer succes-
sivement qu’elle renfermait m boules blanches, m—1 boules blanches
et une noire, m— 2 boules blanches et deux noires,. .. une boule blan-
che et m—1 noires. Toutes ces hypothéses étant également possibles
et s'excluant mutuellement, on peut les prendre pour les m causes C, ,
C,, Cy, etc., de I'événement E, qui est ici I'extraction d’une boule
blanche, sortie de B. Or, danslasupposition que parmiles m boules con-
tenues dans B, il y avait 2 boules blanches, la probabilité de cette
extraction serait le rapport de¢ 7 2 m, on a donc

n
pu - ,—n';
d’ou l'on conclut
1 )
Zp,=(m—+1),
et, par conséquent,
an

=
pour la probabilité que B contenait effectivement 7 boules blanches.
Elle ne peut étre ; que quand on a m = n = 3. En général, la pro-
babilité que B ne contienne que des boules blanches, ou quon ait
n=m, aprés qu'onen a vusortir une boule de cette couleur, aura —>—

m-4-1

pour valeur.

Si E' est I'extraction d'une nouvelle boule blanche de B, sa proba-
bilité @' sera différente, selon que la boule blanche déja sortie aura
€té ou n’aura pas été remise dans cette urne.

Dans le premier cas, on aura

P-=P-=£, 2P-P’-=,-:,;2n'i

mais on a, comme on sait,

s n(n41) =m(m+1) (m <= 2) Qr-m(m-i-l)'

1.2 1.2.3 > = 1.2

12
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d’'ou I'on déduit

25 n(n+ 1) —Sn = m(m -4-1) (2m -+ 1)

1.2.3

En'

et, en consequence,

’ am < 1

—

= 3m

Dans le second cas, le nombre de boules blanches et le nombre total
de boules que B renferme, étant diminués d’une unité i la seconde

€preuve, on aura

Pa= l‘:ﬁ:, Eppa= m(m_') Sn(n—1);

IR e
on aura toujours

p,=§l, 2p, = ;-(m—}-l),

et a cause de
. En(n—-l) __(m=—21)m(m<41)

1.2 1.2.3

14

on en conclura
2
@ = g.
La probabilité d’extraire une houle blanche d’une urne, d'ou il est
déja sorli une boule de cette couleur que I'on n’y a pas remise, est
donc indépendante du nombre m de boules blanches ou noires que
I'urne renfermait, et toujours égale 2 3. La valeur de @' relative au
premier cas se réduit aussi 4 cette fraction 3, comme cela devait étre,
lorsque m est un nombre trés grand et qu'on le considére comme

infini.

Sur un nombre quelconque m de boules blanches ou noires que B
reufermait primitivement, si I'on savait qu'il en a §té extrait m — 1

boules blanches, il y aurait la probabilité ;—"_;_—I- » que la boule restante

est aussi blanche. On ne pourrait faire alors que deux hypotheses C,
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et C,, savoir : la supposition C, que les m boules étaient blanches, et
la supposition C, qu’il y avait une seule boule noire. Dans la premiére
hypothése, la probabilité de I'événement observé est la certitude;
dans la seconde, cette probabilité, c’est-a-dire la chance d’extraire
de B les m — 1 boules blanches est la méme que celle d’y laisser la
boule noire; et comme, & priori, la boule restante peut étre égale-
ment chacune desm boules contenues dans B, la probabilité que c’est la

. I
boule noire a — pour valeur. On a donc

d’ou il résulte

T pips T mr? '

pour la probabilité de la premiére hypothese, ou, ce qui est la méme
chose, pour la probabilité que la boule restante dans I’'urne soit blanche
comme toutes celles qui en ont été extraites. Le cas de m = 1 n'est
pas compris dans cette valeur de @, non plus que dans la seconde des
deux valeurs précédentes de @'

(33). Voici encore une application immédiate des formulés précé-
dentes, dans laquelle on ne connait pas le nombre total de boules
blanches ou noires que I'urne B renferme; on sait seulement, par
exemple, que ce nombre ne peut pas excéder trois. L’événement
observé E est la sortie de & boules blanches, dans une série de r ti-
rages ou l'on a remis a chaque fois dans B, la boule blanche cu noire
qui en était sortie. Si 2 n’est ni zéro, ni égal & », on ne pourra faire
sur les boules contenues dans B que trois hypothéses, savoir : ’hypo-
thése C, d’une boule blanche et d’'une noire, C, de deux boules
blanches et d'une noire, C; de deux boules noires et d'une blanche.
Les probabilités de E qui répondent a ces trois causes distinctes,
seront

P=GrGr™ A=GE@®" =066
ou, ce quiestla méme chose,

1 2% 28—
Pr= 3 Pr=3zm» Ps~= 3=

I2..
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en faisant pour abréger,
3-+ 2!-F= + P iletd = ’;‘,

on aura donc

2n+a: @ = o=z
,' 3 —
© e

3n
WD, = — @, —
1 ,‘) )

’

pour les probabilités de C,, C,, Cs. En prenant pour I'événement fu-
tur E’, lextraction d’une nouvelle boule blanche, les probabilités
de E' relatives a ces trois hypothéses seront

! 1 /o 3 P 1,
pPi=s pPa=5 ps=3;

par conséquent, sa probabilité compléte @' aura pour valeur

o e £:37 o 3e2TE 4 fogum-s
. —_— 3n + 2u+.z‘ + 23—z

Dans le cas de = 2x, on aura

. 8=
T= T = e

f—e 297 +8
- 9=+2'81 - 2

La valeur de @' est 1, comme cela devait étre; carles boules blanches
et noires étant sorties en méme nombre de B, il n’y a pas de raison
pour croire plutdt a I'arrivée d’une boule blanche qu’a celle d’une
boule noire dans un nouveau tirage. Néanmoins, il faudra que ¢*
surpasse le double de 8%, ou que x soit plus grand que cinq, pour
que I'on puisse parier plus d'un contre un, que le nombre de boules
blanches est le méme que celui des boules noires dans B, ou que
cette urne renferme une boule blanche et une boule noire. La proba-
bilité @, de cette hypothése différe trés peu de la certitude, lorsque x
est un tres grand nombre.

Si i est un nombre entier, et qu'on ait x = 2i et » = 3i, il en ré-
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sultera

s+ §32) 4 4 (16)
(7)' + @B2)'4 (16’

o =

quantité qui différera trés peu de 3, lorsque isera trés grand. En méme
temps, la probabilité @, que B renferme deux boules blanches et une

boule noire, différera aussi tres peu de la certitude.
Supposons encore que I'on ait 7z = 3x. La valeur correspondante

de @' deviendra

5 (297 5 (16) 4 5 (32)7 |
27)* - (16)* 4 (32)

@' =

lorsque x sera trés grand, elle se réduira a trés peu présa 3, et la
probabilité @; que B renfermera une houle blanche et deux boules
noires, sera aussi a trés peu pres la certitude.

Dans les trois cas ou le nombre de tirages a été supposé trés grand,
on voit que la probabilité @' de I'arrivée d’une nouvelle boule blan-
che a eu pour valeur trés approchée, le rapport du nombre des boules
blanches sorties de B au nombre total des épreuves, et que, dans cha-
que cas, ce rapport a aussi €té, avec une probabilité trés appro-
chante de la certitude, celui du nombre de boules blanches au
nombre total de boules contenues dans B, c’est-a-dire la chance propre
de I'extraction d’'une boule blanche de cette urne. On verra effective-
ment, dans la suite, que quand un événement, d’'une nature quelcon-
que, a €té observé un certain nombre de fois, dans un trées grand
nombre d’épreuves, le rapport du premier nombre au second est la
valeur trés probable et trés approchée de la chance connue ou inconnue
de cet événement. Dans l’exemple que nous considérons, cette chance
ne pouvant étre que , 3 , 3, , il s’ensuit que les valeurs - = 5 ;, = 3 ,
sont aussi les seules qu’on doive supposer, avec vralsemblance, quand
x et n sont de trés grands nombres.

(34). Nous avons supposé, dans ce qui precede qu’avant 'arrivée
de E toutes les causes C,, C,, Cy, etc., auxquelles on peut attribuer
cet événement étaient également possibles; mais si l'on avait a priori
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quelque raison de croire plutot a I'existence de I'une de ces causes qu’a
celle d’'une autre, il serait nécessaire d’avoir égard a cette inégalité des
chances de C,; C,, C;, etc., antérieures i 'observation, dans I'éva-
luation des probabilités que ces diverses causes ont acquises aprés
l'arrivée de E. Cette nécessité est un point important de la théorie des
probabilités, surtout dans la question relative aux jugements des
tribunaux, ainsi qu’on I'a expliqué dans le préambule de cet ouvrage.
La démonstration dun® 28 est d’ailleurs facile a étendre au cas général
ou les causes de E avaient, antérieurementa 'observation, des proba-
bilités quelconques dont les valeurs sont données.

En effet, comme dans ce numéro, remplacons 'événément E par
I'extraction d’'une boule blanche qui a pu sortir de I'une des urnes A, ,
A,, Ay, etc., et supposons-d’abord que la sortie de chacune d’elles a
été également possible pour toutes. La probabilité qu’elle est sortie de

n

I'urne A, sera 2{% , en désignant toujours par p, le rapport du nombre

de boules blanches au nombre total de boules contenues dans A,, et
étendant la somme = i toutesles urnes A,, A,, Ay, etc. Pour d’autres ur-
nes A, ; A, etc., comprises parmi celles-1a, cette probabilité sera de

A Par Pav . \ \ ° qe, »
méme >2—1::’ . etc. ; d’aprés la régle du ne 10, la probabilité que la
boule blanche est sortie de 'une des urnes A,, A, , A,,, etc., sera la

somme

n n’/ n"
S+ L+ Bt ete,
qui se réduira 4 I'une de ces fractions multipliée par leur nom-
bre, lorsque les quantités p,, p.., p.., etc., seront égales entre
elles.

Cela étant, concevons que les urnes A,, A,, Ay; etc., se composent
d’un nombre «, d’'urnes A, dans chacune desquelles p, soit le rapport
de la quantité de boules blanches a celle des boules blanches ou noi-
res, d’'un nombre @, d’urnes A, dans lesquelles ce rapport soit p,....
et enfin d'un nombre a; d’urnes A; ou ce méme rapport soit p;; de ma-
niére que Z exprime le nombre de ces groupes d’urnes semblables, et
qu’en appelant s le nombre de toutes les urnes, nous ayons

s=a,4a,+tay4....~4a.
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La somme =p, étendue a toutes les urnes pourra étre remplacée par
celle-ci =a,p, qui s'étendra a tous les groupes, ou a toutes les valeurs
de l'indice r2, depuis =1 jusqu’a n=/1. Si donc les urnes A,, A,-,
A,., etc,, forment un des groupes et sont en nombre a,, la probabilité
que la boule blanche extraite de I'une des s urnes, soit sortie de ce

Pn o« as s .
groupe , aura pour valeur le rapport o’ multiplié par a,; en sorte

1Pn
qu’en la désignant par =,, nous aurons

- GnPn
2T Zaapa

Mais avant l'observation, la probabilité que la boule blanche ou
noire qui serait extraite, sortirait de ce méme groupe, était évidem-

an ’
ment —; en la représentant par g, , on aura donc
__an — -
qn _%3? a»—SQu 9

et si I'on substitue cette valeur de a, dans celle de =,, et que I'on
supprime le facteur s qui sera commun au numérateur et au dénomi-
nateur, il en résultera

. npPn
?, = -zqu'

Cela posé; les différents groupes d’urnes que nous venons de con-
sidérer; représentent toutes les causes possibles C,; C,, C,, etc., de
I'événement E, dont le nombre est i, et qui étaient inégalement pro-
bables & priori. La fraction g, exprime la probabilité, avant observa-
tion, que I'événement qui arriverait serait dia a la cause C,; apres
'observation, @, exprime la probabilité que I'événement E qui a eu
lieu, a été produit par cette méme cause; et comme les causes C,, C,,
G, etc., s'excluent mutuellement, g, et @, sont les probabilités, anté-
rieure et postérieure a l'observation, de l'existence de cette cause.
L'expression de @, montre donc que la probabilité de chacune des
causes possibles d’un événement observé, est égale au produit de la
probabilité g, de cette cause avant I'observation et de la probabilité p,
qu’elle donnerait 4 cet événement, si elle était certaine, divisé par la
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somme Zg,p, des produits semblables, qui se rapportent 4 toutes les
causes auxquelles I'événement peut étre attribué.

La probabilité @' de I'événement futur E’ qui depend des mémes
causes que E, aura, comme plus haut, Z=,p’, pour valeur, en em-

ployant dans cette somme l'expression de @, que I'on vient de déter-
miner; ce qui donne

' qnpnp n
o] qupn

Supposons que E’ soit aussi observé aprés E. Soit E’ un troisiéme évé-
nement dépendant toujours des mémes causes ; et désignons par p’,, la
chance que la cause C,, si elle était certaine, donnerait 4 Varrivée fu-
ture de E". La probabilité de cette cause était @, apres 'observation de
E et avant celle de E’; par la régle précédente, elle est devenue

wopP'n
STal n

~, aprés l'observation de E’; en mettant dans sa valeur celle

de @, elle devient qq"’;’i) +; eten lamultipliant par p”,, on aura la pro-

babilité de I'arrivée de E", en vertu de la cause C,. Par conséquent, si

nous désignons par @" la probabilité complete de cette arrivée, nous
aurons

zqnpnp nP n
@ =T,
Zqapap’n

expression qul se déduit aussi de celle de @', par la substitution de p’,
au lieu de p', et de PoP's a la place de p,. Et en effet, relativement a

la cause C,, ce produit Pap's est la chance de I'événement observé,
c'est-a-dire, de la succession des événements E et E',

(35). Pour donner un exemple tres simple de la régle précédente,
qui pourra servir a en vérifier 'exactitude et la nécessité, je suppose
que 'on trouve sur une table deux cartes dont les couleurs sont incon-
nues, et quen en retournant une, on observe qu’elle est rouge. On
ne pourra faire que deux hypothéses sur les couleurs de ces cartes :
qu'elles sont toutes deux rouges, ou que l'une est rouge et 'autre
noire. Si l'on ignore absolument d’ou ces cartes proviennent, ces
deux causes hypothétiques de I'événement observé seront également
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probables & priori;.et aprés I'observation , la probabilité de la pre-
"oy . \ ‘2
miére hypotheése aura 3 pour valeur, comme on I'a vu dans un des
exemples du n° 32; en sorte que I'on pourrait parier deux contre un,
que la carte non-retournée est rouge comme la carte retournée. Mais il
n’en sera plus de méme, si I'on sait, par exemple, que les deuxcartes
ont été prises au hasard dans un jeu de piquet, composé de seize cartes
rouges et d’autant de cartes noires. Avant I'observation, on aura (n° 18)

_ 16.15 _ 16.16
=550 =2 p30

pour les probabilités de la premiére et de 1a seconde hypothése; on a,
en méme temps,

ph=1, P-= ;

d'ou I'on déduit

@ = —IP_ 15

— 9P+ gpn B

7

pour la probabilité de la premiére hypothese, apres 'observation ; de
maniére qu'au lieu de deux contre un, il y a, au contraire, moins de
un contre un, et seulement 15 contre 16 a parier que la' carte incon-
nue est rouge comme celle qui a été retournée. Cette valeur de =, se
vérifie immeédiatement ; car il est évident que la question est la méme
que si, apres avoir tiré une carte rouge du jeu entier, on demandait la
probabilité de tirer encore une carte rouge des 31 cartes restantes et
qui n’en contiennent plus que 15 de cette couleur.

En général, sil’on a un tas de m cartes dont @ rouges et 4 noires,
que l'on y prenne au hasard un nombre 7 de cartes, et qu’en re-
tournant un nombre » — 1 de celles-ci, ou en trouve @’ rouges et
b’ noires, on obtiendra, par la régle précédente,

a—ad b=V

=— w, = ———
7 m—n-41’ T me—na1’

pour la probabilité @, que la 7" carte est rouge, et pour Ja probabi-
13
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lité @, qu’elle est noire. Cette valeur de @, est aussi, comme cela de-
vait étre, la probabilité de tirer une carte rouge.du tas primitif réduit
4 m —n -1 cartes, dont @ —a’ rouges, par Iextraction de o’ rouges
et &' noires. La valeur de @, se vérilie de méme; 4 cause de a+4-b=m
et ' 4+ b' = n— 1, on a d'ailleurs &=, + @, =1.

(36). La conséquence générale de la régle du n® 34, est que si deux
événemerits E et E' dépendent d’une méme cause, la probabilité de
I’événement futur E’' ne résultera pas seulement de 1'événement ob-
servé E : on devra avoir égard dans son évaluation aux connaissances
antérieures a I'observation que 'on pouvait avoir sur ce qui concerne
la cause commune de E et E’; de telle sorte que la probabilité de E'
pourra étre différente pour deux personnes qui auront observé le
méme événement E, mais qui avaient auparavant des données difié~
rentes sur la question.

De méme, dans les questions de doute ou de critique auxquelles
sapplique aussi le calcul des probabilités (n’ 3); lorsqu’il s'agira de
savoir si un fait attesté par un témoin est vrai ou faux, on devra tenir
compte, non-seulement de la chance d’erreur du témoin, mais encore
de nos connaissances antérieures a son témoignage.

Ainsi, en représentant par p la probabilité que le témoin ne nous
trompe pas, involontairement ou a dessein, et par ¢ la probabilité de
la vérité du fait avant qu’il fut attesté par le témoin, sa probabilité
apres le témoignage dépendra de p et ¢, et se déterminera de la ma-
niére suivante.

L’événement observé est ici l'atlestation d'un fait qui n’est point
incontestable. Dans la supposition qu’il est vrai, le témoin ne nous
trompe pas, et p est, par conséquent, la probabilité de 'événement. Sa
probabilité est 1 — p dans I'hypothese que le fait est faux, puisqu’a-
lors le témoin nous trompe. Avant le témoignage, ¢ était la probabi-
lité de la premiére hypothese et 1—gq celle de la seconde. En appe-
lant r la probabilité de la premiére hypothése, ou de la vérité du fait,
apres le témoignage qui I'atteste, on aura donc, par la régle du n° 34,

rq
TP+ (1—=p) (1 —gq)

r=

On tire de la
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q(1—q) (2p—1) |
pi+0—p)(1—a)
ce qul montre que la différence r— ¢ est de méme signe que p—;
d’ot1 il résulte que le témoignage augmente ou diminue la probabilité
de la vérité du fait, qui avait lieu auparavant, selon qu'on suppose
P> ou p<i:la différence est nulle et le témoignage ne change
rien a la probabilité antérieure, dans le cas de p=73, ou il y a un
contre un a parier que le témoin dit ou ne dit pas Ja vérité. Lorsque,,
a priori , on n’a aucune raison de croire plutot a la vérité qu’a la faus-
seté du fait que le témoin atteste, la probabilité ¢ est 1; il s'ensuit
r=p; et, dans ce cas, la probabilité que le fait est vrai, ne depend
plus que de la véracité et des lumiéres du témoin.

On ne peut pas supposer que I'une des deux quantités p et g soit I'u-
nité et 'autre zéro; mais si p approche beaucoup de la certitude et que ¢
approche encore plus de I'impossibilité, de maniére que le rapport de ¢
a 1 — p soit une trés petite fraction, la probabilité r sera aussi tres
petitc, et & peu pres égale a ce rapport. Cest le cas d’un fait contraire
aux lois générales de lanature, et attesté par un témoin auquel on accor-
derait, sans cette opposition, un grand degré deconfiance. Ceslois géné-
rales sont pour nous le résultat de longues séries d’expériences; ce qui
leur donne, sinon une certitude absolue, du moins une trés forte proba-
bilité, encore augmentée par ’harmonie qu’elles présentent, et qu’au-
cun témoignage ne saurait balancer. Si donc le fait attesté cst contraire
a ces lois, la probabilité qu’il n’est point inexact sera a trés peu pres
nulle avant le témoignage ; et en supposant méme le témoin de bonne
foi, i) suffira qu’il ne soit point infaillible pour que sa chance d’er-
reur 1 — p soit extrémement grande par rapport a cette plobablte an-
téricure ¢, et que la probabilité r, aprés le témoignage, puisse encore
étre considérée comme insensible. En pareil cas, il serait raisonua-
ble de rejeter notre propre témoignage, et de penser que nous som-
mes trompés par nos sens qui nous présenteraient comme vrai, quel-
- que chose de contraire aux lois de la nature.

(57). Supposons que le fait dont nous venons de considérer la pro-
babilité, soit aussi attesté par un second témoin; désignons par p’ la
probabilité que ce témoin ne nous trompe pas, et par 7’ la probabilité
de la vérité du fait, résultante du double témoignage; en observant

13..

r—qg=
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que la probabilité de la vérité de ce fait était déja r, indépendamment
de la seconde attestation, on en conclura que l’expression de 7 doit se
déduire de celle de r, par le changement de p et q , en p' et r; ce qui
donne

P"
rEG=—p =7’

r=

ou bien, eri mettant pour r et 1=—r leurs valeurs,

“qrp’
9PP +(i—q)(l—P)(l—P)

Si le second témoin atteste la fausseté du fait dont la vérité a été
affirmée pav le premier, on remarquera qu'indépendamment du se-
cond témoignage, la probabilité que le fait est faux avait déja 1 —r
pour valeur, en désignant donc par r, la probabilité de la fausseté du
fait, résultante des deux attestalions contraires, I'expression de r,
devra se déduire de celle de r du numéro précédent, par le change-
ment de petq, en p' et 1 —r, et de cette maniére, on aura

P(r—r)
pOa—=r)+ra—p)

r,=

ou, ce qui est la méme chose,

P G—p)(1—gq)

G =p =)+ =0

Dans le cas de p—=p’, cette valeur de r, se réduit a 1—gq; et, en
effet, les deux témoignages contraires et de méme poids se détruisent,
et la probabilité de ]a fausseté du fait doit demeurer la méme qu’au-
paravant.

On déterminera de méme, sans difliculté, la probabilité qu'un fait
est vrai ou faux, lorsqu'’il est attesté par des témoins et nié par d’au-
tres, en nombre quelconque. Si le fait est attesté par tous les témoins
a la fois, I'expression de la probabilité qu'il est vrai prendra la forme
suivante.

Soit toujours, antérieurement a tous les témoignages, ¢ la proba-
bilité que le fait est vrai; désignons par y. ce que devient cette proba-
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bilité apreés que le fait a été attesté par un nombre quelconque x de
témoins; y._, sera cette méme probabilité, quand le fait est attesté
seulement par un nombre & — 1 de témoins; et si 'on représente par
p avec un nombre x — 1 d’accents, cest—a-dlre par pf‘-'J la proba-
bilité que le témoin qui n’est pas compris dans ceux-ci, ne nous
trompe pas, lorsqu’il atteste aussi la' vérité du fait, lexpressmn dey.
se déduira de celle de r du numéro précédent, en y mettant p=—" et
Jz—: au lieu de p et g, de sorte que I'on aura

' P(z ').,r.z‘ t
I = Py ik (1 — p0) (1 = gy

La valeur de y, sera la probabilité primitive ¢; et si 'on fait successi-
vement x = 1, =2, =3, etc., ap déduira de cette formule

— Pq —_ P'q' )
NS To—p =9 T A =p)(a=7 ¢

d'ou 'on conclura la valeur de y, par I'élimination de 7, , celle de y;
par Pélimination de y,, et ainsi de suite. Mais, si 'on fait, pour
abréger,

)-—p(-""’)_ .

e = fas
Véquation précédente, aux différences finies du premier ordre, se
changera en celle-ci :

_ NER
== Yzt (‘—j-‘t—l),

dont I'imtégrale compléte est -

[

J": C+(I —C)PIP‘JP.S' o ofz

ex;,deagn@t par ¢ la constance arbitraire. En mettant y —  aulieude
cette expression de 7., on eu déduit effectivement

c
Yz—s =— Co4 (1==2C) pspsp3. ”PS-x’
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Y= (t—C)prpaps. - +Pzer
i c+ ( I —C) PiPafP3e« ~Pz‘—r’

1

et ces valeurs jointes a celle de y, rendent identique ’équation donnce.
On déterminera la constante ¢ au moyen d’une valeur particuliére
de 7., et, si 'on veut, au moyen de celle qui répond a x=0; en
prenant alors I'unité pour le produit p,p.r5. . .p., de x facteur, il en
résultera y, = ¢ =c; et, pour un nombre quelconque x de témoins,
nous aurons ensuite

—_ q
fz—q+ (1—q) prpapa. - -p=

Relativement au témoin qui répond a lindice quelconque i, la
quantité p: est le rapport de la proB8bilité qu’il nous trompe i la pro-
babilité qu’il ne nous trompe pas, desorte qu’on a p,>1 ou p,<1, selon
que la premiére probabilité est supérieure ou inférieure  la seconde
et pi=—1 quand elles sont égales. Si le nombre des témoins est tres
grand et considéré comme infini, et que p;surpasse I'unité pour tousles
témoins, la probabilité y. de lavérité du fait qu'ils attestent sera zéro a
une exception pres; et au contraire, dans ce cas de x infini, cette
probabilité sera I'unité ou la certitude, aussi & une exception pres,
lorsque ¢: sera moindre que 'unité pour tous les témoins. L'exception
aura lieu, quand les quantités p,, p,, fs, etc., décroitront ou croi-
tront continuellement, mais en sapprochant indéfiniment de I'u~
nité. Prenons, par exemple, pour leur terme général,

_ 4
Pi"" 1= (-—27_1)1'

%?

7 désignant le rapport de la circonférenee au diametre, et g une cons-
tante donnée qui ne surpassera pas I'unité, afin qu'gucune des quan-
tités ¢, p., fs, €tC., nie Soit négative. Par une formule connue, leur
produit sera égal a cos g ; on aura donc :

%
_ 9 _
Yo = 7F (1 =q) s g’

quautité qui différera beaucoup de l'unité, quand g différera de
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méme de ;w. Sil'on fait g=% \/—1, la nouvelle constante % pourra
étre plus petite ou plus grande que I'unité. En désignant par ¢ la base
des logarithmes népériens, il en résultera

29
Jo =g+ (i—q) (e

et si & ne surpasse pas l'unité, ou seulementsi % n'est pas un trées grand
nombre, cette probabilité y, ne sera pas trés petite. Toutefois, il sera
facile de s"assurer que la premiére valeur de y,,, sera toujours supé-
rieure a la probabilité ¢ antérieure aux temmgnages , et la seconde
toujours inférieure.

Ces formules supposent que tous les témoignages soient directs;
nous examinerons tout & I'heure le cas ou un seul est direct, et tous
les autres sont traditionnels.

(38). Quand un témoin ne se borne point a dire qu’une chose
soit vraie ou fausse, mais qu'’il atteste I'arrivée d’'un événement, dans
un cas ou il y en avait plusieurs qui fussent possibles; I'événement
qu’il peut annoncer, quand il se trompe ou qu'il veut tromper, n'est
point unique, et doit étre seulement un de ceux qui n’ont point ea ou
qu’il ne croit point avoir eu lieu; or, cette circonstance influe,
comme on va le voir, sur la probabilité de I'événement apres le témoi-
gnage, indépendamment de celle qu’il avait auparavant.

Je suppose, pour fixer les idées, qu'une urne A renferme un nom-
bre p de boules, dont a, portentlen® 1, a,le n®a,... a, len*m, de

sorte qu’on ait
mw=a,+a-+a;...+a,,

et que m soit le nombre de numéros différents que cette urne ren-
ferme ; si une boule en est sortie, on pourra aussi faire m hypothéses
différentes C,, C,, C;,...C,, sur le numéro de cette boule; leurs
probabilités avant aucun témoignage, étant désignées par q,, ga, gss - « -
Jm» ON aura
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et si un témoin annonce que la boule sortie de A porte le n° 7, les pro-
babilités de ces hypothéses prendront les valeurs @,, @,, @y,. . .o, .
qu’il 'agira de déterminer par la régle du n°® 34. Ici 'événement ob-
servésera I'annonce, parle témoin, de la sortie du n° z; chacune des hy-
pothéses donnera une certaine probabilité a cet événement, dont il
faudra d’abord formerl’expression; on représentera par p,, p,, ps, - - + Pm>
ses probabilités résultantes des m hypothéses; et d’apres ces diverses
notations, C,, ¢;, @, p;, répondront a la sortie d'un numéro quelcon-
que i, et, en particulier, C,, ¢., @, p., 2 la sortie du n°~ annoncé
par le témoin.

Je désigne par u la probabilité que ce témoin ne se trompe pas, et
par ¢ la probabilité qu’il ne veut pas tromper; r — % sera la probabi-
lité qu'’il se trompe, et 1— ¢ qu'’il veuttromper. Dans la 7"*"* hypotheése,
c'est-a-dire, dans la supposition que 7 est réellement le numéro extrait
de A, le témoin annoncera la sortie de ce numéro, s’il ne trompe pas
et s'il ne veut pas tromper, combinaison dont la probabilité est uv par
Ja régle du n° 5. S’il se trompe, il croira que la boule sortie de A porte
un numéro quelconque #' différent de ; et en méme temps, s'il veut
tromper, il annoncera un numéro différent de »’, ou pris parmi les
m — 1 autres numéros; la chance qui en résultera pour le n° »’

d’étre précisément celui que le témoin annoncera, sera donc —_—
en admettant, toutefois, que le témoin n’ait aucune prédilection pour
un numeéro plutdt que pour un autre; par conséquent, d’apres la regle
citée, la probabilité que ce numéro sera annoncé par un témoin qui se
trompe et qui veut tromper, aura pour valeur le produit des trois frac-

1

tions 1 —u, 1—v, —. Soit que le témoin se trompe et ne veuille

-1
pas tromper, soit qu’il ne se trompe pas et veuille tromper, le témoin
n’annoncera pas la sortie du n°z; car, dans le premier cas, il voudra
annoncer le numéro qu'’il croira sorti et qui ne sera pas le n°z, et,
dans le second, il saura que ce numéro est sorti et ne voudra pas
I'annoncer. De toute cette discussion et d’aprés la régle du n° 10, on
.conclut

) (1—v)

?

po=up 4 L=221
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pour la probabilité compléte que I'hypothese C,, si elle était certaine,
donnerait a I’événement observé. .

Dans I'hypothése C;, correspondante a la sortie d’un n° i dif-
férent de 7, le témoin n’annoncera pas le n° 7, s'il ne se trompe pas
et ne veut pas tromper. S’il ne se trompe pas et qu'il veuille trom-
per, il saura que le n° i est sorti, mais il annoncera la sortie de
I'un des m — 1 autres numéros; et la chance pour que ce soit

"(':!—u) pour la probabilité

1 e ’
le n® 2, sera ——; dotr il résulte

que ce n° n sera effectivement annoncé par le témoin. S'il se trompe

et quil ne veuille pas tromper, cette probabilité sera égale i

(1 =—1 , . . ’ .
fn 1_); car le témoin pourra croire que le numéro sorti est un

des m — 1 numeéros différents de ¢; il annoncera celui qu’il croira sorti;

et - sera la chance pour que n soit ce numero. Enfin, si le té-

moin se trompe et qu'il veuille tromper, il faudra d’abord qu’il croie
sorti de A, un des m — 1 numeéros différents de celui qu’il annonce ;

sera donc la probabilité qu’il croira sorti un numcéro déter-

—_—1
miné n'; cette fraction exprimera aussi la probabilité qu’il annoncera
“le n° n, parmi les m —71 numeéros différents de »’; on aura donc

(m — pour la probabilité que le témoin croira sorti le n° 7’ et qu’il

annoncera la sortie de n. La chance qui en résultera pour ce n° »

d’étre annoncé sera, par conséquent, la fraction (————); multipliée

par le nombre des numéros tels que 7', que le témoin a pu croire
sortis de A; lequel nombre est seulement m — 2, puisque le
témoin qui se trompe et qui veut tromper, ne peut croire sorti
ni le n° i qui l'est réellement, ni le n* n qu’il annonce. D'un autre
cOté, la probabilité de cette double erreur est le produit (1 —uz)
(1—v); la probabilité que le n° n sera effectivement annoncé par
ce témoin, aura donc pour valeur le produit (1 —z) (1—v)

multiplié par la chance . Je réunis les probabilités de celte

(m— )’
annonce dans les trois cas distincts.out elle peut avoir lieu; il en
résulte

14
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_u(1—v) ; v(1=u) , (m—2)(1—u)(1—v)
= Tm— + m—x (m—1)?

?

pour la probabilité compléte de I'événement observé, dans une des
m —1 hypothéses contraires a la vérité de cet événement. Cette
valeur de p: est dailleurs liée a celle de p, par I'équation

Pt (m—1)p=1,

résultante de ce que la somme des probabilités que le témoin annon-
cera la sortie du n° n, correspondante aux m hypotheses C,, C,, Cs,. . ..
C.., doit étre égale a 'unité.

Maintenant ; par larégle du n° 34, nous aurons

—_— __9nPn ___ — 7' pi .

Dy == =
T gapatEqipi’ T upa Az aipi’

lessommes = s’étendant a toutes les valeurs de l'indice i, depuis i =1
jusqu'a i = m, excepté i = n. Et comme la quantité p, est indépen-
dantede i, et que lasomme des valeurs de ¢;, moins celle qui répond

e —_—a . .
ai=mn, est “=2, I’expression de @, deviendra
@ .

_ [(m—1)uw 4 (1 —u)(1—v)] (m—1)a, ]
@, = [(mz=1)uv4(1 -2)(1-v)](m2- l)a,.-f—[(m—l)(l-v)u+(m-1)(1-u)u+(m-2)(|-u)(,_vm_z?

aprés qu’on y aura substitué les valeurs de p,, 4., pi, g, €t multiplié€ son
numeérateur et son dénominateur par u(m—1)*. Ce sera donc la pro-
babilité que le numéro # annoncé par le témoin est réellement sorti
de Aj;laprobabilité qu’il ne I'est pas aura 1 — @, pour valeur; et, en
-particuliér, celle de la sortie d'un tout autre numéro déterminé i se
déduira de 'expression de 1 — @,, en la multipliant par le rapport
de q, pi2 = q;p;, ou de @ a e —a,; en sorte que I'on aura

(1 = 7a)ai

o=
#®—a,

On doit remarquer que pour oblenir ces résultals, nous avons admis
que quand le témoin se trompe ou qu’il veut tromper, le numéro
qu'il annonce est déterminé par e hasard seulement, et non par quel-
que cause particuliere. Il n’en serait pas de méme, lorsqu’il veut



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 107

tromper, s’il avait une raison quelconque pour faire croire a I'arrivée
d’un numéro plutdt qu’a celle d'un autre, ni quand iff se trompe,
si son erreur était produite, par exemple, par la ressemblance du
numeéro qu’il croit sorti et qu’il annonce, avec le numeéro réellement
extrait de A. Ces circonstances difficiles 4 apprécier et dont nous avons
fait abstraction pourraient influer beaucoup sur la probabilité de la
sortie du numeéro annonc¢ par le témoin.

Au liea de houles portant un nombre m de numeéros différents,
I'urne A pourrait contenir des boules d’un pareil nombre de couleurs
diverses. Si elle renferme seulement des boules blanches et des boules
noires, les premiéres en nombre a et les secondes en nombre p — e,
et que la sortie d’une boule blanche soit annoncée par le témoin, on
fera m = 2 et @, = a, dans l'expression de @, ; en désignant par r,
ce qu'elle devient alors, on aura

— [uv 4 (1 = 1) (1 — v)]a
= =0 (=0l F (1 — 0+ u— 0ol ’

pour la probabilité qu’il est effectivement sorti une houle blanche
de A. o

On peut assimiler a ce cas particulier, celui d’un fait vrai ou faux,
attesté par un témoin : on prendra pour ce fait 'extraction de la boule
blanche; r sera la probabilité qu’il est vrai; et son expression devra
coincider avec celle du n° 36. Nous aurons d’abord

p=w-+ (1—u)(1 —v),

pour la probabilité que le témoin ne nous trompe pas; car cela peut
avoir lieu parce qu'il ne se trompe pas et ne veut pas iromper, ou bien
aussi parce qu’il se trompe et veut tromper, c'est-a-dire parce que entre
les deux seules choses possibles, I'extraction d’une boule blanche et
ceile d’'une boule noire, représentant la verité et la fausseté du fait
attesté, le témoin croit le contraire de ce quiest, ou dit le contraire
de ce qu'il croit. La probabilité qu’il nous trompe sera, en méme
temps,

1—p=(—u —l—kl -—'.u)v,'

ce qui se déduit de la valeur de p, ou s’obtient directement en obser-

14.."



108 RECHERCHES

vant que le témoin peut nous tromper, soit quil ne se trompe pas
et veuille tBmper, soit qu'il se trompe et ne veuille pas tromper. On

aura encore

9= 1—g==—,

w #
pour les probabilités avant le témoignage , de la vérité et de la faus-
seté du fait que le témoin atteste. Ces diverses valeurs rendent, en
effet, I'expression de r dun® 36 identique avec celle que I'on vient
d’écrire. _ ’

Quandl'urne A ne renferme qu’une seule boule portant chaque nu-
meéro, depuis le n° 1 jusqu’au n°m, on a a, = 1et u = m; ce qui
simplifie beaucoup I'expression générale de @, , et laréduit &

@y = Uy - Q-#.

Cette probabilité que le n°n annoncé par le témoin est réellement
sortide 'urne A, nediffére pas, dans ce cas, de celle qui a été désignée
plus haut par p,, c’est-i~dire de la probabilité que le témoin annon-
cera le n° 22, dans la supposition de la sortie de ce numéro. Elle di-
minue 4 mesure que le nombre m des numéros contenus dans 'urne
devient plus grand, et serait égale a la probabilité que le témoin ne
se trompe ni ne veut tromper, si ce nombre pouvait devenir infini.

(39). Il resterait a considérer le cas général ou il existe plusieurs
témoins dont les uns ont une connaissance directe du fait qu’ils attes-
tent, et lesauntres le connaissent seulement par tradition; mais pour rie
pas donner une trop grande étendue & cette digression sur la proba-
hilité des témoignages, nous nous bornerons a résoudre une question
particuliere de cette espece.

Nous appellerons T, T,, T,,... T._,, T,, les témoins dont le
nombre sera x - 1. Comme dans le probléeme précédent, une houle
a €té extraite de 'urne A, son numéro est a la connaissance directe
de T, chacun des autres témoins tient de celui qui le précede que
cette boule portait le n- 7; ensorte que ce fait est transmis du premier
témoin T au dernier T,, et de celui-ci &4 nous, par une chaine tra-
ditionnelle, non interrompue. Le témoin T, étant donc le seul que
nous ayons entendu, I’événement observé, dans cette question, est
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I'attestation, par ce témoin, qu’il tient de T _, quele n°® nest sorti de A;
et il s’agit de déterminer la probabilité que ce numéro soit effective-
ment celui qui a été extrait de cette urne.

Soient y, la probabilité de I'événement observé, dans ’hypothése C,
de Ja sortie dun® nzde A, et y’., dans I'hypotheése C, de I'extraction d’un
autren® i. En désignant toujours par a, et a. les nombres de boules
n° net n° i contenus dans A, et par u le nombre total de boules que

. a " . .
celte urne renferme, la fraction ;" sera, a priori, la chance de la sor-

tie du n° n, et % celle de la sortie du n° i. Par la régle du n° 34, nous

aurons

. = QnJY x .
" - + 2a,) ; ’

pour la probabilité de ’hypothése.C,; lasomme = s’étendant a tous les
indices i, depuisi = 1 jusqu’a i = m, excepté i=n. On verra tout
al’heure que I'expression de ', estindépendante de i ; et la somme des
valeurs degq,, excepté a,, étant u—a,, celte valeur de @, est la méme

chose que

Q.3 z

v, = — T
n all]'r+(f‘—an),r z

On en déduira la probabilité @; de toute autre hypothése C;, en mul-
tipliant 1 — @, par le rapport de a,a . —a,.

Le probléme se réduit donc a la détermination des inconnues J=
et ', en fonctions de xx. Pour cela, je représente par £ la probabilite
que le témoin T.ne nous trompe pas, de sorte que 1 — £, soitla
probabilité qu’il nous trompe , involontairement ou & dessein. Le té-
moin T, annoncera la sortie du n° z de A, s'il ne nous trompe pas et
que T__, ait aussi annoncé 'extraction de ce n°; combinaison dont Ia
probabilité estle produit £ y._,, dahs ’hypothése C,, en observant que
9—: exprime a I'égard de T._,, ce que y, représente relativement
4 T.. 1l pourra encore annoncer la sortie du n° 2, s'il nous trompe, et
qu'en méme temps T,_, ait annonce celle d'un autre numéro; dans
I'hypothése C,, la probabilité de cette combinaison est le produit
(1—*k) (1 —yz—.); maisla chance que serale numéro qu'annonceraT,
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parmi les iz — 1 numéros qu’il ne croit pas annoncés par T, , étant

:)('

seulement -, celte considération réduira 4 ¢

"7"') la pro-

babilité de lannonce du n* n. Enfin, le témoin T, n’annoncera
pas la sortie de ce numéro, soit quand il nous trompera et que T._,
I'aura annoncé, soit quand il nc nous trompera pas et que T,_, aura
annoncé la sortie d’un autre numéro. Nous aurons donc

(‘ —A (l—.r:t:—l)

M — 1

Ya=bkeYemr =+

pour la probabilité compleéte de I'événement observé, dans I’hypothese
C,. On trouvera de méme

+ ([ """J.) ([ —.7-‘!—1)

]J’ = k’y"_' m—— 1
pour cette probabilité dans toute autre hypothese C,; en sorte que les
deux inconnues y, et y'. dépendrontd’une méme équation aux diffé~
rences finies du premier ordre, et ne différeront 'une de I'autre que
par la constante arbitraire, .

En considérant y. et désignant cette constantie par ¢, lintégrale
compléte de I'’équation donnée sera

c(mk, — 1) (mhk, — 1).... (mhkz_=1) (Mmh;—1)

J’:=E+ (m— 1) 5

car en y mettant x — .1 au lieude x, on en déduit

1 c(mk, — 1) (mhky — 1).... (mkz_, — 1)
]-l‘——l - "-l + (m_ l):_' ’
__m — c(mk,—1) (mhy—1)....(mko_, — 1)
t—=Yor = T — (m — )= ’

et ces valeurs jointes i celle de y, rendent identiquel’équation donnée.
Pour déterminer la constante ¢, je fais x = o dans l'intégrale, et
j'observe que la probabilité y. qui se rapporte au témoin direct T,
doit étre celle que I'on a désignée par p, dans le numéro précédent.
En prenant, dans ce cas de x = o, l'unité pour le produit des fac-
teurs que l'intégrale renferme, on aura donc
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= —l-m-l- ¢, ¢ = ___mp:n—:_x‘
Pour une valeur quelconque de x, on aura donc ensuite

Je = =[1(mp, — )X,

ou l'on a fait, pour abréger,

(mk, — 1) (mk, —1)....(mkz—1) X

(m—1)*

En ohservant que la probabilité »’. relative au témoin direct T, dans
une hypothése quelconque C, différente de C,, doit aussi étre celle que
Yon a exprimée par p; dans le numéro précédent, nous aurons de
méme

ye= # [v 4= (mpy— 1)X];
quantité indépendante de i, puisque p, ne dépend pasde ce uombre.
Je substitue ces valeurs dans celle de @,; 1l en résulte

[t 4= (mp,— 1)X]a,
[x + (mpy— 1)X]an 4 [1 +(mpi— 1)X](s — a,)

@,

pour la probabilité que le n° 7 annoncé par Je dernier témoin T, est
réellement sorti de 'urne A ; ce qu'’il s'agissait de déterminer.
Le produit représenté par X peut étre remplacé par celui-ci :

X=5k h, hy.. .0,
en faisant, pour abréger,
(r=—4kz)

m—1

k: T
Le nombre m étant toujours plus grand que un, et £, désignant une
fraction positive qui ne peut pas surpasser l'unité, il s’ensuit que cha-
cun des facteurs de X pourra étre positif ou négatif, sans sortir jamais
des limites %= 1. Lorsque le nombre x des facteurs sera trés grand , ce
produil sera insensible ; et tout-a-fait nul, si ce nombre était infini, en
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exceptant toutefois les cas particuliers ou les facteurs %,, 4,, A, etc.,
formeront une série de fractions continuellement convergentes vers
I'unité.” Cela étant, si I'on néglige dans l'expression de ar,, les

. . ’ . v a e ’
termes qui contiennent X, elle se réduira a ;1‘; d’ou il résulie qu'en

genéral, la probabilité d’'un événement qui nous est transmis par une
chaine traditionnelle d’un trés grand nombre de témoins, ne différe
pas sensiblement de la chance propre de cet événement, ou indépen-
dante du témoignage; tandis que l'attestation d’un grand nombre de
témoins directs d’un événement rend sa probabilité tres approchante
de la certitude, lorsqu’il y a pour chacun de ces témoins plus d’'un
contre un a parier qu’il ne nous trompe pas (n® 37).

Dans le cas particulier oli 'urne A ne contient qu’'une seule bhoule
de chaque numéro, et ou l'on a, en conséquence, a, = 1 etp=m,
la valeur de @, se réduit a

@, = %[1 <+ (mp,— 1)X],

en vertu de I'équation du numeéro précédent
pnt+(m—1)p=r1.

Cette probabilité coincide donc alors avec y., cest-a-dire, avec la
probabilité de I'annonce du n° 7 par le témoin T, dans I'hypothese C,
que ce numéro est réellement celui qui a €té extrait de A. Mais on ne
pouvait pas, comme dans la solution que Laplace a donnée de ce pro-
bleme (*), prendre & priori 'une pour 'autre, ces deux probabilités
y. et @,, qui ne sont d’ailleurs identiques que quand le rapport de
p—a, aa, est égal a celui de m — 1 & I'unité.

(40). On peut, si I’on veut, exprimer chacune des quantités %, , &, ,
ks, etc., au moyen du nombre m et des probabilités que le témoin
auquel elle se rapporte, ne se trompe pas et ne veut pas tromper.
Jappellerai u., 1a probabilité que le témoin quelconque T, appartenant
a la chaine traditionnelle, ne s'est pas trompé, et v,. la probabilité

(*) Théorie analytique des probabilités ; page 457.
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qu’il n’a pas voulu tromper. Si ces deux circonstances ont concouru,
le témoin n’aura pas trompé; il aura pu aussi ne pas tromper, s'il s’est
’ . . . 1
trompé et qu’il ait voulu tromper; mais dans ce second cas, —— est
la chance qu'’il aura annoncé le n° z, parmi les m — 1t numéros qu’il

ne croyait pas sortis de A ; el ces deux cas étant les seuls ou il n’aura
pas trompé, en annoncant ce numeéro, la valeur complete de %, sera

+ (l_usl)('*"x/):

m—1

lc,, — U Vzr

pour x’=o, elle coincide avec la valeur-de p,du numeéro précédent,
en prenant , et v, pour les quantités « et ¢ que celle-ci renferme.
Cette quantité &, est la_probabilité qu’on doit attacher au témoignage
de T,,, ou la valeur, de ce témoignage, considcré en lui-méme, c'est-
a-dire, la raison qu'on a de croire 4 la sortie d’'un n°® n, d’'une urne A,
qui peut contenir un nombre m d’espéces de numéros différents, lors-
que l'on sait seulement que cette sortie est attestée par un témoin T,,
pour lequel z,, et v., sont les probabilités qu’il ne se trompe pas et
qu’il ne veut pas tromper. Sil'on est certain que T,, se trompe et
veut tromper, on aura #,,=o et v,,==0, et la probabilité £, que le

n° n estsorti, résultante de son témoignage, sera néanmoins égale a

. Ce sera la certitude, dans le cas de m =2; et, en effet, le té-

moin annouacant celui des deux numéros qu’il ne croit pas sorti, et
croyant sorti le numéro qui ne l'est pas, se trouvera avoir annoncé né-
cessairement la veérité. Dans le cas de m=3, il y aura un contre un a
parier pour la sortie de celui des trois numéros que le témoin aura an-
noncé; ce qu'on vérifiera aisément par 'énumeération de toutes les

de

combinaisons possibles; et 'on vérifiera de méme la valeur

la probabilité 4., relative 2 un nombre quelconque .

On ue doit pas confondre le cas d’'un témoin qui se trompe et veut
certainement tromper, avec celui ou la chaine traditionnelle est in-
terrompue, de manicre que le témoin T,,_, qui précede T,, n’existe pas.
Il est certain qu’alors le témoin . T,, veut tromper, puisqu’il suppose
Vexistence de T,_,; on a donc v., = o ; mais la probabilité que T., ne

15
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se trompe pas, n’est point nulle : ce témoin n’ayant, dans ce cas, au-
cune notion sur I'événement arrivé, la probabilité qu’il’ annonce le

’, ’ . 1 . .
numeéro réellement sorti, est — ; par la méme raison; cest aussi la

» . . . 1
valeur de son témoignage; et en effet, si l'on fait u,, = — et

. ’_» . . . - 1 :
v, =.0, dans la formule précédente , il vient k., = —. Cette valeur de
b p ) m

4 rvend nul le facteur %., de X, et réduit, par conséquent, la proba-
hilité @, de la sortie du n° » h‘% , Cest-a-dire, a la chance propre de

cet événement, comme cela doit étre évidemment.

(41). Au moyen de la régle relative a la probabilité des causes,
nous pouvons actuellement compléter ce qui a été dit ala fin dun® 5,
sur la tendance de notre esprit 4 ne pas douter que certains événements
n‘aient une cause spéciale, indépendante du hasard.

Lorsque nous avons observé un événement qui avait enlui-méme une
tres faible probabilité ; s’il présente quelque symeétrie, ou quelque autre
chose de remarquable, nous sommes naturellement portés a penser
qu'il n’est pas I'effet du hasard, ou plus généralement de la cause unique
qui lui donnerait cette faible chance, mais qu’il est di a une cause
plus puissante, telle que la volonté de quelqu’un qui aurait eu un but
particulier en le produisant. Si, par exemple, nous trouvons sur une
table, en caractéres d’'imprimerie , les 26 lettres de-Ialphabet, rangées
dans 'ordre naturel @, b, ¢,.... x, ¥, z, nous ne faisons aucun doute
que quelqu’un ne les ait ainsi disposées par un acte de sa volonté ; ce-
pendant cet arrangement n’est pas en. lui-méme plus improbable que
tout autre qui ne nous présenterait rien deremarquable, et que pour cette
raison nous n’hésiterions pas a attribuer au seul hasard. Si ces 26 let-
tres devaient étre tirées successivement et au hasard, d’'une urne ou
elles seraient renfermées, il y aurait laméme chance qu’ellesarriveraient
dans I'ordre naturel, ou dans. un ordre déterminé d’avance; comme
celui-ci b, p, w,... ¢, a, ¢, que je choisis arbitrairement : cette chance
serait aussi. petite, mais. pas moindre, pour le premier arrangement
que pour le second. De méme, si une urne renferme, en nombres
égaux, des ‘baules.blanches et des houles noires, et qu’on en doive
extraire, successivement 30 boules, en y remettant a:chaque fois-la
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boule extraite, la probabilité que ces 30 boules seront blanches, aura
pour valear la 30° puissance de -;-, c’est-a-dire, 4 peu prés 'unité divi-

sée par un milliard. Mais la probabilité de la sortie de 30 boules, les
unes blanches et les autres noires, dans tel ordre et dans telle propor-
tion que 'on voudra assigner d’avance, ne sera ni plus grande ni plus
petite que celle de I'extraction de 30 boules blanches; et il y aura éga-
lement environ un milliard & parier contre un que cet autre arrange-
ment déterminé n’arrivera pas. Cependant, si nous voyons sortir de
I'urne 3o fois de suite une boule blanche, nous ne pourrons pas croire
que cet événement-soit dt au hasard, taudis que nous lui attribnerons
sans difficulté V’arrivée de 30 houles qui ne nous offrira rien de régu-
lier et de remarquable.

Ce que nous appelons kasard (n° 27), produit, pour ainsi dire,
avec la méme facilité, un événement que nous trouvous remarquable
et celui qui ne l'est pas. Les événements de la premiére espéce sont
beaucoup plusraresque ceux delaseconde,lorsque tous les événements
également possibles sont trés nombreux. Pour cette raison, larrivée
des premiers frappe d’avantage notre esprit; ce qui nous porte a leur
chercher une cause spéciale. L’existence de cette cause est, en effet,
trés probable; mais sa grande probabilité ne résulte pas de la rareté
des événements remarquables : elle est fondée sur un autre principeau-
quel nous allons appliquer les régles précédemment démontrées.

(42). AppelonsE,, E,, E;, etc., les événements remarquables qui
peuvent avoir lien, et F,, F,, F;, etc., les événements non remarqua-
bles. Lorsqu'’il s'agira , par exemple, de 30 boules extraites d’'une urne
qui contient des nombres égaux de boules blanches et de boules noires,
les événements E,, E,, E;, etc., seront l'arrivée de 30 boules de la
méme couleur, celle de 30 boules alternativement blanches et noires,
celle de 15 boules d’'une couleur suivies de 15 boules de l'autre cou-
leur, etc. Dans le cas d’une trentaine de caractéres d'imprimerie, rangés
a la suite I'an de lautre, les événements E,, E,, E;, etc., seront ceux
ou ces lettres se trouveront disposées, soit dans I'ordre alphabétique,
soit dans l'ordre inverse, ou bien ceux ou elles formeront une phrase
de la langue francaise, ou d’une autre langue. Dans tous les,cas, dési-
gnons par m leur nombre, et par 7 celui des autres événements F,,

15..
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F,, F;, etc.; supposons qu’ils soient tous également possibles, lors-
qu’ils sont dus uniquement au hasard; de sorte qu'en représentant
alors par p la probabilité de chacun d’eux, on ait

L

P=: n’

aussi bien quand il appartient a la premiére série, que quand il fait
partie de la seconde. Il n’en sera plus de méme, si ces événernents
doivent étre produils par une cause particuliere C, indépendante de
la probabilité p, et qui sera, pour fixer les idées, la volonté d’une per-
sonne et le choix qu’elle fera de I'un d’entre eux. Nous admettrons
que ce choix sera déterminé par les diverses circonstances qui rendent
remarquable une partie des événements possibles. Ainsi, il y aura une
certaine probabilité p,, que le choix de cette personne se portera sur L,,
une autre probabilité p, qu’il se portera sur E,, etc.; il n’y aura au-
cune probabilité qu’il doive se porter sur un des événements F,, F,,
F,, etc.; et ces divers événements étant les seuls possibles, il faudra
qu’on ait
P == po - ps + etc. = 1.

Si les probabilités p, , p,, ps, etc., sont toutes égales, leur valeur com-
nune sera ;’, et, par conséquent, trés grande re]ativ'ement a p, quand

le nombre total m - 7 des cas possibles sera trés grand en lui-méme
et par rapport au nombre m des cas remarquables. Généralement, ces
probabilités pourront étre fort inégales; nous n’avons aucun moyen
de les connaitre ; mais il nous suffira qu’elles soient trés grandes eu
égard a la probabilité p; ce qui ne peut manquer d’avoir lieu, lorsque
celle-ci est extrémement petite, ou le nombre m -4 n excessive-
ment grand, comme dans les exemples qu’on vient de citer.

Tel est le principe dont nous partirons pour déterminer la probabi-
lité de la cause C, d’apres l'observation de I'un des événements E,,
E,, E;, etc., F,, F,, F;, etc., ou, du moins, pour faire voir qu’elle
est trés grande, quand I'événement observé apparticnt a la premiére
série.

Supposons que E, soit cet événement. On pourra faire deux hypo-
théses, la premiére qu’il est dii a la cause C, laseconde qu'il est le ré-
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sultat du hasard. Si la premitre hypothése était certaine, p, serait la
probabilité de I'arrivée de E, ; si c’était la seeonde qui le fit, cette pro-
babilité aurait p pour valeur; en appelant donc r la probabilité de la
premiére hypothése apres I'observation, et regardant les deux hypo-
théses comme également probables a priori, nous aurons, par la régle
du n° 28, :

N .

=¥

Or, il suffit que la probabilité p, soit trés grande eu égard a la treés petite
chance p, pour que cette valeur de r différe trés peu de I'unité ou de la
certitude. Dans I'un des exemples précédents, ou le nombre des événe-
ments possibles surpassait un milliard, et ou p était au-dessous de 1'u-
nité divisée par mille millious; si I'on suppose que 1000 soit le nombre
des événements assez remarquables pour déterminer une personne a
choisir 'un d’entre eux, et si I'on prend l'unité divisée par ce nombre
pour la valeurde p,, celle de r différera de I'unité, de moins d’un millio-
niéme, et de beaucoup moins encore, si, comme on peut le croire, la
probabilité p, est au-dessus d’'un milliéme. Lors donc que I'un de ces
événements remarquables, aura élé observe, par exemple, l'extrac-
tion de 30 boules d’'une méme couleur, tirées d’'une urne qui contient,
en égale proportion, des boules de deux couleurs différentes, on devra
I'attribuer, sans aucun scrupule, comme on le fait naturellement, a la
volonté de quelqu’un, ou a toute autre cause spéciale, ¢t ne pas le con-
sidérer comme un simple effet du hasard.

Toutefois, la probabilité r de la cause C serait beaucoup diminuee,
. si avant 'observation, son existence et sa non-existence n’étaient pas
également possibles, comme le suppose la formule précédente, et que
ce soit sa non-existence qui fiit primitivement la plus probable. Cest
ce qui aura lieu dans 'exemple qu'on vient de citer, lorsqu’on aura pris,
avant le tirage, beaucoup de précautions pour soustraire I'extraction
des boules a I'influence d'aucune volonté. En ayant égard a cette cir-
constance, antérieure a I'observation, la régle du n° 34 rendra sensible
la diminution de la valeur der. Cette probabilité sera aussi augmentée
ou diminuée, quelquefois dans de trés grandsrapports, quand tous les
événements E,, E,, Ey, etc., F,, F,, F,, etc., ne seront point égale-
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ment possibles : augmentée, si la chance propre de chaque événement
.est plus petite pour ceux de la premiére série que pour les événe-
meuts de la seconde série ; diminuée, dans le cas contraire.

L’harmonie que nous observons dans la nature n’est sans doute pas
I'effet du hasard ; mais par un examen attentif et long-temps prolonge,
on est parvenu, pour un trés grand nombre de phénomenes, i en dé-
couvrir les causes physiques qui donnent a leur arrivée, sinon une
certitude absolue, du moins une probabilité trés approchante de I'u-
nité. En les regardant comme des choses E,, E,, E,, etc., qui présen-
tent des circonstances remarquables, ce serait le cas ou ces choses ont
par elles-mémes une assez forte probabilité,, pour rendre trées impro-
bable et tout-a-fait inutile & considérer, I'intervention de la cause que
nous avons appelée C. Quant aux phénomeénes physiques, dont les
causes nous sont encore inconnues, il est raisonnable de les attribuer
a des causes analogues a celles que nous connaissons, et soumises aux
mémes lois. Leur nombre diminue au reste de jour en jour, par le
progres des sciences : aujourd’hui, par exemple, nous savons ce qui
produit la foudre, et comment les planétes sont retenues dans leurs
orbites , connaissances que n’avaient pas nos prédccesseurs; et ceux
" qui viendront apres nous, connaitront les causes d’autres phénomenes,
actuellement inconnucs.

(43). Lorsque le nombre de causes distinctes auxquelles on peut at-
tribuer un événement observé E est infini, leurs probabilités, soit
avant, soit apres I'arrivée de E, deviennent infiniment petites, et les
sommes = contenues dans les formules des n°: 32 et 34, se changent
en des intégrales définies.

Pour effectuer cette transformation , supposons que I'événement ob-
servé L soit 'extraction d’'une boule blanche, d’une urne A qui conte-
nait une infinité de boules blanches ou noires. On pourra faire sur le
rapport inconnu du nombre de houles blanches au nombre total des
boules, une infinité d’hypothéses que I'on prendra pour autant de
causes distinctes de I'arrivée de E, et exclusives les unes des autres.
Désignons ce rapport par x, de sorte que x soit une quantité suscepti-
ble de toutes les valeurs croissantes par degrés infiniment petits, et
comprises depuis x infiniment petit, qui répond au cas ou la boule
extraite serait la seule boule blanche que A renfermait, jusqu'a x=1,
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qui répond a l'autre cas extréme ol cette urne ne contiendrait que
des boules blanches.

Représentons aussi par X la probabilité que ce rapport, si sa valeur
x était certaine, donnerait 4 'arrivée de E, de maniére que X soit,
dans chaque question, une fonction connue dc x. En considérant donc
cette valeur comme une des causes possibles de E, il s’agira de déter-
miner la probabilité infiniment petite de x, soit quand toutes ces cau-
ses sont également probables avant I'observation, soit quand elles ont,
& priori , des chances différentes. ‘

Dans le premier cas, la probabilité demandée se déduiva de la
quantilé @, du n° 28, en y supposant  infini, et y mettant pour p,,
Ps» P3» etc.;les valeurs de x relatives a toutes celles de X.

En faisant d’abord usage du signe =, comme dans le n° 32, et ap-
pelant = la probabilité de x, nous aurons donc

— _}:'
Mais, d’apres le théoréme fondamental des intégrales dcfinies, on aura
aussi

szx=/;'de;

par conséquent, si 'on suppose constante la différentielle dxx, et qu'on
multiplie par dzx les deux termes de la fraction précédente, il en ré-
sultera

En méme temps, si 'on désigne par X' la probabilité correspondante
a x, d’'un événement fatur E’ qui dépend des mémes causes que E,
et par @' la probabilité compléte de I'arrivée de E', on aura, d’apres
la régle du n° 30,

@' =3ZX'w,
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ou, ce qui est la méme chose;

f XX'dx

fde,

en substituant pour @ sa valeur précédente, et changeant lasomme =
en une intégrale. La quantité X' sera dans chaque exemple une fonc-
tion donnée de x.

Dans le cas-ou les diverses valeurs de x seront inégalement proba-
bles avant I'observation de E, on désignera par Ydx la probabilité in-
finiment petite et antérieure a cette observation, de la chance x de E;
et en mettant Ydx au lieu de ¢, dans les formules du n° 34, on en
conclura

XYdx ,
" XYdx

=

pour la probabilité de cette chance x apres Parrivée de E, et

o X

' XYdx

(o]

pour la probabilité de I'arrivée future de E'.

(44)- Si l'on est certain, a priori, que la valeur de x ne peut pas
s'étendre depuis x=o0 jusqu’a x =1, et qu'elle doit étre comprise
entre des limites données, on prendra ces limites pour celles des
intégrales définies que ces formules renferment, ou bien, si I'on veut
conserver leurslimites zéro et 'unité, on supposera que Y soit une fonc-
tion discoutinue de x, qui sera nulle en dehors des limites données de
cette variable. Soit que x soit susceptible de toutes les valeurs depuis
zéro jusqu’a l'unité, soit que cette variable doive étre renfermée en-
tre des limites données ; si I'on appelle A la probabilité que sa valeur
inconnue est effectivement comprise, d’apres I'événement observé E,
entre d’autres limites plusresserrées que les premieres, A sera la somme-
des valeurs de @ relatives a celles de o qui sont contenues entre ces
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autres limites; en sorte qu’en désignant celles-ci par « et €, on aura

A =L‘cxl€ )
fo ' XYdx

Dans un calcul d’approximation, on pourra employer cette for-
mule, lorsque le nombre de causes auxquelles I'événement L peut
étre attribué, au lieu d’étre infini, sera seulement trés considérable.
Supposons, par exemple, que E soit la sortie de » boules blanches,
tirées successivement et sans interruption, d’une urne B qui contient
un trés grand nombre de boules, tant blanches que noires, et dans la-
quelle; on remet a chaque fois la boule qui en a été extraite. La pro-
babilité X de E, correspondante 4 un rapport & du nombre de boules
blanches au nombre total de boules contenues dans B, sera la puis-
sance n de ce rapport. Si I'on demande la probabilité que le nombre
de houles blanches qu’elle renferme excéde celui des boules noires,
on prendra ¢ =23} et E=1, dans I'expression de cetle probabilité A.
Si, de plus, toutes les valeurs possibles de x €taient égalentent proba-
bles avant les tirages, Y ne variera pas avec x, et disparaitra, en con-
séquence, de cette expression. On aura donc

S T |

X =a", fol Xdzx = -

et, par conséquent,

1

7\=I—F’

avec d’autant plus d’exactitude que B contiendra un plus grand nom-
bre de boules noires ou blanches. Avant les tirages, il y avait un con-
treun a parier que le nombre des blanches excédait celui des noires; il
suffiraqu’en tirantuneboulede B, elle soit blanche > pour qu ‘on ait2.=14%,
ou qu’il y ait trois 4 parier contre un pour la supériorité du nombre de
boules de cette couleur; et quand on aura tiré de B un nombre un peu
considérable de boules blanches, sans en amener de noires, la proba-
bilité A que les blanches y sont en plus grand nombre que les noires,
approchera beaucoup de la certitude. ‘
16
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(45). Ainsi que je I'ai déja dit (n° 30, on peut considérer E et E’
comme des événements composés d’'un méme événement simple G, et
liés 'un a 'autre par leur dépendance commune de cet événement.

La chance de G est inconnue; la probabilité qu’elle a xx pour valeur
est Ydx avant l'arrivée de E, et @@ apres cette arrivée; et comme cette
chance a certainement une des valeurs comprises depuis xr=o0 jus-
qu’a x =1, il faut que la somme des valeurs correspondantes de Ydx
soit I'unité, comme cela a déja lieu pour la somme des valeurs de . La
fonction donnée Y de x, quelle qu’elle soit d’ailleurs, continue ou dis-
continue, devra donc toujours satisfaire a la condition

dex= 1.

D’apres la regle de I'espérance mathématique (n° 23), appliquée a
la chance de G, on devra prendre pour sa valeur, avant I'observation
deE, la somme de toutes ses valeurs possibles, multipliées par leurs
probabilités respectives, c’est-a-dire, la somme de tous les produits de
x et de Ydx, depuisx =0 jusqu'a xr=1. En désignant par 3, cette
chance deG, ou, plus exactement, ce qu’on doit prendre pour sa va-
leur inconnue, avant que E ait été observé, on aura donc

y=/;l xYdx;

et 'on peut remarquer que si I'on considére x et Y comme I’abscisse et
I'ordonnée d’une courbe plane, et si 'on observe que 'aire entiere de
cette courbe, oul'intégrale ['Ydx est 'unité, 5 sera I'abscisse du centre
de gravité de cette méme aire. Cest d’spres cette valeur de 3 prise pour
la chance de G, que I'on devrait parier pour une premiére arrivée de cet
événement, mais non pas pour plusieurs arrivées successives; car selon
que G aura eu lieu ou n’aura pas eu lieu dans une premiére épreuve, la
probabilité de son arrivée sera augmentée ou diminuée dans les épreu-
ves suivantes..

Si, par exemple, toutes les valeurs de x sont également probables
a priori ; 1a quantité Y devra étre indépendante de x; d’aprés les deux
équations précédentes, on aura donc
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et, en effet, mous n'avons alors aucune raison de croire, dans une
premiére épreuve, a l'arrivée de G plutdt qu’a celle de I'événement
contraire, Mais si I'on prend pour chacun des événements E et E' I'évé-
nement simple G, auquel cas on aura,

X=ax, X'=ua,

f XX'dz
%
pour la probabilité que G étant arrivé une premiére fois, arrivera
encore une seconde fois , de maniére que la probabilité de son arrivée,
aura augmenté de 3, de la premiére a la seconde épreuve. Elle di-
minuera de la méme fraction, et se réduiraa  — 1, ou 3, 4 laseconde
épreuve, lorsque I'événement contraire aura eu lieu ala premiere;
car en prenant celui-ci pour E, et toujours G pour E', c'est-a-dire en
faisant

il en résultera

X=1—2, X'=ua,

on en conclura

f (l—x)xdx_ .
[ (1 —x)dze

Y
pour la probabilité que G n’ayant point eu lieu la premiére fois, ar-
rivera a la seconde épreuve.

A priori, la probabilité que G arrivera deux fois de suite sera, par
la regle du n° g, le produit de la probablhte qu il aura lieu une
premlere fois, et de la probablhte qu’étant arrivé cette fois-la, il
arrivera encore 4 la seconde épreuve; elle sera donc }, au lieu de 3,
qui serait sa valeur si la probabilité de G était 3 a la seconde épreuve
comme & la premiére. La similitude des deux événements qui arri-
veront dans les deux premiéres épreuves, aura une probabilité double

ou égale a %; car cettesimilitude aura lieu, soit par la répétitionde G,
16..
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soit par celle de 'événement contralre, qui sont toutes deux égale-
ment probables.

En comparant § ou 3 (1 <4~ 3), & la probabilité (1 + J'*) de la
similitude, que nous avons trouvée dans le n° 27, on aura d'= -‘—/-E
Lors donc qu’é priori nous n’avons aucune donnée sur la chance d’un
événement G, de sorte que nous puissions supposer également a x
toutes les valeurs possibles, la probabilité de la similitude dans
deux épreuves consécutives, est la méme que s'il y avait, entre les

chances de G et de Y'événcment contraire, une différence 7_, sans

que l'on conniit la chance la plus favorable. Nous déterminerons
tout a I’heure la probabilité de la similitude dans les cas ou l'on sait
a priori que toutes les valeurs possibles de x, au lieu d’étre également
possibles, s’écartent trés probablement fort peu d’une fraction connue
ou inconnue.

(46). Maintenant , ’événement simple dont la chance est inconnue,
étant toujours désigné par G, appelons H I'événement contraire dont
la chance sera I'unité diminuée de celle de G, et supposons : 1°, que
I’événement observé E soit I'arrivée de G un nombre m de fois etde H
un nombre 7 de fois, dans un ordre quelconque; 2°. que I'événement
futur E’ soit l'arrivée de G un nombre m’ de fois et de H un nombre »’
de fois, aussi dansun ordre quelconque.

Pour la valeur x de la chance de G et 1 — a de celle de H, les
probabilités X et X' de E et E’ seront (n*® 14)

X = Kam (1 — 2y, X'=Kav(1 —ay;
KetK de'signant des nombres indépendants de a. On aura donc

K’ le""""(l—x)"""'dx
L% ,

/: Y™ (1 — x)%dx

pour la probabilité de E’ aprés 'observation de E. Le nombre K a
disparu de cette formule; la valeur qu’on y mettra pour K/, sera
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1.2.3...m' +4-n'
1.2.3...m'.1.2.3...n"

K=

Si E' était l'arrivée de m' et n’ événements G et H dans un ordre déter-
miné, il faudrait remplacer K’ par 'unité.

Lorsque avant l'observation de E, on n’aura aucune raison de
croire aucune des valeurs de  plus probable qu’une autre, on pren-
dra l'unité pour la quantité Y. Au moyen de l'intégration par partie,
on a d’ailleurs

NiN=—=3:N—2:,. 2,1

f;x"'(l —x)“dx=m+l.m+ am43...m4+nm+nr1’

ou, plus simplement,

Py P,
Pm+n+l

f: x"’(l—- x)"dx:

en faisant, pour abréger,

1.2.5... i—1-i=Pi,

pour un nombre quelconque i. On aura de méme

[ ven (= e Bosm i
o Pnl+m’+n+n’+| ’
et a cause de

P,
Y
K Pm/P:I ’

il en résultera,; dans le cas dont il s'agit,

@' — Pml+nl Pm+ml pn+nl Pm+r;+'

P manIPmPan+ml+n+n/+t

Afin que cette formule comprenne les cas ot 'un des nombres ,
n; m', ny est zéro, il y faudra faire P, = 1. Cela étant, sil’on an=o0
et n’ = o, on aura simplement
m— 1 .

mFmis

@ =
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ce qui exprimera la probabilité que G arrivera m’ fois sans interrup-
tion, aprés étre déja arrivé m fois sans que I'événement contraire H
ait eu lieu.

Pour m’ = 1 et #' = o, la valeur de @’ relative 4 Y = 1, se ré-
duira a

m <=1

f — .
= T m4 42’

et pour m'= oetn = 1, elle devient

r . nme1
=

La somme de ces deux fractions est I'unité; ce qui doit étre effective-
ment, puisque la premiére exprime la probabilité qu'apres m 4 n
épreuves, G arrivera a I'épreuve suivante, et la seconde la probabi-
lité que cet événement n’arrivera pas. La premiére est plus grande ou
moindre que la seconde, selon qu'on a m > n ou m<#n, cest-a-dire
selon que dans les m = 7 premiéres épreuves, G est arrivé plus sou-
vent ou moins souvent que I'’événement contraire H : elles sont égales
entre elles et a {, comme avant les épreuves, quand ces deux évé-
nements ont eu lieu le méme nombre de fois. Mais il n’en sera plus de
méme, en geénéral, lorsque l'on saura & priori, soit par la nature de
Pévénement G, soit par le résultat d’épreuves antérieures a I'événe-
ment E, que les valeurs de la chance inconnue de G ne sont pas
toutes également probables, de telle sorte que 'on n’ait pas Y =1 :
non-seulement dans ce cas, la fraction » du numeéro précédent que
I'on devra prendre pour la chance de G avant les s - n nouvelles
épreuves ne sera point 3, mais a Pépreuve suivante, la probabilité de G
pourra étre moindre que ¥, quoique G soit arrivé plus souvent que
I’événement contraire H, ou plus grande, quoique ce soit G qui aura
eu lieu le moindre nombre de fois; c'est ce que 'on verra dans
I’exemple suivant.

(47)- Je suppose qu’il soit tres probable, a priori, que la: chance
de G s’écarte fort peu, en plus ou en moins, d'une certaine fraction r,
de sorte qu’en faisant

@

x=r-z,
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la quantité Y soit une fonction de z, qui n'a de valeurs sensibles que
pour de trés petites valeurs de cette variable, positives ou négatives.
Lacourbe plane dont x et Y sont les coordonnées courantes, ne s’é-
cartera sensiblement de I'axe des abscisses ', que dans un trés petit
intervalle, de part et d’autre de I'ordonnée qui répond a x =r; le
centre de gravité de l'aire de cette course tombera donc dans cet in-
tervalle; par conséquent I'abscisse de ce point différera trés peu de r;
et en négligeant cette différence, r sera la valeur de la quantité 5 du
n°® 45.

Cela posé, les limites des intégrales relatives a z seront les valeurs
z=—retz=1—r, quirépondenta x =o0 et & =1; si doncon
fait m'=1, n' = o, dxr = dz, dans la premi¢re expression de @' du
numeéro précédent, il en résultera

fl—rYx"’" (1 —x)dz

—_—r

17 Nan (v — ayds

pour la probabilité que G arrivera une fois, aprés avoir eu lieu m fois,
et I'événement contraire n fois, dans m - n épreuves. Mais, par la
nature du facteur Y compris sous les signes /, on peut, si l'on veut,
borner ces intégrales & des valeurs irés petites de z. Alors, en déve-
loppant les autres facteurs en séries ordonnées suivant les puissances
de 3; ces séries seront généralement trés convergentes : il n’y aurait
d’exception que si rou 1 — rétait aussi une trés petite fraction ; dans
tout autre cas, il nous suffira d’en conservér les premiers termes ; et
en négligeant le carré de z, nous aurons

@ =

(1= &)= (s — o [ (1= 2 — o (1 )
L ) e (s S R e o
d'ou I'on déduira la valeur de x™*' (1 — x)", en y mettant m -1

au lieu de m.
Je substitue ces valeurs de ™ (1 — x)" et de x™*' (1 — x)" dans
I'expression de @ ; j'observe que 'on a

flr—rde= 1, fi—rdez = 0;

-_— -
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et je fais, pour abréger,

fl :.rYz‘dz = k

En négligeant le carré de %, qui ne pourra étre qu'une trés petite
fraction, il vient

! = n__z :

@ =r+ (r 1 —r ks
ce qui montre que la probabilité @' de I'arrivée de G aprés les m+}n
épreuves, est plus petite ou plus grande que la fraction rou 4, que
I'on aurait di prendre pour la chance de G avant ces épreuves : plus

m . .
grande, quand - surpasse —— ; plus petite, dans le cas contraire.

S'il était certain que r fit la chance de G, et que m et n fussent de
grands nombres, G et H seraient trés probablement arrivés proportion-

nellement a leurs chances respectives r et 1 — r, et I'égalité des rap-

m n
ports — et
r

— rendrait la probabilité @’ égale 4 la chance r, comme

cela devrait étre.
(48)- En faisant m= 1 et n = o dans la valeur précédente de =,
il vient

)3
w'=r-+ -,

pour la probabilité que G ayant eu lieu dans une premiére épreuve,
arrivera encore dans la suivante; et comme r €tail la probabilité de
larrivée de cet événement a la premiére épreuve, le produit de r et
de @', ou r* - %, exprimera la probabilité de sa répétition dans les
deux épreuves. En y mettant 1 — r i place de r, on aura (1 — r)*4-%
pour la probabilité de la répétition de I'événement contraire ; et si
'on ajoute cette quantité 2 r*—= £, il en résultera

1 — 27 =~ ar* o 24,

pour la probabilité de la similitude des résultats dans les deux
épreuves.
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Sil'on fait m =o et n = 1 dans la valeur de @' du numéro précé-
dent, on aura

@ =r— T
pour la probabilité que G n’ayant pas eu lieu 4 la premiére épreuve,
ce sera cet événement qui arrivera a la seconde ; le produit r (1—r)—#%
de cette valeur de @' et de 1 — r, exprimera donc la probabilité de
la succession des deux événements contraires G et H; et en la dou-
blant, on aura

o2r — 2r* — 2k,

pour la probabilité de la dissimilitude des résultats dans les deux
épreuves, que l'on déduit aussi de celle de la similitude, en retran-
chant celle-ci de l'unite.

L’exces de la probabilité de la similitude sur celle de la dissimilitude
sera donc

(1 —2r) + 4k;

oul’on voit que cet exces se trouve augmenté par la circonstance que r
n’est pas précisément la chance de G, et que l'on sdit seulement que
cette chance s’écarte trés peude r;.de telle sorte queé si I'on savait aussi
que r fat 3, il y aurait encore de 'avantage i pariér un contre un pour
la similitude. C'est ce qui a lieu au jeu de croix et pile ou l'on em-
ploie une piéce de monnaie pour la premieére fois : légalité de
chance pour les deux faces de cette piéce est physiquement impossible ;
mais d’apres le mode de sa fabrication, il est trés probable que la chance
de chaque face s’écarte trés peu de .

(49). Je vais énoncer de¢s a présent un théoréme dont la démons-
tration sera donnée dans le chapitre suivant, et qui servira & déter-
miner, par 'expérience, non pas avec certitude et rigoureusement, la
chance d’un événement, mais avec une trés grande probabilité, une
valeur de cette chance, aussi trés approchée. :

Soit g la chance connue ou inconnue d’'un événement G, c'est-a-
dire le rapport du nombre de cas favorables i cet événement et éga~

17
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lement possibles, au nombre de tous les cas:qui peuvent avoir lieu
et sont aussi également possibles. Supposons que I'on fasse'un: nombre
w d’épreuves, pendant lesquelles cette chance propre de G et distincte
de sa probabilité (n° 1), demeurera constante. Soit r le rapport du
nombre de fois que G arrivera dans celte série d’épreuves, a leur
nombreé total w. Tant que p ne sera pas trés considérable, le rapport r
variera” avec p, et pourra: différer beaucoup de g, en plus ou en
moins; mais quand x sera devenu un grand nombre, la différence
r — g diminuera de plus én plus, abstraction faite du signe , 3 mesure
que g augmentera encore davantage; de telle sorte que si x pouvait
devenir infini, on aurait rigoureusement r — g = o, et qu'en dési-
gnant par e une fraction aussi petite qu'on voudra, on pourra tou-
jours atteindre un nembre g assez grand pour que la probabilité
de r — g moindre que , approche autant qu'on voudra de la certi-
tude. Nous donnerons par la suite Pexpression de la probabilité
de r—g < ¢, en-fonction de w et de .

Ainsi Purne A renfermant a boules blanches et b boules noires;
si on en extrait successivement un trés grand nombre p de boules,
en remettant dans A la boule extraite & chaque fois, et si dans ce
nombre x de boules extraites, e« est celui des boules blanches et € le
nombre des boules noires, on aura .

a [

@ b a
a46" a4b a4-CT a4’

__a
e~

avec d’autant plus d’exactitude et de probabilité que ¢, ou 2z 4 €,
sera un plus grand nombre. Réciproquement, si le rapport du nom-
bre de boules blanches au nombre de boules noires contenues dans A,
est inconnu, et que dans un trés grand nombre d’épreuves pendant
lesquelles ce rapport n’ait pas varié, il soit sorti de cette urne,
a boules blanches et € boules noires, on pourra prendre, avec une
trés grande probabilité, pour les valeurs approchées de ce rapport in-
connu et de la chance inconnue de I'extraction d’une boule blanche,
les quantitésg et ——‘-——z, quel que soit d’ailleurs le nombre de-boules
contenues dans A. Toutefois, on doit remarquer que si le nombre de
boules blanches @ que cetté urne renferme, est trés petit par rapport au
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au nombre b de boules.noires, « sera aussi tres petit par.rapport a €,
et réciproquernent ; mais le rapport de I'une des fractions g etg a l'au-
tre, pourra différer beaucoup de I'unité, 4 moins que la série des
épreuves n’ait été poussée excessivement loin : quand la chance connue
ou inconnue de l'extraction d’une boule blanche est tres faible, 'é-
quation approchée g = %signiﬁe seulement que g,etg sont 'une et

l'autre de tres petites fractions.

La regle que I'on vient d’énoncer convient également aux chances
de diverses causes, qui s’excluent mutuellement et auxquelles on
peut attribuer un événement E, observé un trés grand nombre de fois.
Siy est la chance connue ou inconnue de l'une de ces causes C, le

rapport —
probabilité, celui du nombre de fois que E est effectivement arrivé en
vertu de C, au nombre de fois qu’il aura été produit par toute autre
cause ; ce-qui fera connaitre le rapport de ces deux nombres, quand
la chance 9 sera connue a priori, ou la valeur de cette chance, si I'on
parvenait a-déterminer ce rapport par I'expérience.

L’événement E étant, par exemple, la sortie d’'une boule blanche
qui a pu étre extraite d’'une urne A contenanta houles blanches ct o’
boules noires, ou d’'une urne B renfermant & boules blanches et &' bou-
les noires; la chance ¢ de A, d’avoir été la cause de E ou l'urne d’ou
I'on a extrait la boule blanche, a pour valeur, d’aprés la regle du
n° 28,

sera, avec une grande approxl_mat.lon, et une grande
” y

_ a(b+ )
Y= ¥ be+a)’

et la chance contraire, ou celle qui se rapporte 3 B, est de méme

_ b(a 4 4a)
! r= a(b4+b0)+4+b(a+4d)

Or, sil’'on a tiré un tres grand nombre u de houles blanches, de I'une
ou de I'autre des deux urnes, en remettant 4 chaque épreuve, dans
Yurne dont elle est sortie, 1a boule blanche ou noire qui en a été ex-
traite, le rapport du nombre de boules blanches sorties de A a celui

4 17..
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des boules blanches extraites de B, s’écartera tres probablement fort
peu durapportde 3 & 1 —%; de sorte qu’en appelant p le premier de
ces deux rapports, on pourra prendre

vy __al+1?)
11—y~ b(a+4ay

P =

Cette valeur de p se réduit & ‘1—:, lorsque les nombres @ - a' et b+ &'
de boules blanches ou noires, sont égaux dans A et dans B. Dans ce
cas, on peut réunir toutes ces boules dans une méme urne D (n® 10),
sans changer le rapport du nombre de boules blanches provenant de A
at nombre de boules blanches provenant de B, qui seront extraites
‘de D : sur une trés grande quantité de boules de cette couleur, le
premier de ces deux nombres sera donc a trés peu prés au second,
comme a estab; ainsi qu’on pourrait le vérifier en faisant une marque
particuliére aux boules provenant de A ou de B, et remettant aprés
chaque tirage dans D, la boule blanche ou noire qui en aura été
extraite,

(50). On trouve dans les ccuvres de Buffon (*) les résultats numeé-
riques d’une expérience sur le jeu de croix et pile , qui nous fourni-
ront un exemple et une verification de la regle précédente.

A ce jeu, la chance d’amener I'une ou Pautre des deux faces de la
piéce dépend de sa constitution physique qui ne nous est pas bien
connue ; et quand bien méme mous la connaitrions, ce serait un pro-
bleme de mécanique que personne ne pourrait résoudre, d’en con-
clure la chance de croix ou de pile. C’est donc de I'expérience que la
valeur approchée de cetie chance doit étre déduite pour chaque piéce
en particulier; de sorte que si dans un trés grand nombre « d’épreuves,

. L . - m .
croix est arrivée un nombre m de fois, Ie rapport — devra étre pris pour
ad

la chance de croix. Ce sera aussi la probabilité ou la raison de
croire que cette face arrivera dans une nouvelle épreuve faite avec
la méme piéce; et, d’apres le résultat de cette série d’épreuves, on

(*) Arithmétique morale , article XVIIT..



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 33
pourra parier a jeu €gal, m contre u — m pour l'arrivée de croix. Cest
aussi au moyen de cette probabilité %’ de I'événement simple que I'on

devra calculer les probabilités des événements composés, du moins
quand elles ne seront pas trés faibles par la nature de ces événe-
ments. : .

Cela étant, supposons que I'on ait fait un trés grand nombre m de
séries d'épreuves, en continuant chaque série, comme dans I'expé-
rience citée, jusqu’a ce que croix ait eu lieu. Soient a,, a,, a;, etc.,
lesnombres de fois que croix estarrivée au premier coup, au deuxiéme,
au troisieme, etc. Le nombre total u des coups ou des épreuves, sera

m = a, 4 2a, 4+ 3a; 4 etc.;

le nombre 2 des arrivées de croix sera, en méme temps,
m= a, *+ a, + a; 4 etc.;
et si 'on appelle p la chance de cette face, on aura

P=

H

RAE!

avec d’autant plus d’approximation et d’exactitude que x sera un plus
grand nombre.

Les probabilités de croix au premier coup, au deuxiéme coup
sans avoir eu lieu au premier, au troisiéme coup sans étre arrivée aux
deux premiers, etc., seront p, p(1—p), p(1—p)", etc. Or, les
nombres de fois que ces événements ont eu lieu étant par hypothése
a,, a,, as, etc., dans un nombre m de séries d’épreuves, on devra
donc avoir, a trés peu pres,

a,

p,=‘ﬂ, p(;-p):;, p(l—p)’:f—":, etc,,.

m

si ce nombre est trées grand, et lorsque ces probabilités ne seront pas
devenues de tres petites fractions. En divisant chacune de ces équations
par la précédente, on en conclut différentes valeurs de 1 — p, et,

par suite,



154 RECHERCHES

= =1 =2 =1 — =2, etc
P=; P= a’ P= a &

Ces valeurs de p, oudu moins un certain nombre des premiéres, dif-

féreront d’autant moins entre elles et du rapport %, que m et p seront

de plus grands nombres : pour qu’elles fussent nécessairement égales,
il faudrait que ces nombres fussent infinis. En employant pour p, la
moyenne de ces fractions trés peu inégales, ou bien en faisant usage de

m + ’ » ’
la valeur - de p, résultante de I'ensemble des épreuves, on aura

a, = mp, a, = mp(x — p), a; = mp(1 — p)*, etc.

pour les valeurs calculées des nombres a,, a,, as, elc., qui devront
trés peu s'écarter des nombres observés, du moins dans les premiers
termes de cette progression géomeétrique décroissante.
Dans l'expérience de Buffon, le nombre m des séries d’épreuves
était
m = 2048.

On peut conclure de la maniere dont elle est rapportée par 'auteur,

que l'on a eu
a, = 1061, a,
ag = 2, a,

494, as = 232, a* = 137, a5 = 56,
25, a, =8, a, = 6.

Les nombres a,,, a,,, etc., n'ont point eu lieu, cest-a-dire que le
nombre m des séries d’épreuves n’a pas €té assez grand. pour que.croix

n’arrivit pas dans une ou plusieurs séries. Ce nombre est la somme des
valeursde a,, a,, as, etc.; on en déduit aussi

m = 4o4o,
et, par conséquent,
&

m
p=— = 0,50603.

Au moyen de cette valeur de p, on trouve
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1038, a, = 512, a; = 252, a;, = 124, as = 61,
30, a, =15, a3 =1, a, = 4, a,=1,

a,
ag

en négligeant les fractions : les nombres suivants a,,, a,,, etc., seraient
au-dessous de l'unité. Or, si I'on compare cette série des valeurs cal-
culées, a celles des nombres a,, a,, a,, etc., qui résultent de 'obser-
vation, on voit qu’elles s’écartent peu I'une de 'autre dans leurs pre-
miers termes. Les écarts sont plus grands dans les termes suivants; par
exemple, la valeur calculée de a, n’est que les trois cinquiemes de la
valeur observée; mais ce nombre @, répond a un événement dont la
probabilité est au-dessous d’un centiéme. En s'arrétant aux trois pre-
miers termes de la série des nombres observés, on en déduit

p= 2:0,51806,- p=1—‘;—:=o,55441, p=1—;=o,55055;

quantités qui difféerent tres peu entre elles, etdont la moyenne, ou le
tiers de' leur somme, est

p = 0,52760,

qui difféere a peine de 0,02, de la valeur%‘ de p, résultante de I'en-

semble des épreuves.
J'ai choisi cette expeérience 2 cause du nomde l'auteur, et parce que

I'ouvrage ou elle se trouve, la rend authentique. Chacun en peut faire
beaucoup d’autres de la méme espéce, soit avec une piece de monnaie,
soit avec un d¢ a six faces. Dans ce dernier cas, le nombre de fois que
chaque face arrivi%“sur'un tres grand nombre- d’épreuves, sera a
trés peu pres un six®me de celui-ci, a-moins que le dé¢ ne soit faux ou
mal construit. ‘

(51). Le théoreme sur laﬁel est'fondée la regle précédente est di1 a
Jacques' Bernouilli, qui en avait médité la démonstration pendant
vingt années. Celle qu’il a donnée se déduit de la formule du binome
au moyen des propositions suivantes.

Soient, a chaque épreuve, p et g les chances données des deux éve-
nements contraires E et F; soient aussi g, %, £, des nombres entiers,
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tels que l'on ait

o

; |
p=%9=p g+h=k, pt+g=1;

désignons par m, n, p, d’autres nombres entiers, liés a g, &, &,
par les équations

m=ghk, n=hk, p=m4n=_(g-+ k),

de maniére que les chances p et g soient entre elles comme les nom-
bres m et n, que I'on pourra rendre aussi grands qu'on voudra en
augmentant convenablement g, k, k, sans changer leur rapport.
Cela posé :
°, Dans le développement de (p + q)*, le terme le plus grand
sera celui qui répond au produit p™g", et comme ce terme est la
probabilité de l'arrivée de m fois E et de n fois F (n° 14), il s'ensuit
que cet événement composé, cest-a-dire, l'arrivée des événements
en raison directe de leurs chances respectives, est le plus probable de
tous les événements composés qui peuvent avoir lieu dans un nombre
quelconque p d’épreuves.
. Si ce nombre y est trés grand, le rapport du plus grand terme

du developpement de (p—+ q)* a la somme de tous les termes, ou a
I'unité, sera une treés petite fraction, qui diminuera indéfiniment
a mesure que « augmentera encore davantage; par conséquent, dans
une longue série d’épreuves , 'événement composé le plus probable,
le sera cependant trés peu, et de moins en moins & mesure que les
épreuves seront plus long-temps prolongées. :

3°, Mais si 'on considére dans le développement de (p—q)*,son
plus grand terme, les / termes qui le suivent®les / termes qui le
précedent, et sil'on désigne par A la somime de ces 2/~ 1 termes con-
sécutifs , on pourra toujours, sans change®™hi p ni g, prendre p assez
grand pour que la fraction A differe de I'unité, d’aussi peu qu’on vou-
dra; et & mesure que ¢~ augmentera encore davantage, A approchera
de plus en plus d’étre égal a un. On conclut de la que dans une longue
série d’épreuves, il y a toujours une grande probabilité A que I'évé-
nement E arrivera uu nombre de fois compris entre les limites m==/,
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et F un nombre de fois compris entre n==; de telle sorte que sans
changer l'intervalle 2/ des limites de ces deux nombres, on pourra
rendre le nombre u des épreuves assez grand pour que la probabilité A
soit aussi approchante qu’on voudra de la certitude. Sil'on prend les
rapports de ces limites au nombre u des épreuves, que I'on ait égard
aux équations précédentes, et qu'on fasse

=g, ptd=p, gxd=7,

#
ces rapports seront p' et g'; et comme la fraction J' diminuera indéfi-
niment a mesure que % augmentera, il s’ensuit que ces rapports, va-
riables avec w, approcheront aussi indéfiniment, et avec une tres
grande probabilité, des chances p et ¢ de E et F; ce qui est 'énoncé
du beau théoréme de Jacques Bernouilli.

Nous renverrons pour la démonstration de ces propriétés des termes
du développement de (p 4 ¢)* aux ouvrages ou elle est exposée (*).
Celle du théoreme méme, que 'on trouvera dans le chapitre sui-
vant, est fondée sur 'emploi du calcul intégral. En attendant, on ne
doit pas perdre de vue que ce théoréme suppose essentiellement I'in-
variabilité des chances des événements simples E et F, pendant toute
la durée des épreuves. Or, dans les applicatious du calcul des probabhi-
lités, soit a divers phénomeénes physiques, soit a des choses morales,
ces chances varient le plus souvent d’une épreuve 2 une autre, et le
plus souvent aussi, d’'une maniére tout-a-fait irréguliére. Le théoreme
dont il s'agit ne suffirait donc pas dans ces sortes de questions; mais il
existe d’autres propositions plus générales, qui ont lieu quelle que soit
la variation des chances successives des événements, et sur lesquelles
sont fondées les plus importantes applications de la théorie des proba-
bilités. Elles seront également démontrées dans les chapitres suivants;
on en va maintenant donner ’énoncé, et en déduire la loi des grands
nombres, que I'on a considérée dans le préambule de cet ouvrage,

(*) Ars conjectandi ; pars quarta. Traité élémentaire des probabilités de M. La-
croix; 17 section.

18
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comme un fait général, résultant d’observations de toutes natures.

(52). Dans un treés grand nombre p d’épreuves consécutives, repré-
sentons la chance de I'événement E de nature quelconque, par p, a la
premiére épreuve, par p, a la seconde,. .. par p, a la derniére. Soit
aussi p' la moyenne de toutes ces chances, ou leur somme divisée
par lear nombre, c’est-a-dire,

P'= (Pt pat st P

en méme temps, la chance moyenne de I'événement contraire F sera
la somme des fractions 1 — p,, 1+ — p,,... 1 — p,,, divisée par p; et
en Ja désignant par ¢’, on aura p’—+ ¢’ = 1. Cela étant, I'une des
propositions générales que nous voulons considérer, consiste en ce
que si I'on appelle m et n les nombres de fois que E et F arriveront
ou sont arrivés pendant la série de ccs épreuves, les rapports de
et 7 au nombre total 1 ou m = n, seront, a trés peu pres et avec une
trés grande probabilité, les valeurs des chances moyennes p’ et ¢/, et

, . ’ , , m n
réciproquement, p’ et ¢’ seront les valeurs approchées de S et

Lorsque ces rapports auront été déduits d’une longue série d’é-
preuves, ils feront donc connaitre les chances moyennes p' et ¢/, de
méme qu’ils déterminent, par la régle du n° 49, les chances mémes p
et g de E et F, quand elles sont constantes. Mais pour que ces valeurs
approchées de p’ et ¢' puissent servir, aussi par approximation, &
évaluer les nombres de fois que E et F arriveront dans une nouvelle
série d'un grand nombre d’épreuves, il faut qu’il soit certain, ou du
moins (rés probable, que les chances moyennes de E et F seront
exactement, ou a fort peu prés les mémes, pour cette seconde série,
et pour la premiére. Or, cest ce qui a lieu effectivement en vertu
d’une autre proposition générale dont voici I'énoncé.

Je suppose que par la nature des événements E et I', celui qui
arrivera a4 chaque épreuve puisse étre dii & l'une des causes C,,
C,, C;,...C,, dont » est le nombre, qui s'excluent mutuellement,
et que je regarderai d’abord comme également possibles. Je désigne
par ¢; la chance que la cause quelconque C, donnera a larrivée de
I’événement E; de maniére qu’a une épreuve déterminée, i la pre-
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miére, par exemple, la chance de E soit ¢, quand ce sera la cause C,
qui interviendra, ¢, quand ce sera C,, etc. §'il n’y avait qu'une seule
cause possible, la chance de E serait nécessairement la méme & toutes
les épreuves; mais dans notre hypothese, elle sera susceptible, a cha-
que épreuve, d'un nombre v de valeurs également probables, et va-
riera, en conséquence, d’une épreuve a une autre. Or, si I'on fait

y=%(c,+c,+c,....+cv),

la somme des chances que E aura eu, dans un trés grand nombre d’é-
preuves déja effectuées, ou que cet événement aura dans une longue
série d’épreuves futures, divisée par leur nombre, sera, a trés peu prées
et trés probablement, égale 3 la fraction 9, dont la grandeur est indé-
pendante de ce nombre; par conséquent, la chance moyenne p' de E
pourra étre regardée commie étant la méme dans deux ou plusieurs
sérics , dont chacune sera composée d’un trés grand nombre d’é-
preuves.

En ccmbinant cetle seconde proposition générale avec la premiére,
on en conclut que si m est le nombre de fois que 'événement E arri-
vera ou est arrivé dans un trées grand nombre w d’épreuves, et m'
dans un autre trés grand nombre x’, on aura, a trés peu pres et tres
probablement,

m__ m

€ K
Ces deux rapports seraient rigoureusement ¢gaux entre eux, et a la
quantité inconnue %, si les nombres u et &' pouvaient étre infinis.
Lorsque leurs valeurs données par I'observation différeront notable-
ment l'une de 'autre, il y aura lieu de penser que dans l'intervalle
des deux séries d’épreuves, quelques-unes des causes C,, C,, Cs, etc.,
auront cessé d’étre possibles, et que d’autres le seront devenues;
ce qui aura changé les chances c,, c,, c;, etc., et par suite la valeur
de 3. Toutefois, ce changement ne sera pas certain, et nous donne-
rons dans la suite I'expression de sa probabilité, en fonction de la

e , m m .
difference observee il et des nombres d’épreuves u et ©'.

On fera rentrer cette conséquence des deux propositions précéden-
18..
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tes, dans le théoréme méme de Jacques Bernouilli, en observant que
dans I'hypothése sur laquelle la seconde est fondée, la fraction 9 est
la chance de E, inconnue, mais constante pendant les deux séries d'é-
preuves. En effet, cet événement peut arriver a chaque épreuve, en
vertu de chacune des causes C,, C,, C;, etc., qui ont toute une méme

eqe, s 1 .,
probabilité - ; la chance de son arrivée en vertu de la cause quelcon-
y

que C,, sera le produit iy ¢, d’apresla regle du v° 5; et d’apres celle du

n° 10, sa chance compléte aura pour valeur la somme des produits
1 1

~¢y ~ €,y -y, etc., égale i la quantité
;€ 7 Cay Gy . €galealaq Y.

Pour plus de simplicité, nous avons regardé toutes les causes
C,, C,, G;, etc., comme également possibles; mais on peut supposer
que chacune d’elles entre une ou plusieurs fois dans leur nombre
total » ; ce qui les rendra inégalement probables. On désignera alors
par »y, le nombre de fois que la cause quelconque C, sera répétée dans
ce nombre v; la fraction 9, exprimera la probabilité de cette cause; et
I'expression de 3 deviendra

7:?.C.+jf,c,+7303+..__ +-},vc"

On aura, en méme temps,

7:+7s+73+-'-°+7v =1,

puisque l'une des causes auxquelles ces probabilités se rapportent,
devra avoir licu certainement 4 chaque épreuve. Lorsque le numbre
des causes possibles sera infini, la probabilité de chacune d’elles de-
viendra infiniment petite; en représentant, dans ce cas, par x 'une des
chances ¢,, ¢,, ¢5,....¢,, dont la valeur pourra sétendre depuis
x=o jusqua x =1, etpar Ydx, la probabilité de la cause qui
donne cette chance quelconque x a I'événement E, on aura, comme
dans le n° 45,

7=ﬂ Yadx, fo'de=1.

(53). Supposonsactuellement qu’au lieu de deux événements possibles
EetF, il y en ait un nombre donné A, dont un seul devra arriver a cha-
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que épreuve. Ce cas est celui ou I'on considére une chose A d'une nature
quglconque, susceptible d’'un nombre A de valeurs, connues ou in-
coiihues, que je représenterai par a,, @,, @,.... @, , et parmi les-
quelles une seule devra avoir lieu a chaque épreuve, de sorte que
celle qui sera arrivée ou qui arrivera sera, dans cette question, I'événe-
ment observé ou l'événement futur. Soit aussi ¢, la chance que la
cause C;, si elle était certaine, donnerait a la valeur a, de A. Les
valeurs de c;;,, relatives aux divers indices i et ', depuis i = 1 jusqu’a
i=y et depuis i’ = 1 jusqu’a i’ = A, seront connues ou inconnucs;
mais pour chaque indice i/, on devra avoir

Ciy +C'1,.+ Coa=t....+ Cin=1;

car si la cause C, élait certaine, 'une des valeurs «,, «,, a,,....aqa,,
arriverait certainement en vertu de cette cause. Désignons, en outre,
par a,, la somme des chances de a,, qui auront ou qui ont eu lieu dans
un trés grand nombre x d’épreuves consécutives, divisée par ce nom-
bre, c’est-a-dire, la chance moyenne de cette valeur a; de A, dans
cette série d’expériences. En considérant @, comme un événement E,
et I'ensemble des A — 1 autres valeurs de A comme I’événement con-
traire F, on pourra prendre, d'aprés la seconde proposition générale
du numéro précédent,

@y = YCur = Vilapr F YsCop oo 1O

Y43 ¥as Y35 «+- ¥, Ctant toujours les probabilités des diverses causes
qui peuvent amener les événements pendant la série d’épreuves. ou
autrement dit, qui peuvent produire Jes valeurs de A que l'on a ob-
servées ou que I'on observera. Cela posé, la troisicme proposition ge-
nérale qui nous reste a faire connaitre, consiste en ce que la somme
de ces u valeurs de A, divisée par leur nombre, ou la valeur moyenne
de cette chose, différera trés probablement fort peu de la somme de
toutes ses valeurs possibles, multipliées respectivement par leurs chan-
ces moyennes. Ainsi, en appelant s la somme des valeurs eftectives
de A, on aura, a trés peu prés et avec une grande probabilité,

s
; = a2, + a2, + asa; .. o+ aa,;
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de telle sorte que si I'on désigne par d' une fraction aussi petite que
I'on voudra, on pourra loujours supposer le nombre x assez ggand
pour rendre aussi peu diflérente que I'on voudra de l'unité, la prf—
bilit¢ que la différence des deux membres de cette équation sera
moindre que d'. Observons de plus que d’aprés l'expression précé-~
dente de oy, et les valeurs de &,, «,, 3, etc., qui s'en déduisent, lese~
cond membre est indépendant de x#; quand ce nombre est trés grand,
la somme s lui est donc sensiblement proportionnelle ; par conséquent,
si I'on représente par s la somme des valeurs de A dans une autre
série d'un tres grand nombre ' d’épreuves, la différence des rap-

’

S S \ . IR
ports - et — sera tres probablement fort petite ; et en la négligeant,

on aura

B |

B

P

Dans la plupart des questions, le nombre A des valeurs possibles

de A est infini; elles croissent par degrés infiniment petits, et sont

comprises entre des limites données; et la probabilité que la cause

quelconque C, donne a chacune de ces valeurs devient, par consé-

quent, infiniment petite. En représentant ces limites par / et 7, et

par Z,dz la chance que donnera C, a une valeur quelconque z, qui
pourra s'étendre depuis z= [ jusqu’a s =1, on aura

ﬁllz,dz = 13

la chance totale de cettevaleurz, oua trés peu pres sa chance moyenne
pendant la série des épreuves, sera Zdz, en faisant, pour abréger,

7|Zt + )‘nza + 78Z3 +° . '+ 7vzv — Z;

et il en résultera ,
! = f Zzdz.
I3 i

La quantité Z sera une fonction connue ou inconnue de z: mais la
somme des fractions 7, ¥,, ¥s, etc., élant I'unité, aiasi que chacune

v v v .
des intégrales fl Z.dz, /; Zdz, ﬁ Zdz, etc., on aura toujours

ﬁ"Zdz = i,
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soit qu’il n’y ait qu’'un nombre limité v de causes possibles, soit qu'il
y en ait un nombre illimité, ou qu'on ait y = .
(54). Maintenant, la loi des grands nombre réside dans ces deux

€quations
m' )

B
_ 7 e — ]

KoK

*i3

applicables 4 tous les cas d’éventualité des choses physiques et des
choses morales. Elle a deux significations différentes dont chacune ré-
pond a l'une de cgs équations, et qui se veérifient constamment I'une
ét l'autre, comme on a pu le voir par les exemples variés que jai
cités dans le préambule de cet ouvrage. Ces exemples de toute espece
ne pouvaient laisser aucun doute sur sa généralité et son exactitude;
mais il était bon, a cause de I'importance de cette loi, qu’elle fat de-
montrée a priori; car elle est la base nécessaire des applications du
calcul des probabilités, qui nous intéressent le plus; et d’ailleurs sa
démonstration, fondéc surles propositionsdesdeux numeéros précédents,
a I'avantage de nous faire connaitre la raison méme de son existence.

En vertu de la premiére équation, le nombre m de fois qu'un évé-
nement E, de nature quelconque, a lieu dans un trés grand nvombre w
d’épreuves, peut étre regardé comme proportionnel i . Pour chaque

m , . ” . .
nature de chose, le rapport o aune valeur spéciale 3, qu’il atteindrait

rigoureusement, si ¢ pouvait devenir infini; et la théorie nous montre
que cette valeur est la somme des chances possibles de E a chaque
épreuve, multipliées respeclivement par les probabilités des causes
qui leur correspondent. Ce qui caractérise 'ensemble de ces causes,
c’est la relation qui existe pour chacune d’elles entre sa probabilité et
la chance qu’elle donnerait, si elle était certaine, al'arrivée de E. Tant
que cette loi de probabilité ne change pas, nous observons la perma-

m . , e ’
nence du rapport Pt dans diversesséries composées d’'un grand nombre

«(’épreuves; si, ancontraire, entre deux séries d’épreuves, cette loi
a changé, et qu’il en soit résulté dans la chance moyenne 9, unchan-
gement notable, nous en serons avertis par un changement semblable

dans la valeur de g : lorsque, dans P'intervalle de deux séries d'ob-
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servations, des circonstances quelconquies auront rendu plus probables
les causes, physiques ou morales, qui donnent les plus grandes chances
a larrivée de Egil en résultera une augmentation de la valeur de o

dans cetintervalle, etle rapportg se trouvera plus grand dans la se-

conde série qu’il n’était dans la premiére ; le contraire arrivera, quand
les circonstances auront augmenté les probabilités des causes qui
donnent les moindres chances a l'arrivée de E. Par la nature de cet
événement, si toutes ses causes possibles sont également probables, on
auraY = 1 et 5y = {; et tres probablement, le ndnbre de fois qug
E arrivera dans une longue série d’épreuves s’écartera tres peu de la
moitié de leur nombre. De méme, si les causes de E ont des proba-
bilités proportionnelles aux chances que ces causes donnent a son ar-
rivée, et que leur nombre soit encore infini, on aura Y = ax; pour

que l'intégrale ledx soit I'uuité, il faudra que I'on aita==2; ilenre-
o

sultera donc y==%; par conséquent dans une longue séried’épreuves, il y
aura une probabilité trés approchante dela certitude, quele nombredes
arrivéesde E serai trés peu prés double de celui des arrivées de 'événe-
ment contraire. Mais dans la plupart des questions, la loi de probabi-
lité des caunses nous est inconnue, la chance moyenne % ne peut étre
calculée a priori , et c’est 'expérience qui en donne la valeur appro-

chée et trés probable, en prolongeant la série des épreuves assez loin

our que le rapport = devienne sensiblement invariable, et prenant
pour q pport = P

alors ce rapport pour cetie valeur.
L'invariabilité presque parfaite de ce rapport '—: pour chaque nature

d’événements, est un fait bien digne de remarque, si 'on considére
toutes les variations des chances pendant une longue séries d’épreuves.
On serait tenté de l'attribuer 4 I'inlervention d’uhe puissance occulte,
distincte des causes physiques ou morales des événements, et agissant
dans quelque vue d’ordre et de conservation; mais la théorie nous
montre que cette permanence a lieu nécessairement tant que la loi
de probabilité des causes , relative 4 chaque espece d’événements, ne
vient point a changer; en sorte qu’on doit la regarder, dans chaque
cas, comme €tant I'état naturel des choses, qui snbsiste de lui-méme
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.sans Je secours d’aucune cause etrangere et auralt au contraire, he~
soin d’une parellle cause pour €prouver un notab]e changement On
peut le comparer a V'état de repos des corps, qui subsiste en vertu de
la seule inertie de la matiére tant quaucune cause étrangere ne vient,
le troubler. _

(55). Avant de considérer la seconde des deux équations précé-
dentes, il est bon de donner quelques exemples relatifs a la pre-
miére, et propres a éclairer la question.

Supposons qu’on ait un nombre v d'urnesC,, C,, Gy, . . .C,, contenant
des boules blanches et des boules noires. Désignons par c,, la chance
d’amener unc boule blanche en tirant dans 'urne quelconque C,; la-
quelle chance pourra étre la méme pour plusieurs de ces urnes. On
prend au hasard une de ces urnes que 'on remplace par une urne
semblable; on en prend ensuite une seconde, aussi au hasard et que
I'on remplace également par une semblable; puis une troisieme que
I'on remplace de méme; et ainsi de suite, de maniére que 'ensemble
des urnes C, , C,, C;, etc., demeure toujours le méme. On forme ainsi
une série d'urnes B,, B,, By, etc., indéfiniment prolongée, qui ne
renferme que les urnes données C,, C,, C;, elc., plus ou moins répé-
tées.. Désignons la chance d’extraire une boule blanche de B, par
b.,de B, par b,, de B, par by, etc., de sorte que la série indéfinie
b,, b,, bs, etc., necontienne aussi que les chances donnéesc,,c,, ¢, etc.,
qui pourront y étre répétées. Cela étant, on tire une boule de B,, une
de B,, une de B;, etc., jusqu’a 'urne B, inclusivement. En appelant €
la chance moyenne de l'extraction d'une boule blanche dans ces m ti-
rages successifs, on aura

c:i‘ (b4 by bs 4 ... 4 b,).

Or, les urnes C,, C,, C;, etc., représentent les » seules causes possibles
de l'arrivée d’une boule blanche 4 chaque épreuve; par conséquent,
si g est un trés grand nombre, que l’on fasse, comme plus haut,

7=';(c, +c +c +... 4 G),
19
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et que I'on-désigne par.m le nombre dé’boules blanches qui seront ex-
traites, on- aura, d’aprés.ce qui.précede,

= 6; €= Y, m = uy,

Rk

h trés peu’ prés et-avec une grande probabilitd. Ainsi le nombre m ne

changera pas sensiblement si 'on répete ‘les tirages sur les mémes

urnes B,, B,, Bs,...B,, ousur un nombre u d’autres urnes consécuti-

ves, et'si on les effectue sur un autre trés grand nombre g’ d’urnes, le
’

nombre de boules blanches qui arriveront aura ’iﬂﬂ pour valeur ap-

prochée et trés probable.

- Si l'on extrait x fois de suite-au hasard, une boule de I'ensemble
des urnes C,, C,, Gy, etc. , en remettant a chaque fois la boule extraite
dans I'urne dont elle est sortie, lachance d’extraire une boule blanche
sera la méme a toutes les épreuves, et égale a 9 d’aprés la régle du
n° 10; lorsque leur nombre sera trés grand, celui des boules blanches
que I'on ameénera sera donc, en vertu de la régle dun° 49, a trés peu
prés et trés probablement égal au produit 43, comme dans la question
précédente ; mais .ces deux questions sont essentiellement distinctes;
et les deux résultats ne coincident que dans le cas ou wx est un tres
grand nombre. Quand il ne 'est pas, la chance d’amener un nombre
donné m de boules blanches dépend;, dans la premiére question, non-
seulement du systeme des urnes données C,, C,,C;, etc., mais aussi du
systéme des urnes B,, B,, B, etc., quel'on en a déduitau hasard. Je
réduis, par exemple, les urnes données a trois C,, C,, Cs, et je prends
n = 2 etm = 1, de sorte qu'il s'agisse de savoir quelle est la chance
de tirer une boule blanche de I'une des deux urnes B, et B,, et unc
boule noire de l'autre. Relativement a ces deux urnes, il peut arriver
neuf combinaisons différentes que j'indiquerai de cetle maniére :

B, =B.=(C,, B,=B,=(,, B,=B,=(,,
B,=C,etB,=C,;, B,=C(C,etB,=C(,, B,=C, etB,=C(,,
B, =C,etB,=C(,, B,=0C;etB,=C,, B,=C(C;etB, =,

Pour chacune de ces neuf combinaisons, la chance demaundée aura une
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' valeur déterminée; ses neugvaleurs possibles selon la combinaison
qui aura eu lieu, seront-

2¢,(1=—¢,), 26(x —¢)), 2c;(1—cs),

pour les trois premiéres;
c\(1=c)tc(1—c,), c(1—cs)tcy(1—c,), ci(1~—cg)4cs(a —c,),

pour les trois intermédiaires; et les mémes que celles-ci, pour les trois
dernieéres. Il est aisé de voir quela valeur moyenne de ces neuf chances,
ou leur somme divisée par neuf, doit étre la chance d’amener une
blanche et une noire, en tirant une premiére fois au hasard dans le
groupe des trois urnes C, , C;, Cs, puisune seconde fois aprésavoir re-
mis la premiére boule extraite dans 'urne d’'ou1 elle serait sortie. Et,
en effet, cette chance serait le double du produit de §(c,+c,-+c;) et
de 1 — 3 (¢, + ¢, =+ ¢5); quantité égale au neuviéme de la somme des
neuf chances precedentes.

Avant que le systéeme des urnes B,, B,, B,, etc., soit formé et dé-
duit du systéme des urnes données, nous waurions aucune raison de
croire que la n“™ urne B, sera plut6t I'une que I'autre des urnes C,,
C,, C;, etc.; pour nous, la probabilité de Yextraction d’une bhoule
blanche au n“™ tirage serait donc lasomme des chancesc, , c,, c;, etc.,
divisée par leur nombre, c'est-a-dire la quantité 9; mais quoique
elle soit la méme pour tous les tirages, et que leur nombre w fit aussi
grand qu'on voudra, nous ne serions pas autorisés a en conclure, en
vertu de la seule régle du n° 49, que le nombre m-des extractions de
boules blanches, des urnes‘B,, B,, By, etc., devra s'écarter trés proba-
blement fort peu du produit-uy; car on ne doit pas perdre de vue
que cctte reégle est fondée sur-la chance propre de 'événement que
Pon considére, et non sur sa probabilité, ou la raison que nous pou-
vons avoir de croire qu'il arrivera.

(56). Pour second exemple, je suppose que 'on ait un tres grand
nombre de piéces de cinq francs, que j'appellerai A,, A,, A;, etc., et
dont chacune présentera une de ses deux faces, en retombant a terre
aprés avoir été projetée en lair. Relativement 4 la piéce quelcon-
que A;, je désignerai par ¢, la chance de l'arrivée de #éte, qui dépen-

10..
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dra de la constitution physique de cetge piece. La valeur de a; sera
inconnue a priori; on la déterminera par I'expsrience en projctant Ax
un trés grand nombre de fojs m,; et comme cette chance demeurera
constante pendant cette série fl’épr‘euves, si téte arrive un nombre n;
de fois, on pourra prendre, par la régle du n° 49,

g ="
(] m’

pour sa valeur approchée et trés probable. On s'en servira ensuite
pour calculer les probabilités des divers événements futurs, relatifs a la
projection de la méme piéce A, : on pourra parier a jeu égal, m con-
tre m — 7, que téte arrivera dans une nouvelle épreuve, m* con-
tre m* —n* qu’il arrivera deux fois dans deux épreuves successives,
2n; (m—n,; ) contre m*—2n, (m——n:) que téte aura lieu une fois scule-
meént dans.ces deux épreuves, etc. Dans une nouvelle série d’un tres
grand nombre m' d’épreuves, le nombre de fois n/ que ¢éte arrivera,
aura, atrés peu pres et avec une grande probabilité, le produit m'a; pour

. \ y n . n
valeur, toujours d’aprés la régle du n° 49; les deux rapports —et—,

devront donc s’écarter trcs peu 'un de I'autre ; mais, toutefois a raison
de ce que cette valeur de a; donnée par I'expérience, est seulement
tres probable et non pas certaine, la probabilité du peu de différence
de ces deux rapports ne sera pas si grande, comme on le verra par
la suite, que si la valeur de cette chance g, était certaine et donnée
a priori,

Au lieu de projeter la méme piéce un trés grand nombre de fois,
supposons que I'on emploie successivement un trés grand nombre . de
piéces de cinq francs, prises au hasard parmi celles qui proviennent
d’un méme mode de fabrication, et soit # le nombre de fois que zéte
arrivera. Appelons & la chance moyenne de I'arrivée de Zéte, non pas seu-
lement pour toutes les piéces dont on aura fait usage, mais pour toutes
les piéces de la méme espeéce et provenant dela méme fabrication. En
vertu des deux propositons générales du n° 52, nous aurons, a trés
peu pres et tres probablement,
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comme si les chances inconn‘g a,, a,, as, etc., étaient toutes égales
entre elles. ’

n n
Selon que I'on trouvera A > ! ou P < }, on en conclura que dans

les piéces de cinq francs de cette fabrication, la chance de Parrivée
de téte est généralement plus grande ou moindre que celle de I'arri-
vée de la face opposée. A I'égard d’une piéce A, en particulier, la chance

» . ’ . . . M A
a, étant différente de «, il pourra arriver qtie I'on ait = <} en méme
m

n . n n

temps que u >%, ou bien '-'I;<§ en méme temps que; >

i I’on projette de nouveau les mémes piéces de cinq francs, ou, plus

St I'on projette d I P q , 0u, p

généralement, un trés grand nombre ' d’autres piéces de la méme
espeéce, provenant de la méme fabrication, et a4 la méme effigie, la
quantité «, telle qu’elle a été définie, ne changera pas; par consé-
quent, »’ étant le nombre de fois que zéte arrivera dans cette nou-
velle série d’épreuves, on devra avoir

n n

paal
de méme que l'on a

n __n;

m — ml ?

pour une méme piéce A, dans deux séries d’épreuves différentes, Mais
n_n . .. o

ces rapports 2 et 5, seront inégaux en general, lorsque les pieces em-

ployées dans les deux séries d’épreuves ne seront pas d’'une méme

espéce, ou proviendront &'une fabrication différente, de méme

n; . o\ \
que le rapport — varie d’'une piéce A: 4 une autre.
m

(57). Quoique les chances constantes et les chances moyennes des
événements se déterminent de la méme manieére et avec la méme pro-
Dhabilité par I'expérience, il y a cependant des différences essentielles
dans les usages que I'on en peut faire. L.a chance moyenne comme la
chance constante fait connaltre immédiatement la probabilité de I'ar-
rivée, dans une nouvelle épreuve isolée, de I'événement que I'on con-
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sidere ; mais il n’en est pas toujours de¥péme , quand il s'agit de l'arri-
vée d’un événement composé de celui-la.

Je prends pour exemple la similitude des résultats dans deux pro-
jections successives d’une piéce de cinq francs. 1] y aura alors deux cas
différents 2 examiner. On pourra supposer que ce couple d’épreuves
aura lieu avec deux piéces, différentes ou non, prises au hasard parmi
toutes les pieces A, , A,, A4, etc., d'une méme fabrication et dont je
désignerai par A le nombre total, ou bien avec une méme piece prise
également au hasard ; dans le premier cas, la probabilité de la simili-
tude ne dépendra que de la quantité @ du numéro précédent, et sera
la méme que s’il s'agissait de chances constantes; dans le second cas,
elle dépendra, en outre, d’une autre quantité inconnue, par laquelle
elle différera de sa valeur relative 2 des chances invariables.

Pour le faire voir, j'observe que relativement a deux pieces quel-
conques A et A,, la probabilité de la similitude des résultats dans
deux épreuves consécutives, a pour valeur

aay + (1 — a) (v — ap).

Dans le premier des deux cas que nous voulons considérer, chacune
des piéces A, , A,, Ag, etc., pouvant étre combinée avec elle-méme et
avectoutes les autres, lenombre de ces combinaisons également possi-
bles sera le carré de A, et en désignant par s la probabilité complete de
la similitude, nous aurons, d’apres la régle du n° 10,

s == }%[Eajzau -+ 2(' - a‘) 2(1 - d”) ];

les sommes = s'étendent depuis i=1 et {'==1 jusqu'a i=A et i’ =2.
Je fais

= z(1 + k); a; = (1 k + J\i)} a, = ';‘(1+]t'+J\y);

ky di, &', k4 &, k 4 &, désignant des fractions positives ou négati-
ves, dont la premiére se déduira du rapport;—': du numéro précedent,

donné par l'observation, et les autres varieront d’'une piéce 4 une
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autre, de telle sorte que o ait

= = o, =f, = o.
On aura, en méme temps,
1—a=;(1—k—=J), 1 —a=1:(1 —k—d,);
au moyen des équations précédentes, les sommes £ qui entrent dans
I'expression de s se réduiront a

Sa = 3A(t + k)s Zaw = IA(1 + k);
2(r —a) 3A (1 — k), E(l_ai/)=';-7\(1—k);

et il en résultera

s =3 (1 -+ &)

quantité qui ne dépend que de %, ou de la chance moyenne « de
I'arrivée de téte, et nullement des inégalités de chances d',, ., J%, etc.

Sil'on répéte la projection de deux piéces prises au hasard, un tres
grand nombre a de fois, s sera aussi la chance moyenne de la similitude
dans cette série d’épreuves doubles ; en désignant par & le nombre de
fois que la similitude arrivera, on aura donc approximativement, d’a-
prés len° 52,

b = as;

ce qu’on pourra vérifier par I'expcrience.

Dans le second cas, ot chaque couple d’épreuves doit étre fait avec
une méme piéce, la probabilité de la similitude relativement a la
pitce quelconque A;, aura pour expression

at 4 (1 — ai)’;

et si 'on appelle s’ Ja probabilité compléte de la similitude, on en
conclura '

S = - Sa*- :TE(I —_a);

1
A
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équation qui se réduit a e

s =1 (1 4+ k 4+ ),

en ayant égard a I'expression de a,, et faisant, pour abréger,

; =4 = ke

Or, on voit que cette probabilité s’ surpasse la probabilité s qui avait
lieu dansle premier cas, et qu'elle dépend d’une nouvelle inconnue £,
dépendante elle-méme des inégalités J', , 5, d', cte.

Si 'on répéte un trés grand nombre de fois a’, la projection deux
fois de suite d’'une méme piéce prise au hasard, s’ exprimera la pro-
babilité de la similitude dans cette série d’épreuves doubles; en repré-
sentant par &' le nombre de fois que la similitude arrivera, nous au-
rons donc a trés peu pres,

v = a¢;
ce qui servira a déterminer la valeur de %, celle de 4 étant déja
connue.

(58). Je ferai remarquer que si 'on projette trois fois de suite une
méme piéce prise au hasard parmi A,, A,, Ay, etc., la probabilité de
la similitude des trois résultats s’exprimera au moyen de la probabilite
précédente s°, et sera connue, par conséquent, sans recourir a de
nouvelles expériences. En effet, relativement a la piéce quelconque A,,
cette probabilité sera '

al + (1 — a)’;

en appelant s* sa valeur compléte , on aura donc
¥ 3 I —_— . )3
s'.._.;\z‘a, + ;201 a;);
et d’aprés les notations précédentes, il en résultera

= 2[1 + 5 (F + M),
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ou, ce qui est la méme chose,
v I /
S = - S = 1)
;(3 )

Cette quantité s” sera aussi la chance moyenne de la similitude
dans une trés longue série de triples épreuves; si donc on désigne
par @’ leur nombre, et par 4" lenombre de fois que la similitude arri-
vera, nous aurons ‘

b = a's".

’ "
En mettanllai; et 15'7, au lieu de s’ et s” dans I'équation précédente, on en

déduira cette relation
ada" = 3ba" — ab'a,

entre les nombres ', a’, &', 6", qui sera d’'autant plus approchée et
d’autant plus probable qu’ils seront plus grands.

Puisqu’elle est indépendante de la loi des quantités a,, a,, a;, etc.,
elle subsistéra également quand elles ®eront toutes les mémes , c’est-a-
dire, lorsqu’au lieu de changer de piece a chaque épreuve double et a
chaque épreuve triple, ou emploiera toujours la méme; par consé-
quent, si 'on projette une méme piéce un trés grand nombre de fois
que je représenterai par 6¢; que l'on partage cette série d'épreuves
simples, en épreuves doubles composées de la premiére épreuve simple
etdela seconde,'d* troisizme et de la quatriéme, et ainsi de suite;
qu'on la divise aussi en épreuves triples, composées de la premiére, la
deuxi¢me, latgoisieme, épreuvessimples,delaquatriéme, la cinquiéme,
la sixiéme, et ainsi de suite; et qu’on applique I'équation précédente a
ces deux seéries d’épreuves doubles et triples, on aura

a = 3c, a' = ac,
ce qui réduira cette équation i celle-ci
c=0b -7,

qui signifie que Je nombre des similitudes doubles moins celui des si-

militudes triples, sera égal au sixiéme du nombre total des épreuves
simples.

20

i3
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On obtiendrait des relations analogues entre les nombres de ces si-
militudes et de celles qui seraient composées de plus de deux ou trois
épreuves simples.

(59)- Ces considérations s’appliquent immédiatement aux naissances
masculines et féminines; il suffit, pour cela, de remplacer les pieces
A, A,, A, etc., parautant de mariages différents, et de prendre poura;,
la chance de la naissance d’un garcoun dans le mariage quelconque dési-
gné par A,

En France, le nombre des naissances des deux sexes s'éléve annuelle-
ment a prés d’un million; et dans ce nombre total, 'observation montre
que le rapport des naissances masculines aux naissances féminines
excedel'unitéd’environ un quinziéme : pendant les dix années écoulées
depuis 1817 jusqu’a 1826, sa valeur moyenne a été de 1,0656, dont ses
valeurs extrémes se sont a peine écartées d'un demi-centiéme, en plus
ou en moins.C’est sur les observations de cét intervalle de temps que
sout fondés les résultats de mon mémoire sur la proportion des nais-
sances des deux sexes (*). De 1§17 a 1833 inclusivement, le rapport
moyen a été 1,0619; ce qui ne différe pas non plus d’'un demi-centieme
de sa valeur pendant les dix premiéres de ces dix-sept années.

La cause de la prépondérance des naissances masculines nous est in-
connue; il y a lieu de croire qu’elle varie beaucoup d’'un mariage a un
autre, et que les chances a,, a,, as, etc., sont trés inégales, de telle sorte
que beaucoup d’entre elles s’abaissent, sans do au-dessous de 1.
Cependant, comme on voit, la proportion des nai¥®8dtes annuelles des
deux sexes a trés peu varié pendant une période de dix-sept ans; ce qui
présente une vérification remarquable de a loi des grands nombres.

6 ) .
En prenant .715_: pour le rapport d’un grand nombre de naissances mas-

culines au nombre correspondant des naissances des deux sexes, ce rap-
port sera aussi la chance moyenne de la naissance d’'un garcon, et I’on

aura .- pour lavaleur de la quantité & du n® 57. Nous ignorons si la
31

chance d’une naissance masculine restera la méme 4 chaque enfant qui

naitra d’'un méme mariage, ou bien si elle variera, par exemple, comme
4

. (*) Mémoires de I Académie des Sciences , tome 1X.
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elle variera d’'un mariage a un autre. Dans le second cas, la chance
moyenne de la similitude du sexe des deux premiers nés sera 3 (1-=£?),
et n’excédera ; qued’a peu prés un demi-milliéme. Par conséquent, lc
nombre de fois que cette similitude auralieu, dans un trés grand nombre
de couples de premiers nés, surpassera d’un demi-miiii¢cme la moitié de¢
celui-ci. Dans le premier cas, le premier de ces deux nombres pourra
surpasser de beaucoup plus la moitié du second, a raison de la quantité
inconnue % que renfermera alors I'expression  (1-4-4*-+-%*) de la chance
moyenne de la similitude. La relation du numéro précédent aura tou-
jours lieu entre les nombres des similitudes de sexe des deux pre-
miers-nés et des trois premiers-nés, observées dans un trés grand
nombre de mariages.

(6o). En vertu de la seconde équation du n° 54, si A est une chose
quelconque, qui soit susceptible de différentes valeurs 4 chaque
épreuve, la somme de ses valeurs 'que I'on observera dans une longue
série d’épreuves, sera a trés peu prés et tres probablement proportion-
nelle & leur nombre. Le rapport de cette somme A ce nombre, pour une
chose déterminée A, convergera indéfiniment, & mesure que ce nomi-
bre augmentera encore davantage, vers une valeur spéciale qu’il attein~
drait si ce nombre pouvait devenir infini, et qui dépend de la loi de pro-
babilité des diverses valeurs possibles de A. On fera sur ce rapport des
remarques semblables a celles que nous avons faites dans le n° 54, en
considérant la premiére équation de ce numéro.

La seconde équation, ou plutét celle-ci

E-c=fl” Zzdz,

donneralieucommela premieére, 3 de nombreuses et utilesapplications.

Je suppose, par exemple, que a soit un angle que I'on veut mesurer.
Cet angle existe; sa grandeur est unique et determmee, mais langle
que I'on mesure 4 chaque 0perat10n, est une chose susceptible d'un
nombre infini de valeurs différentes, a raison des erreurs inévitables et
variables des observations. Je prends cet angle , qui sera mesuré succes-
sivement un grand nombre de fois, pour la chose A, de sorte que Zdz
exprime la chance d’une valeur quelconque z de A, résultante de la

construction de l'instrument et de l'adresse de l'observateur. Soit &
20..
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I'abscisse du centre de gravité de l'aire d'une courbe plane, dont z et Z
sont I'abscisse et 'ordonnée, et qui s'étend depuis z= jusqu’a z=12,
en désignant, comme dans le n° 53, par [ et 7 les limites des valeurs
possibles de A. Faisons

z=hk+x, Il=k+4h, U=rFk-4PH;

et représentons par X ce que Z devient quand on y met £}~ au lien
de z; nous aurons

.frzdz=j;.hIde=.l, f;h,Xxdx =o,

!

et par conséquent, a trés peu prés,

=k,

Tl

en vertu de I'équation citée, dans laquelle s est lasomme des valeursde A
que 'on obtiendra dans un grand nombre % d’épreuves. C’est donc vers

s
la constante k& que sa valeur moyenne ;. convergera de plus en plus, 4

mesure que & augmentera davantage ; mais lors méme que ce rapport
sera devenu sensiblement constant, c’est-a-dire, lorsqu’il sera sensi-
blement le méme dans plusieurs séries d’autres grands nombres de me-
sures, il pourra quelquefois arriver que cette moyenne différe beaucoup
de I'angle « qu'on veut déterminer : elle sera toujours la valeur ap-
prochée de la constante 3 qui peut ne point coincider avec cet angle.

En effet, soit
3= a - u, l._—__a-{—g, !l =a - g';

appelons U ce que devient Z quand on y met a -« au lieu de 2;
nous aurons

j;l' Zdz,—_-_-f:,Udu = 1, k=u+ﬂgl Uudu.

La différence #, entre l'angle « et une valeur possible z de I'angle
mesuré A, est I'une des erreurs possibles de I'instrument et de 'obser—
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vateur; elle peut étre positive ou négative, et s'‘étendre depuis u=g
jusqu’a u =g'; sa probabilité infiniment petite est Udu. Or, s'il n’y a
dans la construction de I'instrument aucune cause qui donne aux er-
reurs positives de plus grandes chances qu’aux erreurs négatives, ou
réciproquement, et qu’il en soit de méme pour la maniére d’opérer
de 'observateur, les limites g et g’ seront égales et de signes contrai-
res, la fonction U sera égale pour des valeurs de Ja variable « égales
et de signes contraires, et il en résultera

fg’Uudu=o, k = a.
€

. s
Dans ce cas, qui est le- plus commun, le rapport = sera donc la va-

leurapprochée de «. Mais, si I'instrument par sa construction, oul’obser-
vateur par sa maniére de wiser, donne quelque prépondérance, soit aux
chances des erreurs positives, soit a celles des erreurs négatives , I'in-
tégrale précédente ne sera plus nulle, les constantes « et & différeront

s , s
I'une de lautre, et le rapport — s'écartera notablement, en géndéral,

de la véritable valeur de «. On ne pourra s’apercevoir de cette circons-
tance, qu'en mesurant le méme angle, soit avec d’autres instruments,
soit par d’autres observateurs. Je me bornerai ici 4 indiquer cette ap-
plication du calcul des probabilités : en ce qui concerne les erreurs
des observations, et les méthodes de calcul propres 4 en diminuer et
évaluer I'influence, je renverrai a la Théorie analytique des probabili-
tés et aux mémoires sur ce sujet que j’ai insérés dans la Connaissance
des tems (*).

(61). Pour second exemple de I'équation citée au commencement
du numéro précédent, supposons que les causes désignées par C,,
C., G, etc., soient toutes celles qui déterminent les chances de durée
de % vie humaine dans un pays et &2 une époque déterminés. Ces causes
sont, entre autres, les diverses constitutions physiques des enfants
qui naissent, le bien-étre des habitants, les maladies qui abregent cette

(*) Années 1827 et 1832.



158 RECHERCHES

durée, et sans doute aussi quelques causes résultantes de la vie elle~
méme, qui 'empéchent de se prolonger au-dela de limites qu’elles n’a
jamais dépassées : il y a lieu de croire, en effet, que si les maladies
étaient les seules causes de mort, et qu'elle fut, pour ainsidire, acciden-
telle, quelques-uns des hommes parmi le nombre immense de ceux qui
ont vécu, auraient échappé a ces dangers pendant plus de deux siecles;
ce qu'on n’a jamais observé. La chose A sera alors le temps que vivra
un enfant qui vient de naitre; z exprimera une valeur possible de A,
et Zdz la chance de z résultante de toutes les causes, quelles qu’elles
soient, qui peuvent la déterminer, non pas pour un enfant en particu-
lier, mais pour l'espece humaine, dans le lieu et a ’époque que l'on
considére. Ainsi, concevons qu'une certaine constitution physique en
naissant , donne une chance Z'dz de vivre précisément un temps égal
4 5, qu'une autre constitution denne une chance Z'dz de vivre jus-
qu’au méme Age, etc.; soient aussi {’, £, etc., les probabilités de
ces diverses constitutions : & raison de ces causes, la fonction Z sera
la somme ¢'Z' 4 {"Z" 4 etc., étendue i toutes les constitutions possi-
bles ; et si ce nombre est infini, Z se changera en une intégrale définie,
qui aura une valeur inconnue, mais déterminée. Dans le pays ou les
hommes naissent le plus forts ou le mieux constitués, cette intégrale aura,
sans doute la plus grande valeur; dans chaque pays, elle pourra n’étre
pas la méme pour les deux sexes; sans doute aussi les valeurs de Z',
Z",Z", etc., dépendront d’ailleurs des maladies possibles et du bien-
étre des habitants :'la fonction Z sera différente, et par suite, Finté-
grale de Zzdz le sera aussi, 2 deux époques €loignées I'une de l'autre,
si dans l'intervalle quelque maladie a disparu,. ou que le bien-étre
du peuple ait augmenté par le progres de la société. On pourra, si
I'on veut, prendre zéro et.I'infini pour les limites et I’ de cette inté-
grale, en considérant Z comme une fonction qui s’évanouit au-dela
d’une valeur de z, inconnue aussi bien que la forme de Z. Cela ét.ant ,
les valeurs observées de A seront les dges auxquels sont morts en tres
grand nombre g d’individus nés dans un méme pays et vers la méme
époque; et en appelant s la somme de ces idges, on aura, a tres peu
prées et trées probablement,

. ;:ﬁwszz;
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o 4 3 o s ’ .,
par conséquent, ce rapport -, ou ce.qu’on appelle la wie moyenne, de-

meuxgih constant pour chaque pays, tant qu’aucune des causes C,, C,,
Cs, etc., connues ou inconnues, n’éprouvera pas un changement no-
table. '

En France, on suppose la vie moyenne d’environ 29 ans; mais
cette évaluation est fondée sur des observations antéricures a I'usage
de la vaccine, et déja trés anciennes ; elle doit étre aujourd’hui sensi-
blement plus longue; et il serait 2 désirer qu'on la déterminat de nou-
veau, séparément pour les hommes et pour les femmes, pour les dif-
férents étals, et pour les diverses parties du royaume. On considére
aussi la vie moyenne a partir d'un 4ge donné : s est alers le nombre
des années qu’ont vécu au-dela de cet ige, un trés grand nombre

. .« » 5 . . \
d'individus; le rapport - est la vie moyenne relative a cet age, avec

lequel elle varie, en demeurant constante pour un méme 4ge : on sup-
pose qu’elle atteint son maximwin entre 4 et 5 ans, et quelle s’éleve
alors a 43 ans. Les tables de mortalité ont un autre objet : sur un treés
grand nombre . d’individus nés dans un méme pays el a la méme épo-
que, elle font connaitre les nombres de ceux qui vivent encore au bout
d’'unan, dedeux ans, detroisans, etc., jusqu’a ce qu’aucun n’existe plus.
En désignant par m lc nombre des vivants qui ont un age donné, c’est en

vertu de la premiére équation du n° 54, que le rapport ';n est sensible-

ment invariable, du moins tant qu'il ne s’agit pas d’un 4ge trés avancé,
etque mn'est pasdevenuun nombretrés petit: vers cent ans, parexemple,

. . aye. » . m . .
cette invariabilité consiste en ce que le rapport ; est toujours une tres

petite fraction.
., oo . . . s e
Dans l'intégrale f Zzd3, au lieu de faire varier z par degrés infi-
o

niment petits, si 'on fait croitre cette variable par des intervalles tres
petits ; que 'on prenne, pour fixer les idées, chacun de ces intervalles
de temps pour unité; et que I'on désigne par #,, A,, k,, etc., la sé-
rie des valeurs de z, et par H,, H,, H;, ctc., les valeurs correspon-
dantes de Z, la somme des produits H,%,, H.A,, Hyhs, etc., sera,
comme on sait, la valeur approchée de cette intégrale. En désignant
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par ¢ la vie moyenne, a partir de la naissance, on aura donc aussi

0 = Hh, + Hh, + Hhy - etc. %

Or, H, exprimant ici la cha nce de mourir 4 un age %,, il s'ensuit
que relativement 4 la durée de la vie humaine, on peut considérer la
vie moyenne ¢ comme l’espérance mathématique (n° 23) d’'un enfant
qui vient de naitre et dont la constitution physique nous est in-
connue; mais d’aprés les tables de mortalité, sur un trés grand
nombre d’enfants, plus de la moitié meurt avant d’avoir atteint cet
age v,

(62). Supposons, pour dernier exemple, que pour un lieu donné et
pour un jour de 'année aussi donné, on ait calculé I'exces de la haute sur
la basse mer qui aurait lieu en vertu des actions simultanées du soleil et
de la lune. Prenons pourlachose A, la différenceentre cet excés calculé
et celni qui est observé dans le méme lieu et 4 la méme époque de cha-
que année. Les valeurs de A varieront d’'une année a une autre, a rai-
son des vents qui peuvent soufiler en ce lieu et a cette époque, et qui
déterminent les chances de ces diverses valeurs. Qr, si 'on considére
toutes les directions et les intensités possibles de ces vents, leurs proba-
bilités respectives, et les chances que ces causes donnent a une valeur

. ¥ . .
quelconque z de A, I'intégrale f ) Zzdz aura une valeur inconnue, mais
déterminée, et qui demeurera constante, tant que la loi de probabilité

. S .
de chaque vent possible ne changera pas. Le rapport . sera donc aussi

a trés peu pres invariable; s étant la somme des valeurs de A, obser-
vées pendant une longue suite d’années.

\ . . eS8 ' , .
Nous ne savons pas_a priori, 51; est zéro ou une fraction qu’on

puisse ndgliger, cest-a-dire, si l'influence des vents sur les lois
genérales des marées est insensible; I'expérience seule peut nous
faire connaitre la valeur de ce rapport, et nous apprendre s’il varie
aux diflérentes époques de l'année , et pour les lieux différents
ou les observations sont failes, -sur la cote, dans les ports, en
pleine mer. Pour connaitre l'influence de tel ou tel vent en par-
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ticulier, il faudrait n’employer que des valeurs de A observées sous
cette influence; toutefois, afin de n’avoir pas besoin d’'un trop grand
nombre d’années d’observations, ces valeurs pourraient répondre a
plusieurs jours consécutifs, pendant lesquels la direction du vent au-
rait peu changé. Plusieurs savants s’occupent maintenant de cet exa-
men, qui exigera un long travail, et ne manquera pas de conduire
a des résultats intéressants.

(63). L'exposition des regles du calcul des probabilités et de leurs
conséquences générales, qui a été faite dans ce chapitre et dans le pre-
cédent, étant actuellement compléte, je reviens sur la notion de cause
et d’effet, qui est seulement indiquée dans le n® 27.

La cause propre d’une chose E est, comme on I'a dit dans ce numéro,
une autre chose C qui posséde une puissance de produire nécessaire-
ment E, quelles que soit d’ailleurs la nature de ce pouvoir et la maniére
dont il s’exerce. Ainsi, ce qu'on appelle I'attraction de la terre est
une certaine chose qui a la puissance de faire tomber les corps situés a
la surface du globe, dés qu’il ne sont pas soutenus; et de méme, dans
notre volonté , réside un pouvoir de produire, par l'intermédiaire
des muscles et des nerfs, une partie de ces mouvements que l'on
nomme, pour cette raison, mouvements volontaires. Quelquefois, dans
la nature, la chose E n’a qu’une seule cause C qui puisse la produire,
de sorte que l'observation de E suppose toujours l'intervention de C.
Dans d’autres cas, cette chose peut étre attribuée a plusieurs causes dis-
tinctes, qui concourcnt ensemble, ou qui s’excluent mutuellement de
maniére qu’une seule ait di produire E.

Telles sont, en ce qui concerne le principe de la causalité, les idées
les plus simples et que je crois généralement admises. Cependant I'il-
lustre historien de 'Angleterre a émis sur ce point de métaphysique,
une opinion différente qu’il convient d’examiner, et sur laquelle le cal-
cul des probabilités peut jeter un grand jour.

Selon Hume (*), nous ne pouvons avoir d’autre idée de la cau-
salité que celle d’un concours et non d’'une connexion nécessaire entre

¥) Essais philosophiques sur Uentendement humain ; septieme essai : de l'idée
5 $ep
de pouyoir ou de liaison nécessaire.

21
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ce que nous appelons cause et effét; et ce concours n’est pour nous
qu’une forte présomption, résultant de'ce que nous I'avons observé
un grand nombre de fois : si nous I'eussions observé un nombre de
fois peu considérable, ce serait juger de la nature sur un trop petit
échantillon, que de présumer qu’il se reproduira désormais. D’autres
ont partagé la méme opinion, et 'ont appuyée sur les regles de la pro-
babilité des événements futurs, d’aprés 'observation des événements
passés. Mais Hume va plus loin; et sans méme recourir i ces lois de
probabilité, il pense que 'habitude de voir I'effet succéder  la cause,
produit dans notre espril une sorte d'association d’idées qui nous
porte & croire que l'effet va arriver quand la cause a eu lieu; ce qui
pcut étre effectivement vrai pour la plupart des hommes, qui n’exa-
minent pas le principe de leur croyance et son degré de probabilité :
pour eux, cette association d’idées doit étre comparée a celle qui se
fait dans notre esprit, entre le nom d’une chose et la chose méme, et
qui est telle, que le nom nous rappelle la chose, indépendamment de
notre réflexion et de notre volonté.

Un des exemples que I'auteur choisit pour expliquer son opinion est
lc choc d’un corps en mouvement contre un corps libre el en repos, et
le mouvement de ce second corps i la suite de sa rencontrepar le pre-
mier. Ce concours du choc et du mouvement du corps choqué est, en ef-
fet, un événement que nous avons observé un trés grand nombre de fois,
sans que I'événement contraire se soit jamais présenté; ce qui suffit,
abstraction faite de toute autre considération, pour que nous ayons une
forte raison de croire, ou, pour qu’il y ait une trés grande probabilité
que le concours dont il s’agit aura encore lieu désormais. Il en est
de méme de tous les concours de causes et d’effets que nous observons
journellement et sans exception : leur probabilité s'alimente, pour
ainsi dire, par cette expérience continuelle, et la raison ou le calcul,
d’accord avec I'habitude, nous donne une grande assurance qu’a I'a-
venir ces causes seront toujours suivies de leurs effets. Mais dans le
cas d’'un phénomeéne que nous avons seulement observé un nombre de
fois peu considérable, i la suite de la cause que nous lui assignons, il
n’y aurait, d’aprés les régles précédemment exposées, qu’une proba-
bilité qui ne serait pas trés grande, pour le concours futur de cette
cause et de cet effet. Néanmoins, il arrive souvent que nous ne faisons
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aucun doute de la reproduction de ce phénoméne, lorsque sa cause
aura lieu de nouveau. Or, cetle assurance suppose que notre csprit at-
tribue & la cause une puissance quelconque de produire son effet, et
qu’il admet une liaison nécessaire entre ces deux choses, indépen-
damment du nombre, plus ou moins grand, de leurs concoursobserves.

Ainsi, lorsque M. OErsted découvrit qu’en faisant communiquer les
deux péles d’une pile de Volta, au moyen d’un fil métallique, il arri-
vait qu’une aiguille aimantée, suspendue librement dans le voisinage
de ce circuit voltaique, déviait de sa direction naturelle; I'illustre phy-
sicien fut sans doute convaincu, aprés avoir répété un petit nombre
de fois celte expérience capitale, que le phénoméne ne manquerait
pas de se reproduire ¢onstamment par la suite. Cependant, si notre
raison de croire a cette reproduction était uniquement fondée sur le
concours du circuit voltaique et de la’déviation de 'aiguille aimantée,
observé uue dixaine de fois, par exemple, la probabilité que le phé-
noméne arriverait encore dans une nouvelle épreuve, ne serait que

11 . ’, . o .
= (n° 46) : dans une nouvelle série de 10 épreuves, il y aurait 4 parier 1 1

contre 10, ou a peu preés un contre un, que I'événement aurait encore
lieu sans interruption ; et dans une plus longue série d’expériences fu-
tures, il deviendrait raisonnable de penser que le phénoméne ne se
reproduirait pas a toutes les épreuves,

Je citerai encore pour exemple I’heureuse application a la com-
position chimique des corps, que M. Biot a faite récemment de
la polarisation progressive de la lumiére dans un sens déterminé,
dont il avait depuis long-temps constaté 'existence dans des mi-
lieux homogénes et non cristallisés (*). Lorsque dans un nom-

(*) Le principe de cette application est exposé clairement et en peu de mots dans
la note suivante que M. Biot a bien voulu me communiquer :

« Un rayon lumineux de réfrangibilité fixe a été polarisé par réflexion dans un
» certain plan. On Panalyse aprés sa réflexion, en lui laissant traverser un rhom-
» boide de chaux carbonatée rendu légérement prismatique par sa face posté-
» rieure; et I’on s’assure qu'il posséde tous les caractéres de la polarisation relati-
» vement au plan dont il s’agit. Ainsi, lorsque la section principale du prisme
» rhomboidal est paralléle an plan de réflexion, le rayon passe simple et subit
» tout entier la réfraction ordinaire. Mais, si 'on tourne cette section, soit a

2!.'
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bre peu considérable d’observations faites avec soin, on a reconnu
u’une substance donnée, dévie le rayon polarisé a droite de I’'cbser-
H

droite, soit & gauche, il se partage entre les deux réfractions, exactement
comiue s'il avait d’abord traversé un premier rhomboide dont la section prin-
cipale serait paralléle au plan dans lequel la réflexion a eu lieu. Et généralement
toutes les propriétés du rayon polarisé sont symétriques autour de ce plan.

» Ceci reconnu, on interpose dans le trajet du rayon polarisé, un tube creux
terminé par des glaces minces, et successivement rempli de liquides divers, qui,
tous, se présentent ainsi au rayon sous l'incidence normale. Puis on analyse
de nouveau ce rayon aprés son €mergence; et lon observe les phénoménes
suivants.

» L’eau, l'alcool, I’éther et beaucoup d’autres liquides ne troublent pas sensi-
blement la polarisation primitive du1 rayon. Car on lui retrouve toutes les pro~
pnetes phyanues qui la caractérisaient.

» Mais d’autres liquides, par exemple les essences de citron et de terebenthme,
certains corps solides non cristallisés, et méme certaines vapeurs, troublent
cette polarisation. Car le rayon, qui les a traversés sous l'incidence normale,
donne des images doubles, dans les mémes positions du prisme rhomboida! ot
il en donnait primitivement de simples. Alors, en tournant graduellement la
section principale du prisme vers la droite ou vers la gauche de I’observateur,
on trouve toujours une certaine position ou I'image extraordinaire disparait. Et,
pour cette position, le rayon présente de nouveau tous les caractéres d’une po-
larisation compléte. De sorte que le plan de polarisation primitif a été seule~
ment dévi€ angulairement par I’action du corps interposé.

» Pour chaque substance, prise dans un méme état physique, ct agissant sur un
ménie vayon, la quantité absolue de la déviation est proportionnelle i I’épais~
seur de matiére traversée ; de sorte que le sens dans lequel elle croit, fait con-
» naitre de quel coté elle s’exerce. Certaines substances I’opérent vers la droite,
d’autres vers la gauche de 'observateur, pour les mémes rayons; et, si on les
méle ensemble, sans qu’il s’exerce entre elles de réaction chimique qui les dé-
nature, la déviation résultante est toujours la somme des déviations partielles
qui auraient été opérées isolément par les mémes quantités pondérables de cha~

=

z

<

que substance.

» Ces phénomenes de déviations progressivement croissantes, opérées dans un
sens propre, par des milieux homogénes agissant sous I'incidence normale , ont
» €té presentes a I'Institut le 23 octobre 1815, Ce sont les premiers faits de ce
genre qui aient été découverts, et reconnus dans leur caractére progressif. La
découverte de M. OErsted, qui présente un semblable caractére, leur est posté-
rieure de plusieurs années, »

=

¥ ¥
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vateur, pour fixer les idces, et que les déviations observées ont été as-
sez grandes pour ne laisser aucunc incertitude sur le sens dans le-
quel elles ont eu lieu, cela suflit pour que nous soyons assurés, comme
on l'est d’'une chose 'dont personne ne doute, que dorénavant la méme
substance fera toujours dévier la lumiére a droite; et cependant le
concours de cctte substance et d’une déviation a droite, observé un
nombre de fois qui n’est pas trés grand, ne donnerait qu'une faible pro-

ope. s gy s b or e I .
babilité, etméme une probabilité iniérieure a -, que dans un pareil

nombre ou un nombre un peu plus grand d’épreuves nouvelles, au-
cune déviation a gauche n’aurait lieu.

Ces exemples et d’autres qne I'on imaginera aisément montrent, ce
me semble, que la confiance de notre esprit dans le retour des effets a
la suite de leurs causes ne peut avoir pour unique fondement I'obser-
vation antérieure de cette succession, plusou moins répétée.On vavoir,
en effet, quindépendamment d’aucune habitude de notre esprit, la
seule possibilité d’une certaine aptitude de la cause a produire nécessai-
rement son effet, augmentc de beaucoup la raison de croire a ce
relour, et peut rendre sa probabilité tres approchante de la certitude,
quoique les observations antérieures soient en nombre peu consi-
dérable.

(64). Avant qu’un phénoméne P ait été observé et qu’on sache s’il
arrivera ou s'il n’arrivera pas dans toute une série d’expériences que
I'on va faire, nous admettons donc que lexistence d’une cause C ca-
pable de le produire nécessairement ne soit pas impossible. Nous con-
cevons aussi qu'avant ces expeériences, l'existence d’une telle cause
avait une certaine probabilité, résultant de.considérations particu-
lieres qui la rendaient plus ou moins vraisemblable, et que nous re-
présenterons par p. Supposons ensuite que P soit observé a toutes ces
expériences dont le nombre sera désigné par 7n. Apres cette observa-
tion, la probabilité de I'existence de C aura changé; il s'agira de la dé-
terminer, et nous la désignerons par .

Quelque soin que l'on ait mis a2 diminuer l'influence des causes au-
tres que C, susceptibles de produire le phénomeéne Pa chaque épreuve,
si Cn’existait pas; on peut croire, néanmoins, que I'on n’a pasrendu cette
influence tout-a-fait nulle. Supposans donc qu’il existe certaines causes
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B,, B.,.... B,; connues ou inconnues, qui ont pu aussi, a défaut
de C, donner naissance 4 ce phénoméne en se combinant avec le ha-
sard (n° 27), savoir : B, dans Ja premiére expérience, B, dans la se-
conde,....B, dans la derniére. Soit généralement r; la probabilité de
Iexistence de B;, multipliée par la chance que cette cause, si clle était
certaine, dennerait a 'arrivée de P. En faisant, pour abréger,

Pyl 3 s Iy = P,

ce produit serait la probubilité de Il'arrivée de ce phénomeéne dans
toutes les n expériences, résultante de ensemble des causes B,, B,,
B, etc., et si la cause C n’existait pas; et comme 1— p est la probabilité
de la non-existence de C, il en résulte, dans 'hypothése que C n’existe
pas, (1 — p) p pour la probabilité de I'événement observé, qui est ici
I'ariivée constante de P. Dans la supposition contraire, sa probabilité
est p, c'est-a-dire, qu’eile n'est 2utre chose que celle de I'existence de C,
antérieurcment a 'observation, puisque celte cause produirait nécessai-
rement l'arrivée de P a toutes les épreuves. Par conséquent, d’apres la
régle du n° 28, la probabilité de cette seconde hypotheése, ou de I'exis-
tence de C aprés l'observation, a pour valeur

Y
P+ (i —p)’

et celle de sa non - existence est

T =

1 — T = —

On parvient également & ce résultat, en ayant égard successivement
aux n expériences, au lieu de les considérer toutes a la fois, comme
nous venons de le faire. En effet, la probabilité de I'existence de C
étant p, par hypothése, avant la premiére expérience, désignons ce
qu’elle devient successivement, par p' aprés celte expérience et avant
la seconde, par p" apres la seconde et avant la troisieme, etc. ; nous
aurons

N S —_ '=._("‘—P)"'_
P=pxG=pr TP i ra—pr
(7 » [ (1—p’) T

P=pru=—pr TP TR
etc.;
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et en €liminant d’abord p’ et 1—p’ des valeurs de p” et 1 —p", ensuite
p" et 1 —p" des valeurs de p" et 1 —p'”, etc., on obtiendra les expres-
sions précédentes de @ ct de v—a, pour les probabilités de I'existence
et de la non-existence de Caprées la n¥*"* expérience.

Maintenant, soit @' la probabilité que le phénomene P arrivera, sans
interruption, dans unc nouvelle série de r' expériences. Quel que soit
ce nombre 7/, la probabilité pour que cela ait licu en vertu dela causeC,
si elle était certaine, est la probabilité @ de l'existerice de C, conclue
des n premiéres expériences. A défaut de cette cause, I'arrivée de P
pourra aussi étve due & d’autres causes B',, B',,.... I¥',,, pareilles 2
celles qque nous avons désignées tout a I'beure par B,, B,,.... B,, et
dont on ne pourra pas éviter entierement l'influence. Représentons,
relativement a ces causes (utures, par r',, 1, ;oo . o1y, ce que devien-
nent les quantités précédeates r,, r,,....r,, de sorte que r’; soit
a I'égard de B';, ce que r; €était par rapport 4 B, Faisons aussi

N ! ! ! —_ g
v,y =7

La probabilité de I'arvivée de P dans les n' expériences futures, sera
(1—a) p', si la cause C n’existe pas. Nous en concluons donc

@ =@ 4 (1 — =)/,

pour lexpression compléte de @', ou bien, en mecttant pour = et
1 — @ leurs valeurs précédentes,

o =Pt =P
p+(1—p)

Cela posé, ces expressions de @ et @' montrent comment la proba.
bilité de I'existence de C, qui pouvait étre trés faible avant 'observa-
tion de P, a pu devenir trés grande aprés que ce phénomene a été ob-
servé¢ un nombre de fois peu considérable, et donner ensuite une
probabilité trés approchante de la certitude, & I’arrivée constante de
ce phénomene dans les expériences tutures. Supposons; par exemple,
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que par des raisons quelconques, et, si I'on veut, par une prévention
de notre esprit , la probabilité de C a priori, n’était' qu'un cent-
milliéme ; admettons aussi que l'influence des causes accidentelles,
malgré les précautions prises pour l’éviter , puisse encore étre telle
.que chacune des quantités r, , r, , r5, etc., soit un dixiéme, ou
une fraction moindre; si P a été observé seulement dix fois sans
interruption, on aura

p = 0,00001, p < p(0,00001),

et, en méme temps,

@ > 1 4+ {1 — p) (0,00001)

Par conséquent, la probabilité de l'existence de C, apreés 'observation,
différerait de I'unité, de moins d’un cent-millieme, et la non-exis-
tence de cette cause serait devenue moins probable que son existence
ne I'était auparavant. Quel que soit le nombre 7’, la probabilité =’
que P aura lieu constamment dans une série de 7’ expériences futures,
surpasserait encore celle de I'existence de C, ou ne pourrait pas étre
moindre.

(65). Dans cette application du calcul des probabilités, la cause C
est considérée d’'une maniére abstraite, c’est-a-dire, indépendamment
d’aucune théorie qui raménerait le phénomeéne P a des lois plus géné-
rales, et en fournirait une explication exacte, d’aprés la cause qu’on
lui attribue, ce qui augmenterait encore la probabilité de I'existence
de ceite cause. Nous considérons ce phénomeéne P comme ayant eu lieu
sans interruption ; etle calcul précédent a eu pour objet de montrer que
‘notre croyance & sa reproduction future, quand il n’a été observé qu’un
petit nombre de fois, ne peut étre fondée que sur I'idée que nous avons
d’une cause capable de produire nécessairement un phénomeéne de
cette nature. Le calcul des probabilités ne peut d’ailleurs nous faire
connaitre quelle est cette cause efficace, ni déterminer quelle est la
plus probable, parmi celles qui pourraient produire nécessairement le
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phénomeéne, quand il y en a plusieurs auxquelles on pourrait I'attri-
buer. \

Lorsque P n’a pas eu lieu dans une ou plusieurs épreuves, et que
I'on est certain, cependant, que la cause C capable de le produlre né-
cessairement, si elle existail , aurait df agir dans toutes ces expérien-
ces, 1l est ev1dent que cette cause, ni aucune autre cause de celte es-
pece, n'existe pas. Mais outre les causes de cette nature, il en existe
d’autres qui agissent a toutes les épreuves, et sont seulement capables
de donner une certaine chance a l'arrivée d’un phénoméne P (n° 27),
en se combinant, soit avec le hasard, soit avec des causes variables,
qui tantdt agissent et tantot n’agissent pas. Ces causes variables et irré-
guliéres, que I'on ne doit pourtant pas confondre avec le hasard, peu-
vent influer sur la chance moyenne de I'arrivée de P dans une longue
suite d’expériences, et par suite (n°® 52), sur le nombre de fois que P a
eu lieu ou aura lieu, divisé par le nombre total des épreuves; mais
si I'on a pris soin de diminuer, autant qu'’il est possible, I'influence
des causes accidentelles, de sorte qu’on puisse la supposer sensiblement
nulle, etsi le phénomeéne P a été observé un nombre m de fois dans
un tres grand nombre p. d’épreuves, il y aura une trés grande probabi~
lité qu’il existe une cause permanente, favorable ou contraire a la pro-
duction de ce phénomeéne, selon que m sera notablement plus grand
ou plus petit que la moitié de .

Amsn, en prenant pour exemple, le cas d’un corps a deux faces,
pro_]ete en l'air un trés grand nombre de fois, I'existence d’une cause
favorable ou contraire a l'arrivée d’'une face déterminée , peut étre re-
gardée comme extrémement probable, lorsque les nombres de {ois que
les deux faces sont arrivées différent notablement l'un de lautre,
comme dans l'expérience de Buffon précédemment citée (n° 50).
Quelle est cette cause permanente ? Le calcul des probabilités nous en
montre seulement la nécessité, et ne peut nous en indiquer la nature.
Ce sont les lois de la mécanique qui nous font voir qu’elle doit étre la
supériorité du poids dans une des parties du corps projeté, sans nous
apprendre toutefois, a raison de la complication du probleme, a déter-
miner les effets d’une pareille cause, et la chance qu’elle donne a I'arri-
vée de chacune des deux faces, qui ne peut étre connue que par
'expérience.

22
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Clest parian semblable piocédé que Fon pourrait:constater, ainsi que
Laplace I'a proposé (*), I'existence ou la non-existence de certaines
causes occultes, qui ne sont pas:absolument impossibles .4 ipriori, et
n'ont ‘pas, ‘non plus, le pouvoir de produire nécessairement les phé-
nomégies auxquels elles se vapportent. Pour cela, 1l:faudrait de longues
séries ‘d’épreuves, en €cartant, autantqu'il serait >possih]e Yinfluence
des causes accidentelles, et'tenant compte, avec exactitude, dumonibre
de fois qu’un phénoméne a été observé et du nombre de fois qu’il n’a
pas eu lien : si le rapport du premier de'ces nombres au'second surpas-
sait notablement T'unité, l'existence ‘d'une -cause quelconque et la
chance qu'elle donine 4 la production de ce phénoméne auraient une
tres grande probabilité.

Si deux joueurs A et'B ont joué T'un contre Tautre un tres grand
nombre ¢ de parties, que A en ait gagné un nombre m, et que le rap-
port '—E excéde 4, d’une fraction qui ne soit pas trés petite ; Pexistence

-d’une cause-favorable a A:peut étre regardée comme a peu.pres certaine.
Lorsqu'aucun des deux joueurs n’a fait un avantage a ’autre, cette
cause est la supériorité de A sur ‘B, dont'le rapporit g'ﬂonne, pour ainsi
dire, la mesure. A un jeu de cartes, au piquet :par exemple,.le résultat
de chaque partie ne peut dépendre que de la différence d’habileté des
deux joueurs et de la distribution des cartes entre eux. Si aucun des
deux n’a triché, cette distribution est 'effet du hasard; elle peut in-
fluer sur la proportion des nombres de parties gagnées par les deux
joueurs, quand ces nombres sont peu considérables : c’est ce qu’on
peut appeler le borkeur ou le malkeur, pourvu que 'on n'attache pas
I'idée de 'un ou de l'autre aux personnes qui jouent; car il seraitab-
surde de supposer qu’il y eiit un rapport quelconque entre ces per-
sonnes et les cartes que le seul hasard leur a distribuées : a chaque
coup, celles qui sont échues a I'un des joueurs auraient pu également
échoir a l'autre. Mais dans une série de parties suffisamment prolon-
geée, il n’y a plus que la différence d’habilete des joueurs qui puisse

(1) Fssai philosophique sur les probabilités , page 133.
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influer sur les chances du jeu : a la longue, les joueurs habiles sont les
seuls heureux, et réciproquement. Si A et B jouent de nouveau un treés
grand nombre ' de parties, il y aura une grande probabilité que Je
nombre de celles que A gagnera, différera trés peu du produit p«' 2.
de sorte que si cela ne se vérifiait pas, on serait fondé i penser que
dans Pintervalle des deux séries de partics, la supériorité de A sur B
aurait augmenté ou diminué.

22.
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AvTveaw A A v WA ANy

CHAPITRE IIL

Calcul des probabilités qui dépendent de trés grands nombres.

(66). Lorsqu’on veut calculer le rapport des puissances tres €lévées
de deux nombres donnés, on le peut toujours, sans difficulté, au
moyen des tables logarithmiques, en employant, s'il est nécessaire, des
logarithmes qui contiennent plus de décimales, que ccux dont on fait
usage ordinairement. Si a et b sont ces deux nombres, et m et  leurs
puissances, on aura

lo e® __ m.log.a,
B = nilog. 0’

les produits m,log.a, n.log.b, et leur rapport s'obtiendront aisément;
et ce rapport étant le logarithme de celui qu'on demande, on trouvera
ensuite celui-ci dans les tables. Mais il n’en est plus de méme, lorsqu'’il
s’agit du rapport de deux produits dont chacun est composé d’un treés
grand nombre de facteurs inégaux, tel que

@,.a,.03...0y

5,.0..bs. .5,

les deux nombres m et n étant trés grands, I'addition des logarithmes
de a,, a,, as, ctc., et de ceux de b,, b,, by, etc., deviendrait tres
pénible, et méme impraticable, ainsi que le, calcul de ce rapport. On
est obligé alors de recourir a des méthodés d’approximation, dont
Sirling a donné le premier exemple, et qui ont cela de trés remar-
quable qu'elles introduisent, dans les valeurs approchées des rapports
que I'on considére, la circonférence du cercle et d’autres quantités
transcendantes, quoique leurs.valeuxs exacles soient des nombres en-
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tiers, ou des fractions qui ont des nombres entiers pour numeérateurs et
pour dénominateurs.

Ces rapports de produits d'un trés grand nombre de facteurs, et les
sommes de nombres aussi trés grands de semblables rapports, se
présentent dans la plupart des applications les plus importantes du
calcul des probabilités; ce qui rendrait les regles cxposées dans les
deux chapitres précédents, bien qu’elles soient complétes, trés peu
utiles ou tout-a-fait illusoires, saus le secours des formules propres
a en calculer les valeurs numeériques avec unc approximation sufli-
sante. Ce sont ces formules dont nous allons maintenant nous oc-
cuper.

(67). Considérons d’abord le produit 1.2.3...7, desn premiers
nombres naturels.

Ici et dans tout ce chapitre, la lettre ¢ sera employée pour repré-
senter la base des logarithimes népériens. Par le procédé de I'intégra-
tion par partie, on trouvera

fgie“x"dx = 1.2.3...n. (1)
o .

Le coefficient e~*x" de dx, sous cette intégrale, s’évanouit pour x=o0
et pour x =  ; entre ces deux limites, il ne devient jamais infir:,
et ne passe que par un seul maximum que 'on déterminera en égalant
sa différentielle a zéro : en appelant H sa valeur maxima, et k 1a valeur
correspondante de x, on aura

h=n, H= etk
Cela étant, on pourra poser
e~"x" = He—";

t désignant une nouvelle variable que I'on fera croitre depuis t=— o
jusqua ¢ = oo, et dont les valeurs partlculleres t=—c,t=o,
t=w repondront respectivement 4 x =o, x=*h, x = . En
regardant x comme une fonction de £, nous aurons alors

/;w e"‘x'dx:Hf_Z e~ % dt.
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On aura aussi
log.e==x" = log.H — #;
et si I'on fait
== Il + x',

et qu'on développe suivant les puissances de &/, 1l en résultera
q PP p ’

1d*log.H ,, 1 d3.leg.H
e e Yauni e aor S

x'? == etc. = o,

en observantque la différentielle premiére de log. H est égale 4 zéro, et
ou I'on fera 2 = 7 apreés les différentiations. La valeur de x’ que I'on
tirera de cette équation pourra étre représentée par une série dela

forme
= Kt - Rt 4 " += etc.;

K, k", k", etc., étant des coeflicients indépendants de ¢, que I'on dé-
terminera, les uns au moyen des autres ; en substituant cette valeur
dans cette équation, et égalant ensuite 4 zéro la somme des coefficients
de chaque puissance de ¢ dans son premier membre. On aura, de cctte
maniére,

rd log HopW

2 k .

d.log.H ,,  1d log - 2

e K + Tdi k= ' ( )

etc.

En désignant par / un nombre entier et positif, on a
g .
[ e etde=o,
—0

w >
. f o=t ol — 1.3.5.. x:n. lf e—vdb.
| =0 2

On a aussi; comme on sait,

e e—t'dt = \/m;
/.
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7 désignant toujours le rapport de la circonférence .au diametre.
Donc, a cause de

dz  dx’
5= %: B+ 2kt 4 3H"* 4 etc.,

nous aurons
[ eearde = B (e 2 B B3 e ),

Il suftira donc de déterminer les coeflicients %', -&", ", etc., de rangs
impairs; or au moyen des équations (2), on trouve :

' — A om. m_"/;; y Van .
W= Van, *h = 18n k—IOSOn”etc"

par conséquent, en ayant égard-a I'équation '(1)-et a la valeur de H,
on aura finalement

1.2.3...n=n""" \Vaxwn (1—{-1—;—'-1 + ad#-l—etc.). (3)

(68). La série contenue entre les parenthéses sera d’autant plus con-
vergente dans ses premiers termes, qu’il s'agira d'un plus grand nom-
bre n. Toutefois, elle est du genre des séries qui finissent par devenir
divergentes, en les prolongeant convenablement; mais en réduisant
cette s€rie a sa partie convergente, on pourra toujours faire usage de
la formule (3) pour calculer une valeur approchée du produit des »
premiers nombres naturels; et il ne sera pas méme nécessaire que
soit fort considérable pour que I'approximation soit trés grande. En
prenant, par exemple , n =10, la formuleréduite 2 ses trois premiers
termes, donne 3626800 & moins d’une unité-pres, et ce nombre en-
lier se trouve étre aussi la valeur exacte du produit des 10 premiers
nombres naturels.

En mettant 27 au lieu den dans’la formule (3), il vient

1.2.5...2n—1.2n=123(2n)"e~*" \'/W'_ﬂ(l+£;7 -+ ————; +etc.);
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mais on a identiquement

1.2.3...2n=—1.2n=12".1.2.%,..n.1.3.5...2n — 1;

on aura, par conséquent,
/

1.2.3...7.1.3.5... 20— 1 == 2"+ pdg—" \/E(1+ 2%1 - etc.);

et en divisant cette équation membre a membre par ’équation (3), on
en conclut

- I
1.3.5...2n—1 =(2n)'e""\/2(1—24;n + =+ etc.); (4)
en sorte que l’expression en série du produit des nombres impairs ne

renferme plus la quantité \/#, qui se trouve dans celle du produit des
nombres pairs et impairs.

Si I'on fait 2z = 1 dans cetle équation et dans la formule (3), on en
déduit

Par le calcul direct, on a

e = 0,96105..., —==1,08444.. ..;

2V2 Var

et ces séries réduiles & leurs trois premiers termes, donnent 0,95920
et 1,08680; ce qui differe trés peu des valeurs exactes. Ces exemples
numeériques, joints au précédent, montrent quel degré d’approxima-
tion on peut attendre des formules de ce genre, dont on fera un con-
tinuel usage dans ce chapitre. ‘
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En multipliant par 2" les deux membres de l'équation (3), les
¢levant ensuite au carré, et les divisant par 27, il vient

2.2.4.4.6.6. ;.2n—2.2n—2.2n=7r(2n)"e“’"(1+ l—;; -+ E;?r_{‘ + etc.)s;

en élevant les deux membres de I'équation (4) au carré, et supprimant
dans le premier un facteur égal a l'unité, on a de méme

—

I 1
1.5.3.5.5...2n—1.0n—1=2(2n ’"e""’( —— +— etc.) .
(2n) i l+24n+n5zn”+ s
De cette maniere, les premiers membres de ces deux équations sont
des produits composés d'un méme nombre de facteurs, égal & an—i;
et si I'on divise ces équations membre 4 membre, on en conclut

1 __ 2.2 4.4.6. ..... 2n—2.20—2.2n
2 7’(""75;"""“)“ 3.3.5

B...on— 3.on—1.9n — 1’

rcsultat qui coincide dans le cas de 7 infini, avec la formule connue de
Wallis , savoir :

—

2.2.4.4.6.6.8....
1.3.3.5.5.9.9....7

1
2

C’est a Laplace que l'analyse est redevable de la méthode (ue nous
venons d’employer pour réduire les intégrales en séries convergen-
tes dans leurs premiers termes, et propres 4 en calculer des va-
leurs approchées, lorsque les quantités soumises a l'intégration sont
affectées de trés grands exposants. Nous en verrons dans la suite
une autre application.

(69). Maintenant, soient E et F deux événements contraires, de
nature quelconque, dont un seul arrivera a chaque épreuve; dé-
signons par p et q leurs probabilités que nous supposerons cons-
tantes; appelons U la probabilité que dans un nombre p d'é-
preuves, E arrivera un nombre m de fois, et F un nombre » de
fois; nous aurons (n° 14)

—_ 1-2.3...p -
U= r.2.3..m1.2.3...a P9 (5)

23
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ou l'on devra faire

m—tn=up, p—4qg=1.

Or, si #, m, n, sont de trés grands nombres, il faudra recourir a
la formule (3) pour calculer la valeur numeérique de cette quan-
tit¢ U. En supposant chacun de ces trois nombres assez grand pour
qu'on puisse réduire cette formule a son premier terme, nous

aurons

1.2.3... 0 = Vomus
1.2.5...m=m" Y axm,

1.2.5...n = n*\Vawn,

et par conséquent

v=2 @V, ©

pour la valeur approchée de U.

Il est facile d’en conclure que I'événement composé le plus pro-
bable, ou celui pour lequel cette valeur de U sera la plus grande,
répondra au cas ou le rapport des nombres m et n approchera
le plus possible d’étre égal au rapport des deux probabilités p et q.
En effet, si 'on considére, au contraire, m et n comme des nombres
donnés et p et ¢ comme des variables dontla somme est l'unité,
mais qui peuvent croitre par degrés infiniment petits, depuis zéro
jusqu’a 'unité , on trouvera, par la régle ordinaire, que le maximum

de U répond a p =fn7l et q = :—: Mais vu le grand nombre des

autres événements composés, moins probables que celui-la, sa pro-
babilité sera néanmoins peu considérable et diminuera 2 mesure

que le nombre @ des épreuves, que l'on suppose trés grand, aug-
. 1

mentera encore davantage. Par exemple, sil'onap=¢q =7, et que

# soit un nombre pair, I'événement composé le plus probable ré-

pondraam=n= ’;‘; etd’apres la formule (6), sa probabilité U aura
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pour valeur

2
U=
e

\

laquelle décroitra, comme on voit, en raison inverse de la racine
carrée du nombre . En prenant 4 = 100, on aura

U = o,07979, 1 — U = o0,92021;

en sorte qu’on pourra parier un peu plus de g2 contre 8, que dans
100 €preuves, les événements contraires E et F, tous les deux égale-
ment probables, n’arriveront pas néanmoins un méme nombre de
fois. Si I'on etit conservé le second terme de la formule (3), cette der-

.t . . . .. 1 . .
niere expression de U se trouverait multiplide par 1 — .5 ce qui di-

minuerait U d’un 4. 0° de sa valeur , dans le cas de u = 100.

(70). Non-seulement I'événement composé pour lequel les nombres
m et n approchent le plus d’étre entre eux comme les fractions
p et g, est toujours le plus probable, mais dans un nombre g d’épreuves,
donné et supposé trés grand, les probabilités des autres événements
composés ne commencent 4 décroitre rapidement que quand le rap-

m . . [y . .
port — s'écarte de I—q), en plus ou en moins, au-dela d’une certaine li-

mite dont I'étendue est en raison inverse de \/i.

En effet, prenons encore pour exempie le casdep=¢g= i;@tji

g une quantité donnée, positive ou négative, et moindre que y/p, abs-
traction faite du signe ; si nous faisons, dans la formule (6),

m'=iy(1+‘/i;), n=£y(1—-‘%_‘),

nous en déduirons

= ‘g VF 6V

v=(=9 (=" R Vewtey
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Or, si g est une fraction ou un nombre trés petit par rapport a Vi,
on aura, par la formule du binome (n° 8), a trés peu pres,

ll
~e EL
(=2 "=

(I-—ﬁ) gVﬁ_( + g — g‘/“_e—i{’";

pour la loi du décroissement de la probabilité U, dans une petite
étendue, de part et d’autre de son maximum. En faisant, parexemple,

l'-
¥l

m =200, §=

on en conclura que dans 200 épreuves, la probabilité que les éve-
nements E et F, dont les chances sont égales, auront lieu le premier
105 fois et le second g5 fois, est a la probabilité qu’ils arriveront cha-

cun 100 fois, comme e *est al’unité, ou a peu pres, comme 3 est 4 4.
La formule (6) suppose que chacun des trois nombres i, m, n,

(o]
- tre rand; cette condition étant remplie, et si le r m
eapytres § H phe, rapport —

s'écarte beaucoup delé, cette formule donne pour U une valeur tres

petite relativement a son maximum ; mais il est bon d’observer que si
'on suivait une autre méthode d’approximation, la valeur toujours tres

petite de U que I'on trouverait, lorsque la différence ’—: —5 est une

tres petite fraction, pourrait ne pas coincider avec celle qui se déduit
de la formule (6), de telle sorte que le rapport de 'une de ces valeurs
approchées a I'autre pourrait différer beaucoup de l'unite.

Pour le faive voir, j'observe qu'en vertu d’'une formule qui s¢ trouve
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dans 'un de mes mémoires sur les intégrales définies (*), on a

|~

2 a” 1.2.3... 1
= f * cos*x cos (m — n) x de= £ . —
zJ o ! 1.2.3....ma1.2.3. . .0 ¢

Quels que soient les nombres m et n, etleur somme g, on aura donc,
apres 'équation (5),

1

-7
2
U=—f’ cos™ & cos (m —n) x dx,

a o

1 . ] .
dansle casdep = ¢ = o qu’il nous suffira de considérer. Or, si u est

un trés grand nombre, et si, dans un calcul d’approximation, on le
traite comme un nombre infini, le facteur cos “x de dx sous le
signe d'intégration, s’évanouira dés que la variable = aura une gran-
deur finie; et Vautre facteur cos (m — n) x ayant toujours une vaieur
finie, il s’ensuit qu'on pourra, sauns altérer la valeur de lintégrale,
I’étendre seulement depuis x = o jusqu'a x =2, en désignant par «
une quantité infiniment petite et positive. Entre ces limites, on aura

I # ~lmx
cosx=1—;x’, COS X=¢€ 2 ’

et, par conséquent,

1
2 (¢ —-—pz*
U=;f e 2° cos(m—n)xdr.

(4]
: e
als actu n acteur s’évanouissant pour toute valeur
Mais actuellement, le facteur e 2
finie de xr, on peut aussi, sans altérer la valeur de cette nouvelle inté-
grale, I'etendre au-dela de x==, et si I'on veut jusqua x = « ; et
comme on a, d'aprés une formule connue,

—n)*

! s
f”r e "% cos (m—n) xdr= \//'— e w

=]

(*) Journal de I Ecoie Polytechnique, 19° cahier, page fgo.
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il en résultera
U= 2 e w
wp

Cela posé, si I'on fait, comme plus haut,
m—n=g \/_,;, ,

cetle valeur de U coincidera avec celle qui se déduit de la formule (6),

seulement lorsque g sera un trés petit nombre velativement & \/; et
pour d’autres valeurs de g, le rapport de I'une 4 I'autre de ces deux
valears de U différera beaucoup de Punité, et pourra méme devenir

. I —
un trés grand nombre. En prenant, par exemple, g= - /n ¢t
N 2

I ’_»
m — n=-u, la formule précédente donne
S pr

1

2
U= — e
=

On déduit de la formule (6)

U= (=) = ) ) E

ou bien, a cause que le second facteur est a trés peu pres égal au troi-
sieme , 1] en résulte

v=(9) "V

Or, ces deux valeurs de U s'accordent en ce sens qu’elles sont toutes
deux tres petites, et qu’elles montrent, en conséquence, que dans un
trés grand nombre x d’épreuves, il y a une probabilité U extrémement
faible que les deux événements E et F, dont les chances sont égales,

arriveront des nombres de fois %;4. et % t, ou dont I'un sera triple

de l’autre. Mais si l'on divise la derniére valeur de U par la pre-
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mieére, on a

2 e ‘u
v (64 Ve 4

quantité qui croit indéfiniment avec p, et surpasse déja 8vo pour

= 100.

(71). Supposons toujours les chances de E et F constantes, mais in-
connues. On sait seulement que dans un nombrep ou m -+ n d'é-
preuves, E et I sont arrivés m fois et n fois. On demande la proba-
bilité que dans un nombre p’ ou m'—+ n’ d’épreuves futures, E et F
arriveront m’ fois et n’ fois. En la représentant par U'; désignant par
P, le produit des ¢ premiers nombres naturels, de sorte qu'on ait

P=1.2.3...

et faisant, pour abréger,

nous aurons (n° 46)

P ’ Pn n/
U —_ H et 4 ,u.H
Py B Proppr g

Quels que soient 12’ et 7/, si m et n sont de trés grands nombres, et
que l'on réduise, comme plus haut, la formule (3) & son premier
terme, nous aurons

Po=nr"e™" \/omn;
les valeurs des autres produits Pn+,,,, PF +1> etc., se déduiront de

cellede P, en y mettant n -7, =1, etc., au lieu de n; et il en

résultera

U’ = HK ) (nn) =™ et 1)

m" n* (k4= /4 DB
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pour la valear approchée de U’, dans laquelle on a fait, pour abréger,

pr Jonmn ) g
pte'+1 V. mn(p4¢ 4 1)

On peut aussi mettre cette expression de U’ sous une autre forme :
a cause de la grandeur de &, on a, a trés peu pres, parla formule du
binome,

w+r

(l+) (+#+# o

et i cause de p' = m’ +4- 1/, 1l en résulte

R IO ME D e

Si m’ et n' sont de tres petits nombres par rapport am et n, on aura,
a tres peu pres,

(+ 5= (D=l ()=

soit par la formule du binome (n° 8), soit par la considération des
logarithmes; on aura également, a trés peu pres,

() =G GED =G -

et 'on pourra aussi remplacer le facteur K par l'unité dont il différera
tres peu. Par conséquent, nous aurons

v-n(Z QY

et d’apres la formule (5), nous voyons que cette expression de U’ coin-
cide avec la probabilité que les événements E et F arriveront™ des
nombres'de fois m' et 7/, dans un nombre d’épreuves m' -~ »’, lorsque
les chances p et ¢ de E et F sont données a priori, et ont pour valeurs
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certaines p = :‘ﬁ et ¢ =£ Dans le cas particulier de m'=1 et n’=o,

- m . b ’ ’ ’

ona H=r1et U= Lien sorte que la probabilité qu'un événement E

qui a eu lieu un nombre m de fois dans un trés grand nombre ¢ d’'é-

preuves, arrivera encore une fois dans une nouvelle épreuve, a pour

valeur approchée le rapport de 7 ¢; ce qui est conforme i la régle
du n° 4g.

Mais lorsque les nombres m' et »’ ont des grandeurs comparables a

celles de m et nz, la probabilité U’ n’est plus la méme que si les chances

ry e , o . . , « m n

de E et F étaient données a priori, et certainement égales a - et =

Pour le faire voir par un exemple, je désigne par 4 un nombre entier,
ou une fraction qui ne soit pas trés petite, et je prends

m'=mh, n'=nh, py=ph;

la quantité K est alors & trés peu prés €égale a ; et a cause de

I
Vith

m=m=nr, la formule (7) se réduit a

V=i HGY ()

En la comparant a la formule (5), et désignant par U, ce que devient
celle-ci quand on y fait

m _n
p= 1500

et que I'on y met m' et n’ au lieu de m et n, on en conclut

e 7.
U=y Us

d’ou il résulte que U’ est moindre que U,, dans le rapport de I'unité a
V1 + &, et que, par conséquent, U’ est une trés faible probabilité ,
lorsque % est un trés grand nombre. .

Ainsi, il y a une différence essentielle entre les probabilités p et ¢

des événements E et F, qui sont données par hypothése, et leurs
: 24
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probabilite’sg et :—:, déduites des nombres de fois que E et F sont

arrivés dans un trés grand nombre d’épreuves : la probabilité que E
et F arriveront des nombres de fois donnés dans une autre série d’é-
preuves, est moindre dans le second cas que dans le premier; diffé-
rence qui tient & ce que les probabilités de E et F, conclues de I'obser-
vation, quelque grands que soient les nombres m et n sur lesquels
elles sont fondées, ne sont cependant elles-mémes que probables, tan-
dis que les probabilités de E et F, données & priori, ont des valeurs
certaines. Si 'on sait, par exemple, qu'une urne A renferme des
nombres égaux de boules blanches et de boules noires, il y aura une
probabilité & trés peu pres égale 4 0,07979 , comme on I'a vu plus
haut, que dans 100 tirages successifs, et en remettant a chaque fois
dans A laboule qui en est sortie, on aménera 50 boules de chaque cou-
leur; mais si la proportion des boules blanches et des boules noires
contenues dans A n’est pas donnée, et que V'on sache seulement que
dans 100 tirages il est arrivé 50 boules blanches et 50 houles noires,
la probabilité que la méme chose aura lieu dans 100 nouvelles épreuves
ne sera plus que la fraction 0,07979, divisée par /2, ou 0,05658, en
faisant 2= 1 dans I'équation précédente.

(72). Pour donner un exemple du cas ot les chances des événements
E et F varient pendant les épreuves; je suppose qu’une urne A con-
tienne un nombre ¢ de boules dont @ boules blanches et & boules
noires; qu'on en tire successivement un nombre u de boules, sans
remettre dans A les boules qui en seront extraites; et j'appelle V la
probabilité que dans w tirages, on ameénera, suivant un ordre quel-
conque, m boules blanches et » boules noires. D’aprésla formule du
n° 18, endésignant par a’ et b’ les nombres de boules blanches et de
boules noires qui resteront dans A aprés les tirages, et leur somme
par ¢, de sorte qu’on ait

d=a=m, V¥ =0b—n ¢ =c—upu;

faisant, pour abréger ,e

1.2.3....¢
1,2.3...a.1.2.3..

- = H’;
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et conservant la notation du numéro précédent, nous aurons

P, P, P,

— W .
V== Pa P, P’

Sia, b, m,n,sont de tres grands nombres, les vateurs des six produits
P,, P,, etc., seront données par la formule (3); et en la réduisant a
son premier terme, et observant qu’on a

p=m=n, c=a -+ b,
on en conclura

vew OO @ @ VEE

pour la valeur approchée de V; laquelle est exacte et égale a l'unité,
dansle casoul'ona

m=a, n==ob, ®w=c,

et ou l'on doit prendre, en conséquence, I'unité pour le facteur H' :
elle exprime alors la probabilité que dans un nombre ¢ d’épreuves,
on tirera de A, les a boules blanches et les & boules noires que cette
urne contenait; ce qui est la certitude.

Dans le cas ou les nombres m et n sont entre enx comme a et b, on
a aussi

LRE
EL ]

a
c

x|

et si I'on fait

~

=p,

Il
)

a
P 14

o1

Iexpression de V devient

_ 1.2.3....c¢ ral 1M \/E
V= 12.3..a.01.2.3..60P 1 »

En la comparant 4 la formule (5), et désignant par V' la probabilité que
deux événements dont les chances seraient constantes et égales aux

24..
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b . .
chances g et~ des extractions d’une boule blanche et d’'une boule noire

a lorigine des tirages, arriveraient des nombres de fois @' et &' dans
un nombre ¢’ ou @’ - &' d’épreuves, on aura

V=V’\/§;

ce qui montre que la probabilité V est plus grande que V’ dans le rap.-
port de V¢ & /., quel que soit le nombre ¢’ de boules qui restent
dans A apreés les tirages, et pourvu seulement que le nombre u de
boules qu’on en a tirées soit trés grand.

On peut remarquer que l'on a

d=p(c—mp) b=q(c—n);
de sorte que les nombres a’ et 5" de boules des deux couleurs qui res-
tent dans A , sont entre eux comme les probabilités p’ et ¢, ou comme
les nombres a et b de pareilles boules que cette urne contcnait pri-

mitivement. Si 'on a, par exemple, p' = ¢’ = %, et conséquemment
' =b'=*%c', on aura(n° 69)

r— 2,
V=V

-
eta cause de ¢'=c—pu, il en résultera

V= .‘/————7’6 —;
(e —p)’

Lorsque w=1 c, cette quantité a pour valeur

V= /i = vy

=V ;

d’'ou l'on conclut que quand une urne A renferme des nombres trés
grands et égaux, de boules blanches et de boules noires, etqu’on en tire
ia moitié de leur nombre total, sans y remettre les boules sorties, la
probabilité d’amener autant de boules blanches que de boules noires,
surpasse; dans le rapport de V/2 a l'unité, la valeur qu'elle aurait si
Von eiit remis dans I'urne, la boule extraite a chaque épreuve.
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(73). Je reviens acluellement au cas ou les chances p et ¢ des deux
événements E et F sont constantes, et je vais considérer la probabilité
que dans un nombre x ou m-n d’épreuves, E arrivera au moins m
fois et F au plus » fois. Cette probabilité sera la somme des m pre-
miers termes du développement de (p + ¢)*, ordonnée suivant les
puissances croissantes de ¢; de sorte qu’en la désignant par P, on aura

(n°15\)
P= pf 4 ouptTlg A EE T (8)

Yae g e e

popp=—1.. 00— 41 4,
"o - [/
+ 1.2.3...n P (N

mais sous cette forme, i} serait difficile de la transformer en une inté-
grale 4 laquelle on puisse ensuite appliquer la méthode du n° 67,
lorsque m et n seront de trés grands nombres. Cherchons donc d’abord
une autre expression de P qui convienne mieux & cet objet.

On peut aussi dire que 'événement composé dont il s’agit consiste
en ce que F n’arrivera pas plus de n fois dans les @ épreuves. En le
considérant de cette maniére, je 'appellerai G. Il pourra avoir lieu
dans les 72 - 1 cas sulvants :

1°. Si les m premiéres épreuves aménent toutes I'événement E ; car
alors, il ne restera plus que ¢ — m ou n épreuves qui ne pourront
pas amener F plus de 7 fois. La probabilité de ce premier cas sera p.

2°. Si les m -1 premieéres épreuves aménent m fois E et une fois F,
sans que F occupe le dernier rang, condition nécessaire pour que ce
second cas ne rentre pas dans lc premier. Il est évident que les n — 1
épreuves suivantes ne pouvant amener F que #» — 1 fois au plus, cet
événement n’arrivera pas plus de n fois dans la totalité des épreuves.
La probabilité de l'arrivée de m fois E et de une fois F, qui occuperait
un rang déterminé, étant p™g, et ce rang pouvant étre les m premiers,
il s’ensuit que la probabilité du second cas favorable a G, sera mp™.

3. Si les m—-2 premiéres épreuves aménent m fois E et deux fois F,
sans que F occupe le deuxiéme rang, ce qui est nécessaire et suflisant
pour que ce troisiéme cas ne rentre ni dans le premier, ni dans le se-
cond. La probabilité de I'arrivée de m fois E et de deux fois F, dans
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des rangs déterminés, serait p™¢*; en prenant deux & deux les m =1
premiers rangs pour y placer F, on a 2 m (m -~ 1) combinaisons dif-
férentes; la probabilité du troisitme cas favorable &4 G aura donc
L m (m—-1) pq* pour valeur.

En continuant ainsi, on arrivera enfin au n-+ 1“" cas, dans le-
quel les » épreuves ameneront m fois E et  fois F, sans que F occupe
le dernier rang, afin que ce cas ne rentre dans aucun des précédents ;
et sa probabilité sera

mm41m+42..m4n—1_,
1.2.3....n P

Ces n - 1 cas étant distincts les uns des autres, et présentant toutes
les manieres différentes dont I'événement G puisse avoir lieu, sa pro-
babilité compleéte serala somme de leurs probabilités respectives (n® 10);
en sorte que nous aurons

P=pr[1+mg + Z0 g pmmbimda, (g
mam—4-1.m-4-2..m4n—1 .
et 1.2.3...n 7" 1;

expression qui doit coincider avec la formule (8), mais qui a I'avan-
tage de pouvoir se transformer aisément en intégrales définies, dont
les valeurs numériques pourront étre calculées par la méthode du
n°® 67, avec d’autant plus d'approximation que m et 7 seront de plus
grands nombres. _

(74). Pour effectuer cette transformation, j’observe qu’en intégrant
n - 1 fois de suite par partie, et désignant par C une constante arbi-
traire, on aura

x*dx x" n ! n.n—ix xn—

# e e T2 C— — — - -
(1 B+ (1zp B 1 (afpTl g2 (o)
— n.n—1.n—2...2.1 1
e p— 1 p—2. =3 o = N1 . p—n (q +x)ﬂ—"'

Comme on a ¢ > n, tous les termes de cette formule, excepté C, dis-
paraissent quand x = o ; si donc on ‘désigne par « une quantité
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positive quelconque, ou zéro, on en conclura

? x'drx . at n at—! n.n—1 an—?
”'/; (1 4zt = (14a) + =1 (14a)"! +.“'-l-f‘-‘2(l + )42
+ n.n=—1.1—2,..2.1 1

p—=l.p—2.p=3...p—n<d1,—n (14 a)F:"'

Dans le cas de 2 = o, cette équation se réduit a

“f” xtdxr - Rne—1,n—3...2.1
o (1 s FL pe— =2 o3, pe—nA=1.pp—n’

et en divisant I'équation précédente par celle-ci, et faisant, pour
abréger

I"
—_— =X
(1t 7
on obtient facilement

j:onx _ L [ 4 m o +m.m+1 o? +
f.onx "(x+a)"'[ T2 2 4z T
°

,mm41.m+2..m4+n—1 a® :,

L 1.2.3...n (1 =+ a)

Or, si l'on prend

a=1
P

’

et si 'on observe qu'on a p -}~ ¢= 1, le second membre de cette der-
niére équation coincidera avec la formule (g); pour cette valeurde 2,

uous aurons donc
(-~
f Xdx
P=v:

j:o de' (x0)

Dansle cas de n = o et m= u, P est la probabilité que E arrivera
au moins % fois, ou a toutes les épreuves; par conséquent, P doit
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avoir p* pour valeur; et, en effet, pourn=o0,0na,

ffde:,;(T-[-W:_P’/@de_l’ P = p~.

Dans le cas de n=p-— 1 et m = 1, P est la probabilité que E ar-
rivera au moins une fois, ou que F n’arrivera pas a toutes les
-€preuves ; on doit donc avoir

P=1—4¢%
ce que I'on peut aussi vérifier. Pour cela, je fais

xr = -, da:=-—j—%, a =

) §
c’

<L)~

pour = g — 1, il en résulte

f” Xdx =f0‘ (.:jj)ﬁ?:i 1-(1_;’5}

1
, Xd (r+.r)"+' v
et a cause de
__1__P T
€= e g’ 1+€6 7 s

la formule (10) coincide avec la valeur précédente de P.
(75). Appliquons d’abord la méthode du n°® 67 al'intégrale ow Xdz.
En appelant, comme dans ce numeéro, % la valeur de & qui répond au
maximum de X, etH lavaleur cor respondante de X, I'équation gx_o,

qui servira a déterminer % sera
ni+ k) —(pr+1)k=
d’ou l'on conclut

m 4 v’ (e ¥t
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Si I'on fait, dans les équations { 2),

He —
(1 - Ryt
et qu'apres avoir effectué les différentiations relatives a 2, on y mette
pour cette quantité, sa valeur précédente, on en déduit

_ 2(pg 4+ 1)n
¥ =
y X - 2(g+1+4n)

= T3 m )y ’
etc.;

etlorsque m, n, p, seront de trés grands nombres et du méme ordre
de grandeur, il est aisé de voir que ces valeurs des quantités %', 1",
k", etc., formeront une série trés rapidement décroissante, dont le

. . . . 1
premier terme /%' sera du méme ordre de petitesse que la fraction — »
ad
1 .. 1 .
le second %" de 'ordre de Pt le troisiéme %" de 'ordre de ——, et ain-

#V e
si de suite.

Cela posé, nous aurons, pour la valeur en série de I'intégrale
donnée,

f " Xdz = v (K + 2 %5 Bete). (1)

(76). Llexpression de I'autre intégrale f * Xdx contenue dans la

formule (10) sera différente selon qu'on aura @ > % ou & < %, en dé-
signant toujours par % la valeur de x qui répond au maximum de X.

En eflet, la variable que I'on a représentée par ¢ dans la transfor-
mation du n° 67, doit étre positive pour toutes les valeurs de x su-
périeures a i, et négative pour toutes les valeurs de x moindres que

k;or, si 'on appelle 8 et A les valeurs de z ct de X, qui répondent &
xr = a, On aura

A== A = He™ ¥;

at1?
(14 wpptt

25
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194
a cause de = 1% , et en ayant égard a la valeur précédente de H, on
en déduit
=0 — I_7(F+ U AW ICER N il
n JUm+1

2

d'oul’on tire § ==k %, en faisant, pour abréger,

*=nlogq( _’_l)-l-( =+ 1) log (':'*_;ll) (12)

En considérant £ comme une quantité posilive, il faudra donc pren-
dre § = k, lorsqu'on aura‘g >h,et = — k, quand on aura§< k;
par conséquent, d’aprés la transformation du numeéro cité, nous au-
rons, dans le premier cas,

f‘”x(ix_—_nj;”e—v‘;—f-dz

et, dans le second,
[ Xdz=H [T et =H [T % dt—H [ erl
en faisant, comme dans ce n° Gy,

d‘x’ ! /] (4

E-:h 4 ah'"t 4 31°t* 4-etc.

On a d’ailleurs

-k 0
f 6;"t"+'dt =_ﬂ e_ptnq--d[,
—0 )

— k
f e~tdt = f et ;
—c0 k

i étant un nombre entier et positif, ou zéro. Si donc on fait générale-

ment

fk e~cidt =K, fk e=rpivids =K',
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etsi lon observe que H f:o . e—“‘;—f dt est I'expression de /; ” Xdx, il

en résultera

[ Xdz = HWK, + 5KK, + 5WK, + etc) 13
+ H(2/"K+ 4K; - 67K, +etc.),

pour le cas de}% > h, et

[ " Xde= f” Xdw —H(KK,+5K"K,~+ 5K, +-ete.)
~H (21K 4 47K + 6K, + etc.),

pour le cas de g < k.

Chacune des séries contenues dans ces formules aura, en général,
le méme degré de convergence que la série (11). Les valeurs des inté-
grales désignées par K; ne pourront s'obtenir que par approximation,
lorsque % sera différent de zéro. Celles qui sont représentées par K’,
s’exprimeront toujours sous forme finie, et 'on aura

K’ =t (AN ei k=i i 1 K =S it 2 KO i X 201,

Quand on aura & = 7, les formules (13) et (14) devront coincider.
En effet, on aura en méme temps

3

41,
+ 1’

n n
—

9
p m4r’ 7

>

+
~

R

ce qui rendra nulle la valeur de £ tirée de I'équation (12). Il en résul-

tera

!

~ . x 1 - .
K°=K2"I, K,=l.5.5-..2l—l-—2-,:, K =, Ki=1.2.3...i.-;
e

et d'aprés U'équation (11), les formules (15) ct (14) se réduiront 'une
25..
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et 'autre a

[ i e 5
4 H(A" 4 1.2.k"" 4 1.2.3." 4 etc.).

(77). Nous supposerons actuellement les nombres m, », u, assez
grands pour qu'on puisse négliger dans ces différentes formules, les
quantités A", k', etc. D'apres les valeurs de %' et A" données plus
haut, on aura

f’_"_: (et1+nmy2
K=" 3Vnm+ 1)« + 1)

et au moyen de I'équation (10) et des formules (11), (13), (14), nous
aurons

P= T'/—:fwe"" dt -4 Me—"’,

k 3V wumn (15)
SN S fagn (k V2 .
P=1 ‘/;/I:e.dt—l- 3‘/”"”"8 !

®
lJa premiere ou la seconde de ces deux valeurs de P ayant lieu,
selon que I'on a§> k ou}% < h, et k étant une quantité positive,

donnée par I'équation (12). Pour plus de simplicité, on a mis p et m
au lieu de - 1 et m -~ 1 dans les derniers termes de ces formules;
elles feront connaitre, avec une approximation suffisante, la probabi-
lité P qu’il s’agissait de déterminer.

Si p est un nombre pair, que I'on fasse m = n = 4 ¢, et qu'on
suppose ¢ > p, on aura

—_ _F q
jVl_fc-fZ’ P>k

Ce sera donc la premiére équation (15) qu'il faudra employer; cette
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formule et I'équation (12) deviendront

P = _\77"»[ e=dt 4 \/— ek,

s— “Jo et 2y 2
k= Clog ety + 18 gy

ct P exprimera la probabilité que dans un trés grand nombre pair
d’épreuves, I'événement F le plus probable n’arrivera cependant pas
plus souvent que I’événement contraire E. En appelant U la probabi-
lité qu’ils arriveront tous les deux le méme nombre de fois, P — U
sera la probabilité que F arrivera moins souvent que E. Dans le cas
de p= g =1, il est évident que P — U sera aussi la probabilité
que E arrivera moins souvent que F; le double de P—1U, ajouté a
la probabilité U, donnera donc la certitude, ou, autrementdit, 2P — U
sera I'unité; d'ou 'on conclut

-2 2‘/2 a2,
U= 2 f e=tdt — + 2 e

et Cest, cn effet, ce que I'on peut aisément vérifier.
En réduisant en série, on a

"‘logﬁ? =—Ml°g(l+i) =—1 +$ — etc.,

(14,+2)10g::—::'_—":-=—(u+2)10g(1——-l—-| )=l+ Ell ;+etc.,

et, nar conséquent, v
v L' -
k=gt e Teics

douc en conservant seulement les termes du méme ordre de petitesse

H
que la fraction —=, nous aurons

Ve

1
k= —=, e*=1.

Vo’
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Nous aurons, en méme temps,
-] (=e} k
f e—tdt = f e—rdt — [Te=rdt = -\/7r———;
k o Jo 2,«

au moyen de quoi la valeur précédente de U se réduira a

2
U= ot
ce qui coincide, effectivement, avec celle que I'on déduit de la fm-

mule (6), dansle cas de m=net p=g¢q
Si p est un nombre impair, que l'on fasse m = ; (p — 1), et qu'on

suppose toujours ¢ > p, on aura encoreg > #%; la premiere for-

mule (15) et I’équation (12) deviendront

P= - _[ e—"dt-{-\ e,

—1 ®m—_ [4+3 #+3
2 ogzq(p+:)+ 0g2}’(f‘+l)’

]{‘=‘“

ct P sera la probabilité que dans un trés grand nombre . d’épreuves,
I'événement le plus probable se présentera cependant le moins sou-
vent; car p étant impair, le cas de V'égalité des arrivées de E et F sera
impossible. Dans le cas de p = g = }, cette probabilité P devra étre
égale a 1; et Clest aussi ce que nous allons veérifier. .

Nous aurons
(p—1) log’:—z=—(u—1)log(x+—i—)= -—2-}-,‘%l — etc.,

(< 3) logﬁ_{_;——(u-}-s)log(x— ——-)= z-l—;_%_é ~- etc.,

et, par conséquent,

M= — +/ﬁ3—+etc.

gr—1
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Ep négligeant, comme plus haut, le terme de lordre de petitesse

dela Fréctioni, il en résultera

e — V; —k3 — * —] — 1 — ‘/;
k=== er=1, j; e dt_;\/vr——y—,
ce qui réduit 3 } la valeur précédente de P.

(78). Supposons maintenant que le nombre n differe du produit
(#~1)g, d’une quantité p, positive ou négative, mais trés petite par
rapport a ce produit. A causede p+g=1etm-+4n=, onaura a
la fois

n=(p -4 1) —p, m— 1= (¢ -+ 1)p + p.
La valeur correspondante de A sera

, — e+ 19—
(e+1)p+¢’
et, par conséquenf, moindre quelq;,en regardant d’abord p comme une

quantité positive. Si l'on développe le second membre de Iéqua-
tion (12) suivant les puissances de p, on trouve

. [ (p—q)e .
k= 2 (=4 1) pq [' + 3(e+ 1) pq + etc.:l,

el, r étant une quantité positive, si 'on fait
p=rVa(s+ 1)py
on en déduit

@
s = _p=q)r _
k= r[x -+ Wt T +etc.:|.

En excluant le cas ou I'une des deux fractions p el ¢ serait trés petite,
la série comprise entre les parenthéses, est trés convergente, puis-

w'elle procéde suivant les puissances de — ——, ou de ——. En ne
1 P v P Vﬂ_-f-_l’ K+
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conservant seulement que les deux premiers termes, et faisant, pour
abréger,

Se=ar g,

3Va(+1)pg

on aura simplement A =r-- J'. On aura, en méme temps,

n=(p-41)g —r Va(r -+ 1)pg;

mais dans le second terme de la premiére formule (15), il suffira de

faire k=r, et d’y mettre pu et qu, au lieu de m et n; elle deviendra,
de cette maniere, '

P 2 [© ewdr - UEDVa,
t/vrfr+v'e + Vg

Considérons actuellement p comme une quantilé négative, auquel
~cas on aura & > }Zj En désignant par ' une quantité positive, et pre-

nant — 7’ \/2 (== 1) pg pour la valeur de p, celle de n sera

n=(p4+1)g4 7 Va(px+ 1)pg;

mais la valeur de & tirée de I'équation (12) devant toujours étre po-
sitive, on aura £ =r — dJ", en faisant, pour abréger,

(P“Q)""__ ‘.

3Vzo«+x)17é;

et la seconde formule (15), que I'on devra employer, deviendra

P — — * e—" dt ‘-'—"‘_-er‘_/je—'“.
N R s Vs

Si l'on retranche de celle-ci. la précédente valeur de P, et qu'on



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 201
appelle R la différence, il vient

-=]

Remi— V;fr-l- J\e-"dt f _po . ';::P‘Zz(e—r"_e—w); (16)
et d’apres la signification de ces deux probabilités P, il est aisé de
voir que R sera la probabilité que I'événement F arrivera dans un trés
grand nombre g d’épreuves, un nombre de fois qui n’excédera pas la
seconde valeur de 7, et surpassera la premiére au moins d’une
unité.

(79). Pour simplifier ce résultat, soient N le plus grand nombre en-
tier contenu dans pg, et f I'excés de pg sur N; désignons par «, une

quantité telle que # V2 (x -+ 1) pq soit un nombre entier, trés petit
par rapport a N; et faisons ensuite

o+ f—r VIR = — « VIG5 — 1,
g+ f+7rValp + 1)pg = uV2(r + 1)pg.

Les limites des valeurs de n auxquelles se rapporte la probabilité R,
deviendront

n=N—uV2(p+1)pg —1, n=N+ uV2(pnt1)pq;

par conséquent, la formule (16) exprimerd alors la probabilité que »
excédera au moins d’une unité cette premiére limite, et ne surpassera

pas la seconde, c'est-a-dire la probabilité que ce nombre sera con-
tenu entre les limites

N == u Vappg,

équidistantes de N, et dans lesquelles ona mis # au lieude x +} 1, ou
qu'il sera égal & I'une d’elles.

D'aprés les équations qu'on vient de poser, et les expressions de
et d', on aura

r4+d=u-4ce +V_2_(;-_F—!7_q_ r —d'=u—c¢;

¢ étant une quantité de Yordre de petitesse de la fraction 7':. Or, en
»
26
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désignant par v une quantité quelconque de cet ordre, dont on né-
gligera le carré, on a

o0 o0 .
f et dt = e dt —ve—;
78 Y :

u

si donc on applique cette équation aux deux intégrales contenues
dans la formule (16), et si 'on fait #/ = r, dans les termes compris

hors du signe f; qui sont déja divisés par \/i, il en résultera

R=1 =2 fTerdid ey, (1)

27

ou I'on a aussi mis, dans le dernier terme, g au lieu de u < 1.

Si l'on elit voulu que Y'intervalle des valeurs de 7 dont la probabi-
lité est R, ne comprit pas sa limite inférieure, il aurait fallu aug-
menter d’une unité la plus petite des deux valeurs précédentes de n;
ce qui aurait fait disparaitre le dernier terme —————_— delavaleur

Va(e+1)pg
de r+J', et, par suite, le dernier terme de la formule (17). De méme,

pour que cet intervalle ne comprit pas sa limite supérieure, on aurait
dit diminuer d’'une unité la plus grande de ces deux valeurs de »; ce

qui aurait diminué de ~—t—— la valeur de 7. — J, et encore
Va(k+1)pg

fait disparaitre le dernier terme de cette formule (17). Enfin, on de-

vrait changer le signe de ce terme, si I'on voulait que l'intervalle des

valeurs de  que nous considérons ne renfermat ni l'une, ni l'autre,

deses deux limites. Il suit dela que le dernier terme de la formule (17)

doit étre la probabilité que I'on ait précisément

=N+u\/:_agpg—,

u étant une quantité positive ou négative, telle que le second ierme
de n soit trés petit par rapport au premier. Cest aussi ce qui résulte
de la formule (6).

En effet, en négligeant les quantités de I'ordre de petitesse de la
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. 1
fraction ;» on aura

n__ g om_ \/5;73 :
/B By u/ B
d’ou l'on conclut

tog (42 (<2)" = — 1 “\ /1) — _x /g

oo GYGY = mtos(t +3 /%) = mion (- =5/ 1),
ou, ce qui est la méme chose,
1 ﬂ)"(’l’)'"z-_ 1 2VEE) —p _'—‘\/2_72
Og(n m #q og(.l+q ,u) fp Og(l P p)

= v L+ V) (- 5 VD) )

or, en développant ces logarithmes, et négligeant toujours lestermes de

1
Pordre de -, on trouve —«* pour la valeur du second membre de cette
r’ P

équation ; par conséquent, nous aurons

B =

et comme on a aussi, d’apres les équations précédentes,

la formule (6) deviendra

ce qu'il s’agissait de vérifier.

La premiere valeur de P du numéro précédent, étant la probabilité
que le nombre 7 ne surpassera pas la limite pq — r\/;;p—: dans Ja-
quelle je mets & au lieu de 2 - 1, il s’ensuit que si I'on fait u=r dans
la valeur de Uet qu'on la retranche ensaite de celle de P, la diffé-

26..
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rence P— U sera la probabilité que » n’atteindra pas cette méme li-
mite. De méme, si l'on fait 2z=7r' dans la valeur de U et qu’on la
retranche ensuite de la seconde valeur de P du numeéro précédent, la
différence P — U serala probabilité que 7 sera au~dessous de la limite

©q=+1 \/2pupq. En appelant Q en Q' ces différences, on trouve

Q= 7, e A= e, |

w rehd 3
e Vi a8
, 1 2 — p s
—_— —— e—! dt — e~ . g
Ty vrfr’-ﬁ“' +3 V 27m1pq ;

On se rappellera que, dans ces formules, r et 7' sont des quantités po-

sitives, trés petites par rapport 2 \/u; en sorte que les limites de 7
auxquelles ces probabilités Q et Q' se rapportent different peu du pro-
duit pg, 'une en plus et I'autre en moins. En méme temps, les valeurs
des quantités J' et d' qu’'elles renferment, seront trés petites par
rapport a r et 7/; et si 'on y met  ala place de ¢ =~ 1, on aura

&= (P—g —._&f = P—gq)r" r’:.
3y aupq 3y 2pupg

(80 ). En divisant par # les limites de n auxquelles se rapporte
la formule (17), et ayant égard a ce que U représente, on aura

— 1 2 imi n -
q . F \/ *= pour les limites du rapport ;4’ dont la proba

bilité est R. Si donc, on néglige la fraction f—: , il en résultera que cette
quantité R, déterminée par la formule (17), est la probabilité i]ue la

s n . . o e
différence -~ — g, se trouvera comprise entre les deux limites
K

_
Fu\/ £,

qui seront aussi, en changeant leurs signes, avec la méme probabi-

m-=n
~ P—1

lité, celles de la différence 'E— P> puisque la somme

de ces deux différences, est égale a zéro.
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On pourra toujours prendre « assez grand pour que cette probabilite
R differe aussi peu qu'on voudra de la certitude. Il ne sera pas méme
nécessaire de donner & » une grande valeur pour rendre trés petite la
différence 1 —R : il suffira, par exemple de prendre u égal a quatre ou

: o0
. y . —us l,- ’ f pa—} ) . .
cinq, pour que ’exponentielle e—**, I'intégrale €7 " dt, et par suite
la valeur de 1 — R, soient presque insensibles. La quantité « ayant
recu une pareille valeur et demeurant constante, les limites de la
diflérence ;— p se resserreront de plus en plus 2 mesure que le nom-
bre ¢, qu’on suppose déja trés grand, augmentera encore davantage;
le rapport;f du nombre de fois que E arrivera au nombre total des

épreuves, différera donc de moins en moins de la chance p de cet éve-
nement; et 'on pourra toujours multiplier assez le nombre g des
. D . e s m
¢preuves, pour qu'il y ait la probabilité R que la différence —— p sera
#®
aussi petite qu’on voudra. Réciproquement, en augmentant continuel-
lement le nombre ¢, si 'on prend pour chacune des limites préce-
dentes, une grandeur constante et donnée I, c’est-a-dire; si 'on fait
croitre z dans le méme rapport que \/g, la valeur de R approchera
indéfiniment de l'unité; en sorte qu'on pourra toujours augmenter
assez le nombre ¢ des épreuves, pour qu'il y ait une probabilité aussi

peu différente qu'on voudra de la certitude, que la différence g— P

tombera entre les limites données ==1. C’est en cela que consiste le
théoréeme de Jacques Bernouilli, énonce dans le n° 4g.

(81). Dans le calcul précédent, nous avons exclu (n° 78) le cas ou
I'une des deux chances p et g est trés petite, qui nous reste, en consé-
quence, 4 considérer en particulier.

Je suppose que ¢ soit une trés petite fraction, ou que ce soit I'évé-

"ment F qui ait une tres faible probabilité. Dans un trés grand nom-

bre ¢ d’épreuves, le rapport :—: du nombre de fois que F arrivera & ce

nombre p sera aussi une treés petite fraction ; en mettant p —# a la
place de m dans la formule (g), faisant

qy:w, q=

“’
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et négligeant ensuite la fraction z, la quantité contenue entre les

parenthéses, dans cette formule, deviendra-

1-|-w+ +——+.... +l—2—§—-—

En méme temps, on aura

@ o @\ o\~n
p=1—;, P=(l-—-'—‘ 1-—; 5

on pourra remplacer par ’exponentielle e ~ “, le premier facteur de
cette valeur de p™, et réduire le second a l'unité; par conséquent,.
d’apres I'équation (g), nous aurons, a trés peu pres,

P=(1+o+ Syt o) e

pour la probabilité qu'un événement dont la chance 4 chaque épreuve
est la fraction trés petite :—:, n’arrivera pas plus de 7 fois dans un trés
grand nombre p d’épreuves.

Dans le cas de n=o, cette valeur de P se réduita e~ “;il y a donc

cette probabilité e~* que I'événement dont il s’agit n’arrivera pas une
seule fois dans le nombre ¢ d’épreuves, et conséquemment, la proba-
bilité 1 — e~ qu'il arrivera au moins une fois, ainsi qu’on I'a déja vu
dans le n° 8. Dés que 2 ne sera plus un trés petit nombre, la valeur
de P différera trés peu de I'unité, comme on le voit, en observant
que Vexpression précédente de P peut étre écrite sous ]a forme

au-l-le—ﬂ'

P=1 —1.2.3...n+1( +n+2+n+z n+3+etc)

Si l'on a, par exemple, w == 1, et qu’on suppose =10, la différence
1 — P sera 4 peu prés un cent-millionieme, de sorte qu’il est presque

. ’ s \ . ) S
certain qu'un événement dont la chance treés faible est Za chaque
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épreuve, n’arrivera pas plus de dix fois, dans le nombre p d’é-
preuves.

(82). L'intégrale contenue dans la formule (17) se calculera, en gé-
néral, par la méthode des quadratures. On trouve a la fin de I’ 4nalyse
des réfractions astronomiques de Kramp, une table de ses valeurs qui
s'étend depuis z=o0, jusqu’a u=3, et d’aprés laquelle, on a

fuw e~ " dt = 0;00001957729...,

pour z=3. Au moyen de I'intégration par partie, on trouve

e . ___e—u’< 1 1.3 1.3.5 .
ﬁ e dt = (1 -+ +etc.>,

ou’ 2%yt 248

pour u >3, la série comprise entre les parentheses, sera suffisamment
convergente, du moins dans ses premiers termes, et cette formule
pourra servir a calculer les valeurs de I'intégrale. On a aussi

fu°° e“’dt:%\/m'-—fn“ e~ " dt;

et en développant I'exponentielle e—* suivant les puissances de ¢*,
on aura

g —_ w g . — w .
,/:, e”"di=u 3t eE 1.2.3.9 Fete;
série qui sera trés convergente pour les valeurs de % moindres que
I'unité.
Si I'on veut calculer la valeur de z pour laquelle on a R=31, on
fera usage de cette derniére série; et d'aprés I'équation (17) on aura

e—uf

u’ u u’ N B : )
.u - T3+|.z 5 1.2.3-7+etc‘—z\/«—2‘/'~71’.9.
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En désignant par a la valeur de u qui satisfait - cette équation,
abstraction faite du deuxiéme terme de son second membre, nous au-
rons ensuite

Y

U= d — ——y
2V 2upq

aux quantités prés de 'ordre de petitesse de ;E Apres quelques essais,
on trouve a =0,4765 pour la valeur approchée de a; d'ou il résulte
qu’il sera également probable que la différence %— p tombera en de-

hors ou en dedans des limites

= (04765, /21 — 1),

Pour une valeur quelconque de %, il y a la probabilité R que la

différence des deux quantités %‘— p et '-l— q, aura pour limite le

double de == 2 v/ 224; si donc on a p=¢q=1, il y aura une probabi-

lité égale & ; que la quantité =

, sera comprise entre les limites
0,673
=+ ( 2,6799 __ ) ;

par conséquent, lorsque les événements E et F ont la méme chance ,
il sera également probable qne la différence m— n entre les nombres
de fois qu'ils arriveront, surpassera 0,6739. Vir—I1 , ou sera moindre,
abstraction faite du signe.

Ainsi, quaud deux joueurs A et B jouent 'un contre I'autre a jeu
€gal, un tres grand nombre de parties, un million par exemple, il y a
un contre un a parier que 1'un d’eux, sans dire lequel, gagnera 674
parties de plus que l'autre. C’est dans cette différence qui peut égale-
ment favoriser les deux joueurs, que consiste la part du hasard. Mais
si, a chaque partie, la chance p de A surpasse la chance g de B, il y
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aura une probabilité R, toujours croissante avec le nombre 1, que A
gagnera de plus que B, un nombre & (p—q)==2u V/aupq ; et comme
le terme . (p —q), qui résulte de la différence d’habileté des deux
joueurs, croit proportionnellement au nombre des parties, tandis que
le terme ambigu croit seulement dans le rapport de la racine carrée de
ce nombre, il s’ensuit que le joueur le plus habile, ou qui a le plus
de chance a chaque partie, finira toujours par 'emporter sur l'autre ,.
quelque petite que soit la différence p — q.

(83).Dans ce qui précéde, nous avons supposé connuesleschances petg
des événements E et F, et nous avons déterminé, avec une grande proba-
bilité et une grande approximation, les rapports }’_:1 et :—:, quand le nom-
bre u des épreuves est trés grand. Réciproquement, lorsque ces chances
ne seront pas données a priori, et que les rapports :—:—' etf? auront été .
observés, les formules que nous avons trouvées feront connaitre les
valeurs trés probables et tres approchées des inconnues p et ¢. Ainsi,
il y aura la probabilité R, donnée par la formule (1), que la chance p

de E est comprise entre les limites % == u \/ 2:#-9-. SiR differe trés peu
de I'unité, la fraction p sera donc a trés peu pres et trés probablement
c¢gale’a %‘, et qh;—:; en mettant donc% et £ a la place de p et gdansle
terme ambigu de ces limites et dansle dernier terme de la formule (17),
qui ont déja Vp pour diviseur, il en résultera

- J—
R=1— 'l—j—;-/; 8“’dt+\/2:;ne—u" (19)
pour la probabilité que la chance p de E est comprise entre les limites

m u amn
mogk/rmn
PR K

Lorsque m, », p, seront de trés grands nombres, on pourra, en géné-

. ’ m n
ral, se servir des valeurs approehées il de p et ¢, pour calculer la

27
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probabilité d'un événement futur, composé de E et F; par exemple, la
probabilité de l'arrivée m’ fois de E et n’ fois de F, dans un nombre ¢’
ou m'+-7n' de nouvelles épreuves, pourvu que w' soit trés petit par rap-
port a u; et cela étant, si w’ est néanmoins un trés grand nombre, on

pourra employer la formule (17) : en mettant g/, %, :-:, au lieu de p,

P» g, dans cette formule et dans les limites auxquelles elle se rapporte,
“elle deviendra

R = —_—— —t ¢ —— @™ U?
1 . “e 4 Vz;;‘lm"e , (20)

el elle exprimera la probabilité que le nombre 7' sera compris entre
les limites . '

1
enr__ " ormn
- :pﬂ\qu.mn,

. . Kn . .
ou l'on a mis %= au lieu du plus grand nombre entier conlenu dans ce
K

rapport. Quexque approchées que soient ces valeurs 2 - et Zde peta,

comme elles ne sont que probables et non pas certaines, on n en pourra
plus faire usage, ainsi qu'on I'a vu précédemment (n° 71), quand le
nombre p’ des épreuves futures aura une grandeur comparable a celle
du nombre u. C’est pourquoi, nous allons considérer d’'une autre ma-
niére la question des chances p et ¢ de E et F, déduites des événe-
ments observés, et appliquées ensuite a la probabilité des événements
futurs.

(84). On suppose toujours que 'événement observé soit I'arrivé m
fois de E et n fois de F, dans un trés grand nombre % ou m -+ n d’é-
preuves, pendant lesquelles les chances p et g de E et F n’ont pas va-
rié. Il y aura alors, d’aprés ce qui précéde, une trés grande probabilité
que ces chances inconnues différaient trés peu des rapports % et :—:
que I'on pourra prendre, en conséquence, pour les valeurs approchées
de p et q. Ces chances étant d’ailleurs susceptibles d'nne infinité de va-
leurs croissantes par degrés infiniment petits, la probabilité d’'une va-
leur exacte de p et de la valeurcorrespondante de ¢ sera une quantité in-
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finiment petite, qu'il s’agira de déterminer, du moins pour chacune des
LI 4 m n

valeursdep etg,quis’écartent peude -;et; et que nous aurons seule-
ment besoin de connaitre.

La quantité Q, déterminée par la premiére formule (18), étant la

probabilité que le nombre 7 est inférieur a ug—r\/2ppq, elle est égale-

ment la probabilité que la chance inconnue g de I’événement F, arrivé

/2pq

. , , e .« n . .
n fois dans ¢+ épreuves, est supérieure a oty o bien a
123

'_‘-{-; vﬂ:f, en substituant dans le second terme de cette limite, a la
fﬁ

’ m n .
place de p et ¢, leurs valeurs approchées — et —. Sil'on met r— drau
Kok
lieu de r dans cette formule, et que I'on conserve seulement les infini-

. . dl . e
ment petits du premier ordre, Q— J?dr sera donc aussi la probabilité

n, r_ [amp 2mn dr , dQ
que q surpasse;+;—VL-F— — \/ - par conséquent, — ¥ ex~

primera la probabilité infiniment petite que I'on a précisément

n r\/z_mT
q_ﬂ+/¢ #7

pour toutes les valeurs de r positives et trés petites par rapport a \/u,
comme le suppose I'expression de Q. De méme, la seconde formule (18)

exprimerala probabilité Q' quelachanceq est supérieure hz —:-: %’-’
. dQ’
en y mettant i'4-dr’ au lieu de //, on aura donc Q' 4 % dr' pourla pro-

ey s n r amn amn dr’
babilité que la valeur de ¢ surpasse z—=V ———\ —— iparcon
K koK

. dQ’ Yoy s T . .
séquent, 2% dr' sera la probabilité que g est supérieure a la seconde li-
mite sans I'étre i la premiére, ou que l'on a précisément

n r 2mn

¢ = =LV 5

P "
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r' étant aussi une quantité positive et trés petite par rapport 4 \/u. Mais
par les régles connues de la différentiation sous le signe f°, et en substi-

tuant = et Eé la place de p et ¢ dans les derniers termes des for-
3

mules (18), on a

dQ 1 . 2(n—m)r "
H —(r+6)° —1
V,;- ( + € 3 ‘/mrymne ’

dQ I d.éd’ 2 (n—m)r’ _,
= = —= —_— ——)e—tr=dr 1 e=rn,
ar' VvV ( l ar )¢ 3V 2mpmn

D'apres les valeurs de d'et 4Y, et en y faisant les mémes substitutions,
on a aussi

d.é 2 (m—n)r dd _a2(m—nr

d"-—3\/2,umn’ d"—Sm,

d‘ailleurs, en bornant, comme précédemment, V'approximation aux
termes de l'ordre de petitesse de la fraction %,et négligeant, en
»®

conséquence, ceux qui ont g pour diviseur, nous aurons

e—(+ = (1 — ard') e = [1 ————-———-2;":/__"._)_rj]e-”,
2xmn

== (1 artd)er = [1 4200 oy
y7

et de ces diverses valeurs, nous déduirons

dQ S S 2 (m—nrt |
TV 3y 2mumn

dQ' ’e 2 (m—n)r'’ .

—_— = _= e—! —_— r?

dr V= + 3y 2mpmn

Or, ces deux expressions ayant la méme forme, et se changeant I'une
dans 'autre par I'échange de ret—7’, il s’ensuit que si’'on désigne par ¢
une variable positive ou négative , mais {rés petite par rapport i \/u,
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et qu'on fasse

. 3
Ve toev =27 ")Le—”’, (21)

(& 3/ zmpmm

on aura Vdv pour la probabilité de

v amn

n
1=tV

a cause de p==1—q et m =pu —n, cette probabilité infiniment pctite
sera, en méme temps, celle de

Cette quantité V décroit, comme on voit, tres rapidement 4 mesure
quc ¢ augmente; et avant que cette variable ait acquis une grandeur
comparable a \/,, celle de V peut étre extrémement petite & raison du
facteur e—*". Si I’on exprime de la méme maniére au moyen de cette va-

riable, les valeurs de p et g tres différentes de zm et;—‘l , et que I'on repré-

sente par V'dv leur probabilité; V' sera une fonction de v, différente
de V, dont les valeurs numériques seront encore beaucoup moindres
que celles de V qui répondent a la limite ou peut s’étendre la for-
mule (21). On pourra donc regarder ces valeurs de V' comme étant tout-
a-fait insensibles; ce qui nous dispensera de chercher ’expression de
cette quantité V' en fonction de .

Cela posé, soit E’ un événement futur, composé de E et F; dési-
gnons par ITla probabilité de E’ qui aurait lieu si les chances de E et F
avaient des valeurs certaines, de sorte que IT soit une fonction donnée
de p et g; désignons aussi par I1' 1a probabilité véritable de E’, en ayant
égard a celle des valeurs quelconques de‘b et ¢ que l'on subsituera
dans T : en multipliant IT par cette probabilité infiniment petite de p
et ¢, et intégrant ensuite le produit depuis p—o et =1 jusqu’a
p=1etqg=o, on aura I'expression de IT'. Mais, d’apres ce qu’on vient
de dire, on pourra négliger la partie de cette intégrale qui répond aux
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. , m n ’ .
valeurs de p et ¢ qui s'écartent beaucoup de — et=; par conséquent, si

'on met dans IT les valeurs précédentes de p et ¢, on aura simplement
" = fMVdy, (22)

en étendant l'intégrale aux valeurs positives ou négatives de v, mais tres
petites par rapport a \/p.

Ce résultat s'accorde avec celui qui a été obtenu plus directement,
dans le second paragraphe de mon mémoire sur la proportion des nais-
sances des deux sexes.

(85). Pour donner une premiére application des formules (21)
et (22), je suppose que I1' soit la probabilité que dans un trés grand
nombre ¢ ou m' 4’ de nouvelles épreuves, les événements E et F
auront lieu des nombres de fois m’et n’ qui seront entre eux, a trés
peu prés, comme les nombres de fois m et n qu'ils sont arrivés dans les
w épreuves déja faites; ou, autrement dit, je suppose qu’on doive
avoir

m'=mh—a\/VF, n'=nh—4 aVp, p=ph;

h et a élant des quantités données, dont la seconde pourra étre po-

sitive ou négative, mais sera trés petite par rapport 2 \/i’.
D’aprés la formule (6), et en faisant

U \/ i
[
- 2xm’n’’?

_ , &’}—Jm/fﬁul
m=1U M') (n’) ’

ou1 'on peut déja remarquer que U’ serait la probabilité de I'évé-

nous aurons

« 30 . m N,
nement E' que nous considérons, si - et ;etalent les valeurs exac-

tes et certaines des chances p et ¢ de E et F, et que I'on eiit 2 = o.
D’ailleurs, a cause de

m’ a

_m
Tk

’ V‘T;,

#

-+

®
Il

TN

NE
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et, en faisanl aussi

v \/2mn @
K # Ve

les valeurs de p et ¢ du numéro précédent pourront s'écrire sous
cette forme :

1 n,
=% 9=7 + v,

P=

¥

En les substituant dans la valeur de II, il vient
= U (0 — (1 Y
nN=10U0U (l-—m,) R
Les quantités B2 et ’% étant de l'ordre de petitesse de la frac-

m-

tion —- ou —=, on aura, en séries trés convergentes,

b4

Ve ¢

2m’ 3m’3
/3,3

7
e gy, __ K, P .
log (1 + £ = G =+ — et

d’ou l'on déduit

" g Py ey
g (s — ) = ol Y e,

73y 3 "3y 3
S )

4 m’ ’ v s o o
v am 3m’s

(1 —-'—‘-7’) = e Hue e M7 ete.,
m

2

. .“""1' FIJUI,
v A | e g
(! -} %) =e*"e M ¢ " etc.

Mais 4 cause du facteur U’ de IT', qui est déja de l'ordre de pe-
titesse de —5=,, on pourra négliger les quantités de cet ordre dans

les deux autres factcurs; ce qui permettra de réduire toutes les
exponentielles 4 I'unité, a partir de la troisieme, dans chacun de ces
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deux produits. A ce degré d’approximation, on aura donc

#’Sgli
N=Ue ™
Par la méme raison, on pourra négliger le second terme de la for-
mule (21); au moyen de quoi la formule (22) deviendra

= ‘7; U f e T g

Quoique cette intégrale ne doive s’étendre qu'a des valeurs de v
trés petites par rapport & \/u; si 'on observe qua raison du fac-
teur exponentiel, le coefficient de dv sous le signe /" devient tout-
a-fait insensible pour les valeurs de ¢ comparables 4 \/z, on en
conclura que sans altérer sensiblement cette intégrale, on peut
I'étendre a de semblables valeurs de ¢, et la prendre, comme nous
le ferons effectivement, depuis ¢ = — 0 jusqu’'a ¥ = . Or, en
mettant m~ et nk au lieu de m' et n' dans la valeur de v,,
on a

o B (1 By — VR e

am'n’ o' a2m’'n
cela étant, si 'on fait
—— 3 dx
VA k_,__"iL_ =x, dve=———
Vit Vemdn 8~ Vigk'

les limites de I'intégrale relative a la nouvelle variable x seront en-
core == v, et il en résultera
u'p”

n — e_ am'n’ (1 +h), (23)

1
Vi+h
pour la probabilité qu’il s’agissait de déterminer.

Dans le cas de « = o, on aura simplement

= ——1U;

Vit
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ce qui coincide, d’apres ce que U’ représente, avec le résultat quon «
trouvé d’une autre maniére dansle n° 71.

(86). Pour le second exemple de l’application des formules (21)
et (22), nous supposerons que IT' soit la plobablhle que la diffé-

rence ; — :—: n’excédera pas la quantité 7—- qu’elle devait atteindre
K

dans l'exemple précédent.

La quantité {1 sera en fonction des chances p et ¢ de E et F,
la probabilité que dans les p’ e'preuves futures, F n’arrivera pas

plus d’'un nombre n’ de fois, égal : A%k + « '}, et que E aura lieu

un nombre m' de fois, au moins e'gal 2 -;— —_— \/{4’. Sa valeur sera

donc donnée par 'une ou lautre des formules (15), en y met-
tant p', m’, n/, au lieu de p#, m, n. Pour ces valeurs extrémes
de m' et n', on aura

AR
= n Vi)

en bornant toujours 'approximation aux quantités de l'ordre de

—_, ou de —=. D’aprés les valeurs de p et ¢ du nu-

Ve Ve

méro précédent, on aura, en méme temps,

petitesse de

g __n 2,
’7_77(! +v\'/mn ?

si donc on limite la variable ¢ de maniére qu’on ait

v

abstraction faite du signe, on aura ? <m +‘ q> — , selon
que la constante @ sera positive ou négative; par consequent,

28
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dans le premier cas; nous aurons
2 (¢'+7) e—H
— T ,

Tt — e [T e :
Vﬂ' + 3V omlm it
en vertu de la seconde équation (15), et dans le second cas,

r o 2(p’ + ")
= \/u-f € dt+3t_/ 2wf¢’m’n

en vertu de la premiére; k étant une quantité positive donnée par

I'équation (12), ou dont le carré est
k’_nlog +(m +1)log[l( _*_()

Des valeurs extrémes de m’ et 7, et de celles de p et ¢, qui doivent
étre employées les unes et les autres dans ces formules, il résulte

n’ . m 4 1
g=‘u,—+—‘-—v, p._[u_*_l-f-v

en faisant, pour abréger,
’

« vy amn n ,
—_ .

Ve  wVe  KEFD

Cette quantité o' sera de 'ordre de ‘/= ; on aura donc, en séries tres

convergentes,
4+ 1 0)VE 1 (e
I — — ¢lc.,

log 9= log T 1 n 2 n'* -3 e
m 41 (WY T ) (e 1) etc.;

logp_log_t—*_l -+ m + 1 2 (m 1) 3 (mr+1)?
d’our I'on déduit, au degré d’approximation ou nous nous arrétons ,

\ B — s
iy R >

am’'n’ 3m'n’2

et ensuite ‘
k=== /E’I:x —_ W_,_z—————(m'_"l)y l
v o ’
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en ayant égard a la valeur de ¢, et faisant, pour ahréger,

ap _ ved ‘/fZ"T — K
Vem'n wV pm'n’

A cause de la limite qu'on vient d’assigner & v, cette quantité A’
sera de méme signe que a; pour que la valeur de £ soit positive,
il faudra donc prendre le signe supérieur ou inférieur devant son
cxpression, selon que « sera une quantité positive cu négative.
Le second terme de cette valeur de % sera aussi de 'ordre de pe-

t
titesse de —= ou Vv —=; par conséquent, nous aurons
‘é.« I

» © — a ,
f et = f e—tdt = =—ne— 2(m' — mk — e—k2,
k =* 3 Vz,«.'m n'

En méme temps, les valeurs précédentes de IT deviendront

[l = 1 — —l—-f ""dt e @K
! 174 4 + \/271-/4 m'n ’
(-]
M= [ e 2o
‘/ﬂ + V?.vrﬁmn

et, en vertu des formules (21) et (22), les valeurs correspondantes
de- Il seront

g __.-fe-“'du——ﬁfe“""’dtdv-{-‘/zumn
— 32("'2;% ( f e=dv — —= [, f e—="'v’dtdv )
»lmk' f i n—u,dtdv + VZWM m'n’ f —y’—v’dv

R frev

Les exponentielles e=*, e—*"—*', e—¥*—*  rendant insensibles les
28..

e_k’s__mdu
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coeflicients de dv sous les signes /, au-dela de la limite assignée
a ¢, il s'ensuit que sans altérer sensiblement les intégrales rela-
tives 4 cette variable, on pourra les étendre, comme plus haut, de-
puis v = — @ jusqu'a v = o, Soit, en outre,

Vzmn—j:g L’i’:‘: Y, t=9=F YV, dt = db;

€ étant une quantité positive, et les signes supérieurs ou inférieurs
ayant lieu selon que « sera une quantité positive ou négative.
Dans la premicére expression de II', qui suppose a« positive, ou
prendra donc

=6—=9v, t=0—19;

ct les limites des intégrales relatives a la nouvelle variable f se-
ront § = € et § = . Dans la seconde expression de IT’, qui se

rapporte au cas de « négative, on devra prendre
K==6—=9v, t=104 yv;

et les limites de cette intégrale seront encore § = € et § = .

De cette maniére, on aura

13 U ff —9’+279v—(l+7’) "’dev

— &3 42960 — (1 F )
+ l/zvr,umn f—we vdv

z(m— n) _0.+2)9”—:(l+7‘)g‘
35V 2umn f f — vidbdy,

f f =m0y

-8 = 2900 = (1 e )2
+ f e do

Vzmamn

2(m —n) f /‘ e— b= (1 +7')"'v3d9dv

37r V 2umn
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Les intégrations relatives a v s’effectueront sans difficulté, en sorte

que la probabilité I’ qu'il s’agissait de déterminer ne renfermera
plus qu'une intégrale simple relative 2 6. A cause de

Sy am'n’
o = == ~‘/F, —

la premiére valeur de I’ sera la probabilité que le nombre n' n'exce-

n,u' 2m'n" n,u'
dera pas — -+ 4 , qui surpasse trés peu — , et sa seconde va-

leur exprimera la probabxhte que 7' n’excédera pas g vﬂ
p

(87). On peut remarquer qu’a raison des limites == o, relatives
a v, les deux premiéres intégrales sont les mémes dans les deux
valeurs de IT', et la troisiéme est la méme au signe prés. Il en
résulte qu'en appelant ¢ lexcés de’la premiére valeur sur la se-

conde, on aura simplement

-] =]
P=1— ;/; f_wg_ 02+ a8 — (1 + 22 didy ;

et cette quantité ® sera la ’probabilite' que 1 le nombre n’ surpassera
m'n’ am'n’ n

—6 sans exceder el +C

p
Si nous falsons

les limites relatives a la nouvelle variable z seront toujours == «,

et nous aurons
9:

¢=|—-——_-—2-_=‘/:°e-rrd9,
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en faisant aussi

b=t V145", di=V14rdt, € =u\i+y

En ayant égard a la valeur de 3, on verra que @ exprime ac-
tuellement la probabilité que #' sera compris entre les limites

e’ u\y 2 (em'n’ + g *mn)
# eV Ee

’

ou égal a la limite supérieure. Si I'on veut que cet intervalle des
valeurs de #»’ contienne aussi la limite inférieure, il faudra ajouter
a @ la probabilité que n' sera précisément égal a cette limite;
lacjuelle probabilité sera donnée par la formule (23), en y faisant

u ) 2(p*m'n’ 4 ' *mn)
wV e '

De cette maniere, si I'on désigne par @ la probabilité que le nom-
bre 7' tombera entre les deux limites précédente:, ou sera égal a
I'une ou a l'autre, on aura

w3’ n' = g3 nin)

e 2 [T Vel o wmm ()
7 ! Va fu € + Vzwmn(p;-{-;a)e ’ (94)

En comparant cette valeur de @ a celle de R qui est donnée par la
formule (20), on voit que ces deux probabilités ne different 'une de
I'autre que par leurs derniers termes, et sont, en conséquence a peu
pres egales Mais quand le nombre p’ des épreuves futures n’est pas
tres petit par rapport au nombre x des épreuves deja faites, les termes
ambigus des limites de »' auxquelles répondent ces probabilites =
et R ne sont pas les mémes, et les limites dont @ est la probabilité
peuvent étre heaucoup moins resserrées que celles dont la probabilité
est R.

Eu eflet, si la probabilité @ differe peu de la certitude, on pourra,
dans les limites auxquelles elle se rapporte, mettre pour »’ et m’ leurs
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valeurs approchées et tres probables s et _ﬂ—— ce qui changera ces li-

mites en celles-ci :

[l

—-$£ \/2,u.’mh,(1 + %);

k étant le rapport de g’ a u. Or, en les comparant a celles du n° 83,
auxquelles répond la probabilité R, on voit que pour un¢ méme va-
leur de u, ¢lles sont plus étendues dans le rapport de /1 + & & Pu-
nité. Pour les rendre aussi étroites que celles de ce numeéro, il fau-
drait diminuer u dans le rapport de l'unité 3 V/1 +4 %; ce qui dimi-
nuerait aussi leur probabilité et la rendrait moindre que R. Quand 2
sera une tres petite fraction, les formules (20) et (24), coincideront a
rés peu pres, ainsi que les limites correspondantes des valeurs de 7'
Ce résultat s'accorde avec celui que j'avais déja trouvé d’une autre ma-
niére , dans le mémoire cité plus haut.

La formule (24) exprime aussi la probabilité que la différence

n n . .
— — - sera comprise entre les limites
“ e

uVy 2 (g'm'n’ + p'mn)
vl Vg

ou égale a I'une d’elles, et qu’il en sera de méme aI'égard de la diffé-

.

m m . . .
rence —- — —, en changeant leurs signes. Si donc on a pris pour « un
Kok

nombre tel que trois ou quatre, qui rende la probablhte @ trés ap-
prochante de la certitude (n° 80), et si, néanmoins, l'observation

’

m n
donne pour = — ;— ou 5 — 2 2 des valeurs qui s'écartent notablement
’6

de ces limites, on sera fonde a en conclure, avec une trés grande pro-
babilité, que les chances inconnues des événements E et F ont changé,
dans lintervalle des deux séries d’épreuves, ou méme pendant ces
épreuves.

On peut remarquer que pour une méme valeur de z, et, par con-
séquent, a égal degré de probabilité, les limites précédentes ont la
plus grande amplitude, quand - et ¢ sont égaux, et la moindre, lorsque
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I'un de ces nombres est tres grand par rapport a l'autre. Dans le cas
de'=y, on a aussi a trés peu prés m' =m et ' =n; ce qui réduit le

2V mn
wVie

’ ’
. 1 m n, ) \ H
ment a y; a cause de m' = 7‘“ etn'="£ i trés peu prés, ce coeffi-
#®

coefficient de « a Si, au contraire, ' est trés grand relative-

- ’ - 1 2mn . ;s
cient se réduira a Y am: , et sera moindre que le précédent, dans le
I

rapport de l'unité a \/2.

(88). Généralement, les deux événements contraires £ et F,
dont les chances inconnues sont p et ¢, étant arrivés les nombres
de fois m et 2 dans le trés grand nombre ¢ d’épreuves; si deux
autres événements contraires E, et F,, dont les chances également
inconnues seront désignées par p, et g,, ont eu lieu des nombres
de fois m, et n, dans un trés grand nombre ¢, ou m, -+ n, d’-

. m m L) s
preuves; et si les rapports ~ et ;’ different considérablement l'un

. - . n n
de lautre, ce qui aura lieu aussi pour o et ”—' , on devra regarder

]
comme certain, ou a trés peu pres, que les chances p et p, sont inéga-
les, ainsi que q et ¢,. Mais quand les diﬂ'érences% —:—:—1' et 5 - ':‘—' R
t t
sont de petites fractions, il est possible que les chances p et p,, g et g,
ne soient pas sensiblement inégales, et que les différences observées
proviennent de ce que, dans les deux séries de p et p, épreuves, les
événements ne sont point arrivés rigoureusement en proportion de
leurs chances respectives : il sera donc utile de déterminer, comme
nous allons le faire, Ja probabilité d’'une inégalité entre les chances in-
connues p et p,, q et q,, correspondante a des différences données,
peu considérables, égales et de signes contraires, entre les rapports

m

— et —

Je désigne, comme dans le n° 84, par

m v amn

P=Z=—2V =~

ro# I

H

. ’ m .
une valeur de p qui s’écarte peu de = de sorte que v soit une va-
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riable positive ou négative, mais trés petite par rapport a Vu. Soit
de méme

m, vy 2mn,
pr=———

P “

uue valeur de p, peu différente de p, et dans laquelle la variable o,

positive ou négative, est trés petite par rapport a \/,. Supposons
qu'on ait
ml

T gy

[

d'etant une petite fraction, qui pourra aussi étre positive ou négative.

Nous aurons
_P—J‘"‘ ‘/ 2mn v, lzm,u, ;
[l ey

en désignant cette différence par z, on en déduira

= (d—3 ¢ Y  Vemn,
( : e 2mn, v Vemn,’

et si € est une petite fraction positive, et qu’il s'agisse de déterminer
la probabilité que p, excédera p d’'une quantité au moins égale a ¢,
il ne faudra donner a la variable z que des valeurs positives qui ne
soient pas moindres que e.

Cela posé, les probabilités infiniment petites des valeurs précédentes
de p et p,, seront Vdv et V,dv,; le coeflicient V étant donné par la
formule (21), et V, désignant ce que cette formule devient quand on
y met p,, m, n,, ¢, au lien de p, m, n, v. La probabilité du con-
cours de ces deux valeurs sera le produitde Vdv et V,dv,; etsilon

appelle A la probabilité demandée, elle sera exprimée par une in-
tégrale double, savoir :

A= [[VV.dvdo,.

Pour plus de simplicité  je négligerai le secoud terme de la formule
29
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(21); et il en résultera

A= ;rfj'e—“’—"" dvdy,.

Si I'on veut substituer, dans cette intégration, la variable za v,, il
faudra prendre pour dv, la différentielle de la valeur précédente de v,,
relative & z; et, la variable v, étant ici supposée croissante, il faudra,
pour que z le soit aussi, changer le signe de dv,; en sorte que l'on
aura

dv, = £ Ve, dz.

P

"7 Vamn,

On aura, en outre,

s 1 3 d—2)p 3V mn | (d—2)*g,’
v | 02 0’( ®omn 20 ( #Y ,
— I I ‘ujm'nl) l m, n, f“/zf‘ amn, .

L’intégrale relative 4 v pourra s’étendre, comme dans les questions
P ’
précédentes, depuis v = — © jusqu'a v = . En faisant

v Vie'mn, +wlmn ks —
pV emn, -V 2mn, V #'mn F e ’mn ’

do — #V pmn, dx

e ———¥
V/f"jmﬂl: + f"l"m"

les limites relatives & la nouvelle variable x seront encore == o ;

I'intégrale relative 4 z ne devra s’étendre que depuis z==¢ jusqua

s == o ; et comme on aura

Y1 g —
o3 +vla_ (J\ 2) o, Ky +x°, [‘OO e—z'dx=\/7’-’
—

T 2 (Cm,n, + g, 'mn) N

la valeur de » deviendra

— (z=d) i3
A= —— EF' V ke foo e z2(ptmun, A piimn) oo
‘/27" (¢*myn, —+ ee'mn) ¢
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Soit actuellement

(= Vieger . pe, Ve dz — di:
V2 (@'m, n, + pSmn) V2 (e'mn, + @ mn) ’

faisons aussi

(e =Ner Vi, ) )

« étant une quantité positive, et en prenant le signe supérieur ou le
signe inférieur selon que l'on anra ¢ > d' ou ¢ < d. Les limites de
I'intégrale relative a £ seront t===u et t= o ; et si 'on observe
que l'on a '

[ e ae = [2 erd— [ e dt= N — [T,

on en conclura finalement

1 o SN T 4
A_?"—_fue‘dt, A=1 V_;/;e‘dt, (26)

la premiére valeur ayant lieu quand la différence e — J' sera positive,
et la seconde, lorsque cette différence est négative.

On doit observer quayant négligé le second terme de la formulc
(21), la probabilité du cas ou la différence p, = p serait précisément
c¢gale a ¢ se trouve aussi négligée; en sorte que A est la probabilité
quona p,—p> ¢, et non pasquonait p,—p>Se,oup,—p=c.
Dans le cas de é=4d', la quantité « est nulle, etles deux valeurs de

A sont A= i-, c'est-a-dire, qu’il y a un contre un a parier que p, ex-

céde p d’'une quantité plus grande que J.

Les formules (26) serviront aussi a calculer la probabilité que la
chance inconnue p, surpasse une fraction donnée. Pour cela, je fais,
dans I'équation (25),

29..
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ce qui la change en celle-ci

u—:l:(s—i—a)—m) Ve
Vzm n,
Mais le nombre p €tant supposé infini, la chance p est certainement
€gale au rapport %z ou a la fraction @; par conséquent, A est alors la

probabilité (qu'on a p, > ¢ 4. En prenant, pour plus de simplicité,
@ au lieu de ¢ 4 w, et mettant aussi ¢+, m, n, a laplacede p,, m,, n,,
on aura

=i(a)—'ﬁ “‘/;- (27)

# ;; amn

crpr m oy ’ .
et selon que la différence @ — — sera positive ou négative, la pre-

miére ou la seconde formule (26) exprimera la probabilité que la
" chance inconnue d’un événement arrivé m fois, dans un trés grand
nombre 1 ou m + n d’épreuves , excédela fractiondonnée w.

(89). Afin de donuer une application numérique des diverses for-
mules qu’on vient d’obtenir, je prendrai pour exemple I'expérience de
Buffon qui nous a déji servidans le n° 50.

L’événement E sera alors I'arrivée de croix, et F I'arrivée de pile,
dans une longue série de projections d'une méme pxece. D’aprés cette
expérience, on a eu

7ﬁ==éo[;8, = 1992, ‘#=404o,

pour les nombres de fois m et 2 que E et F sont arrivés dans le nombre
p d’épreuves successives. En substituant ces nombres dans la formule
(19), el prenant z = 2, on aura

e dt=0,00468, R=o0,99555.

\/ =
On trouvera, en méme temps,

0,50693 == 0,02225,
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pour les limites de la valeur de p, auxquelles cette formule se rap-
porte ; en sorte qu’il y a la probabilité 0,995565, ou a trées peu pres
224 & parier contre un, que la chance inconnue p de l'arrivée de
croix , est comprise entre 0,48468 et 0,52918. Si I'on veut conuaitre

oge, I . ,
la probabilité qu’elle surpasse _, ou que la chance de croix est supé-

rieure a celle de pile, on substituera les valeurs précédentes de ¢,

1 .
m, n, dans la formule (27), et I'on y fera w=; en prenant le signe

inférieur, et par conséquent la seconde formule (26), on aura
u=0,62208, A=0,81043, 1—A=0,18957;

. 2” 9. \ . . \ .
ce qui montre qu’il n’y a pas tout-a-fait cinq contre un a parier que la
. . I
chance de croix soit plus grande que -.
2

L’expérience dont nous nous occupons peut étre divisée en deux
parties , 'une composée de 2048 épreuves, I'autre en contenant 1gg2 ;
dans la premiére partie, croix a eu lieu 1061 fois et pile g87 fois;
‘dans la seconde partie, croix est arrivé g87 fois et pile 1005 fois : or,
d’aprés le résultat de I'expérience totale, et au moyen de la formule
(24), on peut aussi calculer la probabilité que les nombres des arri-
vées de croix ou de pile ont dia étre compris entre des limites don-
nées, dans les deux expériences partielles. Pour cela, on fera, dans
cette formule et dans les limites auxquelles elle répond,

’ 4

\ . m .
c'est-a-dire que l'on y mettra pour les rapports -7 et =, qui ne sont

pas censés connus, leurs valeurs approchées, résultantes de I'expé-
rience totale; ce qui est permis, attendu que m’ et »’ n’entrent que

dans des termes qui sont de Yordre de petitesse de ‘—;=. On y mettra
®

aussi pour ¢ le nombre total 4040. Relativement i Ja premiére partie
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de I'expérience, on aura, en outre,

p! = 2048;

et si 'on prend, comme plus haut, « = 2, on trouvera
@ = 0,99558,

pour la probabilité que le nombre »' des arrivées de pile a dii étre
compris entre les limites

1001 == 79;

ce qui a eu lieu effectivement, puisque pile s’est présenté 987 fois dans
celte premiere partie.

Relativement a la seconde partie, on aura
# = 1992;
et en prenant toujours z =2, on trouvera
@ = 0,99560,

pour la probabilité que pile.a di» arriver un nombre 7’ de fois, com-
pris entre les limites ’

982 = 77;

quirenferment, en effet, le nombre de fois 1005 que pile est réellement
arrivé. On néglige les fractions dans ces limites et dans les précé-
dentes.

Supposons que l'on ne sache pas si la méme piece a été employée
dans les deux parties de 'expérience, et que I'on demande, d’apres
leurs résultats, la probabilité A que la chance de croix, dans la
premieére partie, excéde d’une fraction donnée, la chance de croix,
dans la seconde partie. On fera d’abord, dans I'équation (25),

@ = 1992, m = 987, n = 1005,
wm, = 2048, m,= 1061, n, = 987,
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et en outre

m m
& = —;’ - -= 0,02257.
]

v

Cette équation deviendra
u = =£ (e — 0,02257) (44,956)-

Si 'on fait, par exemple, e = 0,02, il faudra prendre le signe infé-
rieur, et faire usage de la seconde formule (26); on aura de cette
mauiére

.u=o,11555, A= 0,56589, 1 — A= 0,43411;

de sorte qu’il y aurait & peine quatre a parier contre trois, que la
chance de croix serait plus grande d’un cinquantiéme, dans la pre-
niere partie de 'expérience que dans la seconde. En faisant ¢==o0,025,
on devra prendre le signe supérieur et employer la premiére formule
(26); on aura alors

u = 0,10925, A= 0,43861, 1 — A=0,5613g;

et il y aurait moins de un contre un a parier, que I'excés dont il s'a-
git surpasserait un quarantiéme.

(go). Je placerai ici la solution d’un probléme, susceptible d'unc
application intéressante, et qui sera fondée sur les formules préce-
dentes et sur un lemme que je vais d’abord énoncer (*).

Une urne A renferme un nombre ¢ de boules, dout @ boules
blanches et 4 boules noires, de sorte qu'on ait a = b=c.On en
extrait d’abord au hasard un nombre / de boules, successivement et
sans les remettre, ou toutes 2 la fois ; ensuite, on en extrait de méme

(*) Depuis que la note de la page 61 est imprimée, on m’a fait remarquer que
la proposition qu’elle renferme est comprise dans ce lemme, dont j'avais déja fait
usage pour la solution du probléme du trente-et-quarante, citée a la page qo.
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un nombre 1 ou m 4 r d’autres boules; je dis que dans cette seconde
opération, la probabilité d’amener m boules blanches et 7 boules noires,
est indépendante du nombre et de la couleur des boules sorties dans
la premieére, et la méme que si [ était zéro.

En effet, supposons que l'on effectue les I4-p tirages successifs;
soient { le nombre total des combinaisons différentes de /-~ & bou-
ies qui pourront arriver, i le nombre de ces combinaisons dans les-
quelles les . derniéres boules se composeront de m blanches et de »
noires , i, le nombre de celles dans lesquelles ce seront les g pre-
mieéres boules qui en renfermeront m blanches et » noires ; la chance
d’amener m boules blanches et r boules noires, apres une extrac-

04

- )

tion de I boules quelconques, sera -, et la chance d’amener m

houles blanches et n boules noires, avant qu’aucune boule ait été
. Z . .

extraite de A, aura l—' pour valeur; or, les deux nombres i’ et 7, sont

égaux; car, en général, une combinaison qui se compose de ! boules
déterminées, suivies de w boules aussi déterminées, et celle ou ces u
dernieres boules précedent, au contraire, les  premieres, sont toutes
deux également possibles; et, en particulier, pour chaque com-
binaison dans laquelle les p derniéres des I+ i boules extraites de
A renferment m blanches et n noires, il y a toujours une autre com-
binaison dans laquelle ce sont les g premiéres boules qui contiennent

ces nombres deblanches et de noires, et réciproquement. Lesfractions
-1

ll.~ et %‘, et conséquemment les probabilités qu’elles expriment, sont

donc aussi égales; ce qu'il s'agissait de démontrer.
On peut vérifier celte proposition de la maniére suivante.

Les nombres de boules blanches et de boules noires contenues dans
A étant a et b, la chance d’amener m boules blanches et n uoires
dans les m - n premiers tirages, est une fonction de a, b, m, n,
que je représenterai par f(a, b, m, n). Celle damener g boules
blanches et % noires dans les g <~ % premiers tirages sera de méme
f(a, b, g, k); ces tirages ayant réduit a m — g et n — %, les nombres
de boules blanches et de boules noires que A renferme, la chance d’en
extraire ensuite m blanches et n noires dans m--nr ou ¢ nouveaux
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tirages, aura pour expression f(a —g, b—h, m, r); le produit de
ces deux derniéres fonctions sera donc la chance d’amener m boules
blanches et n noires, aprés avoir déja extrait de A, g boules blanches
et & boules noires; par conséquent, si 'on fait la somme des [ 41
valeurs de ce produit, qui répondent a toutes les valeurs entiéres ou
zéro de g et &, dontla somme est Z, on aura l'expression compléte
de la chance d’amener m boules blanches et # noires, apreés avoir
extrait de A un nombre / de houles quelconques. Cela étant, il s’agira
de faire voir que cette chance est indépendante de I, et égale a
J(a, b, m, n), cest a-dire de montrer que I'on a

f(a, b, my R)=3 f(a, b, g, B\f (a— g, b —h, m, n);

la somme = s'étendant depuis g=o0 et A=, jusquag=1let h=n.
Pour cela, j'observe qu’on a, d'apres le n* 18,

. __9%m, nela—m, b —n)
f(a; b, m, n,\— ola, b) ’

en faisant, pour abréger,

1.2.3...¢ .
T.2.3...a.1.2.3...0 — ¢(a’ b)’

relativement a des nombres quelconques a et b, dont la somme est c.
Il en rcsultera

e b— __0(g: h)pla—g,b—g) @(m,n)¢(e—g—m,b—h—n,
fa,b,g, k) fla—g,b—h, m,n)= ? (@, b) y ela—g, b=tk

ou, ce qui est la m¢me chose,

fa,b, g h)fla—g, b—h, m, ")=:-E—':”_Z—; -9(8, k) o(a—g—m, b—h—n);

’

au moyen de quoi, et de la valeur de f(a, b, m, n), I'équation qu’il
s'agit de vénfier deviendra

¢(‘a-'m, b"""l)=2¢(g, h) ¢(a—g-—1m, b—k—n)’
30
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en supprimant le facteur °(( b))’ commun a tous les termes de ses
)

dcux membres; et comme a et b sont des nombres quelconques, on
y pourra, si 'on veut, mettre a—+n et b+m au lieu de a et b; ce qui
la changera en celle-ci

Pla,b) ==0(g, ) ola—g, b—A).

Or, son premier membre est le coeflicient de x° y*, dans le dévelop-
pement de (x -+ y)°; son second membre est le coefficient de x° »?,
dans le produit des développements de (x +7)" et (x = 7)*~',oudans
le développement de (x =~ y)°, comme le premier membre; par con-
séquent, les deux membres de celte équation sont identiques; ce qu’il
s'agissait de verifier.

(91). Supposons actuellement que les nombres a, b, a—m, a—n,
soient trés grands; les valeurs approchées de @ (n, 1), ¢ (a—m), b—n),
® (a, b, et ensuite celle de f(a, &, m, n), se calculeront au moyen
de la série (3); et sil'on réduit cette série a son premier terme, on
en déduira une valeur de f'(a, b, m, n), que 'on pourra mettre

sous la forme
alc—p)\*""rb(c— @\
f(a,b,m, n)._.H( )( )(c(a_.”-;) (c(b_") ,
en faisant, pour abréger,

\/ abulc —4) = H.

axcmn (@ — m) (b — n)

Lorsque m et n, et par conséquent aussi @ — m et b — n, seront
entre eux comme a et b, chacun des quatre derniers facteurs
atteindra son maximum et aura 'unité pour valeur. lls décroitront
trés rapidement & mesure que m et n sécarteront de.ce rapport, et

deviendront tout-a-fait insensibles, dés que le rapport 5";; ne différera

lus trés peu de =; en sorte qu'il suffira de considérer la probabilité
P p 5 q P
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exprimée par f(a, b, m, n), pour des valeurs de m et n, & Irés
peu pres entre elles comme a et 6. Si donc nous faisons

m ='—‘cg ~0ve, n = '—‘cé+0\/5,

et conscquemment
a—m=C"1 4 0y, b—n=LTH0_gyc;

nous pourrons considérer § comme une quantité positive ou négative,

8
mais tres petite par rapport a \/c, de maniére que V‘-: soit une tres

petite fraction, dont nous négligerons le carré, ainsi que toutes les
oy . I
quantités de l'ordre de petitesse de -.
Cela posé , nous aurons

:221 ) ) - gf:%é;é; fff =i .+._g£_!f:£i s

ap [ bee

-

c{a — m)
a(c—u)

bc /¢ c(b-—n) | — 0L|/c
ale=p’ ble—w be—w'’

= 1 ==

et en négligeantles carrés desseconds termes de ces binomes,on trou-
vera d'abord , par un calcul semblable a celui du n* 85,

) [+0306Vc m bJ)J Bcvc(m b) w’ ;""+bi)

En mettant pour m et n leurs valeurs précédentes, cette formule
devient ensuite

R

§' (a— b)c! V'Y = omab
(cm > I: 3ura*h? ]e '

30..
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On trouvera de méme

- hac3
{a("—f‘)\“-"'/b(c'—f‘)\"—'._[l + 8 (@ —b)ctVc] T se—=pab,
\c(e—m)/] \c(o=—n)] ~ . 3(c—prad |~ ’

équation qui se déduit aussi de la précédente par le changement
de m, n, p,en a — m, b — n,c — p, et du signe de 6. De la
on conclut, au degré d’approximation ou nous nous arrétons,

f2cd

B3 (a—b) (c —2)V €T} T —ppab, .
¢ —_— B #4°,
Jia, b, m, n)_H[x Te— a5 e ;

ou bien, en faisant

9 — t‘/z»(c-—f)pab'

— &

’
on aura, plus simplement

. — — 4‘3 (a—b) (0_2“) -—3
fla, b, m,n)=H [1 =y R (28)

pour la chance d’amener les nombres m et » de boules blanches et
de boules noires, exprimées par
; )» €Xp P

_ ma tV 2(c — p)pabe
m= -E- — e, e

c? s
t V2 (¢ —p)abe (29?

c?

n="—b+

c

Selon que le nombre ¢ sera pair ou impair, la différence »— m
"sera aussi paire ou impaire. Si I'on désigne par ¢ un nombre entier
et positif, et qu’on représente I'excés de n sur m par 2i ou 2¢i — 1,
Vexpression correspondante de ¢ devra étre, d’apres ces équations (29),

t =204y,

en faisant, pour abréger,

N —— |
2V 3 (c— puabe
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et désignant par 3 l'une de ces deux quanlités

_(a=bc y = (@a—ljpe 2,
2V 2(c — pypabe’ 2V 2 (c — p)pabe

y= —

savoir : la premiére quand p sera pair, et la seconde quand il sera
impair. La formule (28), aprés qu'on y aura substitué celte valeur
de ¢, exprimera donc la probabilité que dansles i tirages successifs, le
nombre des boules noires surpassera celui des boules blanches, d’un
nombre d’unités égal a 2i ou 2/ — 1; par conséquent, si I'on y fait
successivement i=1,=2, =3,... jusqu’a cc que I'exponentielle e—*
soit devenue insensible, ou, si I'on veut, jusqua i = o, et que
I'on prenne ensuite la somme des résultats ; cette somme sera la
probabilité que dans ces p tirages, le nombre des houles noires ex-
cédera celui des blanches, d'un nombre pair ou impair quelconque
d’unités. En la désignant par s, nous aurons

43(a — b) (c — 2x) .
3V/2(c — w)wabe ’

s_SHI:

£ indiquant une somme qui §'étend i toutes les valeursde #; comprises
depuis ¢ =19 -+ 2d" jusqu’a ¢ =0, et croissantes par des différences
constantes ct égales a 2d'. Or, 2d' étant, par hypothese, une trés
petite fraction, la somme = pourra s'exprimer en série trés conver-
gente, ordonnee suivant les puissances de cette différence. En effet,
si I'on représente par T la fonction de ¢ contenue sous le signe Z,
et si 'on observe que cette fonction et toutes ses différentielles s’é-
vanouissent 4 la limite £ = oo, on aura, au moyen d’une formule

due a Euler,

ST= J“f Tde — -—k /( (23‘) kM — ' c.:

2

, dT d
k, K, k", etc., étant les valeurs de T, — TR dz.';r’ etc., qui reépondent

a t =y. D’apres les équations (2g), on a d'ailleurs, au méme degré
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d’approximation que précédemment,

tu(a — 11)‘/2((: —-Iu)f‘aE.:
S

__wab
mn == —— = )

(c—w)ab __ tc — ) (@a—b)Y 2 (c = p)pabe
c? c?

(@=m) (b =—n)= ;

en ayant égard i la valeur de d', il en résulte

t 1 t(a—b) (c= 2p)7
- H _—— -
=yl - U
b= c’e?? .
T V(e — & pabe’

les termes dépendants de X', &, etc., élant multipliés par H dans
I'expression de s, auront d*, d%, etc., pour facteurs, et devront étre
négligés; et a cause de

[ e—* tdt — é— 8—7" fm e-l‘t3dt = é (1 +7|) 8_7”,

k4 k4

on conclura de ces diverses valeurs
1 - -]
§ == f e='dt— Te™r,
f‘ﬁ' r

en faisant, pour abréger,

(@=0) c—2¢) 74 42")+3c> __ r
6 V' 27 (c— g) pabe -

Soit v une quantilé positive; selon que la quantité 9 sera po-
sitive ou négative, prenons ¢ = =9 ; i cause de

f " e-rdt =7 — f °° e—rde, )
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nous aurons finalement

S === 1 v ——':fme—"dt-—'re"r,
Ve (30)
§ == —l—_—fooe“'dt-— Te—"; '
vad. © 3 .

la premicre valeur de s ayant lieu quand on a 3 < o, et la seconde
dans le cas de 3 > o.

En faisant ¢t = 9 dans la formule (28), et désignant le résultat
par g, on aura

o= _—___0’0_7::—_ (SI)
Vom (c — p)pabe’

pour la probabilité que dans le nombre ¢+ de tirages, les nombres m
et n de boules des deux couleurs seronl €égaux entre eux, et i la
moiti€ de p; ce qui n’est possible que quand ¢ est un nombre pair.

(92). Apres avoir extrait u boules de A, supposons que l'on en
extraie ' autres, puis p” autres, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu'on
ait épuisé le nombre ¢ de boules que cette urne renferme, de sorte
qu'on ait

c=p4 ¢ 4 p' 4 p" +etc.;

supposons, de plus, que chacun de ces nombres p', ', elc, soit
tres grand , ainsi que p; et désignons par &', s”, etc., ce que devient s,
en y metlant successivement p', p’, etc., au lieu de p, et faisant
usage de la premiére ou de la scconde formule (30), selon qu'al'o-
rigine des tirages, le nombre & des boules noires sera plus grand ou
plus petit que le nombre a des boules blanches, contenus l'un et
l'autre dans A ; ce qui rendra la quantité 3 négative ou positive. D’a-
pres le lemme du n° go, les chances d’amener plus de boules noires
que de blanches, dans ces lirages successifs des nombres de houles ¢,
¢, ¢, etc., seront lgg quantités s, s', s, etc.; en sorte qu’elles ne
varieront qu’a raison de l'inégalité de p, ¢/, p", etc., et seraient toutes
égales, si ces nombres étaient égaux. Soit r la moyenne des valeurs
de s, ', s", etc., c'est-a-dire,

1 , ;
r=- (s + 5 45"+ "+ etc),
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en représcotant par @ lc nombre total des tirages. Sil'on supposc encore
que a soil trés grand, et si I'on appelle j le nombre de ces « tirages
dans lesquels les boules noires excéderont les blanches, la proba-
bilité que j se trouvera compris entre des limites données, sera la
méme, en vertu de la premiére proposition du n° 52, que si toutes
les chances s, &', 5", etc., étaient égales entre elles et 4 leur moyenne r.
Par conséquent, en mettant.2, .r, 1—r, aulieu dey, ¢, p, dans la
formule (17), nous aurons

R= —'—2-— ® ~'dt ——-—_._l..___—' —u?
' Vo ﬁ ¢ + Vomar(t — 1) o

pour la probabilité que le nombre j sera contenu entre les li-
mites

arg=u\2ar (1 — 1),

ou égal a I'une d’elles; « étant un petit nombre par rapport a \/a.

Telle est la solution du probleme que nous nous proposions de
résoudre. L’application dont elle est susceptible se rapporte aux
élections des députés dans un grand pays, comme la France, par
exemple. Voici en quoi elle consiste.

‘Le nombre des électeurs, dans la France entiére, est représenté
par c; celui des électeurs qui ont une opinion, par a; celui des
électeurs de Vopinion contraire, par b ou ¢ — a. On partage le
nombre total ¢ en un nombre 2 de colléges €lectoraux, dont cha-
cun élit un député, de telle sorte que le député €lu dans un col-
lége soit de la seconde ou de la premiére opinion, selon que le
nombre des é€lecteurs appartenant & 'une ou a l'autre y sera pré-
pondérant.-Cela étant, on demande la probabilité R que le nom-
bre j des députés qui appartiendront 4 la sgconde opinion, sera
compris entre des limites données, en supposant que le partage des
électeurs en un nombre « de colléges, soit fait au hasard, c'est-a-
dire en supposant qu'on prenne au hasard sur la liste générale,
un nombre p. d’électeurs pour former un premier collége, un nom-
bre ¢’ pour former un.second collége, un autre nombre p” pour
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en former un troisitme, etc.; et si 'on prend pour les limites de j
cclles que l'on vient d’écrire, la probabilité demandée R s’expri-
mera par la formule précédente.

Quoique chaque collége électoral se compose des électeurs d’un
méme arrondissement, et non pas d’électeurs pris au hasard sur
la liste générale, ainsi que nous le supposons, il peut étre utile
cependant de savoir ce qu’il arriverait dans cette hypothése; cest
ce que nous allons montrer par des exemples.

(93). En France, le nombre des colléges électoraux, égal a celui
des députés, est 459, et I'on peut évaluer a environ 200000 le
nombre total des” électeurs. Je supposerai que tous les nombres .,
¢’y 1", elc., soient égaux; en prenant pour ¢ un nombre impair, je
ferai

a== 459, p =435, ¢ = ap= 199665.
Je supposerai aussi qu’on ait
a = 94835, b = 104830;

de sorte que la différence entre la majorité et la minorité soit a tres
peu pres le vingtieme du nombre total des €lecteurs. La quantité 9
sera négative; on fera donc v = — 9; en prenant la seconde des
deux valeurs de 5 du n° g1, il en résultera

v = 0,77396, i/:'wc—"dt=0,l5684 ;

et, en vertu de la premiére formule (30), on aura

§=0,85426, 11— =0,14574.

La chance d’'une é€lection dans le sens de la majorité des électeurs
surpasserait donc 2}; et la minorité, quoiqu’elle ne differe pas
beaucoup de la majorité, ne pourrait guére espérer d’élire plus
des 3% des députés. En mettant ces valeurs de s et 1 — s a la

lace de r et 1 — » dans V'expression de R du numéro précédent
P p ’
31
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faisant ¢ == 459, et prenant # = 2, on trouve
R = 0,99682,

pour la probabilité que le nombre des députés €lus par la majorité,
serait compris entre les limites 392 5= 21, et ceux de la minorité
entre les nombres 67 == 21. L’amplitude de ces limites est considé-
rable relativement au nombre @, parce que « n’est pas extréme-
ment grand.

Je suppose toujours que la différence b — a soit 4 peu pres le
vingtiéeme de ¢; mais je prends pour p un nombre pair. Je fais,
en conséquence,

@ = 459, p= 436, c= ap = 200124,
et, en. outre,
a =95064, b= 1o5060.

On aura toujours ¢ = — % ; '‘mais il faudra prendre pour 3 la pre-
miére valeur du numéro g1. De cette maniére, on trouvera

v = 0,74006, ‘—/'—_-l/;we-"dt = 0,14764;
et il en résultera
s =0,84279, 1—s=o0,15721.

Mais ¢ étant un nombre pair, le cas de m = n est possible; d'a-
pres la formule (31), sa chance est & = 0,02218; et si I'on en
ajoute la moitié i la valeur de s, on a s = 0,85388; quantité treés
peu inférieure a celle qui a lieu quand p est impair.

Afin de montrer l'influence de I'inégalité des nombres d’électeurs
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dans les différents colléges, je supposerai que la moitié du nombre

total des électeurs soit répartie également dans le tiers des colléges,
et 'autre moitié dans les deux autres tiers.

Pour appliquer les formules précédentes au premier tiers, je ferai
alors

=153, p= 654, ;ap=100062;

olm

et, pour les appliquer aux deux derniers,

ja=2306, p==327, 3%ap= 100062

Je supposerai, en outre,
a= g5062, b = 105062, c = 200124;

de maniere que la différence entre la majorité et la minorité soit tou-
jours 2 peu pres un vingtieme du nombre total des électeurs. Daus le
premier cas, ou ¢+ est un nombre pair, on trouve

s = 0,894239, 9=0,01376, s - 30=0,90117;
dans le second, ol est'impair, on obtient

s =0,81981;

il en résulte donc
r = ;(0,90117 -4 0,81981) = 0,86049,

pour la chance moyenne d’une élection dans le sens de la majorité;

laquelle surpasse un peu, comme on voit, celle qui a lieu quand tous
les colléges sont composés d’'un méme nombre d’électeurs.

Lorsque la différence &6 — a entre la majorité et la minorité vient

a augmenter, la chance des €lections dans le sens de la minorité

diminue trés rapidement, de telle sorte qu’elle est bientdt presque

nulle. Pour le faire voir, je suppose les électeurs répartis en nom-
31..
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bres égaux dans tous les colléges; je prends pour e, ¢, ¢, les mémes
nombres que dans le premier exemple ; et je fais, en outre,

a= 89835, b= 109830;

ce qui rend la différence &6 — a a trés peu pres le dixieme du nom-
bre ¢, et double de ce qu'elle était dans cet exemple. Je trouve
alors

s'=0,98176, 1 — 5=0,01824;

en sorte que la chance d’une élection dans le sens de la minorité n’est
plus que d’a peu pres unsoixantieéme.A cause de la petitesse de s, c'est a
la formule du n° 81 qu’il faudra recourir pour déterminer la proba-
bilité P que le nombre de. fois qu’une telle élection aura lieu dans le
nombre total des colléges électoraux, ne surpassera pas un nombre
donné n. En faisant, dans cette formule,

w=oa (1—s)=8,3713, n=15,
ou en déduit

P = 0,g8713, 1 —P =o0,01287;

>

ce qui fait voir qu’il y aurait 2 peu prés cent 4 parier contre un
que la minorité n’élira pas plus de 15 députés. En élevant la diffe-
rence entre la majorité et la minorité a 30000, c’est-a-dire aux trois
vingtiémes du nombre total des électeurs, on trouve que la chance
1 — s s'abaisserait au-dessous d’un milliéme, et qu'’il serait fort pro-
bable que la minorité n’élirait pas un seul député.

S’il en élait ainsi, le gouvernement représentatif ne serait plus
qu’une déception, puisqu’une minorité de Qo000 sur 200000 électeurs
ne serait représentée que par un trés petit nombre de députés, et
qu’une minorité de 85000 n’aurait plus qu’une trés faible chance d’a-
voir un interprete dans la chambre élective. 1l suffirait que dans I'in-
tervalle de deux sessions, trois vingtiémes de la totalité des électeurs
changeassent d’opinion, pour que la chambre entiére passat de la
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droite &4 la gauche, d’une opinion a Vopinion contraire. Mais les
€lecteurs dont chaque collége est composé ne sont pas pris au hasard,
comme notre calcul le suppose, sur la liste des électeurs de toute la
I'rance ; et dans chaque arrondissement, I'opinion prépondérante se
forme et se maintient par des causes particuliéres, telles que les inté-
réts de la localité,, I'influence du Gouvernement et celle de quelques
citoyens. Toutefois, il était bon de signaler 'extréme mobilité que
le hasard pourrait produire dans la composition de la chambre élec-
tive, pour de trés petits changements dans la proportion des électeurs
qui ont une opinion et de ceux qui appartiennent a4 Yopinion con-
traire.
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AV MA VAV N

CHAPITRE IV.
Suite du calcul des probabilités qui dépendent de trés grands nombres.

(94). Nous allons maintenant nous occuper des formules relatives
aux chances variables; ce qui nous conduira 4 démontrer les trois pro-
positions générales énoncées dans les n** 52 et 53, et dont nous avons
conclu la loi des grands nombres.

Considérons une série de # ou m -~ n épreuves successives, pen-
dant laquelle les chances des deux événements contraires E et F va-
rient d’'une maniére quelconque. Désignons ces chances par p, et q, a
la premiére épreuve, par p, etq, ala seconde, par p, etg, a la der-
niere ; de sorte qu'on ait

pta=1, poq= Lot P, +q“ = 1.

Appelons U la probabilité que E et F arriveront suivant un ordre
quelconque, m fois et » fois. D’apres la regle du n° 20, U sera le
coefficient de #™v" dans le développement du produit

(up, + vq,) (ups =+ vq,). . . (upr + ¥q, )

Or, si I'on fait

U= e"V—_‘, V== e—“V:—',

le terme Uumo" de ce produit deviendra Ue(™ — "=V~ et tous les autres
termes renfermeront des exponentielles différentes de etm—m=V—1;
d’ou 'on conclut qu'en désignant ce produit par X, en le multipliant,
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ainsi que son développement, par e~ (" —"=V—=i dx , et intégrant
ensuite depuis x = — 7 jusqu’a x = 7, tous ces autres termes
disparaitront, et 'on aura simplement

f: Xe—m—mzV=1 = 27U ;

ce qui résulte de ce que si i et-i’ exprimant deux nombres entiers,
positifs, négatifs ou zéro, dont le premier serai=m — n, on aura

f T eizV=le—ic V—_‘dx:_.-f _,r [cos(é'-i)x~+ sin(i'-i)x B Jdx =,
quand i et ' différeront 'un de l'autre, et, en particulier,
fﬂ e=V =i ¢ ~izV =l dy = a7,

dans le casde i’ = i.
Nous aurons, en méme temps,

up, =+ vg=cosx 4 (pi — q)) sinx\/—1;
et si nous faisons
cos*x = (pi — qu)°sin*x =p/,
il y aura un angle réel r;, tel que l'on ait

% COSXT == COSI, :—I (p; — qu)sin x =sinz;
d’ou il résultera
up) + vg = p eV,
Le signe p; sera ambigu; pour fixer les idées, nous regarderons
cette quantité comme positive. En faisant, pour abréger,
Pifaps- o op =Y,
reArret. W=7,
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le produit désigné par X deviendra

X = Yer:T;

et nous aurons, en conséquerice ,
1 k4 ‘/—y T .

U:—f Ycos[‘y'—(m—n)z‘]dx+———f Ysin(y — (m— n)x]dx.
27 P 27 -—

Pour des valeurs de x égales et de signes contraires, les valeursde r,
le seront aussi, et celles de ¢, seront égales; par conséquent , la seconde
intégrale définie s'évanouira, comme étant composée d’éléments deux
a deux égaux et de signes contraires; et cela devait étre, en effet,
puisque U est une guantité réelle. Pour des angles x suppléments
I'un de Vautre, les angles r, le seront également , d’apres les expres-
sions de cosr; et sin7y; 1a somme des deux valenrs de y — (m — n)x
qui leur correspondront, sera donc uwr — (i — n)7 ou 2nw, et
conséquemment le cosinus de y — (m — »)x ne changera pas :
il en sera de méme a I'égard des valeurs de Y; cn sorte que les élé-
ments de la premiére intégrale définie, correspondants a x et
7« — X, seront égaux, aussi bien que ceux qui répondent a x et — .
En supprimant donc la deuxieme intégrale, réduisant les limites de

la premiére a zéro et 3 w, et quadruplant le résultat, nous au-
rons simplement

U= ;foi_’"Ycos[j—(m-— n)xldx. (1)

L’intégration indiquée s’effectuera toujours sous forme finie, parles
régles ordinaires. Mais quand g ne sera pas un grand nombre, cette
formule ne pourra étre d'aucune utilité pour calculer la valeurde U;
quand, au contraire, ce nombre sera trés grand, ou déduira de
cette formule, comme on va le voir, une valeur de U aussi ap-
prochée quon voudra.

(#5). Chacun des facteurs de Y se réduit a l'unité pour x =o,
et est moindre que 'unité pour toute autre valeur de x, comprise
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dans les limites de I'intégration ; il s’ensuit que quand u-sera un tres
grand nombre, cec produit sera généralement une tres petite quantite,
pour toutes les valeurs de & qui ne seront pas tres petites, et que Y
s'évanouirait, pour toutes les valeurs finies de x, si u devenait infini.
11 'y aurait d’exception que si les facteurs de Y convergeaient indéfi-
nimen! vers I'unité; car on sait que le produit d’'un nombre infini de
semblables facteurs, peut avoir pour valeur une quantité de grandeur
finie. A cause de

Pt = 1 — 4pgsin*x,

cette circonstance supposerait que l'une des chances des deux évé-
nements E et F, ou leur produit p,q,, décrit indéfiniment pen-
dant la série des épreuves. En excluant ce cas particulier, on
pourra donc, dans le cas ol1  est un trés grand nombre, considérer
la variable x comme une trés petite quantité, et négliger la partie
de Tintégrale précédente, qui répond aux autres valeurs de x.

En développant alors suivant les puissances de x*, on aura, en
série tres convergente,

o= 1 — 2pg* + (5pq — 2P°gh)at — etc,
et, par conséquent,
log pr = — opgix* =+ (5 pqi — 4pigi)at — etc;
d'ou l'on conclut
logY = — ph*x* - p (3 k* — ")zt — etc.,
en faisant, pour abréger,
aSpq = pk*, 42pigt = pk*, etc.,

et étendant la somme = depuis { = 1 jusqu’a i = . Si l'on fait
aussi
2 = 2
Vin’
52
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que 'on considére la nouvelle variable z comme une quantité tres pe-
tite par rapport & \/p1, et qu'on néglige les quantités de l'ordre de

. I . ’
petitesse de bt il en résultera

Y = ez,

D’aprés les valeurs de p, et de sinry, on aura de méme

n=(p— x4+ 3 (p— @) ppx® + ete.

Je désignerai par p et g les chances moyennes de E et F pendant

toute la série des épreuves, de sorte qu'on ait

p=}‘2p,, q=£2q,, P+ qg=r1;

la somme = s’étendant toujours depuis i = 1 jusqu’a i = . Je ferai

aussi, pour abréger,

54;‘ E(p—q) pgi==h.

En conservant seulement les quantités de I'ordre de petitesse de v

on en déduira d’abord

2 (p — ~ . zh
y=1:z(p q)\/ﬂ«+v;,

et ensuite
cos[y — (m — n)x]=cos (2g V. )— :_;_’_i sin (2g \/&),
) ®

ou l'on fait, pour abréger,

P=2=G=D=s

1
-3

©

Je substitue ces valeurs de Y et cos[y — (m — n)x] dans la for-
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mule (1), et j’y mets — - dz au lieu de dx; il vient

Ve

= W—V—#[/‘e"’\"f cos(zg \/;c-)-—- —‘—ﬁ—; fe—"'”‘za sin (zg \/ﬁ)dz:]

Le cas ou les valeurs de p, et g, décroitraient indéliniment ayant été
exclu, 4*ne peut étre une trés petite quantité; pour des valeurs de z
comparables 4 \/p, 'exponentielle e—*'=* sera donc insensible ; et quoi-
qu’on ne doive donner a cette variable que des valeurs trés petites par

rapport 3 \/p, on pourra maintenant, sans altérer sensiblement
l'intégrale, I'étendre au-dela de cette limite, et la prendre, si l'on
veut, depuis z = 0 jusqu’a z=0o . D’aprés une formule connue, on
aura alors

HE?

® ko - x Tk
f; e—+* (coszg V) dz =‘/—/:’e ™

2

en différentiant successivement par rapport a g et a £, on en déduit
&3’

® . — o 2 - k3
f; e—kz2g3 (sm 28 Vu)dz:%:—"- (3 -+ g%, e ! ;

et au moyen de ces valeurs, celle de U devient
e’

= ! T #s">
v Iz 4/{5;/,,,‘< +oF

_ug
A raison de l'exponentielle e - , cette probabilité sera insensible

1
—=; mais a cause de

Ve

p+q=1 et m+4 n=y, cette quantité g ne peut étre de cet ordre de

dés que g ne sera pas de l'ordre de la fraction

. \ . T ’ ’ m
petitesse,, a moins que cela n’ait lieu séparément pour p — = etqg —;_':,

qui sont d’ailleurs des quantités égales et de signes contraires; sidonc
32..
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on fait
p m _M q n_ __AB__ g= 2k
# Ve’ # Ve’ Ve

la probabilité U n'aura de valeurs sensibles que pour des valeurs de 6,

positives, négatives ou zéro, mais trés petites par rapport a \/p, et
il en résultera finalement

U= 1 -8 — RS

kv np 2k Vﬂ'

pour Ja probabilité que les nombres m et r auront pour valeurs

(3 4 208 e, (2)

m== pp— Ok \/p, n=qr+0kVp,

cest-a-dire, des valeurs qui s'écarteront trés peu d’étre proportionnelles
aux chances moyennes p et ¢ et au nombre p des épreuves.
(96). Pour quc m et 1 soient des nombres entiers, il faudra que 8

soit un multiple de —5=ou zéro. En faisant §= o dans la formule (2),

kY g

on aura pour la probabilité que iz et r seront précisément entre

1
kY me
eux comme p et ¢. En désignant par ¢ une quantité positive, multiple

de IT:/_—; faisant successivement dans cette formule § = —tetf =¢;
Ve

et ajoutant les deux résultats, leur somme -——e"" exprimerala pro-

kY 7p
babilité que m sera 1’un des deux nombres pu 5= kt Vi, et n l'un de-
deux nombres gu = k¢ \/u. Soit

1
—=d\;
kY e
désignons par zun multiple donné de &'; faisons successivement, dans
la somme précédente, t = d, = 2d, = 5J\,.... jusqu’a £ = u; repré-
sentons par R la somme des résultats, augmentée de la valeur de U
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qui répond & § = o; nous aurons

R= =+

pour la probabilité que les nombres m et  seront compris entre les
limites

pr F ukVie, quEuk\Ve,
ou égaux 4 l'une d’elles.

La somme Z se rapportera aux valeurs de ¢ comprises depuis t=d
jusqu’a t= u, et croissantes par des différences égales & J'; mais on
pourra la remplacer par la différence des sommes de e—*, prises de-
puis t=J jusqu'a =00 , et depuis t = u + J jusqua t=cc. Au
moyen de la formule d’Euler, déja employée dans le n° g1, cette
derniére somme, multipliée par J', aura pour valeur,

® &
f e~ dt — -¢—v,
u 2

au degré d’approximation ou nous devons nous arréter, c'est-a-dire
en négligeant le carré de J'. Si 'on y fait # =0, on aura aussi

':' \/7’ - 'n,' J\:
pour la somme étendue depuis £ = J' jusqu’a £ = o et multipliée

par J'. Par conséquent, sil'on retranche de cetle derniére quantité la
précédente, et quon divise par J', on aura

. 1 — tL* T T,
Se—t =_5 \/”_3/" e ‘dt—-2-+;e v

pour la somme comprise dans 'expression de R; et en ayant égard a
la valeur de d', cette expression deviendra

-]
R=1— _2;= e—dt -—l—.: e—v, 3
Lorsque les chances p, et ¢, sont constantes et conséquemment

égales aux moyennes p et g, on a £ =\/2pq; ce qui fait coinci-
der cette formule (3), et les limites précédentes de m et n, avec
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la formule (17) du n° 79, et les limites auxquelles elle répond, Cette
coincidence de deux résultats obtenus par des méthodes aussi diffé-
rentes, pourrait servir, au besoin, de confirmation 4 nos calculs.

En prenant pour ¥ un nombre peu considérable, tel que trois
6u quatre, on rendra la valeur de R tres peu différente de l'unité.
Il est donc &4 peu pres certain que dans un trés grand nombre n

7

’ m n ’ .
d’épreuves, les rapports = et ; s'écarteront trés peu des chances

moyennes p et ¢, dont ils approcheront de plus en plus, 2 mesure
que x augmentera encove davantage, et avec lesquelles ils coincide-
raient rigoureusement si p. pouvait étre infini; ce qui est déjala pre-
mieére des deux propositions générales du n° 52.

(97). Soit maintenant A une chose quelconque, susceptible de
plusieurs valeurs positives ou négatives, et que nous supposerons
des multiples d'une quantité donnée @w. Ces valeurs seront com-
prises depuis aw jusqu’s 6w inclusivement, de sorte que 6 — @ 4 1
soit leur nombre; @ et € désignant des nombres entiers ou zéro, dont
le second surpassera le premier, abstraction faite du signe : on aurait
€ = a, si A n'était susceptible que d’'une seule valeur. Non-seulement
a chaque épreuve que I'on fera pour déterminer A, toutes les valeurs
possibles seront inégalement probables, mais on supposera, pour plus
de genéralité, que la chance d’'une méme valeur varie d’'une épreuve
4 une-autre. Si 72 est un nombre quelconque, compris entre « et €,
ou égal 4 I'une de ces limiies, on désignera donc la chance de la va-
leur ne de A, par N, 4 la premiére épreuve, par N, a la seconde
épreuve, etc. Cela posé, s élant la somme des valeurs de A qui au-
ront lieu dans un nombre . d’épreuves successives, il s’agira de déter-
miner la probabilité que ccltc somme sera comprise entre des limites
données.

Appelons d’abord 11 la probabilité qu'on aura précisément s =ma,
en désignant par m un nombre donné, compris entre « et €, ou égala
I'une de ces limites. Si I'on forme le produit

=N,t" . ENg™  ZENgg™ ... =N ",
m

dans lequel ¢ est une quantité indéterminée, et les sommes Z s’éten-
dent atoutes les valeursde n, depuis » = jusquan =E6; et si 'on
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développe ce produit suivantles puissances de ¢*, il est aisé de voir queIl
serale coefficient de £™ dans ce développement. Cela est évident, dans le
cas de p=t. Quand p=2, si l'on représente par n'w et n"» deux expo-
sants de ¢ pris, 'un dans la premiere et Vautre dans la seconde somme =,
il est évident que la valeurme de A pourra arriver d’autant de maniéres
différentes que lequatxon n + n'' = m aura de solutions distinctes,
en prenant pour n' ctn” des nombres compris depuis & jusqu’a €; la
probabilité de chacune de ces maniéres sera le produit des valeuns
de N, et N., qui répondent a chaque couple de nombres n et n';
par conséquent , la probabilité totale de s = mw aura pour exp1 ession
le coeflicient de ™ dans le produit des deux premiéres sommes =. Ce
raisonnement s’élendra sans difficulté aux cas de ¢ = 3, = 4, etc.
Lorsque toutes les quantités N,, N,, Ny, etc., sont égales, leur pro-
duit se change dans la puissance & de I'un des polynomes qui répon-
dent aux sommes =, et ce cas a été considéré dans le n° 17.

Cela étant, par une considération semblable a cclle qu’on a employée
plus haut, si nous faisons
’ = etV =1,

etsi nous désignons par X ce que deviendra le produit des # sommes =,
nous aurons

1 % oy
M=_ 7 Xe-mV=id.

Soient actuellement iet i’ deux nombres, donnés, et P la probabilité
que la somme s sera comprise entre iw et {'w, ou égale 4 'une de ces
limites; la valeur de P se déduira de celle de IT en y faisant suc-
cessivement m = i, =i-41, =i -4 2,.... = i'; et la somme
des valeurs correspondantes de e~ ™V =t ayant pour expression

vos L Cvm_ sG]

il en résultera

=Y M R COU S FY)

sin 14
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Pour simplifier cette formule, je supposerai que w soit un infiniment

petit; je prendrai, en méme temps, pour i et ' des nombres infinis ;
et je ferai

iw=c—¢iw=rc4¢ 0=0wx, d = wdr;

cete étant desconstantesdonnées,dontlaseconde sera positive, afin qu’on
ait i > i, comme le suppose 1'expression de P. Les limites de I'intégrale
relative 4 la nouvelle variable & seront %= . On aurasinif =% wx;

et en négligeant == par rapporta i eta #, cette vaieur de P deviendra
P = l/w Xe ==V sinex & (4)
T rx) —w» '

Lies valeurs possibles de A croissant actuellement par degrés infiniment
petits, il faudra supposer leur nombre infini, et la probabilité de cha-
cune d’elles infiniment petite; en désignant par a et b des constantes
données, et par z une variable continue, on fera donc

aw = a, 6w = b, nw = z;
on aura, en méme temps,

"= sV =1 ;
et I'on fera aussi

N, = of2, N, = ofiz, N;= ofs, etc.

Chacune des sommes = contenues dans X se changera en une intégrale
définie, dont a et b seront les limites; et en prenant & pour la diffé-
rentielle de z, on en conclura

b z oy by j—y boxry =
x=/; e’V"ﬁzdz.f &V 'j;zdz.....ﬁeuv_'f”zdz, 5)

pour le produit de u facteurs qu'on devra substituer dans la formule (4)
ala place de X.

(98). Cette formule exprimera la probabilité que dans le nombre g
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d’épreuves, la somme des valeurs de A se trouvera comprise entre les
quantités données ¢ —¢ et ¢ 4 e. A la n™ épreuve, la chance
infiniment petite d’une valeur z de A est f,zdz; et toutes les valeurs
possibles de A étant, par hypothése, comprises entre @ et b, et 'une
d’clles devant avoir lieu certainement & chaque épreuve, il faudra
qu’on ait

I3
f Jaztlz = 1;
a

la fonction f,z pourra d’ailleurs étre continue ou discontinue, pourvu
qu’entre ces limites a et b, elle soit une quantité positive.

Si la chance de chaque valeur de z ne change pas pendant les
épreuves, la fonction f,z sera indépendante de 7; et en la représen-
tant par £z on aura

X =<ﬁb§zV:fzdz>F, f;bfzdz= 1.

Si, de plus les valeurs de A sont également prohables, fz sera une
constante qui devra étre — b’ pour satisfaire & la derniére équation.
En faisant

a=h—g, b=k + g,

on aura donc

fr= L, f Yews V=1 f s = s";é'x ehsV
13

au moyen de quoi la formule (4) deviendra

sin gx Fsm x
f . ( £ cos(ph — c)axdx

V_lf__.w (smgx "sntnz in (th — ¢ )adz,

ou simplement

f (sm gx\F sinex 'z (Pﬁ —_— c)xd.z: ’ ©
33



258 RECHERCHES

parce que la seconde intégrale s’évanouit comme étant composée d’é-
léments qui sont deux 4 deux égaux et de signes contraires, et que
ceux de la premiére sont deux & deux égaux et de mémes signes.

L’exposant g étant un nombre entier et positif, je vais faire voir
que cette valeur de P s'obtiendra toujours sous forme finie, en rédui-
sant la puissance = de singx, en sinus ou cosinus des multiples de g,
au moyen des formules connues, savoir :

\

=2 cos(u—4)gx |

2"sin"gx..-—=(...l)5#|: cospgx — p. cos(p — 2)gx -+ ad

— T BT cos (n —6) g - etc]

1.2.3 -

D u~—1)
2¥sin” gar = (—1)? (v [ mpgx—psm(y—z)gx—i—

[4-“—[ .;c--z

T3 Sm(#—ﬁ)gx-f-etc]

Lsin (r=—4) gx

qui sont composées chacune d’'un nombre fini de termes, et dont la
premiére a lieu quand le nombre g est pair, et la seconde lorsqu’il est
impair.

(99). Pour cela, j'observe que I'on a, comme on sait,

°°smvyx
ﬁ doe ==k L7,

en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que la
constante 9 sera positive ou négative. Soient et &, deux autres quan-
tités positives; mettons 6x et 6dx a la place de x et dx, ce qui ne
changera rien aux limites de I'intégrale ; nous aurons

© sinGyx 1
f 4 der===-7; )
o x 2

3

L

et en multipliant par d€, et intégrant ensnite depuis € = 1 jusqu’a
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€ = «, il en résultera

f;oo(c'osyx— COs ayx) g; == % 7 (1 =—a)y. (8)

Cette équation subsistera évidemment pour y = o, quoique celle
dont elle est déduite n’ait pas lieudans ce cas particulier. Son premier

®
membre est la différence des delx intégrales f cos ayx ‘-if et
o

* dzx . . .
f cosyx -z, dont chacune a une valeur infinie. Pour cette raison,
o

il n’est pas permis de les considérer isolément, et de changer la va-

riable 2 dans l'une, sans la changer dans 'autre. Ainsi, en mettant

Zjet‘i—x a la place de x et dx dans la premiére, elle deviendrait

«© dx . . . .
o f cosyx —; et en divisant les deux membres de I'équation preé-
[}

cédente par 1 —a, on aurait
® dr _ __ 1 .
o COS?.TE;—_'-;W}',

ce qui serait absurde. La méme remarque s'applique a toute intégrale,
comme le premier membre de I'équation (8), qui a une valeur finie,
résultante de la différence de deux intégrales infings.

Je multiplie cette équation (8) par; oy ; puis jintegre ses deux

membres, en assujétissant lears intégralesa s’évanouir quand 3 =o;
ce qui donne

-] H4
2 . sinayx \ dx o
= X — —_ = q: -_—) —.
wfo <Sm) @ x3 (l ) 1.2

En intégrant une seconde fois de la méme maniére, il vient

2 % coSdyx I — d.z_ 23
2, (s — =05+ 5o ) G=E0 —a)

33..
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une troisitme et une quairieme intégration donneront de méme

¢

f [smy.z--f‘ﬂi‘!ﬁ_ (1—a)y ___:!:(1 )‘_:3_4,

a?

coswyz 1—a8 | (1—ef)y* v,
f [cosyx + o+ :]xb:q—(l_u)'l?ﬂ.s’

et en continuant ainsi, on parviggdrait a des équations de cette forme

1
7‘“

ol
f [sinye— S'"M‘*"'—‘)C]—yrx‘*(—’f (t—e) 53w

2 (1)

la premiére répondant au cas ol p est un nombre pair, ct la seconde au
cas ou p est impair. Les quantités € et C’ sont des constantes déter-
minées, qui dépendent de @ et?), et dont les expressions, faciles a
former, nous seront inutiles a connaitre. .

Je mets successivement, dans chacune de ces équatious, ) =-¢ ety —¢
au lieu de 3 ; et par la soustraction des résultats, j’en déduis

f ECOS” Sin 6 — cos«)x sin a«x+( —a)D] s

l

= ok (:,%)—3‘—”)[(7+)“ —(y—9*],

4[ [smyx Sinex — AnLYE Sinar ~+ (1—a)D’ ::_,

F--l e
— (—l) ( - u)
— = 123_” [(7+€)F_(7"‘5)'u];

D et IV étant des constantes diflérentes de C et C'. Je mels encore suc-

cessivement 3 -}- (. — 2n)g et 3y — (. — 2n)g a la place de 3 ; et par
Paddition des résultats dans la premiére équation, ct la soustraction



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 261

dans la seconde, il vient

- l C — } ( I
. COSa p—zn)g.z‘cosuy rSINAdsx
fad SYXLSINIZ—=— + — E
f OS( n)gxco Y 11 ( ‘) ’ 1

4
— 2
- Qﬁ?.}.‘L.H (vteg —2ng +OF £ (o —ug +2ng 4ok

= (v +wg— 208 =) (y —pg 208 — 4],

8 r°r. . sine(px—2n)g. Tcoswy xsinetx ,
;]: [sm(y—zn)gcosyxsmer'— ot 4+ —a)]‘ F‘
_—=a)( :) = ~
—a) (—
T 23 (£ + 8 — 2n8+)# 5= (y—wpg + 2ng 4-)#

’-t('y-l-f‘g— 2ng — ¥ £ () —pg 4 2ng —)F];

E ct E’ désignant aussi des coustantes différentes de D et D’. Eu don-
nant & 7 les valeurs successives 0, 1, 2, 3, etc.; faisant, pour abré-

ger,

u=[cos pgx— 1. COs (p==2)gx = £ :l cos(pu — 4)gax

COs yx sin ex

poofe=1 . =2
— =5 cos(p — 6)gx —{-—etc.]—x,‘_l ;

v =[sin',ugx -—,usin (p=—2)gx -+ ’LF—E—' sin (e — 4)gx

Pope—1  po=— €0s 9x sinex
- sm({x— 6)gx - etc. ] —‘x”’_' 3

et désignant par «’ et v’ ce que deviennent et v, quand ony change
a en ax, on déduit des équations précédentes

—a)F —_
Sf [u u +(l )] 9‘—:—)3(- (r+r'—r—r),
, -(/4— )
l-—a)[‘ (1—a) (—1) (r—r’—r,-}-rj);

8
oA x"_ 1.2.3.
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F et F’ étant encore des constantes différentes de E et E’. On a fait,
dans ces derniéres équations,

Te=cke(y pg e Ep(y H-ug — 28 -+ ) *=EE T (g dug—4g o)

SRAE B2 (o pg — 6g - o) - ete. 5

et 'on a désigné par I”, ce que T devient quand on y change le signe
de g, etpar T, et T’, ce que deviennent T et I’ par le changement du
signede €. Or, en renversant I'ordre des termes de T et T',/, qui sont en
nombre fini, il est facile de voirque 'onaT’==T et T,/ =T, quand ¢
est pan', I'= —T et I/=—T, quand p est impair; au moyen de
quoi les équations precedentes devwnnent plus simplement

if‘
4 Q* (1 — )FJdx__ (1—) (—1)*> (r'—T))
_‘/’ Eu 2

T et _Jat 1.2.3.. . ’
e (9)
4 (l —-cz)F' _ (1—a)(—1)? ([' r )
f [ et x’ = 1.2.3..08

Dans chacune des deux quantités T et T, que ces équations renfer-
ment, on devra, d’aprés I'origine des doubles signes de leurs différents
termes, prendre le signe supérieur ou le signe inférieur d’'un terme
quelconque , selon que la quantité qui s’y trouve élevée a la puis-
sance p sera positive ou négative.

Maintenant, en vertu des équations (7), on a

® udr __ u dz
. 3 (— 1) o [ sin gx cosyx sinex prt

x*

® ydx ’("‘ 2 @ ® . dz
iand —_ M =
f; = (—1)* 2 /; sinkga cosyx sinex ——

x]
. & S
Les intégrales contenues dans les seconds membres de ces équations

d
sont des quantités finies; les intégrales f et f &5, etparsuite,
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celles qui s'en déduisent en y mettant 2 et ¢’ au lieu de « et v, ont
donc aussi des valeurs finies; par conséquent, la remarque relative
a Jéquation (8) ne s'applique plus aux équations (g). Or, en met-

tant Set Z a la place de x et dx, dans les intégrales qui yépondent
a @

a ' et v, nous aurons

® wdx udx ®Jdx vdx
e, [T
o X o =T o X

au moyen de quoi et des formules précédentes, les équations (g) se
changent en celles-ci :

4 'ad o — P—I"
[zf sm"ga:t_os/xsmsx—-f-(—) Fj xF+l =iaan

1
4 Ff” - . dx 3 &=1) ,f“ dz |___r—T
”[2 . sin grcos'yxmnexx"_‘_!-l-(—l) . a:“”"] "y 3” =

® dx
. 90 , ’ LI s 0] (3 ’ .
Mais l'intégrale /; — ctant infinie, ces derniéres équations ne pour-

raient pas subsister, si les constantes F et F/ n’étaient pas nulles; il faut
donc qu'on ait identiquementF = o et F' = o0; ce qu'on pourrait
d’ailleurs vérifier, si cela était nécessaire. Cela étant , les deux derniéres
équations se réduiront a une seule, savoir :

b [ sin® x cosyz sinexr =TT,
2.2 j; sin™ g P4 241 1.2.3. 0.7

qui aura lieu pour les deux cas de 4 pair et def impair; etsil'on y fait
Yy = yk --C,
é qu'on ait égard a Ja formule (6), on en conclura finalement

—r
2(agf =y, (19)

.




264 RECHERCHES

pour I’équation qui fera connaitre la valeur de P sous forme finie, et
qu'il s'agissait d’obtenir.

(100). Dans e cas de p=1, ou d’une seule observation, P est la
probabhilité que la valeur de A qui doit, par hypothése , étre comprise
entre les limites données e et b, ou h—g et 2+ g, le sera,d’apres I'obser-
vation, entre les limites aussi donnéesc —¢ et ¢ 4-¢. Si ces derniéres
limites renferment les premiéres, on devra donc avoir P=1; si, au
contraire, ce sont les derniéres limites qui sont renfermées dans les
premiéres, P devra étre le rapport de I'intervalle 2: desderniéves a I'in-
tervalle 2g des premiéves ; si les derniéres limites tombent toutes deux
en dehors de I'intervalle des premieéres, il faudra qu'on aitP =o; si
¢ — ¢ tombe dans l'intervallede 2 — get & 4 g, et ¢ + & en dehors,
P devra étre le rapport dc I'exces de - g sur ¢ — ¢ a l'intervalle ag;
etenfin, si c'est ¢ < ¢ qui tombe dans l'intervallede 2 — get 2+ g,
et ¢ — e en dehors, il faudra que P soit le rapport de 'excés de ¢ 4 ¢
sur i — g al'intervalle 2g. Ces cinq valeurs différentes de P, savoir :

P — h-}-g—c-l-z’ P=C+e—h+g

P =, P=: P=o,
28 28 ’

se déduisent effectivement de I’équation (10), qui donne
I
P = Zg, (r - r/)’
pour p= 1. On aura, en méme temps, 3 = % — c, et par suile

E(hbg—ct)F@t—g—c+oe)

T =
=x=h+g—c=—e¢Fh—g—c—c%.

T

/

Dans le premier des cinq cas qu'on vient d’énoncer, on aura
ct+e>h+4getc—e<h —g; les quantités comprises entre les
parentheses seront positives dans T et négatives dans T ; il faudra, en
conséquence, prendre les signes supérieurs dans T et les signes infé-
rieurs dans T, ; et il en résultera

I'=2g, T,=—2g, P=1.
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Dans le seccond cas, on aura h+g>c—+ceth—g < c—e;on
devra prendre lés signes superieurs des premiers termesdeT et T, et les
signes inférieurs de leurs seconds termes; de sorte que l'on aura

-

T=2k—2c~42¢, T,= 2k — 2¢ — 2¢, P=gi.

Dans le troisieme cas, nous aurons z— g > ¢ =~ ¢; on devra prendre
les sigues supérieurs dans T et dans T, ; ce qui dounera

T=2g, I=2g, P=o0.

On pourra aussi avoir, dans ce troisieme cas, k- g < ¢ — €; ce qui
exigera qu'on prenne les signes inféricurs; les valeurs de T et T, chan-
geront donc de signe, et 'on aura encore P = o. Dans le quatrieme
cas, nous aurons c —e > h — g, c—e b4+ g, c4e>h+4 g; il
faudra prendre les signes inférieurs des deux termes de T,, le signe

supérieur du premier terme de T, ctle signe inférieur de son second
terme; d’ou il résultera

28

) ) h4-g—c+4:

T = 2k—2c+2§, INe=—2g, P= —2——,
Enfin, dm‘)s‘le‘cinquiéme cas, onaurac —e<h—g,c+e>h—g,
¢+ e< k-4 g. On prendra, en conséquence, les signes supérieurs
des deux termes de T, l€ signe supérieur du premier terme de T, et le
signe inférieur.de son second terme; ce qui donnera

' ' .. ' ctce—htgo
T=2g, T,=2k—a2c~ 2 P=T—£'

La vérification de la valeur de P relative au cas d’une seule ob-
servation, peut aussi se faire sur cette valeur générale, donnée par la
fovmule (4). Dans ce cas, sil’'on regarde f,z2 comme une fonction dis-
continue, qui soit nulle pour toutes les valeurs de z non comprises
entre les limites données a et 5; la probabilité P que la valeur de A

34 -
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devra tomber entre les limites ¢ ==¢€, sera évidemment

P = /.cc::‘j;zdz

a

Or, pour p= 1, on a, d’'aprésles formules (5) et (4),
—_ © b - —_
X=flbe"v_'ﬁzdz, P=7-r'-f (/; e"‘v""f,zdz)e"“v—' sinsxdf;

et en intervertissant 'ordre des intégrations relatives 4 x et z, el faisant
disparaitre les imaginaires, cette expression de P pourra s’écrire

ainsi

Lt *® sin(c + e—2)x ® sin(c——2z)x ,
Pt [ [T et e gy dinemmin g g,
Mais on a, comme plus haut,

o o
/; §l_n‘_:g x === -; 7y
selon que la constante 7 est positive ou négative; la différence des
deux intégrales relatives a x sera donc nulle ou égale a 77, selon que
les deux quantités ¢ 4-¢ —z et ¢ — e— z seroat de mémes signes ou de
signes contraires ; par conséquent, I'intégrale‘relative a z se réduira a
zéro pour toute valeur de z qui sera, ou plus grande que ¢ 4 ¢, ou
plus petite que ¢ — ¢; elle ne devra donc s’étendre qu’aux valeurs de =
comprises a la fois entre @ et &, et entre ¢ —¢ et ¢ -~ €; et puisque
nous regardous f,z comme nulle pour toutes les valeurs de z qui tom-
bent hors des limites @ et &, la valeur de P se réduira 4 l'intégrale
de fjzdz, prise depuis 3 =c — & jusqu’d ¢ 4 ¢; ce qu’il' s'agissait de
veérifier. : :

(1o1). Lorsque . sera un tres grand nombre, on pourra, par des
transformations semblables a celles du n° g5, changer la formule (4 )
en une autre qui fera connaitre la valeur approchée de P.
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Observons d’abord que la formule (5) peut s'écrire ainsi
b — b b —
K= [ oV =i ada eV =ifnds,. . [ eV z,ds,.

Faisons ensuite

( f:‘,’ fozn cosxz.dz.)’ - ( / :] J+2, 810 .7:z,.dz,,)I =p.*;

il y aura uu angle réel r,, tel que I'on ait

e 1 [ . .

- /; J2,€05 X2,dBa==COS T, 5 = f; Sz Sinxz,dz, = sinr, ;
et si l'on fait aussi, pour abreger,

PiPafs- - op, = Y,
r,+r,+r,...+r" =y,

la valeur précédente de X deviendra
X = YerV—i,
En la substituant dans la formule (4), on aura donc -

P —-if” Ycos(y—cx)sinexdﬁ+ ‘/—_fib/‘g<> Ysin(_y—cx)sinexd—x-

— xJ - 7 x T -0 x’
et comme les €léments de la seconde intégrale sont deux a4 deux
égaux et de signes contraires, et ceux de la premiére, deux a deux
égaux et de mémes signes, cette valeur de P se réduira a

P=92-rf; Ycos(y—-c;x)sinexd;x. (11)

Pour x = 0, 0n a p, = 1; et pour toute autre valeur de x, celle
34..
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de p, est moindre que l'unité. En effet, Pexpression de p*, peut
évidemment se changer en celle-ci :

b b, 7 A .
=ﬁ Saz cosazdz .ﬁﬂz cosz‘z’dz’-}-ﬁﬁ,z sinxzdz.f Ju2' sinxzd dz';
a

laquelle est équivalente a
b b
o= f; f; Jo2fot' cos x (5 — 2')dzdz’;

quantité moindre que /; Ii/::/;zﬂzledz’, ouque /;b £ 2d, _/: fidds,
pour toute valeur de x différente de 'unité; et, par conséquent, moin-
dre que l'unité, puisqu’on doit avoir f; bf,,zdz: 1 et /l bj,',z’dz’ = 1.

Cela pos€é, le nombre ¢ étant trés grand, il s’ensuit que dés que
la variable x ne sera plus trés petite, le produit Y, égal a I'unité
pour x = o, se réduira, en général, a une trés petite fraction
qui serait tout-a-fait nulle si g pouvait devenir infini. En faisant
abstraction, comme dans le n° 95, du cas particulier o2 Y con-
vergerait vers une quantité différente de zéro (*), nous pourrons
donc ne donner a x, dans l’mtegrale que contient la formule (11),
que de trés petites valeurs, a la limite desquelles la valeur de Y
soit insensible; de sorte qu’en faisant

Y = e—e’,-

la variable @ pourra étre supposée infinie a cette limite; et qu’en subs-
tituant cette variable a a dans lmtegratlon on.devra prendre zéro et
infini pour les limites de I'intégralé relative a 8.

Pour exprimer x et dx au moyen de 0 et df, je développe les valeurs
précédentes de p, cosr, et p,sinr, suivant les puissances de x. En

(*) Pour Pexamen de ce cas particulier et des singularités qu’il présente, je ren-
verrai & mon mémoire inséré dans la Connaissance des Tems, de 1827, et que
j’ai déja cité (n° 60 ).
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“mettant la lettre z au lieu de z, sous les signes /; et faisant

b b . b .
/a zfheds=k,, fa 2*f2ds = k', fa B 2dz = K, , etc.,

nous aurons, en séries convergentes,

x* xt
PaCOST, = 1 — — K, 4 233 k", — etc.,

13
3 k', 4 etc.

Pasinr, = xk;, ~ —

En faisant aussi -

2

s (K — B) =T, g (B — B+ K%)=, ete.,

on déduira de ces séries

1 — x*h, + xtl, — etc.,
xk, — x%g, - etc.;

P

Ts

et de cette valeur de p,, on déduira ensuite
logp, = — %, + x4(l, — 3 k%) —.etc.
Faisons encore
Sk,=pk, Zh,= F.h’ 38, = pg, =, — 3 h’.):#l, etc.;

les sommes = s’étendant, ici et dans tout ce qui va suivre, depuis n=1
jusqu’a 7= ¢; nous aurons

logY = — 8 = — x'wh 4 2% — etc,;

d’ou l'on tire
163

9
X = —= + Y A + etC.,
dz  d) | Bdy
= =% t g +oetc
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et 'on aura en méme temps
j—cx_(ylc—c)x—-v ~- etc.,

cos(y — cx) = cos (phk — c)x + —=-= sin (pk—c) x4~ etc.

b-léﬂb

Au moyen de ces diverses valeurs, la formule (1 1) devient
2 % . . d
P=- f e—% cos(pk — c)x sinex i
wJ o ]

2g_fm —$* sin (uk — ¢)a sin exe.0°d8,
xh\/ ¢k
en négligeant les termes qui seraient divisés par ¢+, et conservant x a
la place de sa valeur sous les sinus et cosinus.

Si nous prenons

(12)

¢ = uk,

cette formule se réduira a

P=§f e-e’sm—‘?— d_o’
7J o ‘/“,_ 0

en supposant que le rapport de ¢ a \/;L ne soit ,pas un grand nom-
]ne ce qui permet de réduire la valeur de ex a son premier. terme

\/ .. Or, 2 étant une constante indéterminée , on a, d’aprés une for-
2] 1

mule connue,

a?

ST S NS B T
foe cos‘/_hde_z\/vr_e H

#

’ KT d < . . . . ‘
en multipliant par —=, et intégrant depuise=o jusqu’a @ = ¢, on

Veh

en deduit

«?

- _ e
f o= sinp - @ = ! _f‘e B e ;
0 Veh ¢ 2V phJo

et en falsant

@ = 2t \pk, de= a\fpkdt, ¢ = 2uVpk,
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et observant qu’on a

il en résultera enfin

P-—l———/ e—vde, (13)

13

pour la probabilité que dans un trés grand nombre p. d’épreuves, la
somme s des valeurs de A sera comprise entre les limites

vk = 20 \Vuk,
ou, ce qui est la méme chose, pour la probabilité que les limites &

2u ‘/h
‘/— )

’ s ’ ’
comprendront la valeur moyenne z de A, résultante de ces yx épreuves

successives.
(102). En donnanta z une valeur peu considérable, qui rende néan-
moins la formule (13) trés peu différente de 'unité, on en conclura que le

napport Z différera prob’\blement fort peu de la quantité £ ; et comme

cette quantlte represente la somme des valeurs possibles de A, multi-
pliées par leurs chances 1espect1ves a chaque épreuve, et divisées par
le nombre p des épreuves, clest=4-dire la somme de ces valeurs mul-
tipliées respectivement par leurs. chances moyennes, il s’ensuit quc
cette conclusion coincide avec la proposition du n° 53 , qui se trouve
ainsi démontrée dans toute sa généralité.

Ainsi, dans un trés grand nombre w d’épreuves, il y aura toujours
une probabilité trés approchante de la certitude, que la valeur moyenne

de A différera trés peu de la quantité £ : la diﬂ'érence:-; — 4 diminuera
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ndéfiniment a mesure que p augmentera de plus en plus, et serait tout-
a-fait nulle si ce nombre devenait infini.

Si l'on construit une courbe plane dont z et f,z soient les coor-
données courantes, ellereprésentera la loi de probabilité des valeurs de A
dans la n'™ épreuve, en ce sens que I'élément f,zdz de I'aire de cette
courbe sera la probabilité infiniment petite de la valeur de A exprimée
par labscisse z. La courbe dont les coordonnées courantes sont z

eti 2/,z représentera de méme la loi de probabilité moyenne des

oy .o ) . . b
valeurs de A, relative & la série des p. épreuves; lintégrale f S22
a

étant I'unité, laire totale de cette courbe, depuis z = a jusqu’a z =24,
sera aussi l'unité; et si l'on appelle { I'abcisse de son centre de gra-
vité, on aura

.t b . ,
® /E—Ez.[:, zj’"zdz_g,

en sorte que celte abscisse est la quantité & vers laquelle converge,
dans tous les cas, la moyenne des valeurs de A. Cette quantité sera
zéro toutes les fois que par la nature de la chose A, ses valeurs
égales et de signes contraires seront également probables dans chaque
épreuve, c'est-a-dire lorsque: I'on aura f; (— ) = /-2, pour toutes
les valeurs de n et de z. '

La constante 2 devra étre une quantité positive, pour que les li-

. s . , . . ) s e
mites de - soient réelles. C’est aussi ce que I'on peut facilement véri-

\ - s b
fier. En effet, d’aprés ce.que A, represente ’ gt parce que _/; fiddd =1,

on peut écrire
b b, o b V.
2iz,'.= azj,,zdz.f;_ﬁ.zqzr—ﬁizﬁ.zdz./;z W2'dz,
ou, ce qui est la méme chose, PR
b S, 1
272,,=ff (z* — 22) fozf 2 dzedz
a «
ou bien encore :

2h, = f; ’ f: ‘b (2" — 2'2) fadlf 2dz'dz;
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ce qui donne, en ajoutant ces deux derniéres équations
’ L )

4hy = /: Ii/‘:(z— z’)f}‘,zj,',z’dzdz’.

Or, cette valeur de 4%, est évidemment positive, et ne peut pas non
plus étre nulle, puisque tous les éléments de I'intégrale double sont
positifs; par conséquent, il ensera de méme i I'égard de la somme =7,
el de 4.

Le cas le plus simple est celui d’'une égale probabilité de toutes
les valeurs possibles de A, pendant toute la série des épreuves. Quel
que soit 7, on aura alors

1
-ﬁ'z =r—a

. . - b,
afin que cette valeur constanted e f,z satisfasse 2 la condition f Jasdz=1;

et il en résultera
ho=k=1(a+?b), h=h= g(a+ab+b*)—3(at+b)"
Les limites de 5 dont la probabilité est P, seront, en conséquence,

1 (a+b);u(b—a)

et se réduiront 4 5 —— Vb , lorsqu’on aura @ = — 6. En prenant, par
™M

exemple (n° 82),
u = 0,4765,

. , s .
il sera également probable que la moyenne ; se trouvera comprise

en, dedans ou en dehors des limites (0,389) V— ; et si l'on ap=6o0o0,

. . s .
il y aura un contre un & parier que ,ues ’écartera pas de zéro, d’'une

quantité plus grande que la fraction ’47 de b, i trés peu pres égale
a (0,010)b.
35
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Ce cas est celui d’'un point M qui doit tomber & chaque épreuve sur
une droite dont la longueur est 25, et ou I'on suppose toutes les po-
sitions de M sur cette droite également probables : P est alors la pro-
babilité que dans un trés grand nombre p d’épreuves, la distance
moycnne de M au milieu de cette droite n’excedera pas la fraction
—== de sa demi-longueur 4. Si M devait tomber & chaque épreuve
sur la surface d'un cercle du rayon b, et que I'on supposit également
probables toutes les distances égales du point M i son centre, il est
c¢vident que la probabilité f,zc/z d’une distance z serait proportionnelle
a z;en la supposant constante pendant les épreuves, et observant que
toutes les distances possibles seraient comprises entre zéro et b, il fau-

. 22 e pe .ye L
drait prendre f,z = ;7 pour satisfaire & la condition ﬁﬂzdz =1;de
cette maniére, on aurait

hh=Fk= 2—(5, oh,=2h=1p — b*;
3 2 9
et P serait la probabilité que dans le nombre « d’épreuves, la moyenne
des distances du point M au centre serait comprise entre les limites
b b
YV

(103). Quoique nous ayons supposé (n° g7) lachose A susceptible de
toutes les valeurs comprises entre les limites a et b, mais inégalement
probables, les formules que nous avons obtenues n’en sont pas moins
applicables au cas ou le nombre de valeurs possibles de A est limité;
et pour cela, il suflira de considérer comme des fonctions disconti-
nucs, les fonctions f; z, f.z, fsz, etc., qui expriment les lois de pro-
babilité des valeurs de A dans les g épreuves successives.

Soicnt, en effet, c,, ¢,y €35... ¢,, un nombre vy de valeurs de z
comprises entre a et b; supposons que la fonction f,z soit nulle
pour toutes les valeurs de z qui ne sont pas infiniment peu différentes
de l'une de ces quantités c,, ¢,, ¢;,... ¢; en désignant par d un in~
finiment petit, supposo.is aussi qu’on ait

f:lj:ﬁZdz= 4] ./:':-:f,zdzzy,,‘,,,]:‘j'jJJJ;zdz= 7,

5
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de cette maniére, A ne sera susceptible que des » valeurs données c,,
€43 €35+ .. Cy, dont les probabilités respectives seront 3.1y ¥sy ¥s--+%,

ala r'™ épreuve, et pourront varier d’une épreuve 4 une autre, c’est-
a-dire avec le nombre r. Mais 'une de ces valeurs devant avoir lieu
cerlainement 4 la n“™ épreuve, il faudra que I'on ait

Nt rntryt..o4+p =1,

pour toutes les valeurs de 7, depuis 7z =1 jusqu’a 7= p. Cette somme
des quantités y,, %., 73, etc., sera d’ailleurs la valeur de l'intégrale

b ’ . . . b
f fa2dz, et cette équation remplace lacondition f Sazdz=1.
a a

Pour un indice quelconque i, on a identiquement

[#fozds = offizds + [(z — e)fuzdz,

[3usds = c2ffazds <= 20,f (2 — ¢) fazdz 4 [ (5 — ¢,)*/a2dlz.
Si I'on prend ces intégrales entre les limites ¢,== d', celles qui renfer-
ment le facteur z — ¢, sous le signe f's’évanouiront, puisque entre ces

limites, ce factcur est infiniment petit, et les autres auront 3, pour va-
leur. On aura donc

Citd ci+4-¢
j; s 2 5z == YiCy /; . 2 fzdz == y,c;
d’'ou l'on conclut
b .
_[:,‘Z./'"Zdz’ = %, Y€ -+ Y€ ... ¥y
b
ﬁ 2fazdz= 9,¢,* 4+ Y.C 4 7301;'_’_. o 3005

au moyen de quoi les quantités désignées par & et % dans le n° 101, de-
viendront

k =,l¢ 2 (36 = YCat oo o F06G),

p—ri -2—1‘; 2 [()’IC’A +7lc’l+ oo +7v C’y )—(cl}'l+cl7$+ e +cv yv )‘] ’

55..
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les sommes X s'étendant au nombre u des épreuves. Par conséquent,
la formule (13) exprimera la probabilité que la somme s des valeurs
de A, dans cette série d’épreuves, sera comprise entre les limites

ph == auy/ uh, dans lesquelles on mettra pour & et % les valeurs que

I'on vient d’écrire, et qui seront faciles a calculer, quand les v valeurs
) selq : »q

possibles de A et leurs probabilités respectives seront données pour

chaque épreuve.
Si ces probabilités sont constantes et, de plus, égales entre elles;

1 . .
leur valeur commune sera -, et 'on aura simplement

k=(e+a+e+ ... +06),
(et et .. . ))—(citCatC3+. . . 40c, )]

I
h= =
Supposons , par exemple,, que les valeurs possibles de A soient les six
numeéros marqués sur les faces d'un dé¢ ordinaire, que l'on projette
successivement un trés grand nombre de foisreprésenté par g ; abstrac-
tion faite de la petite inégalité qui peut exister entre les chances de
ces six faces, on aura

y=6, =1, =2, =23, ¢, =4, cs=05, c;=6;

d’ou il résultera
35
k= %’ h=2=>;

en sorte que la formule (13) exprimera la probabilité que la somme s
des numéros qu’on améngra dans les ¢ épreuves successives, sera com-

prise entre les limites
(e 0/
2 3

En prenant #=0,4765 et =100, il sera également probable que
dans 100 épreuves, la somme s sera comprise en dedans ou en de~

hors des limites 350 == 11,5.
(104).Maintenant considérons, comme dansle n® 52, un événement E
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d’une nature quelconque, dont I'arrivée puisse étre due 2 un nombre v de
causes distinctes, qui s’excluent mutuellement et qui sont les seules
possibles. Appelonsces causesC,, C,, Cs,. . .C,; soient ¢, la chance que
lacauseC, donnera a l'arrivée de E, quaud ce sera celte cause qui inter-
viendra, et 3,la probabilité de son intervention. La chance de E pourra
varier, en conséquence, d’une épreuve 2 une autre : ce sera une chose
susceptible de v valeurs différentes, c,, ¢,, cs, ... c,, dont les pro-
babilités respectives seront %,, %y Y3, ... %, €t demeureront les
mémes tant que les causes C,, C,, C;, ... C,, ne changeront pas. En
prenant donc cette chance pour A, il y aura la probabilité P, donnde
par la formule (13), que sa valeur moyenne, dans untrés grand nom-

2ul/ %

bre x d'éprcuves, sera comprise entre les limites 4 5= Vil ou l'on
“

mettra pour & et &, leurs premieres valeurs du numéro précédent, ap-

pliquéesau cas oules quantités ¢,, c,, Cs, elc., ¥,, ¥as 73, etc., demeurent
constantes pendantles épreuves; ce qui changeraces valeursen celles-ci :

k=7lcl +7ncn+ e,
h =';-(7,C,'+?.C.' + ... +)’VCV‘)—':' (7.0, - 2:Cat- ... +7vcv).p

et les rend, comme on voit, indépendantes du nombre ., quels que
soient d’ailleurs le nombre et I'inégalité des quantités qu’elles renfer-
ment. Et comme on peut donner 4 # une valeur peu considérable,
qui rende la probabilité P trés approchante de la certitude, il s’ensuit
que la moyenne des chances de E qui auront lieu pendant la série
d’épreuves, différera probablement trés peu de la somme des » pro-
duits 3,¢,, %€, elc., dontelle s'approchera indéfiniment 4 mesure
que le nombre ¢ augmentera encore d’avantage; ce qui est la seconde
des deux propositions générales du n° 52, qui nous restait & démon-
trer.

Dans deux séries composées de tres grands nombres ¢ etp’ d’épreuves,
si 'on représente par m et m’ les nombres de fois que 'événement E ar-

rivera, les rapports %’et ;—':— s’ccarteront probablement fort peu (n°g6)

des chances moyennes de E dans ces deux séries; il est donc aussi
trés probable qu'ils différeront trés peu de la valeur précédente de £,
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et, par conséquent, I'un del’autre, puisque cette valeur de & sera com-
mune aux deux séries d’épreuves, si, toutes les causes C,, C,, C,, etc.,
n’ont pas changé dans I'intervalle. Mais quelle sera la probabilité d’une

hd . ’ ’ m m’ .
petite différence donnée entre ces rapports 2 et o ? C’est une question

importante dont nous nous occuperons dans un des numeéros sui-
vants.

(105). Dans la plupart des questions auxquelles la formule (13) est
applicable, la loi de probabilité des valeurs de A est inconnue, et,
par conséquent, les quantités & et /2, contenues dans les limites de
la valeur moyenne de A, ne peuvent se déterminer & priori. Mais au
moyen des valeurs de A observées dans une longue série d’épreuves,
on pourra €liminer les inconnues que renfermeraient les limites de
sa valeur moyenne, dans d’autres séries également composées d’un
grand nombre d'épreuves, et pour lesquelles les diverses causes qui
peuvent amener toutes les valeurs possibles de A, sont les mémes
que pour la série dont on aura employé les résultats, en entendant
par de mémes causes, celles qui donnent la méme chance a chacune
de ces valeurs, et qui ont elles-mémes une égale probabilité. La so-
lution compleéte de ce probleme est I'objet des calculs suivants.

Je fais c—¢ dans la formule (12); il en résulte

P= }r_/;ooe_e'Sin(“ k x) '?'f- if;we-e- sin (2¢x ~= k) %3

f e=* cos (uhx)8*di+4- —°'cos(2ex—;th)9'd9

T ak ‘/flh xh V el

pour la probabilité que la somme s des p valeurs de A sera comprise
entre zéro et 2¢é. On en conclut que la différentielle de P par rapport
a ¢, savoir :

d) d
dp d: i_d' . e-ﬂ’cos(aex—yllx)i——- :f/',
. ok

f e~ sin (26 —pka) xfdf

exprimera la probabilité infiniment petite que s aura précisément a¢
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pour valeur. Je fais aussi
2ez= pk 4 20 Vph, de==\/uk dv;
je désigne par a@rdv la valeur corrrespondante de [g-:» de, dans laquelle

je néglige les quantités de I'ordre de petitesse de s‘, cequi permettrad’y

réduire & au premier terme ?=’ desavaleur en série (n° lo1); il vient
sh ,

=2 "7 g=trcos — 28 (7 g
@-du__.;ﬂ e—8cos(2vh)db z-h:/,fJ . € sm(:w@)@ul@:

et a cause de

L7 e cos(avt)dh = L v e,

_/;w e—9’sin(209)63d6= -'&\/77_; (39 — 4'v%)e—"",
cette valeur de @dv prendra la forme

wdv = — (l———V) e—vdv;

V désignant un polynome qui ne contient que des puissances impaires
de v, et qui n’influera pas, quel qu’il soit d’ailleurs, sur le résultat de
nos calculs. Cette expression de @dv sera donc la probabilité de la
somme s égale i la valeur précédente de 2¢, ou bien en divisant,par u,
ce sera la probabilité de I'équation

dans laquelle ¢ est unc quantité positive ou négative, mais trés petite
par rapport & V.

J'appellerai maintenant C,, C,, C;... C,, toutes les causes, connues
ou inconnues; qui s’excluent mutuellement, et qui peuvent donner
a A une des valeurs dont cette chose est susceptible; et je désignerai
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Par ¥, %, ¥sy+++%, leurs probabilités respectives, dont la somme
sera égale a I'unité, et dont chacune aurait une valeur infiniment pe-
tite, si le nombre de ces causes possibles était infini. I.es valeurs pos-
sibles de A étant toutes celles qui sont comprises entre a et b, et, con-
séquemment, en nombreinfini, lachance dechacuned’elles, provenant
de chacune de ces causes, sera infiniment petite. Je représenterai
par Zdsz la chance que C, donnerait, si cette cause était certaine, a la

- ’ 6 . . ’
valeur zde A. L'intégrale f 2f,3dz, relative a la n'™ épreuve, sera
a

donc une chose susceptible des » valeurs /; sz.dzf sz,dz,..f sz,dz,

dont les probabilités seront celles des causes correspondantes; en sorte
que 7y, exprimera, 4 une épreuve quelconque, la chance de la valeur

b ’ M ’ e 'y . . 2
f 2Z,dz. Par conséquent, la probabilité infiniment petite d’une valeur
1 b . . ) (g
de la moyenne = /; zfu2dz, se déterminera par la régle précédente,

- . . § ’
qui convient a la moyenne - des valeurs d’'une chose quelconque, dans
un tres grand nombre . d’épreuves : s sera alors la somme des ¢ va-
. b . - ,r o ’
leurs inconnues de f zf.2dz, qui auront lieu dans cette série d’é-
a

preuves, et les quantités qu'on devra prendre pour k et %, se déter-
mineront d’aprés les » valeurs possibles de cette intégrale,

Or, en prenant ces v valeurs f abz-Z.dz, f sz,dz,... j; ’ 2Z,dz,

pour celles que Yon a désignées par ¢,, c,,... ¢, , dans le n® 103,
et faisant, pour abréger,

5= Sy,j;bzz,dz, €=£ Sy (/;sz,dz * —--;(Sy. f;sz‘dz).,

ou la caractéristique S indique une somme qui s’étend a tous les in-

dices ¢ depuisi = 1 jusqu'a i= », ce sont, d’aprés les formules de ce
numéro, les quantités 3 et €, indépendantes de x ,qu’il faudra prendre
pour k et %, Si donc on désigne par v, une quantité positive ou né-
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gative, tres petite par rapport 8 \/it; que V, soit ‘un polynome qui ne
contienne que des puissances impaires de v,; et que I'on fasse

@ dv, = ﬁ (1-— ‘/;-;V,) e "dy,,

cet infiniment petit @ dy, sera la probabilité de I'éqnation

1 b . m;\@
;Ef;z.zdz._y-}-—;.

En considérant de méme la quantité

i f abzf/,zdz —_ i( /; bz .zdz).,

comme une chose susceptible des v valeurs correspondantes aux causes
C,, C,,...C,, et dont les probabilités, 4 chaque épreuve, seront
celles de ces causes mémes; désignant par ¢, une quantité positive ou

négative , telle que le rapport %soit une trés petite fraction, et par
©®

V, un polynome qui ne contienne que des puissances impaires de v, ;
faisant ensuite

] 1 — 3
@ dy, = — 1——:V>e "dy
Wu VW( Ve " "
et, pour abréger,

a =i Sy /‘a bz'Z,dz—i S ( f; sz‘dz)',

cette expression de 7, dv, sera la probabilité que la moyenne des u va-
leurs de la quantité dont il s'agit, savoir :

;f—‘ p3 [ f dbz‘ ' sdz — ( ‘/; b'q’.zdz)‘:l,

ne différera de @ que d’unc quantité déterminée, de l'ordre de peti-
36
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tesse de ‘—/1-_- , et qu'il nous sera inutile de connaitre. D'ailleurs cette
M

moyenne n’est autre chose que la quantité % du n° 101 ;si donc on né-

glige les quantités de I'ordre de i, il suffira de mettre « aulieu de 4,

o S . PRy
dansle second terme de la valeur précédente de o2 qui est déja de l'or-

dre de

: de cette maniere, on aura

v

S k + 2v ‘/ae -
Ve’

et la probabilité de cette équation serait encore @dp, sila valeur de %

que I'on a employce €tait certaine. Mais cette valeur n'ayant qu’une

probabilité @, dv,, dépendante de ia variable v, qui n’entre pas dans

R . . age, » .
la valeur de;, il s’ensuit que la probabilité de celle-ci aura pour ex-

pression compléte, le produit de @dv et de la somme des valeurs
de @, dv,, correspondantes a toutes celles que I'on peut donner a v,,.
Or, quoique ces valeurs doivent étre trés petites par rapport a \/g, on
pourra néanmoins, 4 raison de 'exponentielle e— ¢ facteur de @, dv,,
étendre l'intégrale de @,dv, sans laltérer sensiblement, depuis
v,= — ®© jusqu’a v, = ; la partie dépendante de V, disparaitra
comme étant composée d’éléments, deux a deux égaux et de signes
contraires ; et 'on aura simplement f _: @ dv, = 1. Par conséquent,

la probabilité de 'équation précédente sera toujours @dv, comme si
la valeur approchée de % dont on a fait usage, et été certaine.

On peut aussi remarquer que la moyenne - Ef zfyzdz n'est autre

que la quantité k& du n° 101; 'expression de @,dv, est doncla probabl-
lité que la valeur de cette quantité sera

k= +2v VC, .
4 Vi



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 283
donc en substituant cette valeur dans celle de ;':, ce qui donne
2, V8 | 2/
Ve Ve !

la probabilité de cette derniére équation, pour chaque couple de va-

leurs de v etv,, sera le produit de @dv et @ dv,, que je représenterai
I3 P que )e rep

par ¢, de sorte qu’on ait

='y+

s
&

G =,—'r[l——— (V+V, ] e~ dvdy ,

en négligeant le terme qui aurait ¢ pour diviseur.
. Désignons par 8 une variable positive ou négative, trés petite,
comme v et v,, par rapport 3 V/i; on pourra faire

v,\/@-{-v\/&:e\/&-}-c;

etsi l'on veut remplacer v, par cette nouvelle variable, dans la formule
différentielle précédente, il y faudra mettre, au lieu de ¢, et dv,, les
valeurs

_o‘/a—J-Q__v‘/a-a Va4 ,
v= e T =

ce qui la changera en celle-ci

(UV¢+': W“ ‘/¢+ € dvds
6= - ( T) VC ,

daus laquelle T est un polynome provenant de V et V,, etdont chaque
terme contient une puissance impaire de ¢ ou de 8. L’équation

s Vet
R R O

@
ne renfermant plus que la variable 8, il sensuit que sa probabilité

56..
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totale sera la somme des valeurs de o, relative a toutes les valeurs.
positives ou négatives que I'on peut donner a 'autre variable v. De
plus, & raison de 'exponentielle que renferme I'expression de o, il
sera permis detendre cette mtegrale sans en altérer sensnblement la
valeur, depuis ¢ =—c0 jusqu’a v = o . Alors, en faisant

3

VV-+C_ 0\/:&_ de¢+C dﬂ
Vi Vi T vE o
et désignant par T', ce que T deviendra en fonction de § et §,, nous
aurons ‘

o=21 (I—T/l;_‘. T') e=9— 6 didy, :

ka

les limites de I'intégrale relative a la nouvelle variable 6, seront encore
—= o ; en représentant donc par #df sa valeur infiniment petite, il en
résultera

/)de -‘-/—; e— 6 dB — '77;;@ et d9

pour la probabilité de I’équation (14); © étant un polynome qui ne
contient que des puissances impaires de f.

Il s’agira actuellement d’éliminer I'inconnue a 4 € de cette équa-
tion (14); ce qui sera possible, comme on va le voir, parce que I'ex-
pression de @ - 6 se réduit a

a6 =§ Sy,fi' 22z — ; (S;/, /;sz,dz).,

. b s © e
et se trouve indépendante de la somme Sy, ( f zZ,dz) , qui €tait con-
a
tenue dans chacune des quantités @ et 6.
. I b A : 7
(106). En appliquant a ;‘/; z'.zdz le méme raisonnement qu'a
cette quantité diminuée, comme dans le numéro précédent,ﬁde

RN .
i (ﬁ @/,,zdz) , et désignant par é ® sa valeur moyenne, de sorte
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qu’on ait

¥ b s ' —
;Efazf,,zd.,._(p,

il y aurala probabilité @, dv, que ; Sy /;bz’Zdz ne différera de ; ?, que

d’une quantité déterminée ct de I'ordre de petitesse de —-.. De plus, en

Ve

PR L . . I o e o
négligeant toujours les termes qui ont - pour diviseur, on verra aussi,
comme dans ce numéro, qu’il sera permis d’employer, dans 1’équa-
. L . . b . .
tion (14), S ®au lieu de cette partie - Sy,f z*Zidz de la valeur précé-

a

dente de @ -~ &, sans rien changer a la probabilité #d8 de cette équa-
tion. L’autre partie de la valeur de @ - € é€tant exactement la
quantité + 3*, on aura donc

a6 =10—1%

au moyen de quoi I'’équatiou (14) deviendra d’sbord

7z Ve —

Cela posé, soit Z une fonctiondonnée de z. L’analysedes n** g7 et 101,
etparsuite, 'expression de @dy du numeéro précédent, s’élendront sans
difficulté a la somme des valeurs de Z qui auront lieu dans les u
épreuves que nous considérons. Il suffira de prendre au lieu de A,
une autre chose A, dont les valeurs soient celles de cette fonction Z. La
probabilité infiniment petite d’une valeur quelconque de A, sera la
méme que celle de la valeur correspondante de z, et s’exprimera, en
conséquence, par f,zdz a la n'™ épreuve; et si I'on désigne par %,, %,,
g,, etc., ce que deviennent relativement 4 A, les quantités £, 4,
g, etc., dun® 101, qui serapportent 4 A, on aura

phi= 3 [Bfads, wh=32[ [ Zfadi—( [ 2fads) ] etc.

Donc, e¢n appelant s,, la somme des # valeurs de A, qui auront lieu

=Yt
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dans la série d’épreuves, l'infiniment petit @dy sera la probabilité que
I'on aura précisément

wVE
Va

':—":kl-l--

Maintenant, si nous faisons Z = z*, nous aurons

x (o fuds = o;

)
k, = -
! [
au degré d’approximation ol nous nous arrétons, on pourra donc
R . ’ . s
prendre - pour la valeur de @, dans I'expression précédentede et I'on

s'assurera, comme dans le numéro précédent, que la probabilité de
cette expression ne changera pas; en sorte que #df sera toujours la
probabilité infiniment petite de I'équation

s 2

p 7+',Z;“- - 2
ou de celle-ci,

s __ ] 25, 28

f‘_7+v;[ © w’

qui se déduit de la précédente, en négligeant toujours les quantités de
'ordre de petitesse de ;’;

Je représente par A, la valeur de A qui a eu ou qui aura lieu i la
n'™ épreuve; et je fais, pour abréger,

SA, = A, iz(A,. — A) = i

®I-

On aura identiquement

{=-1.2A'., i.
[ o (o
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au moyen de quoi, 'équation précédente deviendra

©

61

Or, on conclut de la que si I'on désigne par # une quantité positive et
donnde, I'intégrale de la probabilité #df de cette équation, prise de-
puis 0= jusqu’a 6=—u, exprimera la probabilité que la valeur
de:: tombera entre les limites

ul

YF o

En appelant T cette derniére probabilité, et ayant égard a I'expression
de #dfd, on aura

I — #_rf_"ue‘e’de - ‘-/':‘f_“ue“”@de;

et comme ©'est un polynome qui ne contient que des puissances im-
paires de 8, la seconde intégrale sera nulle, et I'on aura simplement

r= [l

e

résultat qui coincide avec la probabilité P donnée par la for-
mule (13).
Aiusi, cette formule exprime la probabilité que les limites 3= -"—l:,

qui ne renferment plus rien d’inconnu apreésles épreuves, comprendront
e L) . ,
la différence entre la moyenne p des valeurs de A et la quantité spéciale

7, dont cette moyenne approche indéfiniment, et qu'elle atteindrait
si w devenait infini, sans que les causesC,, C,, Cy,...C,, des valeurs
possibles de A changeassent jamais.

(107). Supposons actuellement que l'on fasse deux séries d’un
grand nombre d’épreuves, qui sera représenté par x dans 'une de ces
séries et par @’ dans I'autre. Soient s et s’ les sommes des valeurs de A
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dans ces deux sévies; soient aussi A, et A', les valeurs de A qui auront
ou qui ont eu lieu a la n"" épreuve; et faisons

1,

SSA,=A, 32 (A=A
¢ #©

iza’,.—_- A, ,%E (N — A') = 2%

les sommes = s’étendant a toutes les épreuves de chaque série, cest-
a-dire, les deux premieres depuis =1 jusqu'a n = pu, et les deux der-
niéres depuis #—=1 jusqu'a n=p'. Si les causes C,, C,, C;,...C, , ne
changent pas d’une série d’épreuves a I'autre, la quantité 3 du n° 105
ne changera pas non plus; en désignant alors par 8 et 8’ des variables
positives ou négatives, mais tres petites par rapport a Ve et Vi, les
€quations relatives aux valeurs moyennes de A dans ces deux séries,
seront

Bl s 6’1’
=9 4+ —= - =y =+ —=; 15
vrve @=vtys )
et leurs probabilités respectives #df et »'df’ auront pour expres-
sions

Rl

fde_‘;-;l—r@ 6’(9, %9'-—(1——— )

O et @ étant des polynomes qui ne contiennent que des puissances
impaires de 8 et 8'. De plus, si les séries se composent d’épreuves diffé-

C 1. s .5 (2
rentes, on pourra considérer ces valeurs de P et p comme des évé-

nements indépendants 'un de I’autre; et par la régle du n° 5, la pro-

babilité de leur arrivée simultanée sera le produit de ndf et »'dfy. Ce
sera aussi Ja probabilité d’une combinaison quelconque des deux
équations (15), ct, par exemple, de I'équation que I'on obtient en les
retranchant 'une de autre, savoir :

s or o
IS Ve Ve

Ainsi, en désignant par 4 le produit nw'didl), et négligeant le terme

$
F’
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qui. aurait \/p@/ pour diviseur , nous aurons
= _ I o'\o=— 01— ’
'\]f ( @ V = =0 ) e dbdb’ ,

pour la probabilité de I'équation précédente, relativement & chaque
couple de valeurs de § et §'.
Pour suivre ici, la méme marche que d..ns le n° 105, je fais

vy, el = LY e
Ve~ Ve Vigw

~ ce qui change cette équation en celle-ci :

¢ V U b

—

S
“ ¢ Vi

I YEX

Je remplace 0 dans +, par la nouvelle variable ¢; et pour cela,
je fais
I +l Bl[/;; Ve + e
6’:“/” -+ = A = —E7€ 4y
'V 'V’ 'V ’

d'ou il résulte

] —

L dddV U + U (r — 'V z'v,‘
= UV

I1 étant un polynome dont chaque terme renferme une puissance im-

( tVEp Tl LY 6 Vwy

~e

. s’
paire de ¢ ou de . La valeur de - —‘—:7 ne renfermant plus que la

variable ¢, sa probabilité sera I'intégrale de +| étendue a toutes les va-
leurs que I'on pourra donner 4 l'autre variable 8; et & cause de I'expo-
nentielle contenue dans «}, cette intégrale pourra s’étendre, sans en
altérer sensiblement la valeur, depuis § = — o jusqu’a 8= . En fai-
sant alors,

“/l' + U4 M‘{f_ — Vrl"f'lﬂ dt =dt'
VVe 'k ’ 'y ’

3=
/
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el désignant par IT ce que IT deviendra, nous aurons
Vo= S (1=1II") e=""—* de'de;
=

les limites de l'intégrale relative a ¢’ seront encore ¢ = == = ; etsil’on
représente par dt la probabilité infiniment petite de la valeur précé-

U
S s
dente de — — =, on aura
Ko ow

Zdt = 7'-_(1 —T)e—* dt;

T étant un polynome qui ne contient que des puissances impaires de ¢.
Enfin, si nous représentons par # une quantité positive et donnée, et

par A la probabilité que cette diﬂ'éfence-}—g tombera entre les li-
mites
_ WV I+ B
Ve

nous aurons

A = Vj;ﬁ'e—"dli

ce qui coincide avec la valeur de P donnée par la formule (13). Par
conséquent, cette quantité P est la probabilité que la différence entre
les valeurs moyennes de A dans deux longues séries d’épreuves, tom-
bera entre ces limites qui ne contiennent rien d'inconau.

Apreés avoir pris pour z une valeur suffisante pour rendre celle de P
trés peu diffévente de l'unité, si 'observation donne pour cette diffé-

4

S S . . . . ’_»
rence —— -, une quantité qui tombe en dehors des limites précé-
"

dentes, on sera fondé a en conclure que les causes C,, C,, C;,...C,,
des valeurs possibles de A, ne sont pas restées les mémes dans 'inter-
valle des deux séries d'épreuves, cest-a-dire qu’il sera survenu quelque
changement, soit dans lesprobabilités 3,, %,, 73, . - » de ces causes,
soit dans les chaaces qu'elles donnent aux diflérentes valeurs de A.
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D’apres ce qu’on a vu dans le numéro précédent, chacune des quan-
tités { et ¢’ devra différer trés probablement fort peu d'une méme quan-
tite 2\/0:.-!—@, inconnue et la méme dans les deux séries d’é épreuves; il
est donc aussi tres probable qué les quantités let I différeront trés peu
'une de T'autre; et sans changer scnsiblement, ni la grandeur des li-
mites précédentes, ni leur probabilité, on y pourra faire /' =1. Dans
une série d’épreuves futures, il y aura donc la probabilité P, donnée

l
par la formule (13), que la moyenne = = des valeurs de A, tombera en-

tre les limites
s__ulVe+u
F- —
V s

qui ne dépendent, pour chaque valeur donnée de z, que des résultats
de la premiére série d’épreuves déja faites.

Pour une méme valeur de z, c'est-a-dire a égal degré de proba-
bilité , on voit que 'amplitude de ces limites est plus grande que cellc

des limites de la différence -—‘:—‘, dans lerapport de \/x 4’ AV,

et que ces deux amplitudes coincident a trés peu prés, lorsque g’ est
un trés grand nombre par rapport au tres grand nombre .
(108).Silesdeuxsériesde p et p’ épreuves ont pourobjet lamesured’une
méme chose, etsont faites avec des instruments différents, pour chacun
descquels les erreurs égales et contraires soient également probables; les

/
s s . , e
valeurs moyennes Ll résultantes de ces deux séries, conver-

geront indéfiniment vers une méme quantité qui sera la véritable va-
leur de A (n° Go). Dans ce cas, 'inconnue 9 sera donc la méme pour
b

;. . s LTy .
les deux séries d’observations, et les moyennes - et différeront tres

probablement fort peu I'une de l'autre; mais, pour ces deux séries,

Vinconnue e - € pourra étre trés différente; ce qui rendra trés iné-

gales les quantités / et 2. Les valeurs de ces quantités étant connues,

on peut demander quelle est la maniére la plus avantageuse de com-
'

biner les moyennes ; et =, pour en déduire les limiles de y, ou dc

la véritable valeur de A.
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Pour trouver cette combinaison; je désigne par g et g’ des quantités
indéterminées dont la summe soit 'unité, et J’ajoute les équations (15),
apres avoir multiplié la premiére par g et la seconde par g/, ce qui
donne '

_ g_i glsl' _ -gla glllel
4 L Ve V'’

équation dont la probabilité est égale a 4|, , d’apres ce qu'on a dit plus
haut, pour tous les couples de valeurs de 8 et 8. Or, par un calcul
semblable a celui qu'on vient d'effectuer, on en conclura que la
quantité P, donnée par la formule (13), exprimera la probabilité que
la valeur inconnue de } soit comprise entre les limites

2] e 2]'s 2 ]2,
%_,_%_:Fut/g “telu

V"
Si donc on veut que pour une méme probabilité P, c’est-a-dire, pour
chaque valeur donnée de «, I'amplitude de ces limites, soit la plus pe-
tite qu'il est possible, il faudra déterminer g et g’ en égalant a zéro la

différentielle du coefficient de «, par rapport a ces quantités : a cause
de g+ g =1 et dg’=—dg, on en déduira

S RN
E= rexmr 8T M

et les limites les plus étroites de 7 seront celles-ci

s3I __L”’__ R
e ¥ B T VDt b

dont la formule (13) exprimera toujours la probabilité.

On peut facilement généraliser ce résultat, et I'étendre 4 un nombre
quelconque de séries d’'un grand nombre d’observations, faites avee
des instruments différents pour mesurer une méme chose A. Les trois
quantités g, s, I, répondant a la premiére série, si I'on désigne les
quantités analogues par &', s’, ', dans la seconde série; par &', s", ',
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dans la troisiéme; etc.; et si I'on fait, d’abord

-i-l,,+‘;°72 -+ ete. = D2,

et ensuite
P ,“’ _ f‘ll
=9 Dp=19 DFE=qetc,

la formule (13) exprimera la probabilité que la valeur inconnue de A
est comprise entre les limites

$q s'q’ s'q" u
= — - lc. =
T A -

résultantes de la combinaison la plus avantageuse des observations.
Et comme on pourra rendre cette formule (13) trés peu différente de
I'unité, en prenant pour z un nombre peu considérable, il s’ensuit
que la valeur de A différera trés probablement fort peu de la somme
’ I
des moyennes 2 , %, , ;—,,, etc., multipliées respectivement parles quan-
tités ¢, ¢, ¢°, etc. Le résultat de chaque série d’observations influera
d’autant plus sur cette valeur approchée de A et sur lampli-

"

tude _—,:ZDf de ses limites, que celui des quotients ’I-‘; , ;i,,, ;—f,;, etc., qui

se rapporte a cetle série, aura une plus grande valeur.

Lorsque toutes les séries d’observations auront été faites avec un
méme instrument, on pourrales considérer comme une seule série,
composee d’un nombre d’observations égal a p = p +y." - etc. Ainsi
qu’on I'adit plus haut, les quantités 7, , I", etc., seront a trés peu pres
et trés probablement e'gales ; en étendaut les sommes = a la série to-

tale, ou depuis n =1 jusqu'a n=p - &' 4= 1’ - etc., et faisant

—_— —_— — A=
}‘+“+f‘ +etc. 2= A, pd= - w'ete. Z(M—ay=z1,

on pourra prendre , pour la valeur commune de [, /, ', etc.; au
moyen de quoi les limites précédentes de l'inconnue 3, et dont la
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formule (13) exprime la probabilité, deviendront

s45 4" +ete. __ ul, .
Et e e Fete. T Vi p 4+ Fetc.

ce qui coincide avec le résultat du n° 106, relatif & une seule série
d’épreunves.

(109). Laquestion indiquée ala fin du n° 104 se résoudra par des
considérations semblables i celles dont on vient de faire usage.

Soit /. le nombre de fois que I'événement E, de nature quelconque,
arrivera dans un trés grand nombre x d’épreuves. La chance de E va-
riant d’'une épreuve a une autre, soit p, celle qui aura lieu & la ni"
épreuve. Faisons

designons par ¢ une quantité positive ou négative, mais tres petite
par rapport a \/; et représentons par U la probabilité de I'équation

-'E=]J—;Zv;- Vap — 2.

En négligeant, pour simplifier les calcuis, le second terme de la for-
mule (2); ayant égard a ce que représente la quantité & qu’elle ren-
ferme; et y mettant v au lieu de 6, on aura

Ll 3
U:: —_— e,

Ve (p—q)

Comme dans le n° 104, appelons C,, C,, ... C,, toutes les causes
possibles de 'événement E, qui peuvent étre en nombre fini ou in-
fini; ., %a, - -+ %, leurs probabilités respectives; c,, ¢,, ... ¢,, les
chances qu’elles donnent a Varrivée de E. En considérant p, comme
une chose susceptible de ces » valeurs ¢, c,,...c, , donty,, 7.,...9,,
sont les probabilités; faisant

Y == Yl it 2y, =1,
7’101’ + 7’,0,‘+ R R y,c,‘: [H
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et désignant par ¢, une variable positive ou négative, trés petite par
rapport & \/, la probabilité infiniment petite que I'on aura précisé-
ment
“ o

‘/ZP - ar?
_ T + v'———:———-
P Ve

o . . I
sera la quantité @ dv, du n° 105, ou simplement —- ¢ ="’ dv,, en
k3

négligeant le second terme de son expression. Si I'on désigne encore

par v, une variable trés petite par rapport 4 \/u, il y auraaussilaproba-
ey, » ’ . 1

bilité @, dv, de ce méme numéro, ou snmplementV; e~v’dv,, quela

quantité p — ¢ ne différera de r— p que d’une quantité déterminée,

proportionnelle a v,, et de lordre de petitesse de ——; et l'on verra
3

de plus qu’en négligeant les quantités de I'ordre de i, on pourra, sans

altérer la probabilité U de la valeur précédente de -:? , metire r—pau

lieu de p — ¢; ce qui changera cette valeur en celle-ci

m o __ — ‘91/21' —-TP
w Ve
D’ailleurs, sil'on fait
Op—— ‘ —
Vou(r—p

il faudra, pour que m soit un nombre entier, ne prendre pour ¢ que
des multiples positifs ou négatifs de d, qui devront, en outre, étre trés
petits par rapport a x.

Cela posé, j’ajoute les valeurs précédentes de p et ; ; ce qui donne

m =r v,\/zp-:- ar’ vt/zr——zp;
w Ve Ve

équation dont la probabilité, pour chaque couple de valeursde v ety ,
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sera le produit de U et de i e~v’dy, que je représenterai par e et
w

qui aura pour valeur

I

=V 2 (r—p)

en mettant r — p au lieu de p — ¢ dans V’expression de U. Je fais

== a— /= .
v’= e r + v\/P—'g’ d",= ,__r’de’

il en résulte

— 212
m __r+0[/2r 2 2
Vi S
d’out I'on tire
m_é‘/zm(,u— m)

r— —
K wVe

en négligeant les lermes de l'ordre de petitesse de ;12 On aura, en

méme temps,
[v2 (r=12)4 208V (r—=r2) (r = p) 483 (r — r3)]

Jde\/r— r - P — 1 -
p—r° ’

en ayant égard a ce que J' représente, Mais 'expression de r ne ren-
fermant pas ¢, sa probabilité en ‘est aussi indépendante ; elle est égale
a la somme des valeurs de e correspondantes a toutescellesque I'on peut
donnera ¢, et qui doivent croitre par des différences égales a J', dont
v est un multiple ; a cause de la petitesse de d', on obtiendra une va-
leur approchée de cette somme en mettant dv au lieu de J' danse, et
remplacant la somme par une intégrale : cette valeur sera exacte aux

quantités prés de I'ordre de J' ou de r}:. Quoique la variable v doive
I3

étre une trés petite quantité par rapport 4 \/, on pourra, i raison
de l'exponentielle contenue dans ¢, étendre l'intégrale, sans en altérer
sensiblement la valeur, depuis ¥ = — o jusqu’a v = . Alors, si
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N 8t L=,

les limites de lintégrale relative 2 8, seront aussi == o ; et en désignant
g / 5 8
par £df la probabilité infiniment petite de I'expression de r, on aura

Yon fait

(=L ot [ o dl,= et .

Donc « étant une quantité positive et donnée, la probabilité que la
valeur inconnue de 7 tombera entre les limites

g' Lul/ 2m (g — m)
¢ Ve

coincidera avec la quantité P donnée par la formule (13), puisque
cette probabilité sera

Sl = [ e

Ainsi, P est la probabilité que la quantité spéciale r dont s’approche
indéfiniment le rapport ;f , @ mesure que le grand nombre 1 aug-

mente encore davantage, ne daffere de ce rapport que d'une quantité
comprise en les limites

uY am (e — m)
"V ’
qui ne contiennent rien d'inconnu.

Dans une seconde série composée d'un trés grand nombre ¢’ d’é-
preuves, soit 7' le nombre de fois que I'événement E arrivera. En
désignant par 6’ une variable positive ou négative, mais trés petite
par rapport 3 \/p', la probabilité inﬁniment petite de I'équation

OV 2 (@ —m' (e —m’)

Vi !

m
rees — —
&

38
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sera —= e-4* dff; celle de I'équation

Vs :
m__m__ 0’V 2m (il —mt') _ 0V om(g—m)
Kook KV KV u ’

que I'on obtient en retranchant cette valeur de r, de la précédente, sera
donc le produit de —=e—8" df' et de 7’-_ ¢~ dj pour tous les couples
w z

de valeurs de 0 et &'; et si I'on fait d’abord

O Vm (& =m) BVm(e—m) __ ¢ Vem (=) L m(u—m)
£V KV e rE Ve
dy = Y (W = m) + 6"m (p —m) de..
rY pm' (g —m') ’

’

et ensuite

6y 1om’\f=—m') 4 g “m(pe — m) 0 V' m(ge —m) ¢

VY e —m) eV em (f—m’) "
Vi’ (.“'f- m') :*‘r‘"a’" (p—m) dd=dr,
kY (g —m')

Clest-a-dire, si 'on remplace d’abord Ia variable 8’ par ¢ sans changer 9,
et ensuite 8 par ¢’ sans changer ¢, cette probabilité de I’équation pré-
cédente deviendra P

Ze—t—t" dtdt’.
T

Cette équation devenant, en ménte temps,
m  m__ tVopm (¢ —m) + 2p"m (e —m)

—_———

’

[ [ HeV

’

et ne contenant plus que la variable 2, sa probabilité totale sera I'in-
tégrale relative a ¢’ de celte expression différentielle; intégrale que
I'on pourra étendre, sans en altérer sensiblement la valeur, depuis

=— jusqua ¢ = , ce qui donnera ‘—/'-. e=* dt; dou l'on

x
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conclura enfin que i fu e~ dt, ou la quantité P donnée par la
—u

Vr
formule (13), exprimera la probabilité que la différence ';':;I — %’est

comprise entre les limites

uV 230 (ff—m) + 24 *m (i — m)
v Vel

’

dans lesquelles # sera une quantité positive et donnée, et qui ne
contiennent que des nombres connus.

Ces limites coincident avec cclles que nous avons trouvées dans le
n° 87, d’une maniére beaucoup plus simple, mais pour le cas seu-
18ent ot la chance de I'événement E est constante et la méme dans
les deux séries d’épreuves. Toutefois Ja formule (24) de cc numéro

. 1 I .
contient un terme de l'ordre de v ou v qui ne se trouve pas
# #

dans la formule (13); ce qui tient i ce que, dans le calcul que nous
venons de faire, nous avons négligé les termes des probabilités que
nous avons considérées, qui seraient de cet ordre de petitesse.

(x10). Je ne me propose pas de traiter, dans cet ouvrage, les nom-
breuses questions auxquelles on peut appliquer les formules préce-
dentes, et dont les principales ont été indiquées dans le n° 6o et les
suivants (*}). Je me bornerai 4 prendre pour exemple de ces applica-
tions, une question connue qui se rapporte aux orbites des planetes et
des comeétes.

Dans les quantités qui ont été désignées précédemment par T et r
(n*gy), si nous faisons

h=g, y=pg—c, ¢—e=2ga, c+4e=12g6,

(*) Je puis encore indiquer la probabilité du tr & la cible, ue j’ai considérée
dans un mémoire éerit avant cet ouvrage, et qui paraitra dans le prochain nu-
méro du Mémorial de Uartillerie.

58"



300 RECHERCHES

nous aurons

1
(2g)¢

Te=ch{p—a)rp(p—1—a)f
T (e am )t s T S e

1

gy L= (=) p (o — 1 —€)*

EET (12— O BT U5 e,

ou Pon prendra le signe supérieur ou le signe inférieur de chaque
terme, selon que la quantité qui s’y trouve élevée & la puissance p
sera positive ou négative. Cela étant, en représentant dans ces deux
formules, par S et T les sommes des termes qui devront étre l"s
avec leurs signes supérieurs, et par S, ct T, les sommes de ceux qu'on
devra prendre avec leurs signes inférieurs, on aura donc

T=(28)*(S—S8,), T,=(g*(T—=T);

mais quelle que soit la quantité &, on a, d’aprés une formule connue
et facile a vérifier,

(b= ) mp(p— 1 — )+ EET2 (2 — )

1.2

o D —
—E—‘T—Z—.%_ (/&-5-&‘)“-’— etc. = a k! 5

si donc on fait successivement &' =« et &' =€, on aura aussi

S48, =2¢", ToH T =2¢"";...

d’otr 1l résultera

= (2g)/u(2y—-l___ 281)’ I= (zg)" (2"-‘ — QT,);
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ce qui changera la formule (10) en celleci

1.2.3...4

Or, en changeant les signes des quantités élevées a la puissance u dans
les termes de S, et T,, ce qui les rendra toutes posmves, et exigera
que l'on change aussi ou que l'on ne chanqe pas les signes de ces
termes, sclon que le nombre w sera impair ou pair; et en intervertis-
sant ensuite I'ordre de ces termes dont le nombre est fini, on verra
aisément que cette expression de P deviendra

_——EG”—ny—l)'“-i- ”_X(C o)t — ”—"“_2(€—3)“+ etc.
(16)
e O ) Ty

formule qui coincide avec celle que Laplace a trouvée (*), d’une toute
autre manieére, pour le méme objet.

Elle exprimera la probabilité que, dans un nombre quelconque &
d’épreuves, la somme des valeurs d’une chose A sera comprise entre
les quantités 223 et 26g, en supposant que toutes les valeurs de A
soient egalcmcnl possibles depuis zéro jusqu’a 2g, et impossibles en
dehors de ces limites. On y prolongera chacune des deux parties qui
la composent jusqu’au terme ou la quantité élevée & la puissance g
cessera d’étre posilive; en sorte que si n représente le plus grand
nombre entier contenu dans €, la premiére partie de cette formule
sarrétera au n - 1™ terme ou auparavant, selon qu’on aura
#> noup < n; etil en sera de méme a I'égard dela seconde partie,
si 7 est le plus grand nombre cntier contenu dans s.

Cela posé, quelle que soit la cause qui a déterminé la formation des
planétes, on suppose que toutes les inclinaisons possibles des plans de
leurs orbites sur celui de I'écliptique, depuis zéro jusqu’a go°, ont été
également probables 4 l'origine, et I'on demande de déterminer la

e

(*) Théorie analytique des probabilités , page 257.
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probabilité que, dans cette hypothése, la somme des inclinaisons des
dix planétes connues, et différentes de la Terre, a dii étre comprise
entre des limites donnécs, par exemple, entre zéro et go°. En prenant
une inclinaison planétaire pour la chose A a laquelle répond la for-
mule (16), il faudra supposer I'intervalle 2g des valeurs possibles
de A, égal & go°, et faire, dans cettc formule, a==o0, 6=1,
# =10, ce qui la réduira a

1

P= 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10°

Cette fraction étant a peu prés un quart de millioniéme, il s’ensuit
qu'une somme d’inclinaisons moindre qu'un angle droit, serait tout-a-
fait invraisemblable, et qu’on peut regarder comme hors de doute que
cette somme aurait di surpasser go°. Or, au contraire, elle ne s’éleve
actuellement qu’a environ 82°; et comme elle n’éprouve que de tres
petites variations périodiques, il en résulte que I'’hypothése d’une égale
probabilité des inclinaisons de tous les degrés, a I'époque dela forma-
tion des planétes, est inadmissible, et qu'il n’y a aucun doute que la
cause quelconque de cette formation a dti rendre les plus petites incli-
naisons beaucoup plus probables que les autres. Les inclinaisons pla-
. nétaires sont considérées ici indépendamment de la direction du mou-
“vement des planétes, dans le sens ou en sens contraire du mouvement
delaTerre autour du Soleil; si ces deux sensavaient été également proba-
bles a l'origine, la probabilité que le mouvement des dix planétes
diftérentes de la Terre aurait eu lieu dans le sens deson mouvement, se-
rait la dixieme puissance de }; fraction au-dessous d’un millieme, ce
qui rend aussi fort peu probable I'égale chance des deux directions
contraires, et montre que la cause inconnue de la formation des pla-
nétes a da rendre fort probable les directions de tous les mouvements
planétaires dans un méme scns.

Si I'on prend pour A I'excentricité d’une orbite planétaire, et si 'on
suppose qu’originairement toutes ses valeurs depuis zéro jusqu’a I'u-
nité étaient également probables, on délerminera la probabilité que Ja
somme des excentricités des planétes connues devait étre comprise, par
exemple,entre zéroel £, en faisant 2 s=0,6=1,25, u =11, dans la for-
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mule (16), ce qui donne

! " "
P= 1.2.3.4 5 6.7.8.9.10.11 [(1,25)* — 11(0,25)"].

Cette probabilité P étant au-dessous de trois millioniemes, il est ex-
trémement probable, au contraire, que lasomme des 11 excentricités a
dii surpasser 1,25; mais cet!e somme, qui n’est soumise qu’a des variations
périodiques de peu d’étendue, est maintenant un peu moindre que 1,15;
I’hypothese d’'une égale probabilité de toutes les valeurs possibles de A
est donc tout-a-fait inadmissible; et il est hors de doute que la cause
quelconque de la formation des planétes était telle qu’elle rendait
beaucoup plus probables, les plus petites excentricités, de méme que
les plus petites inclinaisons.

(111). Les comeétes observées depuis I’an 240 de notre ere, et dont
les astronomes ont calculé les élémenls paraboliques aussi bien qu’il a
été possible, sont aujourd’hui au nombre de 138, dont 71 directes et
67 retrogrades. Le peu de différence entre ces deux nombres 71 et 67
montre déja que la cause inconnue de la formation des cometes, ne
rend pas plus probable leurs mouvements dans un sens que dans le
sens opposé ; la somme des inclinaisons des orbites de ces 138 cometes
sur I'écliptique s’éleve & pres de 6752°, c'est-a-dire qu’elle surpasse
75 angles droits d’a peu pres 2°; pour savoir si elle devrait trés peu
différer de cette quantité, dans l’hypolhése d’une égale probabilité de
toutes les inclinaisons possibles depuis zéro jusqu’a go°, il faudrait
donc prendre pour & et €, dans la formule (16), des nombres peu dif-
férents de 75 en plus et en moins, ce qui rendrait le calcul numérique
de cette formule tout-a-fait inexécutable; par conséquent, pour con-
naitre, dans cette méme hypothése, la probabilité P que la somme
des inclinaisons des orbites de toutes les cométes observées, doit étre
comprise entre des limites données, il faudra recourir a la for-
mule (153).

Je suppose donc que la chose A soit I'inclinaison d’une orbite comé-
taire sur le plan de I'écliptique. Les limites des valeurs possibles de A
que l'on a désignées généralement par @ et b, étant alors e = o et
b= 9go°, et toutes ces valeurs étant regardces comme également pro-

i
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bables, la formule (13) exprimera la probabilité P que la moyenne d'un
grand nombre ¢ d'inclinaisons observées, tombera (n° 102) entre les
nombres de degrés

qoun

48 F e

Eo prenant = 1,92, et faisant = 138, il en résultera
P = 0,99338,

pour la probabilité que dans ’hypothése d'une égale chance de toutes les
inclinaisons possibles, I'inclinaison moyenne des 138 cométes observées
ne sortirait pas des limites 45°g=6°; en sorte qu’il y aurait & peu prés
150 a parier contre un, que cette moyenne devrait étre comprise
entre 39° et 51°; et, cn effet, on a trouvé 48°55' pour sa valeur; en
sorte qu'il n'y a pas lieu de croire que la cause inconnue de la forma-
tion des cométes ait rendu inégalement probables leurs diverses incli-
naisons.

Sans faire aucune hypothése sur la loi de probabilité de ces incli-
naisons, la formule (13) exprimera aussi la probabilité que l'inclinai-
son moyenne d’'un grand nombre u de cométes que I'on observera par
la suite, ne s'écartera de la moyenne 48°55' relative aux 138 co-
metes déja connues, que d'un nomhre de degrés compris entre les li-
mites (n°® 107)

__ul V138 &
V138 ff-l-——.

On déduit des inclinaisons calculées de ces 138 cométes, une valeur
de la quantite I que ces limites renferment, égale & 34°49" (*);et en
faisant ¢’ =y, par exemple, et prenant, comme plus haut, u = 1,92,
il y aura 150 a parier contre un que la différence entre l'inclinaison
moyenne de 138 nouvelles cométes et celles des 138 comctes ob-
servées, tombera entre les limites == 8°21°. Le nomhre des cométes

(*) Le calcul en a ¢été fait par le neveu de M. Bouvard.
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existantes étant sans doute extrémement grand par rapport 2 celui des
cometes donton a pu caleuler les orbites; si 'on prend pour ¢’ le nom-
bre des cometes inconnues, les limites précédentes se réduiront a tres

' l y ’ .
peu présa= T/Ex;?:ﬁ’ de sorte qu’elles seront plus. étroites que pour

# =g, dans le rapport de l'unité a\/2;et, en prenant toujours
#=1,92, il y aura encore a tres peu prés la probabilité %, ou 150

a parier coutre un, que la différence entre l'inclinaison moyeune des
cometes inconnues et celle des comeétes connues, est comprise entre
les limites 5= 5°42".

Si l'on divise la totalité des cometes ohservées en deux séries égales
en nombre, dont 'une compreane les 69 plus anciennes, et I'autre les
69 plus modernes, on trouve 4g°12’ pour I'inclinaison moyenne dans
la premiére série, et 48°38' dans la seconde, de sorte que ces deux
moyennes difféerent 3 peine d’'un demi degré. Cet exemple est tres
propre a montrer que les valeurs moyennes d’'une méme chose s’ac-
cordent entre elles, lors méme que les nombres d’observations ne
sont pas extrémement grands, et quoique les valeurs observées
solent trés inégales, comme ici ou la plus petite inclinaison comé-
taire est 1°41’ et la plus grande 89° 48'. Les inclinaisons moyennes
des 71 cometes directes et celle de 67 cometes retrogrades s'écartent
davantage I'une de l'autre; la premiere est de 47°3’, et la seconde
de 50° 54'.

Par le centre du Soleil, si 'on éléve dans 'hémisphere boréal , une
perpendiculeire au plau de I'écliptique, elle ira rencontrer le ciel au
pole boréal de I'écliptique ; de méme, si I'on éleve, dans cet hémis-
pheére et par ce centre, une perpendiculaire au plan de I'orbite d’une
comeéte, elle rencontrera le ciel au pole boréal de cette orbite : la dis-
tance angulaire de ces deux poles sera l'inclinaison de cette orbite sur
celui de I'écliptique; mais il ne faut pas confondre, comme I’a fait
I'estimable traducteur du Traité d'astronomie de M. Herschel, la
supposition que tous les points du ciel puissent étre, avec une
méme probabilité, des poles d’orbites cométaires, avec I'hypothése
d’une cgale probabilité des inclinaisons cométaires de . tous les
degrés.

39



506 RECHERCHES

En effet, soient @ et b deux zones du ciel, circulaires, contenues
dans I'hémisphére boréal, d’'une méme largeur infiniment petite,
ayant pour centre commun le pole boréal de I'écliptique, et dont les
distances angulaires a ce pole seront représentées par a et &’; soient
aussi p la probabilité qu'un point du ciel, pris au hasard dans cet
hémisphére, appartiendra a la zone a, et g la probabilité qu'il appar-
tiendra a la zone b; il est évident que ces fractions p et ¢ seront entre
elles comme les étendues a et b des deux zones, et, par conséquent,
comme les sinus des angles @ et 6. Or, dans 'hypothése d’une égale
aptitude de tous les points du ciel a étre des poles d’'orbites cométaires,
p etq exprimeront les chances des distances « et & de deux de ces poles
a I'écliptique, ou, autrement dit, les chances des deux inclinaisons
cométaires, égales a ces distances « et 6; donc, dans ’hypothése dont
il s’agit, les chances des différentes inclinaisons, au lieu d’étre éga-
les, seraient proportionnelles aux sinus des inclinaisons mémes : la
chance d’une inclinaison de go° serait double de celle d’une inclinai-
son de 30°, et toutes deux seraient infinies par rapport a la chance
d'une inclinaison infiniment petite (*).

(112). Voici, en terminant ce chapitre, I'ensemble des formules de

(*) Il parait qu’un nombre, qui semhle inépuisable, d’autres corps trop petits
pour étre observés, se meuvent dans le ciel, soit autour du Soleil, soit autour
des planétes, soit peut-étre méme autour des satellites. On suppose que quand
ces corps sont rencontrés par notre atmosphére, la différence entre leur vi-
tesse et celle de notre planéte est assez grande pour que le frottement qu’ils
éprouvent contre l'air, les échauffe au point de les rendre incandescents, et
quelquefois, de les faire éclater. La direction de leur mouvement, modifice par
cette résistance, les précipite souvent sur la surface de la terre; et telle est
Vorigine la plus probable des aérolithes. Telle est aussi I'explication la plus
naturelle d’'un phénoméne trés remarquable, que Yon a déja observé plusieurs
fais , depuis quelque temps, en des lieux séparés par de grandes distances, et
toujowrs & la méme époque de l'année. Dans la nuit du 12 au 13 novembre,
différents observateurs, en Ameérique et ailleurs, ont vu dans le ciel un nombre
extrémement grand de corps semblables a des étoiles filantes. Or, on peut suppo-
ser qjue ces corps appartiennent a un groupe encore bien plus nombreux, qui circule
autour du Soleil, et vient rencontrer le plan de I’écliptique en un lieu dont la dis-
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probabilité qui y sont démontrées, ainsi que dans le précédent. Le
nombre des épreuves, supposé trés grand, est représenié par p; il se
compose de deux parties m et 7 que I'on suppose aussi de tres grands
nombres; les formules sont d’autant plus approchées que ce nombre w
est plus considérable; et elles seraient tout-a-fait exacteg, sl u était
infini. S

1°. Soient p et g les chances constantes pendant toute la durée des
épreuves, des deux événements contraires E et F, de sorte qu'on
ait p+g=1. Appelons U la probabilité que dans le nombre p
ou m=-n dépreuves, E arrivera m fois et F aura lieu n fois. On
aura (n° 69)

U= DV @
Cette formule se reduit (n° 79) a

U —ten

V ‘amipg

tance au Soleil est égale a celle de la terre a cet astre, a I’époque o1t la terre se
trouve en ce méme lieu : notre atmospheére traversant ce groupe de corps a cette

époque, agira sur une partie d’entre eux comme sur les aérolithes ; ce qui pro-

duira le phénoméne dont il s’agit. Si ce groupe n’occupe pas une étendue trés con-
sidérable sur la longueur de son orbite, c’est-a~dire, si son diamétre apparent, vu

du Soleil, n’est pas beaucoup plus grand que celui de la terre, il sera nécessaire
pour que le phénoméne ait toujours lien 4 la méme époque de chaque année, que

la vitesse de cette sorte de planétc brisée s’écarte peu de celle de la terre; ce qui

v’empéche pas le grand axe et l’excentricité de son orbite, de différer beau-

coup du grand axe et de l'excentricité de notre orbite ; et alors les perturbations

du mouvement elliptique ont pu rendre la rencontre du groupe et de la Terre,

possible depuis quelque temps, et pourront la rendre impossible par la suite. Si,

au contraire, le groupe que nous supposons forme un anneau continu autour du

Soleil, sa vitesse de circulation pourra étre trés différente de celle de la Terre; et

ses déplacements dans le ciel, par suite des actions planétaires, pourront encore

rendre possible ou iwpossible, i différentes époques, le phénoméne dont nous

parlons )

39..
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lorsqu’on prend
m = — o VIR, 1=+ VT

v étant une quantité positive ou négative, mais trés petite par rapport
a V/; et seus cette forme, elle subsiste également quand les chances
de E et F varient d’une épreuve a une autre, en prenant alors, d’a-
pres la formule (2) du n° g5, pour p et g les moyennes de leurs
valeurs dans la série entiére des p épreuves successives.

2°. Les événements E et F ayant eu lieu effectivement m et n fois
dans les ¢ épreuves, et leurs chances p et ¢ étant inconnues, soit U’
la probabilité qu’il arriveront daus ¢’ ou m’+n' épreuves futures,
des nombre de fois m’ et n’, proportionnels 2 m et n, ou tels que
I'on ait

'm 'n
m =2, o =&
2 #

Quelque soit Je nombre ¢, on aura (n° 71)

U=y, )

en représentant par U’ la probabilité de 'événement futur qui aurait

. . m n , . .
licu si les rapports — et o étaient certainement les chances de F et F,

Cest-a-dire en faisant, pour abréger,

1 2,304 (m)""'(g v U
1.2.3...m.1.2.3...7 \x ,o) = %Y

3¢. Les chances constantes p et ¢ de E et F étant données, soit P
la probabilité que dans » ou m <-n épreuves, E arrivera au moins m
fois et F au plus » fois. On aura (n° 77)

) R Nk L2
P—-‘/;/;e‘dt-l- 3‘/;—;;‘;—9

_ L o (ktmya .
P—l—vwﬂe‘d[ﬂ-me )

)

(c)
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k étant une quantité positive dont le carré est

. n m41_,
k._ nlog mT) +(m -+ x)logml);

et en employant la premiére ou la seconde formule selon que 'on
g q n
aura = > +x°u <m+l.
4°. En appelant R la probabilité que E et F auront lieu dans les s
épreuves , des nombres de fois qui ne sortiront pas des limites

#p == uNoppy,  wg =k uVoaupg,

ol u est une quantité positive et trés petite par rapport 4 Vi, on
aura (n° 79)

R=1—- [T evde + s (d)

et réciproquement, si les chances p et ¢ sont inconnues, et que E et F
soient arrivés des nombres de fois m et 7, dans 4 ou m-f-n épreuves,
on aura (n° 83)

R = 1=— ——f e~tdt == \/-—m—n—"- e—w, (e).

pour la probabilité que les valeurs de p et ¢ ne sortiront pas des
limites

m u 2mn 2mn
—-—=_- /22, = =;.-. \/
¥ # &

5°. Dans deux séries différentes de trés grands nombres x et x' d’é-
preuves, soient m et m’ les nombres de fois que E aura lieu ou a eu
lieu, 2 et 2’ les nombre de fois que F arrivera ou est arrivé; désignons

9

par & une quantité positive, trés petite par rapport a \/x eta V' ;
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’

et soit @ la probabilité que la différence ;-— % ne sortira pas des li-

mites

uV'2 (p'm'n’ 4 p*mn)
e V e

x

’

oy n n . .
non plus que la différence Pl de ces mémes limites prises avec des

signes contraires. On aura (n° 87)

. u"(;ﬂm’n’-i—p"mn)

=1 —— fwe—'"dt . ‘/ F o () f)
- VaJu 27T W (petge’) :

<4 s . m m’ n n
Comme on aura aussi & trés peu prés — = —; et - = —, on pourra
' k- K k- K7 ’

sans altérer sensiblement les valeurs de @, remplacer dans son dernier
terme, qui sera toujours une petite fraction, les lettres &', m', ', par g,
m, n, et, réciproquement, celles-ci par celles-la.Cette formule, en faisant
du moins abstraction de son dernier terme (n® 109), conviendra au cas
genéral ou les chances de E et F varient d’'une épreuve a une autre,
pourvu que, dans les deux séries, les causes possibles de ces événe-
ments, connues ou inconnues, n’éprouvent aucun changement, c’est-
a-dire, pourvu que l'existence de ces causes conserve la méme proba-
bilité, et quechacune d’elles donne toujours la méme chance a l'arrivée
de E, comme a celle de F.

6°. Les nombres de fois que E et F sont arrivés dans les x épreuves
relatives 4 ces événements étant toujours m et 2, soient généralement
m, et n, les nombres de fois que deux autres événements contraires
E, et F, ont eu lieu dans un nowmbre u, d’épreuves aussi trés grand.
Supposons qu’on ait

m,
(ad]

T3
I
&

J' étant une petite fraction positive ou négative. Appelons p et p, les
chances inconnues et supposées constantes,.des arrivées de E etE,; et
désignons par A la probabilité que p, excédera p, d’'une quantité’ an
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moins égale 4 une petite fraction positive et donnée ¢. En représentant
par x une quantité positive, et faisant

W= (=N V s
V2 (@mpn, + pimn)’

selon que le facteur s — ' sera positif ou négatif, on aura (n° 88)

A= [Terdt, Aa=r1——= f e—rde; (g)

la premiére expression se rapportant au cas ou la différence ¢ — J' sera
positive, et la seconde au cas ou cette différence sera négative. Ces
mémes formules exprimeront aussi la probabilité que la chance in-

connue p de l'arrivée de E surpasse le rapport — = donné par l'observa-

tion, d’une fraction » aussi donnée : pour cela » il suffira d’y faire

= (o - 7)LLE,

et de prendre la premiere ou la seconde formule selon que la diffé-

m o, ’ .
rence ® — — sera positive ou negative.

7°. Lorsque les chances des deux événements contraires E et F va-
rient d’une épreuve a une autre, soient p; et ¢, leurs valeurs a I'é-
preuve dont le rang est marqué par i, de sorte qu'on ait p, < ¢, =1,
pour tous les indices i. Les sommes = s’étendant depuis i =1 jusqu’a
i =pm, faisons, pour abréger,

in, =p, iEq, =q, '—2‘- Zpq = k

Soicnt toujours m et n les nombres de fois que E et F arriveront dans:
les p épreuves. Désignons par z une quantité positive, tres petite
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rapport 2 \/x. On aura (n° g6)

R=1 —— f e—vdt e—v (R)

‘/_ 7

pour la probabilité que les rapports % et £ ne sortiront pas des li-
mites

_Zr_u- ku
P=F yu \/#

ce qui coincide avec la formule (d) dans le cas particulier des chances
constantes.

8°. Une chose quelconque A étant susceptible de toutes les valeurs

comprises entre les limites k3=g, et toutes ces valeurs étant également

" possibles et les seules possibles; soit P la probabilité que dans un

nombre quelconque i d’épreuves, la somme des valeurs de A qui

auront lieu, sera comprise entre des limites aussi données c 3=¢. On

aura (n° 99)
2(28)' P =3, (i

1.2.3..

en faisant, pour abréger,

T==%(iht+ig—c+ E)':Fi(ih+ig_2g_c+5)t
£ (ke ig— 4 — '
T,:d:(ih+ig—0—s)‘q:i(ih-{-—ig—gg—c_ €)

P I |

=+ _____( th = ig—hg —c—¢)'= ——-—'-‘—-2 (ih 4 ig—6g — c —¢) etc.,

—Cc+-¢)=keic.,

et prenant, dans chaque terme, le signe supérieur ou le signe infé-
rieur, selon que la quantité qui s’y trouve €élevée a la puissance i, est
positive ou négative : g et e sont des quantités positives; % et ¢ peu-
vent étre des quantités positives ou négatives.

9°. Quelle que soit la loi de probabilité des valeurs possibles de la
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chose A a chaque épreuve », et la maniére dont cette loi variera d’'une
épreuve a une autre; si 'on appelle s la somme des valears'de A qui:
auront lieu dans un trés grand nomhre p d’é epreuves on aura (n 101)

P=1-— {z;f;”a—vdt, (k)

pour la probabilité que la moyenuei des valeurs de A tombera entre

les limites

/{__214/7;.
-+ /-
®

u désignant une quantité positive et trés petite par rapport i V3
k el h étant des quantités dont la seconde est positive, et qui dépendent
des probabilités des valeurs de A pendant toute la durée des épreuves.
Quand ces probabilités seront constantes, égales pour toutes les va-
leurs possibles de A entre des limites données a et b, et nulles en de-
hors de ces limites, on aura

1 b—a
k—— ;(u+b), k—-— 2VE.

Lorsque A n’aura qu'un nombre fini de valeurs possibles ¢,, ¢,,

C3y-.++ C, , €t que ces v valeurs constantes seront également proba-
bles, on aura

=,1(c, sCotcCs+ ... ¢ ),
h= ;.lT‘ [l‘ (C,'+C.'+ca‘+- X -+¢'v')"—(c-+c-+ca+- ca o=, ).]
oo, Soit A, la valeur de A qui a eu lien & la n¥= épreuve.
Faisons
1 1 —— A ?ll‘.
FI;,:A, FZ(A' Ay=i8;
40
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les sommes = s’étendant depuis #=1 jusqu’a 7= u. Supposons que
les causes de toutes les valeurs possibles de A n’éprouvent aucun
changement, soit dans leurs probabilités respectives, soit dansles chances
qu’elles donnent & chacune de ces valeurs. Il y aura alors une quan-

tité spéciale 3 dont la moyenne ‘:: des valeurs de A, s’approchera indé-
finiment & mesure que p augmentera de plus en plus, et quelle at-

teindrait si w devenaitinfini. Or, la formule (4) exprimera la probabilité
que cette quantité y est comprise entre les limites (n° 106)

s ul

i Vi

qui ne contient rien d’inconnu. )
11°. Dans une seconde série d’'un trés grand nombre ’ d’épreuves,

soient s' 1a somme des valeurs de A, et I/ ce que deviendra la quantité

1 qui se rapporte a la premiére série. La formule (%) exprimera égale-

el s O s
ment la probabilité que la différerice i des deux moyennes, sera

comprise entre les limites (n° 107)

AT

Vid '’

ou bien, a cause que I'on aura & trés peu pres I'=1, cesera aussi Ja pro-
3o, s’ o [} , e
babilité que la moyenne o relative a la seconde série, tombera entre

les limites
s __ulVipFs
4

I3 Vs

qui ne dépendent que des résultats de la premiére et de la quantité
donnée z, et qui sont d'autant plus étroites que 4’ est plus grand ‘par
rapport a . 4
12>, Pour déterminer la valeur d’'une méme chose A, on a fait plu-
sieurs séries d'épreuves, composées de trés grandsnombres &, p/, 1", etc.
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Les sommes des valeurs que I'on a obtenues dans ces séries successives
sont s, s', ", etc.; la quantité précédente Z se rapporte toujours a la

. r o [ . \ 4
premiére séric; et 'on désigne par £, I’, etc., ce qu’elle devient al'e-
gard des séries suivantes, On suppose que les causes d’erreurs dans les
mesures varient d’une série 4 une autre, mais que néanmoins,“toutes

’ n

les moyennes T etc., convergent indéfiniment, 3 mesure que

w, ¢, 1", etc., augmentent de plus en plus, vers une méme quantité
inconnue %, qui serait la véritable valeur de A’, si ces causes ne ren-
daient. pas inégalement probables, dans unc ou plusieurs des séries
d’observations, les errcurs égales et de signes contraires. Cela posé,
la formule (k) exprimera encore la probabilité que la quantité 9 est
comprise entre les limites (n° 108) :

w Tt tetexg
dans lesquelles on a fait pour, abréger,

&4+ 5% 4+ 5% + cte. =Dy,

* ! "
-—f‘ —
pr =1’ D — 7 ‘LD,I.,, = ¢", etc.

v’ ", _n
De plus, la partie '%] -l-’—“q,- +577-+ etc. , c'est-a-dire la somme

s s s « yes .
des moyennes;, il etc., multipliées respectivement par les quan-

tités 4,9, 4", etc., sera la valeur approchée de 9 la plus avantageuse que
I'on puisse déduire du concours de toutes les séries d’observations,
c’est-a-dire, la valeur de cette inconnue, dont les limites d’er-

reul‘:;:% auront la moindre étendue qu'’il est possible, pour un va-

leur donnée de #, ou bien a égal degré de probabilité.
13°. Enfin, les causes de l'arrivée d’'un événement E demeurant les
mémes pendant les éprcaves, ainsi qu’on I'a expliqué en citant la for-

mule (), le rapport ";l du nombre de fois que E aura lieu au nombre

40..
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total des épreuves, convergera indéfiniment vers une quantité spé-
ciale r, qu’il atteindrait rigoureusement 'si x devenait infini. Or, cette
formule( f'), en négligeant son dernier terme, on bien encore la for-
mule 4 sera la probabilité que la valeur inconnue de r tombera entre
les limites (n° 109)

m 'uV am(p — m)
T F—
[ rY

(113). Pour compléter ces formules, il y faudrait joindre celles qui
se rapportent a la probabilité des valeurs d’une ou plusieurs quantités,
déduites d’un trés grand nombre d’équations lindaires correspondantes
aux résultats d’'un égal nombre d’observations; mais a I'égard de ces
autres formules, je renverrai ala Théorie analytique des probabilités.
En les appliquant 2 un systeme de 126 équations de condition relatives
au mouvement de Saturne en longitude, formées par M. Bouvard,
et en appliquant a ces équations la méthode des moindres carrés,
Laplace a été conduit a en conclugg qu'il y a un million & parier con-
tre un que la masse de Jupiter, en prenant celle du Soleil pour unité,
ne différera pas de 575, de plus d’un 100° de cette fraction, c¢n
plus ou en moins (*). Cependant, des observations postérieures, d’'une
autre nature, ont donné a trés peu prés ;555 pour cette masse; ce qui
excede la fraction 1355, d’environ un 50° de sa valeur, et paraitrait
mettre en défaut le calcul des probabilités. Il ne peut rester aucun
doute sur cetle masse 5555, qui a été conclue par M. Enke, des pertur-
* bations de la comete dont la période est de 1204 jours; par MM. Gauss
et Nicolai, de celles de Pesta et de Junon ; et par M. Airy, des élon-
gations des satellites de Jupiter qu’il a récemment mesurées. Toute-
fois, si les calculs de Laplace ont donné, avec une probabilité trés ap-
prochante de la certitude, une masse de cette planéte, plus petite d’'un
50° quelle n’est réellement, il n’en faudrait pas ‘conclure que l'in-
tensité du pouvoir attractif de Jupiter fiit moindre sur Saturne que
sur ses propres satellites, sur les cométes et sur les petites planétes;

(") Premier supplément & la Théorie analytique des probabilités , page 24.
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cela ne provient pas non plus d’aucune inexactitude dans les formules
de probabilité dont Laplace a fait usage; et il y a lieu de croire que
la masse de Jupiter, un peu trop petite, qu'il a obtenue, résulte de
quelques termes fautifs dans ’expression si compliquée des pertur-
bationsde Jupiter, & laquelle on a déja fait subir quelques corrections,
et qui peut encore en exiger d’autres. Cest un point important de
la Mécanique céleste, qui ne peut manquer d’étre éclairci par le ré-
sultat du travail dont M. Bouvard s’occupe actuellement, dans le but
de refaire en entier ses tables, déja si précises, des mouvements de
Saturne et de Jupiter.
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CHAPITRE V.

Apflication _des régles générales des probabilités aux décisions des
jurys et aux jugements des tribunaux (*).

.

(114). Dans une matiére aussi délicate, il conviendra de considérer
d’abord les casles plus simples, avant de traiter la question dans toute
sa géneralité. .

Je suppose donc, en premier lieu, qu'il y ait un seul juré. Je repré-
sente par kla probabilité que I'accusé soit coupable, lorsqu'’il est traduit
devant ce juré; probabilité résultantc de I'information préliminaire
et de l'accusation qui s’en est suivie. Je désigne aussi par # la proba-
bilité que le juré ne se trompera pas dans sa décision; et, cela étant,
soit 9 la probabilité que I'accusé sera condamné. Cet événement aura
lieu , si Paccusé est coupable et que le juré ne se trompe pas, ou bien,
si Paccusé n’est pas conpable et que le juré se trompe. D’apres la régle
duxn°®5, la probabilité du premier cas est le produit de % et de z, et
celle du second a pour valeur le produitde 1 — & etde v — «. Donc,
en vertu de la régle du n® 10, on aura

y=ku 4 (1 — k) (1 — &), (1)

pour la probabilité compléte de la condamnation de I'accusé. Celle de-

(*) Cette question a été traitée dans un mémoire, lu i YAcadémie de Saint-Pé-
telsbomg, en juin 1834, par M. Osuograskl membre de cette académie. Mais a
en juger par 'extrait imprimé que P’auteur m’a envoyé, il a considéré le probléeme
d’une maniére toute différente de celle que je suivrai dans ce chapitre, et qm a été
indiquée dans le préambule.
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son acquiltement sera 1 — 3. Cet événement aura lieu, si 'accusé est
coupable et que le juré se trompe, ou bien, si I'accusé n’est pas cou-
pable et que le juré ne se trompe pas; et les probabilités de ces deux
cas étant les produits k(1 — x)et (1 — &) u, il en résultera

1—y=k(1 —u)4(1 —k)u;

équation qui se déduit aussi de la précédente. En les retranchant I'une
de Jautre, il vient

2y — 1 = (2k —1) (2 —1);

ce qui montre que la quantité 2 — 1 sera zéro en méme temps
' que 2k — 1 ou 2u — 1, et positive ou négative selon que 24 — 1
et 2u — 1 seront de méme signe ou de signes contraires. On aura
aussi

y =34+ (26 — 1) (3u — 1);

de sorte que 3 surpassera 5, de la moitié du produit (2k — 1) (222—1)
positif ou négatif. ,

Aprés la décision du juré, on pourra faire deux hypothéses qui se-
ront les seules possibles : on pourra supposer que I'accusé soit cou-~
pable ou qu’il ne le soit pas; leurs probabilités, comme celles de
toutes les causes hypothétiques, se détermineront par larégle du n” 54.
La somnie de ces deux probabilités étant d’ailleurs égale & I'unité, il
n’y en aura qu’une seule a déterminer,

Si I'accusé a été condamné, soit p la probabilité de la premiére hy-
pothése, ou de la culpabilité. D'apres la régle citée, on aura

- A.u
PEGFa=h—=u’ (2)

car ici 'événement observé est la condamnation de Paccusé dont la
probabilité, comme on vient de le voir, serait Az dans cette premiére
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hypothése, et (1 ~— &) (1 =) dans la supposition contraire, ou de la
non-culpabilité,

Si I'accusé a été absous, soit ¢ la probabilité de la seconde hypo-
thése, ou de la non-culpabilité. L’événement observé étant alors I'ac-
quittement de l'accusé, dont la probabilité est (1 — %) « dans cette
hypothése, et k(1 — %) dans la supposition contraire, ainsi qu'on 1'a
dit tout a I'beure, il suit de la régle citée que 1’on aura

(x —ku
9= —ku+ k(a—u) @)

En observant que les dénominateurs de ces expressions de p et ¢
sont les valeursdey et 1 — %, on a

_l'u (= Ku
P—7: *—_‘,_7,

d’ou I'on déduit

,u=m+q(l—7)’

pour une expression de la probabilité que le juré ne se trompera pas,
qu'il est facile de vérifier. En effet, cela aura lieu de deux manicres
différentes : parce que I'accusé sera condamné, et qu’étant condamné,
il sera coupable, ou bien parce qu'il sera acquitté, et qu'étant acquitté,
il sera innocent. Or , par la régle du n° g relative & la probabilit¢ d’'un
événement composé de deux événements simples, dont lgs chances
respectives influent Pune sur l'autre, la probabilité de la premitre
manicre est le produit de 3 et de p, ct celle de la seconde, le produit
de1 — 7 et de g. Donc aussi (n° 10),]a valeur compléte de « est Ja
somme de ces deux produits. Aprés que la décision du juré est pro-
noncée, la probabilité qu’il ne s'est pas trompé, n'est autre que p, s’il a
condamné, ou g s'il a acquitté. Si 'on n’a pas £ =1, elle nepeut étre
égale 2 #, comme auparavant, que quand on a # =0 ou us=1.

Ces formules renferment la solution compléte du probléme dans le
cas d’un seul juré; probléme qui n’est, au reste, que celui de la'pro-
babilité d'un fait attesté par un témoin, dont nous nous sommes oc~
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cupés dans le n° 36. La culpabilité de Jaccusé est ici le fait qui peut
étre vrai ou faux; avant que le juré ait prononcé, on avait une certaine
raison de croire que ce fait était vrai, résultante des données qu’on
posscdait alors : & €tait sa probabilité, et 1 — k celle de la non-culpa-
bilité; apres la décision du juré, on a eu sur le fait une nouvelle
dofinée ; ce qui a changé & en une autre probabilité p, si le juré a
décidé ou atiesté que I'accusé soit coupable, et 1 — k en une proba-
bilité ¢, sl a attesté que P'accusé ne soit pas coupable. Dans 'un et
I'autre cas, il est évident que les probabilités antérieures k et 1 — & ont
dii étre augmentées, s'il y a plus de chance pour quele juré ne se trompe
pas, qu’il n’y en a pour qu’il se trompe, et diminuées, dans le cas
contraire, c'est-a-dire augmentées ou diminuées selon quon az > 3
ou 2 < %. Clest, en effet, ce qui résulte des expressions de petq, d'ou
'on déduit

k(t — K (20 — 1)

g=1——Fk ~—
y I — ’

_ k(y — k) {2u —n)
p=k+ ”

et par conséquent, p> ou < k, ¢ < ou > 1 — k, selon quon
a u>ou< 3 Dansle cas de « = §, il n’y a rien de changé aux
probabilités antérieures k et 1 — £.

Ces derniéres expressions de p et ¢ donnent

py+q( —=y)=ky 4+ —£Q0—9);

el puisque le premier membre de cette équation est égal 3 u, on a
donc aussi

u=ky—+ (—k)(t—);

ce qui servirait a calculer la probabilité que le juré ne se trompera
pas, si I'on connaissait & priori, par un moyen quelconque, la chance 5
de la condamnation, outre la probabilité 4 de la culpabilité, Clest
aussi ce que I'on vérifie en observant que le juré ne se trompera pas,
si I'accusé est coupable et condamné , ou bien s'il est innocent et ac-
quitté or, les probabilités de ces deux cas, avant la décision du juré,

41
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sont les produits &y et (1 — &) (1 — %), dont la somme forme la va-
leur compléte de .

Quand on aura k=1, les premiéres valeurs de petgseréduiront im-
médiatement & p—=u et g—=u; et, en effet, puisqu’on n’a & priori aucune
raison de croire plutot a la culpabilité qua I'innocence de I'accusé,
notre raison de croire i 'une ou A l'autre, aprés la décision du juré,
ne peut difféver de la probabilité qu’il nese trompe pas. Sil'onak=r,
c'est-a-dire si la probabilité de la culpabilité est regardée comme
certaine @ priori, on aura p = 1 et ¢ = 0; et quelle que soit la déci-
sion du jure, et sa chance « de ne pas se tromper, cette culpabilité sera
encore certaine apres cette décision. Il en sera de méme 4 I'égard de
I'innocence de I’accusé, si 'on a £ =0, c’est-a-dire si elle est certaine
a priori. Mais dans les deux cas, il n’est pas certain que l'accusé sera
condamné ou acquitté : on aura 3 = u, dans le premier, et y =1 —u
dans le second, pour la chance de sa condamnation, qui sera donc
c¢gale, comme cela doit étre, 4 la probabilité que le juré nese trom-
pera pas quand k=1, et se trompera lorsque & = o.

(115). Supposons actuellement qu’apres la décision de ce juré, l'ac-
cusé soit soumis au jugement d’un second juré dont la prohabilité de
ne pas se tromper sera représentée par «'. Il s’agira de déterminer
les probabilités que I'accusé sera condamné par les deux jurés, absous
par I'un et condamné par I'autre, absous par I'un et I’autre; probabi-
lités que je désignerai respectivement parc, &, a.

Soit 5’ la probabilit¢ que I'accusé ayant été condamné par le pre-
mier juré, le sera aussi par le sccond. En observant que 9 est la chance
dela premiére condamnation, on aura

’
cC=%

pour la probabilité de deux condamnations successives. Mais en pa-
raissant devant le second juré, il y a la probabilité p, résultant de la
décision du premier, que I'accusé est coupable; la valeur de 9/’ se dé-
duira donc de la formule (1), en y mettant p et 2’ au lieu de & et u; ce
qui donnc

Y =pd + (0 —p) (1 —u);
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d’ou l'on déduira, en vertu des formules (1) et (2),
c=lkutl 4+ (1 — & (1 — u) (1 —u).
Par un raisonnement semblable, on tr(;uvera
a=k(1 —uw) (1 — )+ (1 — ku. "
En ajoutant ces deux formules, il en résulte
at+c=uwl 4+ (1 —u (1 —u),

pour la probabilité que les deux jurés décideront de la méme maniere ,
soit qu’ils condamnent, soit qu’ils absolvent; et 'on peut remarquer
que cette probabilité totale est indépendante de celle de la culpabi-
lité de l'accusé avant le double jugement.

Si l'accusé a été absous par le premier juré, et quon appelle 7, la
probabilité qu’il sera condamné par le second, le produit (1 — %)y,
exprimera la probabilité que ces deux jugements contraires auront
lieu successivement et dans cet ordre. D’ailleurs 1 — g sera la proba-
bilité que I'accusé est coupable, quand il parait devant le second juré
aprés avoir été acquitté par le premier; la valeur de %, se déduira

donc de la formule (1), en y remplacant % et « par 1 —q et «’; ce qui
donne

r=0—Qu+q( —u),

ou bien, en vertu des valeurs de 1 — 9 et ¢ données par les for~
mules (1) et (3),

(1—)y,=k(t —)u' 4 (1 — &) ) (1 — & )u.

Il est évident qu’en permutant les lettres u etz dans cette expression,
on aura la probabilité que les jugements des deux jurés seront con-
traires, mais dans l'ordre inverse de celui qu’on vient de supposer. En

41..
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ajoutant cette probabilité a la précédente, il en résultera
b= —wu'+ (1 — ),

pour la probabilité compléte de deux Jugemenls (.ontralres, rendus
dans un ordre quelconque. On voit qu’elle est indépendante de %,
comme celle de deux jugements semblables. Dans le cas de « —;
et ' = 1%, l'une et I'autre sont aussi 3. Dans tous les cas, leur somme
a - b -+ c est I'unité, comme cela devait étre.

La probabilité que I'accusé est coupable apres qu'il aura été con-
damné par les deux jurés, sera donnée par la formule (2), en y met-
tant p et ' au lieu de k et z; et la probabilité de son innocence, quand
il aura ét€ ahsous par les deux jurés, se déduira de la formule (3),
par le changement de k et « en 1—q et #’. En désignant par p’ et ¢’ ces
deux probabilités, on aura donc

pY / v

p=Pu’+(l——P)(l—ul), g=qu,+(l—q)(l—"’);

et d’aprés les valeurs de p et ¢, données par ces mémes formules (2)
et (3), ces valeurs de p’ et ¢’ deviendront

kuu' VI (1=—hk)ur’

P—lcuu ~+ (1—=k) (1—u) (1— 7= (1=K)ur’ 4 k (1—u) (1—u’)’

Soient encore p, la probabilité que I'accusé est coupable, apres qu'il
aura €té absous par le premicr juré et condamné par le second, et g,
la probabilité qu’il est innocent, quand il aura été condamné par le
premicr juré et acquitté par le second. La vaieur de p, se déduirade
la formule (2), en y mettant #' au lieu de «, et y remplacant % parla
probabilité 1 — g que I'accusé n’est pas innocent, aprés qu’il a été ac-
quitté par le premier juré; celle de ¢, s’obtiendra de méme en chan-
geant uet £ dans la formule (3), en’ et p; on aura donc

_ (1—q)u’ _ (1—p)u’
P= (1—q' + g (1—u')’ 9= (1—pyu'+ p (1—u’)’
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ou bien, en vertu de ces mémes formules (2) et (3),

25

(3} ]

_ k(1=—uw)u’ (1—£) (1—u)u’
p'_ﬂt—u)u’+<(l - k) (1—u" )’ 7= (=B (—w)u' 4 k (1=’ )i’

La probubilité que I'accusé, condamné par le premier juré et acquitté
par le second est coupable, sera 1 — ¢,; d’ailleurs, il est évident
qu’elle devra se déduire de p, par la permutation de u ct %', ce qui
a lieu effectivement : celle de l'innocence de l'accusé, absous par
le premier juré et condamné par le second, ou 1 — p,, résultera
de méme de I'expression de g,, en y permutant zetz'.

Dans le cas de &' = u, on a p, =k et g, = 1 — k; ce qui doit étre
effectivement; car deux décisions contraires, rendues par des jurés
qui ont laméme chance de ne pas se tromper , ne sauraient rien chan-
ger a la raison que nous avions de croire, avant ces décisions, a la
culpabilité ou a I'innocence de l'accusé.

(116). On étendrait sans peine ces raisonnements aux décisions suc~
cessives d'un nembre quelconque de jurés, pour chacun desquels il y
aura une chance donnée de ne pas se tromper. Mais on parviendra plus
simplement au résultat, de la maniére suivante.

Je suppose, pour fixer les idces, qu’il y ait trois jurés. Soient , u/,
", les probabilités qu’ils ne se tromperont pas, et, comme précédem-
ment, k la probabilité avant leur jugement, que l'accusé est cou-
pable.

Pour qu'il soit condamné a 'unanimité, il faudra ou qu'’il soit cou-
pable et qu’aucun des trois jurés ne se trompe, ou qu’il soit innocent et
que les jurds se trompent tous' les trois. La probabilité compléte de
cette condamnation sera donc

hude = k(1 —u) (1 — u') (1 — o).

On verra de méme que la probabilité que l'accusé sera absous a I'u-
nanimité , aura pour valeur

k(1—a)(1—u') (1 =u") 4 (1 — k)udsd.
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La probabilité d’'un jugement unanime, soit de condamnation, soit
P J ’ ’
d’'acquittement , sera donc la somme de ces deux quantités, c’est-a-
dire '

' 4= (1 — w) (1 =) (1 — )3

en sorte qu'elle est indépendante de &, ce qui aurait lieu également,
quel que fiit le nombre des jurés.

L’accusé pourra étre condamné par deux jurés et absous par le troi-
siéme, de trois maniéres différentes, selon que ce troisitme sera celui
dont la chance de ne pas se tromper est %, ' ou #°. Il pourra de méme
étre acquitté par deux jurés et condamné par le troisieme, de trois
maniéres différentes, qui répondront aussi aux cas ou ce troisieme est
le juré dont #, ' ou #", exprime la probabilité qu’il ne se trompera
pas. On verra sans difficulté que les probabilités de ces six combinai-
sons, auront pour expressions :

' (1 — u) + (1 — kK (1 — ) 1 — "),
fud® (1 — ') 4 (1 — k) (x — ©) (1 — "),
ke (1 — o) 4+ (1 — k) (1 — w) (1 — )",
k(v —u) (1 — dYu + (1 — B'd (1 — w,
k(i — w) (1 — '/ 4+ (1 — Hud (1 — o),
k(v — ) (1 — ' 4= (1 — Rued (v — u").

En faisant la somme de ces six quantités, on aura 'expression com-
pléte de la probabilité que le jugement ne sera pas unanime; cette ex-
pression sera donc

W (1—u) 4 ur (1—') 4 wnd (1— ")
F(1—t) 1—2"Yu 4= (1=~2e) (1—2" ' - (1—2) (1—u')u",

et, comme on voit, indépendante de k.

La somme des probabilités totales d’une décision unanime et d’une
décision 1non unanin:c, doit étre I'unité ; et, en effet, leurs expressions
que l'on vient de trouver, satisfont a cette condition.
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Le jugement étant rendu, on en déduira facilement la probabilité,
apres ce jugement, de la culpabilité de I'accusé, différentc, en ge-
uéral, de ce qu’elle était auparavant. Si, par exemple, I'accusé a été
condamné par les deux jurés dont x ct #' expriment les chances de ne
pas se tromper, et acquitté par le troisieme, la probabilité de cet
événement sera kwt' (1 — ), dans I'hypothese de la culpabilité,
et(1t— £k, (1 —u) (1 — '), dans la supposition contraire; par la
régle du n° 34, la probabilité que I'accusé est coupable sera donc

kuv' (1 — ")
hud' (v —u"y 4+ (1= k) (1 —u) (1 — u")u"”

Dans le cas de &' = ', elle devient indépendante de la valeur com-
mune de ¢’ et 2, et la méme que si la condamnation ¢tait prononcée
par le seul juré dont x est la chance de ne sc pas tromper. Et, en effet,
apreés que ce juré a prononcé , les décisions différentes entre elles des
deux autres jurés ne peuvent plus influer sur la raison que j’ai de croire
que l'accusé soit ou ne soit pas coupable; car il n’y aurait pas de rai-
son pour qu’clles augmentassent plutot que de diminuerla probabilité
de la culpabilité, puisque les chances de ne pas se tromper sont sup-
posées égales pour ces deux derniers jurés.

Ces formules seraient également applicables au-cas ol les jurds, au
lieu de juger successivement et sans communication entre eux, élaient
réunis et jugeaient apres en avoir délibéré ; mais la discussion pouvant
les éclairer mutucllement et augmenter, en général, leurs probabi-
lités de ne pas se tromper, les valeurs de u, «', ©”, qui se rapportent
a ces deux cas, pourraient n’étre pas les mémes, et s’écarter moins
de 'unité dans le second cas que dans le premier.

(117). Considérons, en particulier, le cas ou la chance de ne pas se
tromper est la méme pour tous les jurés, auquel nous ramenerons en-
suite le cas général, lorsqu'il s’agira de déterminer la probabilité du
nombre des condamnations dans de trés grands nombres de juge-
ments.

Soient donc u cette probabilité donnée que chacun des jurés ne se
trompera pas, n le nombre des jurés, A la probabilité,, avant leur ju-
gement, de la culpabilité de I'accusé, i un des nombres 1, 2,53,.. .n,0u
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z€ro, el %, la probabilité que I'accusé sera condamné par n— i et ahsous
par ¢ jurés.

Pour que cet événement composé arrive, il faudra que l'accusé
étant coupable, n— i jurés ne se trompent pas et / jurés se trompent,
ou bien que I'accusé n’étant pas coupable, 72— jurés se trompent et i
ne se trompent pas. La probabilité du premier cas sera le produit
kw=' (1 — uj, multiplié par le nombre de fois qu'on peut prendre
les i jurés qui se tromperont, sur le nombre 2 de tous les jurés; celle
du second cas sera de méme le produit (1 — A)u!(1 — u)*~!, multiplié
par le nombre de fois qu'on peut prendre les » — i jurés qui se trom-
peront sur ce nombre total 7; lequel nombre de fois est le méme
que daus le premier cas, et égal au nombre de combinaisons diffeé-
rentes de 2 choses prises i & i, ou n—i 4 n—1i. En le désignant par N,
on aura

N nA—1.N=2,, . N—L4+1"
= 1.2.3...2 4

etil en resultera
5’: =N [k (1 — )+ (1 = R (1 — )=,  (4)

pour la valeur compléte de 5.
Si 'on suppose n — i>>i, et qu’on fasse

n—aa=um,

l'accusé aura ¢élé condammné ala majorité dec m voix. Lorsque i jurés
Pauront condamné et que les » — i autres 'auront absous, il aura été
acquitté a cette majorité de m voix ; la probabilité de cet acquittement,
que je désigneraai par 4, , se déduira de la valeur de 9; en y permu~
tant les nombres n— iet i, ce qui ne changera rien au coeflicient N,.
On auradonc

§=N;[ktd (1 — )~ (1 =K~ (1 — u)]. (5)
En 2joutant ces deux dernicres équations, il vient

vi 4 di= Ni[w=" {1 — &)} 4 & (1 —u)"~"];
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quantité indépendante de £; de sorte que la probabilité d’un jugement
rendu a une majorité donnée m, soit qu’il condamne, soit qu’il ab-
solve, ne dépend pas de la culpabilité présumée de I'accusé avant cette
décision. Dans le cas particulier de u—=1, les probabilités 3, et J'; sont
séparément indépendantes de &, et ont pour valeur commune

Elles sont aussi égales entre elles, quelle que soit la valeur de «, lors.
quelona k=21. .

(118). Soit ¢, la probabilité que I'accusé sera condamné par 2 —i voix
au moins et absous par i voix au plus, c’est-a-dire la probabilité d’une
condamnation a la majorité de m voix au moins. Soit aussi d;la pro-
babilité que 'accusé sera acquitté par » —i voix aumoins et condamné
par i voix au plus.

D’apres la regle du n° 10, on aura

=Y Y+ YAt Y
d=d,4+ N4+ J, +...4 J;

et au moyen des formules précédentes, il en résultera

e = KU, + (x — KU, | ©
d, = kV, -+ (1 — kU, |

en faisant, pour abréger,

N4 N (1—u) 4 Noor=* (1—u)* -, . . + N~} (1 —u) =U,
N,(1—2)"=4=N, (1—2)*"'u==N,(1—u)"*u*+-. . .4 Np!(1—0)"—'=V,

3¢ maniére que U, soit une fonction donnée de z, et V, ce ue devient
cette fonction, quand o y met 1 — « au lieu de z. On aura, en
méme temps,
Gt d=U+YV,
42
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pour la probabilité, indépendante de &, que 'accusé ser, ou condamné,
ou acquilté, ala majorité d’au moins m voix.

Si I'on met # — ¢ — 1 au lieu de ¢ dans I'expression de d;, on en
conclura

Ui + V'n-—l—x= I, C; + d—l—l — i,

et, en effet, si un nombre de voix au moins égal a 7 — i esl nécessaire
pour la condamnation, I'accusé sera acquitté lorsqu’il y aura zze=—i— 1
voix au plus qui lui seront contraires; en sorte que I'un des deux évé-
nements dont les prohabilités sont ¢; et d,_,_,, devra certainement
arriver.

Si z est un nombre impair, et qu'on ait # =2 41 et conséquem-
menl m = 1, on aura

7 — v -_— e

U4 V=4 —wl=1, g4d=u
¢n sorte que 'accusé sera certainement condamneé ou acquitté a la ma-
jorité d'une voix an moins; ce qui est évident en soi-méme. Si 7 est un

nombre pair, la plus petite majorité possible sera m = 2, et répondra
a n = 2/ -4 2. On auraalors

U4V, =u+( — )] — N, 2+ (1 —u)+r;
d’our 1l résultera

2it 2. 204 1.20.. .42 [u(l—u)]""‘

C,'+(]i=l_ 1‘2.3._‘1'-*-1

1l ne sera donc pas certain que I'accusé sera condamné ou absous a la
majonte d’au moins deux voix ; ce qul est évident, et tient au cas pos-
sible du partage égal des voix pour lacqulttement et pour la con~
damnation. *

La probabilité de ce cas unique s'obtiendra en retranchant de I'u~-
nité, la valeur précédente de ci 4 d;; elle sera indépendante de £;
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et en la désignant par H;, son expression pourra s'écrire sous cette
forme

H — 1.2.3...20 4 2 [u (1 — w)]'*
= (1.2.3...0 31 :

Le masximum du produit # (1 — u) répond & u =1, et cst égal a ;.
Cette probabilité H;diminuera donc 4 mesure que u s’écartera davan-
tage de i. Ellc diminuera "aussi continuellement 4 mesure que i
augmentera ; car on déduit de son expression

H, = 2 4 3. 2;1-:_4'1;2( 1 —u) H,;

et d’apreés le maximum ; de u(1—u), on en conclut que le rapport
de B, a H, sera toujours moindre que l'unité : la plus grande valeur
de H, vépondraa u=1} et i—=o0, et sera égale a }.

Quand i+ i1 sera un grand nombre, on aura ( n° 67)

1.2.3. . 1= (i41)"" e ~"“"\/9’7r(z+1)[(+ +ec]

12(d + 1)
1.2.3... 2i+2=(2i+2)“*’e‘(“‘"‘”Vzw(zi-k_z)-[(+ 1—2-(—2—:._—+_—”+etc.:|;
d’onr Yon tire

4(4 (1—u) ]“"" {:‘

Va@E+r) +etc:|

§( + 1 + 1)

pour la valeur approchée de H,, qui sera, comme on voit, une trés
petite fraction , lorsque # différera notablement de $, ou 4u (1 — u)
de ’uniteé. Dans le cas de u=13, et enprenant pour exemple i41=6
ou n==12, cette formule, réduite 4 ses deux premiers termes, donne
230,94. .

2= pour cette valeur; ce qui différe trés peu de la valeur

31 . . . <3z
exacte 3—-—i , quoique i = 1 ne soit pas un nombre fort considérable.

La somme U, 4V, étant tout au plus égale a I'unité, si on la dési-
gne par G,, la différence 1 — G, sera positive ou zero; et comme
. 4
§2..
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Vexpression de ¢, pourra s'écrire sous la forme
o=k —k(1 — G) — (ak — 1)V,

il s'ensuit que si Pon a 2k —1> 0 ou A > %, on aura aussi ¢, < k.
Donc, dans le cas ordinaire ou 'on a, avant la décision des jurés,
plus de raison de croire a la culpabilité qu’a I'innocence de I'accusé,
Ja chance de sa condamnation d& une majorité d’au moins une ou
plusieurs voix, c’est-a~dire 4 une majorité quelconque, sera toujours
moindre que cette probabilité antérieure de sa culpabilité : en suppo-
sant, par exemple, qu'il y ait quatre contre un a parier que l'accusé
est coupable, lorsqu’il parait devant le jury, il y aura moins de
quatre contre un a parier qu’il sera condamné.

Cette proposition est, comme on voit, indépendante de la chance
d’erreur des jurés, ou de la valeur de «, autre que 'unité. Dans le cas
de u=1, on aura U;=1, V,;=o, ¢;= £, d,= 1—&, quel que soit /.
Dans le cas de =0, on aura de méme U;=o, V,=1, ¢=1—1%,
«y==Fk. Pour ces deux valeurs extrémes de i, il est évident que la
condamnation ou l'acquittement ne pourra avoir lieu qu'a I'unani-
mité; et c'est, en effet, ce qui résulte des formules (4) et (5), qui don-
nent alors 9, =o ct J'=0, excepté pour i=o.

(119). En conservant toutes les notations précédentes, représen-
tons, de plus, par p; la probabilité que I'accusé est coupable, quand il
a été condamné par n — i contre i jurés, ou a la majorité de m voix,
et par g,, la probabilité qu’il est innocent, lorsqu’il est acquitté a cette
majorité; ou autrement dit, soit p; la probabilité que le jugement
rendu a la majorité de m voix sur 7 est bon, quand il condamne, ct ¢,,
lorsqu’il absout. Dans le premier cas, la probabilité de I'événe-
ment observé, ou de la condammnation, est Njiu"~1 — u)' ou
N(1—k) (1 —u)"~u', selon que Vaccusé est ou n'est pas coupable;
d’apres la'régle du n° 34, ona donc

. kur=t (1 = u)
e Y g U o (1 = £) (1 == u)*~ut? (7)

en supprimant le facteur N, qui serait commun aux deux termes de la
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fraction. Dans le cas de I'acquittement, on trouvera de méme

— (1 — Ry~ (1 —u)
7i= (r— kyur=T (v —u) + k(x — u)r~ut’ (8)

Si I'on suppose k=13, on aura p;= gq;; et, en effet, lorsqu'a priori,
on n’a pas de raison de croire plutdt 4 la culpabilité qu'a I'inno-
cence de P'accusé, il est évident que la bonté des jugements rendus
4 la méme majorité, a aussi une égale probabilité dans les deux
cas de la condamnation et de lacquittement. Pour z= 1, on a
(1 — u) = (1 — w)"'u', et, par conséquent, comme cela doit
étre, py="rk et ;=1 — k, quels que soient les nombres r et i.
En faisant, dans les formules (7) et (8),

]

u-_—l_—H, 1 — U= ——

et observant que n=m <~ 2i, on aura

. kem . (=hke
P=Tm i =k qi—(l—k)t”‘-}-—/;’

ce qui montre que la probabilité de la bonté d’un jugement, ne dé~
pend, toutes choses d’ailleurs égales, que de la majorité m a laquelle
il est rendu, et nullement du nombre total % des jurés; et, effective-
ment, les voles contraires et en nombres égaux, dans le cas d'une
méme chance d’erreur pour tous les jurés, ne sauraient augmenter ni
diminuer la raison de croire que le jugement soit bon ou mauvais.
Mais ce résultat suppose essentiellement la chance u que les jurés ne
se tromperont pas, donnée avant le jugement; et il n’en serait plus
de méme, comme on le verra plus loin, si cette chance devait étre
conclue, aprés le jugement, des nombres de voix qui ont eu lieu pour
et contre.

Pour une valeur donnée de %, un jugement rendu a la majorité
d’une seule voix, par exemple, ne mérite donc ni plus ni moins de
confiance, quel que soit le nombre impair des jurés, que s’il y avait
un seul juré; mais la probabilité qu'un tel jugement, de condamna-
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tion ou d’acquitiement, sera rendu, diminue a mesvre que le nom-
bre total des jurés devient plus grand. En effet , cette probabilite
sera la somme des formules (4) et (5), dans laquelle on fera 7 = 2i 4-1;
en la désignant par @,, et ayant égard a la valeur de N;, ou aura

1.2.3. a4 [u(t —w) ]

= a3 ey
d’ou l'on conclut
al 4 3
@’:+.=;;-—ﬂ-4u(l—u)@:;

et comme 4u (1 — u) ne peut pas surpasser l'unité, il s'ensuit qu’on a
toujours @, < @;. En comparant cette valeur de @, a celle de H,, -
on voit que la premiere surpasse la seconde dans le rapport de l'unité
a 2 (1—u), qui reste le méme quel que soit :.

(120). Si l'on sait seulement que I'accusé a été condamné a la ma-
jorité d’au moins m voix, de sorte que la majorité ait pu étre m, m—-2,
m--4. ... jusqu'am+ 2, oul’'unanimité;; on concoit que la probabi-
{ité qu’il est coupablesera plus grande que p, : je la représenterai par P,.
Dans I'hypothése que I'accusé soit coupable, la probabilité de la con-
damnation qui a eu lien ou de I'’événement observé , est AU;, d’apres
ce quon a vu plus haut; elle est (1 — )V, dans I’hypothese de la
non-culpahilité; on aura donc

kU;
kUi 4 (1= k) V:° (9)

P‘=

En désignant par Q, la probabilité de la non-'culpabilité, quand l'ac~
cusé est ahsous a cette majorité de m voix au moins, on trouvera de
méme

- (1 —k)Us
Q=r—pv, xwm, (9

Les probabilités de la bonté d’un jugement rendu a la majorité de
m voix au moins, auront aussi pour expressions P; dans le cas de Ia -
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condamnation et Q; dans le cas de l'acquittement. Elles ne sont pas,
comme p, et ¢, indépendantes du nombre total z des jurés, et dépen-
dantes seulement de m ou »— 2i. Pour les comparer numeérique-
ment les unes aux autres, je prends & = §; ce qui rend dgales
les qaantités P, et Q,, ainsi que p, et g, ct suppose quavant le
jugement, I'innocence de I'accusé avait la méme probabilité que la
culpabilité. Je fais aussi « = 2; en sorte qu’il y ait trois & parier
contre un que chaque juré ne se trompera pzs. En prenant pour n
le nombre ordinaire des jurés, et faisant . =12 et i = 5, on trouve

d’abord

—9 — .
=5 1 —pi=153
on trouve, en outre,
37 . 1
U'=7254'Z—"" V'=259122'F;

et 'on en déduit, a trés peu pres,

__ 403 _ 6
P‘——,Za—g_, I—Pl—-@,

ce qui montre que dans cet exemple, la probabilité 1 —P, de I'erreur
d’une condamnation prononcée a la majorité de deux voix au moins,
est a peine un septieme de la prohabilité 1 — p; de I'erreur a craindre
dans un jugement rendu a cette majorité de deux voix précisément,
ou par sept voiycoutre cing.

Les formules (4), (5), (6), (7),(8), (9), (10), s'appliqueront sans diffi-
culté au cas ol 'accusé traduit devant le jury que nous considérons,
aura déja été condamné ou acquitlé par un autre jur on prendra alors
pour la quantité & que ces formules renferment, la probabilité que I'ac-
cusé est coupable, résultant du premier jugemént, et que l'une de
ces formules aura servi a déterminer.

(121). Lorsque n— i et i seront de trés grands nombres, on sera
obligé de recourir aux méthodes d’approximation, pour calculer les
valeursde Uiet V..
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Pour cela, j'observe qu'en faisant 1 —uz=v, la quantité U, est la
somme des i -1 premiers termes du développement de (uz— v)",
ordonné suivant les puissances croissantes de v; elle devra donc
coincider avec la formule (8) du n° 73, cn mettant dans celle-ci, «, v,
i, n, au lieude p, ¢, n, p; par conséquent, d’apres les formules (15)
du n° 77, nous aurons

=1 [ g G L] ey
U‘—V;./‘B € dx+3l/mugn——z)e

Vi (11)
_.J;: (n+l) 2 —f3,
Ui=1— \/wf dx+31/7rm(n-—z)e T

6 étant une quantité positive dont le carré a pour valeur

8*=ilog (n+1—z)log"+t—l

12
vmFn T wtaet 1)’

et en employant ia premiére ou la seconde de ces deux expressions

de U,, selon que > surpassera le rapport - ———., ou sera moindre.
i u n41—2:’

Si 'accusé a été condamné, et que toutes les majorites puissent avoir
eu lieu, depuis la plus petite, de une ou deux voix, jusqu’a I'unani-

mité, le nombre 72+-1 et le rapport ~ 5, seront a trés peu pres

n4 1—
double de i et 'unité; on devra donc employer la premiére ou la se-
coude formule (11), selon que Yon aura v > u ouv <<ujetsiumet v
different notablement de }, ou 4uv de I'unité, on aura, aussi a trés peu

pres,

b= ilogﬁ.
@

Alors, puisque i est un trés grand nombre, la valeur de 0 sera assez
considérable pour rendre insensible, les intégrales et les exponentielles
contenues dans les formules (11). La quantité U, se réduira donc & I'u-
nité ou a zéro, selon que # surpassera v ou sera moindre; et comme,
dans le cas que nous examinons , la somme de U: et V, est l'unité,
exactement ou & trés peu prés ‘selon que i est impair ou pair, il s’ensuit
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que V, sera zéro quand on aura z > v, et 'unité dans le cas de « < v.
De 1a, on conclut que, sila probabilité 4 de la culpabilité de I'accusé
avant le jugement, n’est pas une trés petite fraction, il y aura une
probabilité P, trés approchante de la certitude, pour sa culpabilité apres
qu’il aura été condamne par un jury composé d'un trés grand nom-
bre n de jurés, si li:chance ¢ de l'erreur de chaque juré est notable-
ment moindre que la chance contraire z; résultat qui tient 4 ce que ce
grand nombre 7, rend alors trés peu probable que le jugement soit
prononcé a une faible majorité. Au contraire, cette probabilité P;, de
la bonté d’'un jugement, sera une trés petite fraction, et Pinnocence
de l'accusé, trés probable, si c’est u qui est sensiblement moindre
que v, et que, de plus, k& ne soit pas une fraction tr¢s approchante de
'unité. Les probabilités ¢; de la condamnation et d, de 'acquittement,
données par les formules (6), seront trées peu différentes de £ et
1 —k, quand u surpassera ¢, ou, au contraire, de 1 — £ et & lors-
qu'on aura ¢ > u.

Dans le cas de u=¢ =131, et en faisant n= 2i -}~ 1 ou n= 2i+4 2,

. . . il
im 1 —
selon que 7 sera impair ou pair, le rapport Py sera un peu

. v . .
moindre que ~, ou que l'unité; il faudra donc, employer la pre-
. o . .

miére formule (11); et comme la valeur de 0 sera une trés petite

fraction, on aura, a trés peu pres,
6
U=: ;__ —_——
L ] + ‘/%’i ‘/x’

en négligeant le carré de 0, ainsi que les termes qui auraient i pour
diviseur, et observant qu’on a alors

j;oo e—* de=1L\/7— 0.

Si n est impair, que I'on fasse n= 2i + 1, et qu'on mette + pour u
et v, on aura

b= — ilog(1+7;)— (i+ 2) log (=335
en développant les logarithmes en séries, on en déduit, au degré

43
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d’approximation ot nous nous arrétons
I
0 =— U = 35

la somme de 'V, et U, étant l'unité, V,; sera aussi %; et ’'on aura P,=¢,

comme cela doit étre, quel que soit d’ailleurs le nombre des jurés,

lorsque leur chance est égale pour se tromper et pour ne pas se trom-
1

per. Si n est un nombre pair, et qu'on fasse n=2i+42, u=1,
on aura

f: = —ilog(l-l—%)—(i'i's) l°g<‘ —E%Ti);

d’ou Von déduira

o=21

a)

0 3 U=2:—_"

= 7T =y
ay/I 2} =t

mais d’apres la valeur de H; du n° 118, on a, dans ce cas,

ble

on aura donc

et ces valeurs de U, et V; étant égales, il en résultera P, = &, comme
dans ie cas précédent. La probabilité c; de la condamnation, que nous
considérons, sera indépendante de %, et égale a U;, ou un peu moindre
que 3.

(122). En supposant toujours que le jury soit composé d’un nom-
bre quelconque » de jurés, concevons maintenant que pour chaque
juré, la chance de ne pas se tromper puisse avoir un nombre » de va-
leurs différentes et inégalement probables. Soient x,, x,, x5,....x,,
les valeurs de ces chances pour un premier juré; x,/, x,’, x4,. .. ),
pour un second juré; =z,", x,, x5, .... 2, pour un troisiéme
juré; etc. Désigaons, en général, par X;, X, X,", etc., les probabi-
lités que les chances x;, a;/, ", elc., auront lieu, et qui serontaussi
les probabilités des chances correspondantes 1 — x:i, 1 — x;/,
1 — ", etc. Comme une des chances x,, x,, x5, .... x,, aura
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lieu certainement; qu’il en sera de méme a l'égard de l'une des

chances x,, z,/, x4, ... . x,; ainsi que pour l'une des chances x,”,
n . . . .

x,’y 23"y o ... 2,"; ct ainsi de suite, on devra avoir

X|+X,+X3+.-.c +Xv=1,
X|I+ Xn’+ XS,+ L le= U,
X'+ X'+ X'+ o+ X =1

etc.

Si donc, on fait

Xlxl -+ Xx, + X323 4+ ... 4 vav = u,
X/ x4+ X x4 Xfx/ 4+ ... + X/x/= v,
X x4+ X' x4+ X2+ .... + X 2= ",

etc.,

on aura, en méme temps,

X (i—x)+ X, t—x,) .o 4+ X, 1 —x,) =1 —u,
X (—x2)+ X (1—x)4+... + X/ (1— /) =1 —0,
X'—2)+ X'(1—a") +.... 4+ X1 — 2" =1 —u,

etc. ;

et u, «/, 1", etc., seront les valeurs moyennes des chances de ne pas
se tromper, pour le 1°, 2%, 3¢,...juré, et 1 —u, 1—u, 1—u", etc.,
les valeurs moyennes de leurs chances de se tromper.

Cela posé, la probabilité qu’aucun des 7 jurés ne se trompera, cor-
respondante aux chances x;, x';;, "1, etc., de ne pas se tromper, sera le
produit de ces chances et de leurs probabilités respectives X;, X', ,
X".., etc.; en la désignant par IT, on aura donc

n -— X;X/,-,X"iu etC.x,-'t",;x”,-nelC.

Soit P la probabilité qu’aucun juré ne se trompera, quelle que soit
celle de ses chances possibles de ne pas se tromper, qui aura lieu. Par
laregledu n° 10, P sera la somme des 7 valeurs de IT que I'on obtien-
dra, en y mettant successivement chacun des nombres 1, 2, 5,....»,
a la place de chacun des n nombres i, &, i’, etc. Or, il est facile de
voir que cette somme sera le produit des » moyeunes z, ', ', etc.;

43..
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en sorte que 'on aura
P = w/uetc.,

quels que soient les nombres 7 et ».

Relativement aux chances quelconques x,, x';/, 2", etc., de ne pas
se tromper, la probabilité qu'un seul juré se trompera, se déduira
de IT en y remplacant x; par 1 — &, si cest le premier juré, x';, par
1 — x*;, si C’est le second, etc. En appelant I¥' la probabilité totale
qu’un seul juré se trompera, correspondante & ces chances x,, x';,

x"., etc., on aura donc

' =XX" X" ete. [(1 — x)x'x"s ete. + x2,(1 — x',) 2" ete.
“+axx', (1 —x".) ete. - etc.].

Si I'on désigne ensuite par P’ la probabilité qu'’en ayant égard, pour
chaque juré, 2 toutes les chances possibles de ne pas se tromper, il y
aura un seul juré qui se trompera, P’ sera la somme des n» valeurs
de IT" que 'on obtiendra en y mettant successivement pour chacun
des 7 indices i, i/, i, etc., tous les nombres 1, 2, 3,.... »; et il est
facile de voir que cette somme ne dépendra que des moyennes , ',
©", etc., et aura pour valeur

P=(1 —wud etc. + w1 — /)1 etc. + we/(x — u’) etc. + etc.

En continuant ainsi, on parviendra a cette proposition générale :
La probabilité que parmi les zjurcs, 2 — i ne se tromperont pas, et i
se tromperont , sera la méme que si la chance de ne pas se tromper
n’avait qu'une seule valeur possible pour chaque juré, savoir, # pour
le premier juré, ' pour le second, #" pour le troisieme, etc. Par
conséquent, si ces chances moyennes u, i/, 1", etc., sont indgales,
les diverses probabilités d’'une condamnation a des majorités données,
et celles de la culpabilité du condamné, se détermineront par les regles
du n° 116, étendues a un nombre quelconque 7 de jures. Si elles sont
toutes égales entre elles, les probabilités dont il s’agit s’exprimeront
au moyen des formules (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10), en y mettant
pour «la chance moyenne commune a tous les jurés.

On se représentera avec precision la possibilité pour chaque jure, de
plusieurs chances inégalement probables de ne pas se tromper, en con-
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cevant que la liste sur laquelle chaque juré doit étre pris, soit divisée
en un nombre v de classes de personnes’, telles que toutes les person-
nes d'une méme classe aient une méme chance de ne pas se tromper :
pour la liste sur laquelle le premier juré doit étre pris, soient x;
cette chance correspondante a 'une des classes, et X; le rapport du
du nombre de personnes de cette classe au nombre de celles qui sont
portées sur la liste entiére ; la chance que ce juré ne se trompera pas,
sera x; s'il appartient a cette classe, et X, sera la probabilité que cela
aura lieu, c’est-a-dire la probabilité de cette chance x;. Si le second
juré doit étre pris sur une aulre liste, etque x’,, soit la chance de ne
pas se tromper, pour les personnes de l'une des classes de celte liste,
et X';, lerapport de leur nombre a celui des personnes portées sur la
liste entiére, x';, sera la chance que le second juré ne se trompera pas
s’il appartient a cette classe, et X’;, la probabilité qu’il en fera partie,
ou la probabilité de cette chance x';,; et ainsi dc suite, pour tous les
autres jurés."Les jurés, d’une session de cour d’assises, étant Pris au
hasard sur une méme liste, formée de toutes les personnes qui peu-
vent étre jurés dans le ressort de cette cour, il s’ensuit qu'avant le ti-
rage au sort, les chances moyennes u, ©/, «’, etc., sont égales entre
elles. Leur valeur- commune peut d‘ailleurs n’étre pas la méme dans
les ressorts des différentes cours; et cela étant, s'il y avait des affaires
oule jury dit étre composé d’un juré pris dans une partie déterminée
du royaume, un second dans une autre partie, etc., ce serait le cas ou
les moyennes u, ¥/, ', etc., pourraient étre différentes. Mais, dans
tous les cas, on ne doit pas confondre ces chances moyennes qui ont
lieu avant le tirage des jurés, avec les chances de ne pas se tromper,
propres aux jurés que le sort aura désignés, quand le tirage sera effec-
tué ; nous reviendrons tout a ’heure sur cette distinction essentielle.
(123). Sile nombre v des chances possibles x,, x,, x;, etc., est in-
fini, la probabilité de chacune d’elles sera infiniment petite. Soit
alors Xdzx la probabilité que la chance de ne pas se tromper, pour un
juré pris au hasard sur une liste donnée, sera égale a x ; soit aussi « la
moyenne de toutes les chances possibles, en ayaunt égard a leurs pro-
babilités respectives; la somme qui doit étre égale a l'unité, et celle
qui doit former la valeur de z, d’apreés ce qui précéde, se changeront
en des intégrales définies, prises depuis x==o0 jusqu’a &= 1; en sorte
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que l'on aura

f;(de= 1, /;'xx.dx=u.

La quantité positive X pourra étre une fonction continue ou discon-
tinue de x, entiérement arbitraire, pourvu qu’elle satisfasse a la pre-
miére de ces équations : pour chaque expression donnée de X, il y aura
une valeur numérique de «, tout-a-fait déterminée; mais a chaque va-
leur donnée de u, correspondront une infinité d’expressions différentes
de X, ou de lois différentes de probabilités.

Lorsque toutes les valeurs de x, depuis zéro jusqu’a I'unité, seront
également possibles, 1a quantité X seraindépendante de x, et devra étre
'unité pour satisfaire a la premiére des deux équations précédentes; en
vertu de la seconde, on aura alors = £. Si cette quantité X est crois-
sante depuis == o0 jusqud ‘x== 1, de maniére que la chance qu’un
juré ne se trompera pas, soit elle-méme d’autant plus prohable qu’elle
approchera davantage de la certitude; si, de plus, X croit uniforme-
ment, on fera

X = ax -+ 6;
a et € étant des constantes positives. On aura alors
A ¢ 1 B
/ Xdx = -a 4 6 = 1;
) 2
d’'ou l'on tire
I I
E=1—~a, X =1— -a -4 ax;
2 2
ce qui exige que I'on n’ait pas @ > 2. Il en résultera
1 1
U = - — a:
2 -+ > o;

en sorte que la chance moyenne ne pourra par excéder 3, ni étre
moindre que 3, qui répondent 2 2 == 2 et @ =o.

Supposons encore que X varie en progression géométrique, pour
des accroissements égaux de x; et prenons

@ az
X=- e ;
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valeur qui satisfait 4 la condition "Xdx = 1, quelle que soit la
(]

constante «, et dans laquelle ¢ est, 4 l'ordinaire, la base des loga-
rithmes népériens. Nous aurons

U — ——— o =
o

d’ot I'on conclut qu’en faisant croitre @ depuis ¢ = — e« jusqu’a
@ = ©, la chance moyenne u sera susceptible, dans ce cas, de
toutes les valeurs possibles, depuis ¥ = o0 jusqu’a # = 1 : pour
a=—0,a=0, ¢=0w©,0naura % =0, U =3, uU = 1.

Si les diverses chances de ne pas se tromper doivent étre renfermées
entre des limites plus étroites que zéro ct l'unité; par exemple,
si la chance x ne doit pas s’abaisser au-dessous de 3, et, en outre,
si an-dessus de ;, toutes ses valeurs doivent étre ¢galement possibles,
on prendra pour X une fonction discontinue, que I'on déterminera
de cette maniere. Je désigne par ¢ une quantité positive et de gran-
deur finie, mais tout-a-fait insensible ; soit fx une fonction qui varie
tres rapidement depuis x = + — ¢ jusqu'a x = 3}, qui s'évanouisse
pour toutes les valeurs de x, comprises depuis x = o jusqu’a x =5 —¢,
et qui ait pour valeur une constante donnée g, depuis x = } jus-
qua x=1; cela étant, je fais

X = fx.
Par la nature de cette fonction fx, on aura
[ Rde =g+ [V fudx;
a cause de_/;l Xdx = 1, on aura donc
[7 fwde =1 — 1g;

ce qui exigera que g ne surpasse pas 2, puisque fx ne peut avoir
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1

.. _ 2 . .
que des valeurs positives. Dans l'intégrale f ,  xfxdx, on pourra,
L

en~dehors de fx, regarder xr comme une constante égale a L; on
aura donc aussi

et en observant quon a

f;l xfxdzx =ﬁ£— ‘ zfxdx +/f_ ' .:cf.x‘dar:-f-‘/lI xfxdx,

cn en conclura
j;'xfxdx_—_é-—%g—{—

ou bien, en réduisant,

QI =
-

g—-

N~

w=1+1s

Par- conséquent, dans ce cas, la chance moyenne ne pourra pas ex-
céder u =2, qui répond a g = 2, ni étre moindre que z = ¥, qui
répond a g = o.

On pourrait faire ainsi une infinité d’hypothéses différentes sur la
forme de la fonction X. Si l'une d’elles était certaine, la valeur cor-
respondante de la chance moyenne « le serait aussi; si, au contraire,
elles sont toutes possibles, leurs probabilités respectives seront infini-
ment petites, et il en sera de méme 2 I'égard des diverses valeurs de
la chance moyenne qui résulteront de ces hypothéses. Le dernier cas
aura lieu, lorsque les valeurs différentes dont est susceptible la chance
qu’un juré ne se trompera pas, nous seront inconnues, et que nousne
connaitrons méme pas la loi de leurs probabilités, de sorte que nous
puissions faire sur cette loi toutes les suppositions possibles, qui don-
neront a la chance moyenne des valeurs inégalement probables. Alors
en représentant par @udu la probabilité infiniment petite que cette
chance sera égale 4 u précisément, @u sera une fonction continue ou
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discontinue, telle que I'on ait j; " oudu=1, et susceptible des mémes

remarques que l'on vient de faire relativement 2 X.

(124). Les formules précédentes donneraient les solutions completes
de toutes les questions relatives 2 I'objet de ce chapitre, si avant le
jugement, la probabilité & de la culpabilité était connue, et que I'on
conniit aussi, pour chaque juré et dans chaque affaire, 1a probabilité
qu’il ne se trompera pas; ou bien, si cette chance de ne pas se tromper
a plusieurs valeurs possibles, il faudrait que toutes ces valeurs fussent
données, ainsi que leurs probabilités respectives; ou bien encore,
quand ces valeurs sont en nombre infini et ont chacune une proba-
bilité infiniment petite, il serait nécessaire que nous connussions la
fonction qui exprime la loi de leurs probabilités. Mais aucun de ces
éléments indispensables-ne nous est donné & priori. Avant que P'accusé
paraisse devant le jury, sa mise en accusation et la procédure qui I'a
déterminée, rendent sans doute sa culpabilité plus probable que son
innocence; il y a donc lieu de croire que & surpasse %, mais de com-
bien? Nous ne pouvons aucunement le savoir d’avance. Cela dépend
de I'habileté et de la sévérité des magistrats chargés de l'instruction
préliminaire, et peut varier dans les différents genres d’affaires. Nous
ne pouvons pas non plus connaitrc, soit avant le hmge au sort sur la
liste des citoyens qui peuvent étre jurds, soit aprés ce tirage, la
chance qu'un juré ne se trompera pas : elle dépend, pour chaque
juré, de ses lumieres, de 'opportunité qu'il attache a la répression
de telle ou telle sorte de crimes, dec la pitié que lui inspire I'dge ou
le sexe de I'accusé, etc. ; toutes circonstances qui nous sont inconnues,
etdont nous ne pourrions pas d‘ailleurs évaluer en nombres, I'influence
sur les votes des jurés. Il est donc nécessaire, pour qu'on puisse faire
usage des formules précédentes, d’en climiner les éléments inconnus
qu'elles renferment; c’est ce qui va maintenant nous occuper.

(125). Considérons le cas ou la chance de ne pas se tromper est
égale pour tous 1és jurés. On suppose qu’elle soit inconnue avant le
jugement, et susceptible de toutes les valeurs possibles depuis zéro
jusqu’h 'unité, et P'on représente par Qudic la probabilité infiniment
petite d’une valeur u de cette chance. Si cetle valeur était certaine,
C’est-a-dire si la chance de ne pas se tromper était certainement 2 pour-

44
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chaque juré, la probabilité que 'accusé coupable ou innocent serait
condamné par n — i voix et absous par les i autres voix , aurait pour
expression la formule (4); 7 €étant le nombre total des jurés, et & la
probabilité, avant le jugement, de la culpabilité de I'accusé. Par
conséquent, la probabilité de ce partage de voix sera réellement
égale & cette formule multipliée par @udu; et quand ce partage aura
eu lieu effectivement, la probabilité que la chance de ne pas se trom-
per, commune i tous les jurés, a été u, sera le produit de la for-
mule (4) et de Pudic, divisé par la somme des valeurs de ce méme
produit qui répondent 4 toutes celles de «, depuis « = o, jusqu’a
u==1 (n® 43); de sorte qu'en désignant par wdi cette prohabilité
infiniment petite, nous aurons

[kies~t (1 — w)! 4 (1 — Kt (1 — u)*~Jeu
’ —
j I[’“‘"" (r=—u) + (e=hu! (1 — “)"—i]@“d"’

.6

en supprimant le facteur N, de la formule (4), indépendant de « et
qui serait commun au numeérateur et au dénominateur de @;. Sil'on
représente par A; la probabilité que la chance « de ne pas se tromper
a été comprise entre des limites donnces [ et 7, cette quantité sera
I'intégrale de o, du, prise depuis z =/ jusqu'a ©# = !'; on aura
donc

k fll,u""‘(l —u) pude 4= (1 — /r)./;l,u‘((-u)"”'@udu

7\,: =

— . 12
/r/; a1 —u) Qudu 4+ (1 — k) j;l u! (1—u)* pudu ( )

Dans le cas de n pair et d'un partage égal des voix, on a n = 2i, et,

par conséquent, ‘
l’
/; ut (1 —u)lpudu

A‘——

: 3
f w (¢ — u)iqude .
o

en sorte que la probabilité A, est alors indépendante de %, dont elle
dépend, en général, quand les voix sont inégalement partagées.
Lorsque deux valeurs quelconques de = également cloignées des ex-
trémes z€ro et 'unité, ou de la moyenne ¥ = %, sont également pro-
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bables, de sorte qu'on ait ¢ (1 — &) = @u, il en résulte
f; B (1 — w)oudu = f; "t (1 — w)y~'Qudu.
Sil'on a, de plus, / < 2et? =1 —, on aura aussi

ﬁ g (1 — wyoudu — /; g u (1 — u)"~'oudu;

la formule (12) deviendra donc

-1
ﬁl 1"~ 1— )i gudu

] ?
f 1"~ i(1— u)'pudu
°

et sera encore indépendante dc %, quels que soient les nombresz — i
et i suivant lesquels la totalité des voix se sera divisée.

En faisant ] =} et I’ = 1, dans la formule (12), et en désignant
par A'; ce qu'elle devient, il en résulte

A":-

k ﬁ' =y —u)loudi 4 (1 — A')»[‘ll u! (1 — u)*pudu
2 2

A= - - - ’
k f (1 —u)igudu 4 (1 — k)ﬁ ! (1 — u)""ipudu
o .

pour la probabilité que la chance u est comprise entre ; et 1, ou
surpasse 3. Si l’on fait de méme I = o et I’ =}, et qu’on représente

par A”; ce que devient la formule (12), on aura

1 1
k f; ! (1= w)lgudu 4 (1 — k) f; (v — u)""ipudu
"o___ o o
'——
Icfl = (1—u)'pudu - (1 — k) fl wl (1 — u)""wudt:,
o 0 .

A

pour ia probabilité que « soit moindre que %. Or, la probabilité qu’on
a précisément z = % étant infiniment petite, la somme de ces deux
quantités A'; et A"; doit étre l'unité; ce qu'on vérifiera immédiatement
en observant que leurs dénominateurs sont égaux, que la somme des
intégrales multipliés par % & leurs numérateurs, est égale a l'intégrale
multipliée par & au dénominateur, et qu'il en est de méme a I'égard
des intégrales multipliées par 1 — £,

44
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(126) La probabilité que la chance de ne pas se tromper pour
chaque juré a été égale a « daus un jugement ot # — i jurés ont
condamné l'accusé et les i autres 'ont absous, étant exprimé par w,du,
et la probabilité que I'accusé soit coupable aprés le jugement, étant
la quantité p, du n° 119, si cette chance ¢tait certainement u; il suit des
reglesdes n** 5 et 10, que la probabilité de la culpabilité aura pour va-
leur compléte l'intégrale du produit pwdu, prise depuis =0 jusqu’a
u = 1. Donc, en la désignant par {;, et ayant égard aux expressions
de »; et de p;, nous aurons

k ﬂl Wi (10— w)lpudu
{' = 1 R 1 * (15)
k f Wit — w)oud 4 (1 — k)f (v — u)"! oudu
o °

Cette probabilité ¢, sera zéro ou l'unité en méme temps que k. En
mettant son expression sous la formec

1 - i
k(r— &) [ [; W=t (1 — w)pudu —f‘ ut (1 — u)"“¢z:dzz]

k /:: w1 — u)oudu 4 (1 = k) ];. ul (1 — w)"~ipudu

Cl=]f+

1

on voit que pour toute autre valeur de &, la probabilité que I'ac-
cusé est coupable, aprés le jugement, sera plus grande oun plus
petite qu’auparavant, selon que la premiére des deux intégrales

[" w—i(1 — u) pudu et f; ' #(1 — u)*'gudu sera plus grande ou

plus petite que la seconde : quand elles seront égales, ce qui aura tou-
jours lieu dans le cas de n==2i et dans celui de ¢ (1 —u)=¢u, on
aura ;= k; et, en effet, la probabilité que I'accusé est coupable ne
peut étre aucunement changée par un jugement dans lequel les voix
se sont partagees également, non plus que par un jugement dans le-
quel les valeurs z et 1—u, ou { == % {1— 2u), dela chance de ne pas
se tromper, sont supposees’ egalement probables.

Dans ‘tout autre cas, {; ne dépendra pas seulement, comme p,, de
la majorité m ou n — 2/ a laquelle le jugement a été prononcé, et de
la quamite' k; la valeur de ¢, dépendra aussi du nombre total n des
jurés et de la loi de probabilité des chances de pas se homper, ex-

primée par la fonction Qu.
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Ainsi, par exemple, si une condamnation est prononcée a une seule
voix de majorité, par un jury composé de 201 jurés; ou bien, si I'accusé
est condamné, dans un autre cas, par un seul juré, et qu’on soit certain
que la chance de ne pas se tromper a été égale pour ce juré unique et
pourchacun des 201 autres jurés, labonté dujugement auraexactement
la méme probabilité dans les deux cas : seulement, dans le premier
cas, si cette chance différe notablement de %, I'événement observé
sera un fait extraordinaire, ou dont la probabilité sera trés faible, et
qui arrivera trés rarement ; et si cette chance de ne pas se tromper est
égale a £, la probabilité de ce premier cas sera un peu au-dessus de un
neuvicme, d’aprés 'expression de @, du n” 11y9. Mais si la chance
que chaque juré ne se trompera point, ne nous est pas connue avant le
jugement, et que nous la déduisions du jugement méme qui a été pro-
noncé, la culpabilité de I'accusé est beaucoup moins probable, lors-
qu'il est condamné par 101 jurés et absous par 100 autres, que 8'il n’y
avait qu’un seul juré par lequel il eiit aussi été condamné; non pas que
le jugement de 101 personnes contre 100, soit moins hon en lui-
méme que celui d’'une seale personne; mais parce que le partage de
201 voix en deux nombres qui ne different que d’une unité, rend
tres probable que la chance de ne pas se tromper a été peu différentc
de {, sans doute & raison de la difficulté que I'affaire présentait.

(127). Afin de se former une idée précise de la signification qu’on
doit attacher aux formules (12) et (13), il faut supposer une personne
qui ait, avant le jugement du jury, une cerlaine raison de croire
'accusé coupable, exprimée par la probabilité k; qui ne connaisse
aucun des » jurés, nil'affaire qu'ils ont eu & juger; et qui sache seule-
ment qu’on les a pris au hasard sur la liste générale. Pour cetie per-
sonne, la probabilité qu’un juré ne s’est pas trompé dans son vote,
est égale pour tous les jurés (n° 122), mais inconnue; avant le jugement
elle peut supposer a cette inconnue «, toutes les valeurs possibles de-
puis #=o0 jusqu’a z==1 : par des considérations quelconques que nous
n’examinons pointici, la probabilité infiniment petite que la personne
attribue a la variable u est exprimée par ¢udu; et Pu est une fonction

donnée qui doit satisfaire & la condition‘/‘l Qudu=1, puisque la va-
o

leur de 2 ef® certainement contenue entre les limites de cette inté-
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grale : aprés que le jugement est prononcé, et la personne sachant que
Paccusé a été ahsous par { voix et condamné par les » — i. autres,
cette connaissance est une nouvelle donnée d’aprés laquelle il y a, pour
cette personne, la probabilité A; que la chance « de ne pas se tromper
a €té, dans ce jugement, comprise entre les limites / et I pour tous
les jurés. La raison de croire & la culpabilité de I'accusé a aussi aug-
menté ou diminué : la probabilité £ qui I'exprimait avant le jugement
est devenue {; apres qu’il est rendu; elle serait différente pour une
autre personne qui aurait d’autres données sur la question, et 'on ne
doit pas la confoudre avec la chance méme de la culpabilité. Celle-ci
dépend de k, et de la chance de ne pas se tromper, propre a chacun
des jurés qui ont concouru au jugement, différente pour les diffé-
rents jurés, d’aprés leurs divers degrés de capacité et la nature de
I'affaire soumise a leurs décisions. Si les valeurs numeériques u, «’,
©', etc., de cette chance, nous étaient données pour tous les jurés,
ainsi que la valeur de %, la chance véritable de la culpabilité de 'ac-
cusé apres le jugement, se calculerait par les réegles du n® 116, éten-
dues au cas de » jurés; mais I'impossibilité de connaitre ces valeurs
a priori, rend également impossible I'application de ces régles.

Si I'on sait seulement que l'accusé a €té condamné a la majorité d’au
moins m ou n—2i voix, de sorte qu'elle ait pu éire de m—-2,
m=4,.. .. voix, jusqu’a I'unanimité; et si 'on représente, dans ce cas,
par Y; la probabilité que la chance de ne pas se tromper, commune &
tous les jurés, a été comprise entre les limites £ et /, et par Z; la pro-
babilité que le condamné svit coupable, on obtiendra les expressions
de Y; et Z; par le méme raisonnement que celles de A; et £;, mais en
faisant usage des valeursde c; et P, (n** 118 et 1 20), au lieud’employer,
comme nous I'avons fait pour parveunir aux formules (12) et (13), les
valeurs de 9, et p,. De cette maniére, on aura

k[ Uoudun+ (s — k) [ Vigudu
"k [ Vgudu (s —£) [ Vipude”
B k f; ' Ugudu
Tk [ Voudu4- (s — B [ Voudu®

Y

(4)

Z
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On pourrait généraliser ces expressions, ainsi que les formules (12)
et (:3), et les étendre au cas ol 'on saurait qu’une partie 7’ des n jurés
a été prise au hasard sur une premiére liste, une autre partie 7" sur
une autre liste, etc. ; et ol 'on supposerait que pour la premiére liste,
une valeur #' de la chance moyenne de ne pas se tromper a une
probabilité @'u'dw’; que pour la seconde listc , @"z"du" est la probabi-
lité d’'une valeur #' de cette chance moycnue; et ainsi de suite. Mais
cette extension ne présentant ni difficulté, ni application utile, nous
nous dispenserons d’écrire les formules compliquées auxquelles elle
donnerait lieu.

(128). Quand i et n—i seront de trés grands nombres, il faudra
avoir recours a la méthode du n° 67 pour calculer les valeurs appro-
chées des intégrales contenues dans les formules (12), (13), (14).
Je considérerai d’abord celles que renferment les formules (12)
et (13).

Depuis #=o0 jusqu’a u=1, le produit z"=!(1 —u)! n’a qu’un seul
maximum; je représenterai par 6 sa valeur, et par  celle de « 4 la-
quelle il répond; on aura

n—i €= filn — )i
=
Je fais ensuite
w=i(1 —u)=6e-=,

ou bien, en passant aux logarithmes
x*=log€ — (n—i)logu —ilog (1 —u).

La variable a croitra continuellement depuis x=-—© jusqu’'a x=0 ;
les valeurs x=—, x==0, x =0 , répondront 4 =0, u = e,
t=1; et les limites de l'intégrale relative & x seront=kc , quand
celles qui serapportaienta u étaient zéro et I'unité. En général, sil'on
appelle A et A’ les limites relatives & x, correspondantes a des limites
L et ! relatives a «, on aura

7\’=:i:\/(n—i) log"—l._—,:—l+ilog ('_Tx._l T
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d’aprés les valeurs précédentes de € et de x*. Lorsque et ' surpasse-
ront e, les valeurs de-A et A’ devant alors étre positives, on prendra les
signes supérieurs devant les radicaux; on prendra les signes inférieurs,
quand et /' seront moindresquea ; et quandonawra I < ¢z et £'> e,
on prendra le signe supérieur devant le second radical et le signe in-
férieur devant le premier, afin que la valeur de A soit négative et que
celle de A’ soit positive.

Pour exprimer u en série ordonnée suivant les puissances de x,
soient y, 9/, 9", etc., des coeflicients constants, et faisons

u=oa-+t+yx 4 yx 4 7".1." - elc.;

en ayant égard aux valeurs de &, 6, x*, il en résultera

= ,(7~‘v+7w‘+7”w’+etc)

2z(n —_1
«ni(n — 2 21)

+ 3 SEm—) (7/“' =+ Y'x* 4= 9"x | etc.)’ 4 etc.;

en égalant les coefficients des mémes puissances de x dans les deux
membres de cette équation, on en déduira les valenrs de 3, 3/, 3", elc.,
au moyen desquelles, on aura '

/2z(n—i) ‘ :r’(n—nz)_l_

n(

u_a-l-x‘ etc.,

et, en méme temps,

duaf-.\/@d 41("3—;m+elc

Sila fonction @z ne décroit pas trés rapidement de partou d’autrede
la valeur particuliére « de , on pourra, aprés y avoir substitué cette
valeur de » en série, développer aussi u suivant lespuissances de u—a,
et par suite, suivant les puissances de x; on aura, de cette maniére,

.' — d 1 1 — ad:
@,‘ — ¢¢ + [x v@—etc,ﬂ%@q“hj d::

Au moyen de ces diverses valeurs, l'expression en série de
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/; ' w*~(1—w)YPudu renfermera les intégrales prises depuis r = — o
jusqu’a x =co, de la différentielle e=="dxr multipliée par des puis-
sances paires-ou impaires de x; les intégrales relatives aux puissances
paires auront des valeurs connues,les autres s'évanouiront; et les nom-
bres i et n—i étant du méme ordre de grandeur que 7, la série dont il
s’agitse trouvera ordonnée suivang des quantités de 'ordre de petitesse

—c, —o=, ——= . En nous arrétant a son premier terme, et

€ vVa' ayn’ nyna’ etc P ’

(33

. o a [
observant que l'intégrale f € Fdx est égale a \/7, nous aurons,

Vit ._z(n—t)""‘Vzm(n—z) ;
f; w1 —u)'Qudu = ( — );

pnh V"

d’ou 'on conclut aussi

ﬁlu'(l. — u)—loudu = #(n— i):l::/‘j’;—("-_——‘l) ) (:—;)’

par la permutation des nombres i et 7 — i.
Si l'on désigne par &' une quantité positive et trés petite par
rapport 2 \/n ; que 'on fasse

l=n:i—d\ Zl(nni ) l’="_._—'—-l+J\‘ /21'(::"—9,_

et qu'on développe en séries les logarithmes contenus dans les ex-
pressions de A et A’, on trouvera A= —J' et A'=4J", en négligeant

les termes de I'ordre de petitesse de 7‘; D’aprés cela, on aura
n
f J ul—l(l — u)l¢udu — il(n —i)”—‘ ‘/ﬁi(n - 3- n _. l) f —x!dx
1 - n ‘/E ) !

aux quantités prés de l'ordre de ;{l A mesure que J' augmentera, cette
L]

intégrale relative 4 a s'approchera d’étre égale a \/7; pour qu'elle
en differe trés peu, il suflira que d' soit un nombre tel que 2 ou 5.
45
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Pour des limites £ ou 7/ qm seront toutes deux notablement plus gran-

des ou plus petites que

”, I'intégrale relative a u seralt sensiblement
nulle.

En desngnant par € une quantlte posmve et tres petite par rapport
a\/n, et faisant
®

i /21' n—i zz(n— z)
l=;—'€ —(n" '2, + nt )

v
nous aurons de méme

- e

it = I T (e,

n'+iy n

Pour des limites et I, toutes deux notablement plus grandes ou plus
petites que ;;, la valeur de cette intégrale relative a u serait sensible-
‘ment zéro. .

Si les fractions "—-:—E et;i différent notablement 'une de I’'autre, les
premieres des valeurs précédentes de [ et ', différeront de méme de la

2 . ’ . .
valeur — de « qui répond au maximum de u\(1 — u)y*~*, ce qui ren-
4

dra sensiblement nulle l'intégrale f ll u'(1t = u)~'oudu correspon-
dante a ces limites, et, en méme temps, les derniéres de ces valeurs
de let I différeront aussi notablement de la valeur "—-:——l de u rela-
tive au maxcimumde u*~!(1—u)', ce qui rendra aussi a trés peu prészéro

v
I'intégrale /; w1 — u)oudu, qui répond aux autres limites.

(129). En substituant dans la formule (13) les valeurs approchées
des intégrales qu’elle contient, et supprimant les facteurs communs
au numeérateur et au dénominateur, il vient

. ko (""‘)
(———— +(l——ﬂ)¢()
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pour la probabilité qu'un accusé est coupable, quand il est condamné
i la majorité de m ou n— 2i voix, par un jury composé d’un tres
grand nombre 7 de jurés. On voit qu’elle dépend du rapport de i a 7,
ou, si 'on veut durapport de »—i4 i, et non pas de la différence de
ces nombres, comme la probabilité p, qui a lieu dans le cas ou la
chance « de ne pas se tromper est donnée & priori (n° 11g). Par exem-
ple, si I'accusé est condamné par 1000 voix et absous par 500 voix,
dans un jury composé de 1500 jurés, ou bien s’il est condamné par 100
voix et acquitté par les 50 autres, quand il y a 150 jurés, la probabi-
lité {; est la méme et la probabilité p, trés différente dans ces deux cas.
Au contraire, le second jury et sa décision restant les mémes, si le
premier jury était composé de 1050 jurés, dont 550 eussent condamné
Paccusé et 500 l'eussent absous, ce serait p; qui ne changerait pas et ¢,
qui pourrait beaucoup changer.

-_—1

;o , n 1 ) .
L’accusé étant condamné, surpasse _ et - est moindre; or,

si I’on suppose qu’au-dessous de # = }, la fonction @u soit sensible-
ment nulle, c’est-a-dire si I'on regarde comme tont-a-fait invrai-
semblable, une chance moyenne de ne pas se tromper, qui tomberait
au-dessous de {, ou serait moindre que celle de se tromper; etsi, de
plus, la fraction k& n’est pas trés approchante de zéro, on pourra
négliger-le second terme du dénominateur de ; par rapport au pre-
mier; d'ou il résultera ;= 1, ou, du moins, une probabilité 7, trés
approchante de la certitude.

Au moyen des valeurs approchées des intégrales contenues dans la

. . n—1 i .
formule (12), et en supposant que les fractions ——" et -~ ne soient

pas tres peu différentes 'une de I'autre, on aura

e () [, e

BRICOEIETHO N

pour la probabilité que dans le jugement rendu contre I'accusé, la
chance # de ne pas se tromper, commune & tous les jurés, a été com-
prise entre les limites

vy

45..
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n—1i al (n—1)
SV

Dans la méme hypothése, qui rend nulle une des deux intégrales que
renferme le numeérateur de la formule (12), on aura

s "}—;Ic QJ(;-I) j‘_..e-”dx
] 0 -
ko ("n_‘) X (:—,)’

pour la probabilité que cette chance a été renfermée entre les limites

) al (n— 1)
{ o BT

On peut donner a J' et ¢, des valeurs assez grandes sans étre trés con-
sidérables, pour que les intégrales relatives 2 x different trés peu
de \/7; alors la somme de ces deux valeurs de A, différera aussi trés
peu del'unité; et il sera a trés peu prés certain que la chance moyenne «
a été comprise, soit entre les premiéres limites, qui s’écartent peu de

. ne—1I
la fraction

, e 1 . oy . ’
—— supérieure a -, soit entre les derniéres, qui s’écar-

. : . 1 o 1y I\ . .
tent peu de la fraction - moindre que —. Si I'on suppose ¢ (7:) insensi-

ble ou négligeable par rapport a @ ("—:—l) » le second cas sera exclu,

et I'on pourra regarder comme a peu pres certain que la valeur de u«
n—1i

s'est trés peu écartée du rapport , ou, autrement dit, que les

n
chances z et 1 — u de ne pas se tromper et de se tromper, ont été
entre elles comme les nombres 7 — i et { des voix de condamnation
et d’acquittement. .

Il semblerait, d’apres cela, que la probabilité ¢, au lieu de se re-

duire sensiblement a 'unité, devrait différer trés peu dela valeur de p,

. . net
relative & u =

. Mais il faut remarquer que la probabilité p, ré-

pondant au cas ou la chance » n’a certainement qu’une seule valeur
possible; pour faire rentrer ce cas dans celui auquel répond I'expres-
sion de &, il faudrait supposer que @u n’a de valcurs autres que zéro,
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que dans une étendue infiniment petite de part et d’autre de la valeur
possible de «, et qu’elle décroit tres rapidement pres de cette valeur ;
or, l'analyse du numéro précédent suppose essentiellement, comme

on I'a vu, que @u ne varie point ainsi de part ou d’autre de la valeur
"—:f de u; par conséquent l'expression de Z;, déduite de cette ana-
lyse, n’est point applicable au cas auquel répond l'expression de p; du
n° 119. On peut d’ailleurs observer que celle-ci est comprise dans la
formule (13). En effet, si'on représente, en général, par v la seule
valeur possible de , et par # un infiniment petit positif ; et sil’on prend
pour @z une fonction qui soit nulle pour toutes les valeurs de «,
non comprises entre v==u, les limites des intégrales que contient
la formule (13) se réduiront 4 v==»; dans leur étendue, les facteurs
w—i(1 — w) et !(x — )"~ seront constants; en les faisant sortir hors

. . TR LTI + .
des signes [, et supprimant ensuite I'intégrale /‘ o Qudu qui se trou-
o V=n

vera facteur commun au numérateur et au dénominateur de la for-

mule (13), elle coincidera avec la formule (7) appliquée a u=v.

. R n—1i
Si les deux fractions

Z epps e .
et - ne différaient pas sensiblement I'une

de l'autre, et que l'on prit e =d", les valeurs précédentes de A, se rap-
porteraient.aux mémes limites de la chance z; mais leur valeur com-
mune différerait des précédentes, et serait indépendante de % et égale

a —-
V=
grales contenues au numeérateur de la formule (12) sont sensiblement
égales, ainsi que celles qui se trouvent a son dénominateur.
(130). Pour déterminer les valeurs approchées des intégrales que
renferment les (ormules (14), il faudra exprimer celles de Ujet V, au
moyen des formules (11).

¢ \ o .
f e~=dx, parce que, dans ce cas particulier, les deux inté-

. . . 1--u )
La premiere de celles-ci ayant lieu quand — surpasse ——, et
u n 1—1

la seconde dans le cas contraire, il s'ensuit que la premiére subsistera
depuis u=o0 jusqu’a u=ea, et la seconde depuis u=@ jusqu'a u=:,

. n—i Y , . .
en prenant z pour 7+ 1 et faisant —— = a. D'apreés I'équation qui

détermine la quantité 8 contenue dans ces formules (11), on aura
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il 1) e 7YA
W (r—u) = l-(-"—-,—ln—ll——- e,

c’est-a-dire la méme équation qu’on avait tout-a-I'heure entre zet x,
et de laquelle on tirera

u=a&+9 . /2i(n:‘—i) _ 26’(n—2z)+ ete.

Mais § devant toujours étre une quantlte positive (n°1 21), ses valeurs es-

ront f=w, =0, =, pour u=o0, u=a, u=1: la variable

croissant depuis =0 jusqu'a 2z =a, la variable § décroitra depuis

8=00 jusqu'a §=0; et u croissant de nouvéau depuis z=c jusqu’a

u=1, cette méme variable 8 croitra depuis §=0 jusqua=oo.
Cela posé, nous aurons, d’apres les formules (11),

[ Vo Gz [(f o) ouly bt SR [ v ot
f' U, @uedee _.f ¢udu——f°°(f e—“’dx)cpu d@+3%f _.—9.’<pztdgl‘:z/9. ’

Ou obtiendra, en séries convergentes, les valeurs de ces intégrales,
simples et doubles, relatives 4 8, en substituant sous les signes /" la
série précédente a la place de u, son coeflicient différentiél au lieu de

di . . s e .
Zig’ et développant aussi @u en série, ce qui suppose que cette fonc-

tion ne varie pas trés rapidement de part ou d’autre de la valeur par-
ticuliére « de z. Si I'on néglige les termes de l'ordre de petitesse de

i, on fera simplement
[2i(n—i) du (n—i
lt=a+9 \ 2 (nn', l), W’W" Qu=—2~0z.

Le radical \/ 242 =15 cera susceptible du double signe ==; on prendra

le signe superleurdans les intégrales ou la variable § est croissante, et
le signe inférieur dans celle ou elle est d¢croissante; en changeant
ensuite le signe de ces derniéres, et intervertissant 'ordre de leurs
limites, nous aurons
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f“U‘-tpudu--.:.‘ Qo ‘/E@fw(fwe“”dx) db,
f U.<Pudu—f Qudu — Qa \/m("_‘) oo(fuoe—x dx)de

et en ajOutant ces deux formules, il en résultera

f;l U,-(pudu:ﬁbudu.

En général, si 'on désigne par a et @, deux valeurs de « telles que
I'on ait a < 2 et @, > a, et que 'on représente par b et b, les valeurs
positives de 8 qui répondent 3 u=a et u=a,, on aura, au degré
d’approximation o: nous nous arrétons,

/;d U@udu:qala\/mi?—ﬂﬁb (f:oe—"dx)de,
/; * Upudu = f :'cpudu—Q‘m \/ 2—1(:'::‘:5 /; b (f:oe—x’ dx)de.
Par le procédé de l'intégration par partie, on a d’ailleurs
/;b (f:oe-x’dx) dd= bﬁ:’oe"’dx -+ -:; — é e=b
[H[Fewdx)ds=b,[, Comedu 4 — L e,

et, par conséquent,
/; U,pudu= Qe \/2‘(:’;_') b f , e 7dx + s — e""‘)

f;a' U.oudu =ﬁa' Qudu — Qe \/3‘(:’; Q(b,/;l e—="dx -4~ 5 g e—t? )

Je metsactuellement V; ala place de U, dans les formules (11), et j’y
change en conséquence, z en 1—u(n° 118).La premiére aura lieu quand

T Surpassera -

) ) 3 . —_— . » -
— — Cest-a-dire depuis u=1—e jusqu’a u=1,en

—
n<41—
prenant.n pour n- 1, et faisant toujours a ._."—’—l—- La seconde sub

sistera depuis z=o0 Jusqua u=1 — a. En représentant par §' ce que
devient f par le changement de % en 1—u, et continuant de négliger



360 RECHERCHES

. t
les termes de 'ordre de petitesse de ~, NOus aurons d’abord

./‘l '_‘ Voudu = ¢(1—a) \/ ?t'(”:’zﬁ f; oo( f foe"’dx) v,
"V gudu = f pudu—o(1—a) \ /2= "’/L " fa Ce==dzx) b,

et, par conséquent,

/; ' V.oudu = /; '-m¢udu.

Ensuite, si @’ et @, sont deux valeurs de « telles que I'on ait a’<< 1—a
eta’,> 1—a, et si 'on désigne par &' et &, les valeurs positives de ¥,
tirées de I’équation

L Hn—i)n—;
([—u)’l—lul =(—ns_-)___£e_elt ,

et qui répondent 4 u=a’ et u = a’,, on aura aussi

[ Vigudum=gi—a)\/ 2225, [ ettt — le—b/'),
f :—“V,cpudu::f :,—aqiudu—(p( 1—a)\/ 21("—0 ( b'/' e*e”de’-]- )

(131). Les valeurs approchées des intégrales contenues dans les for-
mules (14) étant ainsi déterminées, nous aurons

k f quecu
7=
Icf (pudu-l—(x—k)f ¢pudu

pour la probabilité que 'accusé est coupable, aprés qu’il a été condamné
par un nombre de voix au moins égal & n—i, dans un jury d’un tres

. ’ n_i ’
grand nombre 7 de jurés. Le rapport a ou — étant alors plus grand
1 . . . .
que -, si 'on suppose la fonction @u insensible ou nulle pour les va-
-2

. I .« o 1—a : . .
leurs de « moindres que 5 I'intégrale f @udu le sera aussi, et si
0
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£ n'est pas une trés petite fraction, la valeur de Z, sera sensiblggnent
égale a l'unilé. Dans le cas de @(1—u)=0qu pour toutes les valeurs
de u, on aura

[, oudu=— [ “o(r—u)du= [ oudu;

ce qui réduira la valeur de Z; 4 k, comme cela doit étre.

Si 'on prend a=1—2a et a' ', =@, les valeurs correspondantes &
et &', de 0 et 0 seront égales; en les des:crnant par ¢ et ayant égard
a ce que o représente, ¢ sera la quantité' positive déterminée par
I'équation

(n—ij/i~=i'(n—i)—le—;
»

on aura

[ emon/ TET (f "ot i),
S Vauin=o(—a) \/EED (o [ emdoge )
d’oir il résultera

Y, = feet=Reli—y ,8< f e‘-"d.z'-f--—e—")\/z'("")

kf cpudu-{-((-ﬁ?/ a7

our la probabilité, dans la condamnation dontil s'agit, que la chance «
P P ’ ’
de ne pas se tromper, commune & tous les jurés, a €té comprise

" —* Cette probabilité

entre 1 —a et a,

2i(n—1) -

est trées faible a cause du facteur trés petit \/ —— ¢ il s'en-

suit qu'il est au contraire trés probable que la chance u a été, ou
plus grande que «, ou plus petite que 1 — a.

Pour le vérifier, je prends a,=1 et @,/ =1, les valeurs corres-
pondantes de 0 et 8’ sont b, = et b/=co; il en résulte

fU;qoudu._.ftpudu— P \7@,

[ Voudu= }o(1 —a) Ve C=0F
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si, dﬁ cette dernicre intégrale, on retranche la valeur précédente

de Vioudu, il vient

[ Vigudu = o —a) /B (e of Jerdu);

1 1
et, au moyen des valeurs de f Upudu et f V.pudu, on aura
& a

¥ f oude— Lhga—ti—p—o e ) | {o,(:"_’n
kf oudu 4 (1 —.l)’/- ¢udu

pour la probabilité que la chance u était comprise entre z=—=a et
w=1, ou supérieure a . Je prends aussi z=o0 et a’=o0; on aura
= et &’ —=o; il en résultera

f;—‘ V,-¢udu=f:—d¢udu.— éqo (1—a) /[ 2"(:; 28

j:)“Ui¢udu = —;q).x \/_”("—‘—') ;

an’

de cette derniere intégrale, je re(,xsnche la valeur précédente de

f“ U.pudu, ce qui donne

[ oudu = g \/@E—;j e —c [ e=dz);

et des valeurs de fol_“ U.Qudu et fol—‘prudu, on conclut

(I—k)‘[o’—:¢"du— [—I—(I—k)cp(t—z)—/cgaa(e-“_(f -2 g )J\/ 21(:':1‘
e kf ¢udu+(l——£)f pudu

pour la probabilité que la chance u a été comprise entre u=o et
u= 1—uea, ou inférieure 4 1 —a. La somme des deux derniéres va-
leurs de Y; est a trés peu prés égale a4 P'unité; ce qu’il s'agissait de
véritier. Quand les valeurs de @u, Yelatives &4 u < %, sont nulles ou
insensibles, la derniére valeur de Y, est trés petite, et la précédente
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tres peu différente de la certitude. Daris tous les cas, la somme des

trois valeurs de Y, qu’on vient de calculer est, comme cela doit étre,
égale a un.

(132). Lors méme que le nombre n des jurés est tres grand, on est
donc obligé, d’apreés ce qui précéde, de faire une hypothese sur la
fonction @u, ou sur la loi de probabilité des chances de ne pas sc
tromper, pour pouvoir conclure la probabilité qu'un condamné est
coupable, des nombres n—i et i des jurés qui ont voté pour ou
contre lui. A plus forte raison, cela est-il nécessaire, dansle cas ordi-
naire, ol le nombre n n’est pas trés considérable.

L’hypothese que Laplace a faite pour cet objet, consiste i sypposer
que la fonction @u soit zéro pour toutes les valeurs de # moindres que

1 . .
5» et qu'elle ait une méme valeur pour toutes celles de z qui sur-~

1 . g |
passent - ; ce qui revient i dire que toute chance de ne pas se trom-

per moindre que la chance de se tromper est regardée comme impos-
sible, et que les chances de ne pas se tromper plus grandes que celles
de se tromper sont toutes également problables. Elle est permise; car

. oy .o ! .oy . ,
on satisfait a la condltlonf Qudu=1,de la maniére qu'on a expliquée
o

précédemment (n° 123) : la moyenne des valeurs possibles de , ou

fx u@udu, serait alors comprise entre iet %, et dépendrait de la valeur
[
de @u, pour u> é
L ’ ’ 1 . ’
Dans cette hypothése, gu étant zéro pour « < -, et une quantité
constante pour « >i, les limites des intégrales que renferme la for-

' . . 14 . .
mule (13) se réduiront az=o0 ct = _; on pourra faire sortir u
hors des signes /°; et comme on a

l .
ﬁ' U(1—u)y—idu= f; *un—i(1—ujtdu,

-2

cette formule deviendra
46..
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k ﬁ ‘w=i(1—u) du

"y

k [ w—udu + (1—k) a1 du

en supprimant le facteur ccnstant @u, qui serait commun & son nu-
mérateur et & son dénominateur.

Laplace n’ayant point eu égard i la probabilité % de la culpabilité
avant le jugement, il faut, pour faire coincider cette formule avec la
sienne, supposer que cetle culpabilité ne soit ni plus ni moins pro-
bable que la non-culpabilité, et faire, enconséquence , k= i, ce qui
donne

_/1' ur—i(1—u)du

2

.j:) ! lt”—‘(l—u)‘du'

{i=

On aurait donc aussi

ou bien, en effectuant les intégrations,

1 n41, , n41.n , nd1.n.n=—1
1—{‘=;"‘*T‘(l+ 1 : 1.2 + 1.2.3
n+1.n.n—1....n—i42\

1.2.3.000000 k /J’

pour la probabilité que I'accusé n’est pas coupable, lorsqu’il a été

condamné i la majorité de n— 2i voix dans un jury de n jurés.
Cette derniére formule est, en effet, celle de Laplace (*). La

quantité comprise entre les parenthéses, se compose de i =~ 1

(*) Premier supplément & la T'héorie analytique des probabilités, page 33.
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, TP . . . , i
termes, et se réduit & 'unité dans le cas de i=o0; d’ou il résulte =

pour la probabilité de I'erreur d’'une condamnation prononcée a I'una-
nimité. En ne prenant pas A =1, et faisant i=o0, on aurait

—r — 1—k 1 (2k—1) (2"*'=—1) ).
! c‘_k.z'"f‘—(zlc—l)— 2+ [!— kiansi —(2k—1) I

quanlité plns petite ou plus grande que ;—-L_, selon que A surpasse é
ou est moindre.

Dans le cas ordinaire de n =12, si l'on fait successivement
i=o,=1,=2,=3,=4,=>5, la formule (15) donne les frac-
tions

14 9z 378 1093 2380
8192’ Bigz’ 8192’ 8192’ 8igz’ 8ig2’

pour la probabilité de 'erreur des condamnations prononcées par les
f2 jurés, par r1 contre 1, par 10 contre 2, par g contre 3, par 8
contre 4, par 5 contrc 5. A la plus petite majorité, la probabilité de

l, " . . ’ l 1 2. d . ":_ " d
; de
erreur serait presque egale a 7 e sorte que sur un trés gran

nombre d’accusés , condamnés a la majorité de sept voix contre cinq,
il serait trés probable que les deux septi¢mes n’auraient pas di I'étre
ceserait a peu prés un huitiéme ala majorité de huit voix contre quatre.

En appliquant I'hypothése de Laplace a la formule (13); désignant

par J' ane quantité positive et qui n’excede pas i‘; et faisant k = & y

t o, 1 .
= l=;-|-J‘, on trouve

f ‘;+Ju"—"( 1—u) du
i—a‘

_/ olu"-"(:;u)" du ’ | ”

pour la probabilité que la chance « de ne pas se tromper, qui a pas

A=

. . 4 707 .
pu, suivant I'hypothése, s'abaisser au-dessous de -, a été comprise

1 1 . . ’ .
entre; et - = &', dans une condamnation prononcée par n - i contre
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i jurés. Les intégrations s'effectueront sans difficulté. Dans le cas de
i=o0, ou de 'unanimité, on aura

. (1 - a1 I L\
a=(G+d) —(G-4)
Si l'on prend, par exemple, n=12 et J'=0,448, on trouve, a
trés pcu pres A, = i, de sorte qu’il y a un a parier contre un que la
chance u a été comprise entre 0,5, et 0,948. En faisant &'== %, etne
supposaut pas i=o0, on a
ro= g 5 EE PPN L T A S
+n+1 M veannas Il—l+2(5n_‘+‘ 5)]

123 .....

pour la probabilité que la chance « a ele comprise entre et ;’, ou

plus rapprochée de - 5 que de 'unité. Pour n=12 et /=S5, lavaleur de

cette quantité est 0,915....; en sorte qu’il y a un peu plus de dix a
parier contre un, que dans le cas de la plus petite majorité, celte

, 3
chance « a €té au-dessous de i

(133). Puisque la formule (15) est déduite d’une autre dans laquelle
la chance « de ne pas se tromper é€tait la méme pour tous les, jurés,
cette quantité ne saurait étre, quoique Laplace ait omis de le dire, la
chance propre a chacun des » jurés qui ont jugé l'accusé; elle doit
représenter la chance moyenne relative a la liste générale sur laquelle
ces 7 jurés ont été pris au hasard (n° 122). Sur cette liste, il y a sans
doute des personnes pour lesquelles la chance de ne pas se tromper,

. . ogyr o H 3
oins dans les affaires difficiles, est au-dessous de 5»ou moindre

qde la chance de se tromper. L’hypothése de Laplace exige donc que
leur nombre soit assez peu considérable pour ne pas empécher la

chance moyenne d’étre toujours plus grande que —. L’illustre géo-

metre suppose, en outre, qu'au-dessus de ; , les valeurs de cette
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chance, depuis z= é jusqu’a = 1, sont toutcs également probables.
La seule raison qu’il donne de cette double supposition est que lopi-
nion du juge a plus de tendance a la vérité qu'a Uerreur. Mais, en
partant de ce principe, on en conclurait seulement que Ja fonction @z
par laquelle nous avons exprimé la loi de probabilité des valeurs de la
chance moyenne, doit étre unc plus grande quantité pour les valeurs

. 1 .
de u qui sont au-dessus de 5 Que pour celles qui sont au-dessous; con-
dition qui peut étre remplie d’une infinité de manieres différentes,

sans qu’on soit obligé de supposer ¢rz=o0 pour # < %, et cette fonction

1 \ .
Pu constante pour u > .. L’hiypothese que nous examinons n’est donc

pas suflisamment motivée @ priori; et, comme on va le voir, les con-
séquences qui s'en déduisent la rendent tout-a-fait inadmissible.

En effct, la formule (15), qui est une de ses conséquences néces-
saires, ne renferme rien qui dépende de la capacité des personnes por-
tées sur la liste générale des jurés ; quelqu’un qui saurait, par exemple,
que deux condamnations ont été prononcées & une méme majorité, et
par des jurys d'un méme nombre de jurés, mais pris sur deux listes
différentes, aurait donc la méme raison de croire que ces deux juge-
ments sont erronés, quoiqu’il sttt que les personnes portées sur I'une
des listes ont une capacité bien supérieure a celle des personnes portées
sur l'autre; or, c'est déja ce qu'il est impossible d’admettre.

. T, . 1 ’ ’ . .
La fraction 5 Clant plus pelite que 5 quand Paccusé est condamné

. S ey .. . e ] ’
a la majorité de 7 — i voix contre i; la quantité @ (E) est zéro ou

insensible dans Phypothése que nous examinons, ce qui rend la
probabilité ¢; de la culpabilité du condamné trés approchante de
Vunité, lorsque le nombre 7 cst tres grand, ct quel que soit I'exces
de n—i sur i (n° 129). Ainsi, par exemple, cu supposant le jury
composé de 1000 jurés, et I'accusé condamné par 520 jurds et ac-
quitté. par 480, on devrait regarder comme a peu prés certain le
fait de sa culpabilité, quoiqu’il soit nié¢ par ces 480 jurds, pour
lesquels on suppose que la chance de ne pas se tromper a €i¢ la
méme que pour les 520 autres; conséquence qui suffirait pour faire
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rejeter I'hypothese d'ou elle est déduite; car persoune, évidemment,
n’accorderait une grande confiance 4 un tel jugement, et surtout la
méme confiance qu'a celui qui serait prononcé a la presque unani-
mité par les 1000 jurés. Dans cette hypothése, si la capacité des per-
sonnes portées sur la liste générale des jurés vient i changer, si elle est
plus grande dans un pays que dans un autre, si elle est différente pour
différentes sortes d'affaires, la probabilité des chances de ne pas se trom-
per augmente suivant le méme rapport, pourcellesqui se rapprochent le

pius de I'unite et pour celles qui different le moins de 5; or, tel n’est pas

ce qui a lieu réellement : quand cette capacité augmente, par une cause
quelconque, les chances de ne pas se tromper les plus voisines de la cer-
titude acquiereut une probabilité plus grande que celle qu’elles avaient
auparavant; et le contraire a lieu a 'égard de celles qui s’éloignent le
plus de 'unité. En prenant pour @« une fonction qui puisse remplir
ces conditions, et qui ne soit pas d’ailleurs absolument nulle ou insen-

sibleau-dessous de u—— , on fera dlsparaitre les difficultés que nous ve-

nous d'indiquer; mais ellcs sont insuflisantes pour déterminer la fone-
tion @u : une infinité de formes différentes de cette fonction continue ou
discontinue, satisfont a-ces condmons, et conduiraient a des valeurs
tres mecrales dela probablhte i expr imée par la formule (13), pourun
méme nombre n de jurés, et une méme différence entre les nombres
n—ieti.

Aiusi, d’apres la connaissance de ces pombres dans une condamna-

tion isolée, et soit que I'on suppose la probabilité antérieure & égale &
2

ou a toute autre fraction, on ne peut pas, comme nous I'avons déja dit,
déterminer la probabilité réelle de la bonté de ce jugement, qui dépend
de la chance de ne pas se tromper, propre a chaque juré et que nous ne
pouvons pas connaitre; mais on doit aussi regarder comme impossible
de calculer ce que serait cette probabilité, pour quelqu’un qui saurait
seulement que les z jurés ont €été pris au hasard sur la liste générale, et
pour qui la raison de croire a la bonté du jugement ne dépendrait plus
que de la chgnce moyenne de ne pas se tromper, relative a cette liste
et commune aux #z jurés (n® 122;; car, pour ce calcul, on serait obligé
de faire, sur la loi de probabilité des valeurs de la chance moyenne de-
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puis zéro jusqu’a unité, une hypothése particuoliére, qui ne serait ni
celle de Laplace, ni aucune autre que ’on pit sufiisamment motiver. Si
dong, il n’avaitété rendu qu’un seul jugement par des jurés pris sur cette
liste, les formules précédentes ne seraient susceptibles d’aucune applica-
tion utile; il enseraitencore de méme, s’il avait été rendu un nombre peu
considérable de jugements; mais nous savons, au contiaire, que de tcés
grands nombres de condamnations et d’acquittements, dans des pro-
portions connues, ont été prononcés par des jurys pris successiveruent
au hasard sur une méme liste générale; or, c'cst sur celte considération
qu’est fondée, comme on va le voir, I'application des formules (4), (5),
(6), (7), (8), (9), (10), qui ne conticnnent que deux constantes incon-
nues A el &, et n’exigeront, en conséquence, que deux données de I'ob-
servation, La détermination de ces données va d’abord nous occuper.
(134). La liste générale des citoyens qui peuvent étre jurds contient
un nombre quelconque de noms;chaque jury se compose de #z jurés;
on a liré au sort sur la liste générale, les jurys d’'une ou plusieurs an-
nées, qui ont jugé un irés grand nombre g d’accusés ; et 'on représente
par a;, le nombre de ces accusés que ces jurys ont condamnés a la majo-
rité d’au moins 2—i contre i voix; ce qui suppose que i soit zéro, ou ut
des nombres moindres que la moitié de 7. La chance d’une telle con-
damnation, avant que l'accusé fiit jugd, a dit varier d’'un jugement a un
aatre ; mais, quelle que soit cette variation, la moyenne des valeurs
inconnues de cette chance qui ont eu licu dans les g jugements pro-
nonces, a été trés probablement et a trés peu pres egale au rapport

a;
Py (n°95). De plus, les valeurs de cette chance moyennc et de ce rapport

varicront trés pcu avec le nombre w supposé tres grand; et, si ce nom-
bre augmente cencore de plus cn plus, elles convergeront indéfiniment
vers unc constante spéciale, qu’clles attcindraient si g pouvait deveni
infini, sans que les causes diverses d’une condamnation a la majorité
dontil s’agit, vinssent & éprouver aucun changement.Celte quantitéspé-
ciale, que je représenterai par R;, st la somme des charces que toutes
les causes possibles de cette condamnation, ou de I'événement que nous
considérons, donnent a son arrivée, multipliées par les probabilités res-
pectives de ces mémes causes (n° 104). Il serait impossible d’en faire I'é-
numération et de calculer & prieri leur influence; mais ces causes ne

47
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nous sont pas nécessaires a connaitre : il nous suffitde supposer qu’elles
ne varient ni dans leurs probabilités respectives, ni dans les chances
quelles donnent aux condamnations; et Vobservation méme nous fera
connailtre si cette supposition est conforme a la vérité. Dans ce cas, en
d¢signant par @', lenombredes condamnations a la majorité d’au moins
n—i contre { voix, qui ont eulieu pour un autre trés grand nombre '
. .

d’accusés; la différence l;:—," — % sera trés probablement unc (rés petite
fraction (n°® 10g); etsi, au contraire, elle n’est pas trés petite, on sera
fondé a croire que, dans l'intervalle des deux séries de jugements, il est
survenu quelque changement notable dans les causes des condamna-
tions. Le calcul ne peut, au reste, que nous avertir de l'existence de ce
changement, sans nous en faire connaitre la nature.

Ce que nous disons 4 I'égard des condamnations prononcées a la
majorité d’'au moins 72— i contre i voix, convient également a celles
gui ont en lien a cette majorité méme de n—i contre i. Si 'on
désigne par b;, le nombre de celles-ci pour le nombre w d’accusés,
il y aura aussi une constante spéciale que je représenterai par r;, dont

] b . rqy * \
le rapport —; sapprochera indéfiniment 4 mesure que £ augmentera

encore de plus en plus, et qu'il atteindrait st x pouvait devenir
mfini, sans que les causes des condamnations éprouvassent aucun
changement ; et si ’; est ce nombre de condamnations pour le nombre

, cope by b; \ ;
u' d’accusés, la différence ;‘— — ,—‘-‘ sera tres probablement une frac-
tion treés petite. On aura évidemment

bl +bl—1 + bl-—: +'°""+ bo’

a; =
al’ — bll + bl’—l + b:"-s +' . '-'+ b'us
Re=n4r_, + 1, +......4r.

Cela posé, prenons pour ¢ une quantité positive trés petite par
rapport 3 \/u et \/p/, et faisons
2 ®
P=. —sz e—~=‘dux.

T @

D’aprés les formules du ne 112, cette quantité P sera la proba-
bilité commune i cerlaines limites des deux inconnues R, et r;, et
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N . ’ " l’.' b’ .
des différences Z- — 2 et -- — 2L, savoir :
A K # ¥ K
a; 2a,(p—a;)
L Fe Pl (a)

pour la premiére inconnue ,

bi 2bifpe— b))
T Fe b%: (%)

pour la seconde inconnue ;

2aipe—a;) 2a{ (¢’ —a/
NV =TGR

v 2 @
pour la premiére différence, et

= a '\/'/20‘(‘::4 b)) + 2b; (:3 b,)’ (d)
pour la deuxieme.

Toutes choses d’ailleurs égales, & mesure que g et @' augmen-
teront, les amplitudes de ces limites décroitront & peu pres sui-
vant la raison inverse des racines carrées de ces grands nombres,
parce que a; ct b, croitront a peu prés comme le nombre p, et
que a/ et &/ croitront de méme avec p’. Llles auront aussi d’au-
tant moins d’étendue que la quantité « sera plus petite; mais leur
probabilit¢ P diminuera en méme temps que a.

(135). Toutes les données numériques dont je vais faire usage
sont lirées, comme je l'ai dit dans le préambule de cet ouvrage,
des Comptes généraux de U.ddministration de la justice criminelle ,
publiés par le Gouvernement.

Depuis 1825 jusqu’a 1830 inclusivement, les nombres des affaires
soumises annuellement aux jurys, dans la France entiére, ont été

5y21, 5301, 5287, 5721, 5506, 5068;
ct les nombres des accusés, dans ces procés criminels, se sont
cleves a
6652, Gg88, €929, 7396, 7373, O6g6z;
ce qui fait chaque année, a peu preés sept accusés pour cing affaires.
47
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Les nombres des condamnés a la majorité d’au inoins sept voix
conlre cinq, ont été, dans ces mémes années ,
4037, 4348, 4236, 4551, 4475, 4130;
d’ou il résulte, pour les rapports de ces derniers nombres aux
précédents ,
0,6068, 00,6222, 0,6115, 0,6153, 00,6069, 0,5952;
0y ’ . I3 . Ly

ou 'on voit déja que ces rapports annuels ont tres peu varié, dans
cet intervalle de six années pendant lesquelles la législation crimi-

nelle n’a pas changé.
Je prends pour « la somme des nombres des accusés pendant ces six
années, et pour as celle desnombres corpespondants des condamnés. On

aura.
n= 42300, as;=25777;

au moyen de quoi les limites (a) deviendront

0,6094 7= « (0,00335);

et si 'on fait « = 2, par exemple, on aura aussi
P = 0,9953,
pour la probabilité, trés approchante de la certitude, que l'inconnue
R; et Ja fraction 0,6094 ne different pas de 0,0067, I'une de I'autre.
Si I'on partage les six années que nous considérons en deux pé-

riodes égales, dont 'une comprenne les trois premieéres années et
I'autre les trois derniéres, on aura pour les nombres des accusés,

pr =20569, p = 21731;
et, en méme temps, pour ceux des condamnes,

as= 12621, a's=153156;
d’our il résulte

as a's ) a; a's
= =0,6136 — = 0,6054. S —_——_=
= ’ s 16054 = 0,0082.

Or, les limites (c) de cette différence seront

= @ (0,00671);
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eu prenant @ = 1,2, elles deviendront 5= 0,00805 ; et I'qn aura
P=o0,9103, 1—P =0,0897.
Iy aurait donc & trés peu prés dix a parier contre un que la différence
des dcux rapports ‘f et %;5 tomberait entre les limites == 0,00805; et

quoique, abstraction faite du signe, la différence observée=0,0082 s'en
écarle un peu, I'écart et la probabilité P qu'il ne devrait pasavoir lieu,
ne sont point assez considérables pour qu’on soit bien fondé a croire
qu'il y ait eu quelque changement notable dans les causes.

Pendant l'année 1831, le nombre des individus jugés par les jurys
s'est élevé a 7606, et celui des condamnés & 4098. La loi exigeait alors
la majorité d’au moins huit voix contre quatre pour la condamnation ;
a cette majorité, on avait donc

p=7606, a,= 4098, -‘::“ = 0,5388.

Excepié la majorité exigée, si les autres causes qui influent sur les
jugements des jurys ont été les mémes dans cefte année que dans les

. . ) ) b
précédentes, on aura la valeur du rapport ;5‘ en retranchant de la va-

leur de ‘f celle de Ef, c'est-a-dire en retranchant 0,5388 de la fraction

0,6094, trouvée plus haut; ce qui donne
bs
- = 0,0706.
K 297

Pour vérifier ce résuitat , j'observe que depuis 1825 jusqu’a 1830, la
loi prescrivait Pintervention des juges composant la cour d’assises,
toutes les fois que la décision du jury était rendue a la plus petite
majorité de sept voix contre cinq; or, on trouve, dans les Comptes
genéraux, que pendant les cinq derniéres de ces six années, cette in-
tervention a eu lieu des nombres de fois 4 peu prés égaux, savoir :

. 398, 573, 373, 395, 372,

ou, au total, dans 1911 affaires; mais on ne fait pas connaitre le
uombre des aceusés auxquels ces affaives se rapportent. Cest donc au
nombre des affaires jugées pendant les mémes années, et non pas a
celui des individus mis en jugement, qu'il faut comparer ce nombre



374 RECHERCHES

donné 1911 : dans cet intervalle de cinq années, le nombre total des
affaires criminelles s'est élevé & 26883; on a donc cu a la fois
pm = 26883, bs=1911;
d'ou il résulte ‘
4 =o0,0711;
®

ce qui différe trés peu du résultat précédent. Cet accord entre les deux
b A ] ’ - b ’
valeurs de f, montre que dans I'année 1831, les probabilités « et &4 dont

ce rapport dépend, sont restées a trés peu pres les mémes que dans les
années précédentes. Toutefois, on doit remarquer que le calcul de la
derniére valeur est fondé sur ’hypothése que le nombre des condamnés
a la majorité de sept voix contre cing, est au nombre total des accusés,
comme le nombre des affaires ou cette majorité a eu lieu, est au nombre
total des affaires ; proportion que 'on ne peut pas justifier ¢ priori,
faute de données qui ne se trouvent pas dans les Comptes généraux.

Dans les années 1832 et 1833, les nombres des accusés, défalcation
faite des affaires politiques, ont été 7555 et 6964. L différence consi-
dérable qu’ils présentent provient d’'une nouvelle disposition législa-
tive, d’apres laquelle, en 1833, plusieurs genres d’affaires ont été
enlevés aux cours d’assises et renvoyés a la police correctionnelle. Les
nombres des condamnés, a la majorité d’au moins huit voix contre
quatre comme en 1831, se sont €levés & 4448 et 4105; dou il ré-
sulte pour ces deux anndes,

% =0,5887, == 0,5895.

Ces rapports différent, comme on voit, trés peu l’un de Jautre ; mais
leur moyenne 0,5888 surpasse la valeur 0,5388 de = —, qui avait lieu en

1831, de 0,05, ou d’environ un dixiéeme de cette valeur ce qui se~
rait hors de toute vraisemblance, d’aprés les limites (¢) et leur proba-
bilité P, s'il n'était survenu aucun changement dans les causes qui
peuvent iufluer sur les votes des jurés. La législation criminelle a
subi, en effet, un tel changement, qui consiste dans la question des
circonstances atténuantes , posée aux jurys depuis 1832 ; question qui
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entraine, dans le cas de I'aflirmative,, une diminution de pénalité; ce
qui a rendu les condamnations plus fac11es et plus nombreuses.

(136). Les dilférents rapports que nous veunons de calculer pour
la France entiére, ne sont pas les mémes pour toutes les parties du
royaume ; mais si 'on excepte le département de la Seine et quelques
autres départements, les nombres des affaires criminelles qui ont été
jugées en quelques années ne sont pas assez considérables pour que I'on
en puisse déduire, avec une probabilité suflisante et pour chaque res-
sort de cours d'assises, la quantité constante vers laquelle doit con-
verger le rapport du nombre des condamnés a celui des accusés. Voici
les résultats relatifs a la cour d’assises de Paris.

De 1825 4 1830, les nombres d’individus qu’elle a jugés annuelle-
ment ont été

802, 824, 675, 868, 008, 8o04;
et ceux des condamnés
567, b5ag, 436, 559, Go4, 484;
ce qui donne pour les rapports des uns aux autres
0,7070., 0,6396, 0,6459, '0,6440, 0,6652, o0,6020.

En prenant pour . la somme des six premiers nombres, et pour «;
celle des six nombres suivanls, on aura

w=4881, as= 3177, %=0,65og.

D'apreés les nombres 42300 ct 25779 d’accusés et de condamnés, relatifs
a la France entiére, pendant les mémes années, nous avons trouve
que ce rapport doit différer trés peu de 0,6094 ; fraction moindre que
la précédente, de 0,0416, ou d’environ un quinziéme de sa vaieur; or
les limites (¢) et leur probabilité P rendraient un tel écart tout-a-fait
invraisemblable, s’il n’y avait pas, pourle département de la Seine, une
cause particuliére qui rendit les condamnations plus faciles que dans le
reste de la France. Quclle est cette cause ? Cest ce que le calcul ne sau-
rait nous apprendre. Toutefois, nous ferons remarquer que dans ce
département, dont la population est & peine un trente-sixieme de celle
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du royaume, le nonbre des accusés surpasse un neuvieme de celui qui

Yy ’
a lieu, pour un méme intervalle de.temps, dans la France entiére; en
sorte qu’il est proportionnellement quatre foisaussigrand ; circonstance
qui rend la répression des crimes plus nécessaire, et qui, peut-étre
pour cette raison, est cause d’'une plus grande sévérité des jurés.

Au moyen de ces valeurs de x et a5, les limites (a) deviennent

2

0,6509 == (0,00065) ;

et si I'on prend =2, onaura ‘
P=0,99532, 1 —P==0,00468;

c'est-a-dire plus de 200 a parier contre un, que I'inconnue Rs ne differe
de 0,6509, que de 0,0193, en plus ou en moins.

Le dernier 0,6020 des six rapports cités plus haut étant notablement
moindre que la moyenne des cinq autres, il y a lieu d’examiner si
cette différence indique suffisamment l'existence de quelque cause par-
ticuliere qui aurait rendu les jurés moins séveres en 1830 que dans les
années précédentes. Or, en prenant pour g et @; les sommes des nom-
bres d’accusés et de condamnés dans le départe ment de la Seine, de-
puis 1825 jusqu’a 1829, et pour x’ et a's les nombres relatifs a I'an-
née 18%0, on a

®= 40777 as = 26957 ru', = 604) a's= 484 ’

d'ou il résulte

as — a_'S - ni_ ﬂ_'s_ —
- = 0,6605, - = 0,6019, I s 0,0585.
Lies himites(c) deviennent aussi
== 2(0,02657) ;

en sorte qu’en faisant @ =2, il y aurait plus de 200 a parier contre un
oy : as . ds : ccé
que la différence des rapports ;"’ et = n’aurait pas dii excéder 0,05514 :

elle asurpassé cette fraction, d’a peu présun 10° de savaleur; onpeutdonc
| ]
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croire qu’il y a eu a cette époque quelque anomalie réelle dans les
votes des jurés; et la cause de cette anomalie, qui les a rendus un peu
moins séveres, a pu étre la Révolution de 1830. Cette cause, quelle
qu’elle soit, parait avoir agi sur les jurés de la France entiére; car,
en 1830, le rapport du nombre des condamnés a celui des accusés dans
tout le royaume, s'est abaissé a pres de 0,59, tandis que sa valeur
moyenne avait été 0,61 pour les cinq années précédentes.

Depuis 1826 jusqu’a 1830 inclusivement, le nombre des affaires
criminelles s'est €levé, dans le dépariement de la Seine, & 2963 ; ct
dans ce nombre il y a eu 194 affaires ou la condamnation par le jury
a été prononcée a la majorité de sept voix contre cing, et out la cour
a du intervenir. En prenant le rapport de 194 a 2963 pour la valeur

b
de ;5, on aura donc¢
. .
= = 0,0655;
s

quantité un peu moindre que la valeur du méme rapport pour la
France entiere.

(137). Si nous considérions séparément, comme dans les Comptes
généraux , outes les especes de crimes dont les cours d’assises ont eu
a s'occuper, les nombres d'accusés et de condamnés pour chaque es-
pece en particulier, ne seraient pas assez grands pour donner lieu a des
rapports constants, ct servir de base a nos calculs. Maisdans ces Comptes,
on a aussi groupé toules les affaires criminelles en deux classes, dont
I'une renferme les crimes contre les personnes, et 'autre les crimes
contre les propriétés ; et ces deux grandes divisions ont présenté an-
nuellement des rapports trés différents I'un de JVautre, mais a peu
prés invariables pour chacune d’elles. Ce sont ces rapports que nous
allons citer.

Pendant les six anuées comprises depuis 1825 jusqu'a 1850, les
nombres des accusés de crimes contre les persounes, ont été, pour la
France entiére,

1897, 1907, 1911, 1844, 1791, 1666,
¢t conlre les propriétéé

48
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4755, 5081, 5018, 5562, 5582, 5ag6;

les nombres correspondants des condamneés, sous I'empire d’'une méme
législation criminelle, se sont €levés a

882, 967, 0948, 871, 834, 766,
pour les crimes de la premiére espece, et a
3155, 3381, 3288, 3680, 3641, 3364,

pour ceux de la seconde. De la, on déduit

0,4649, 0,5071, 0,4961, 0,4723, 0,4657, 0,4508,
pour les rapports des nombres de condamnés a ceux des accusés de
crimes contre les personnes, et

0,6635, 0,6654, 0,6552, 0,6628, 0,6523, 0,6352,
pour les rapports des nombres de condamnés a ceux des accusés de
crimes contre les propriétés; ou l'on voit que les uns et les autres

n’ont pas beaucoup varié d’'une année a une autre, mais qde les der-
niers excedent notablement les premiers. i

En prenant pour = et a; les sommes des nombres d’accusés et
de condamnés dans le cas des crimes contre les personnes, et pour
w' et a’s leurs sommes dans-le cas des crimes contre les propriétés,

nous aurons

@ = 11016, a5=5268, @ = 31284, a's= 20509;

d’out il résulte ces deux rapports :

as

= 0,4782, “3 — 0,6556 ,

dont le second surpasse le premier d'un peu plus du tiers «de ce-
lvi-ci. Au moyen de ces nombres, on trouve

0,4782 == a(0,00675)
pour les limites (a) de l'inconnue Ry, relative aux crimes coutre

les personnes, et -
0,6556 == « (0,00380),
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pour ces limites relatives aux autres crimes. En faisant a =2, il y
aura une probabilité trés approchante de la certitude, que cette incon-
nue R; ne differe pas de la fraction 0,4782, de plus de 0,0135, dans
le premier cas, et de la fraction 0,6556, de plus de 0,007G, dans
le second.

En 1831, ou les condamnations ont été prononcées a la majo-
rité d’au moins huit voix contre quatre, si l'on prend pour g et
pour a, les nombres d’accusés et de condamnés, relatifs aux crimes
contre les personnes, et pour u' et a’y; ces nombres relalifs aux
crimes contre les propriétés, on a

m == 2046, a, = 743, ® = bb6o, o, = 3355;

d’ou lon tire ' .
a . T o .
- = 0,363 , = = 0,6034 ;

et en retranchant ces rapports des précédents, il vient

b's
= = o,1151, — = 0,052z ,
I ke .
pour les rapports du nombre des condamnés a la plus pelite majorité de
sept voix contre cinq au nombre des accusés, dans les deux sortes de

. s . .
crimes. [l est remarquable que le rapport -,‘3, relatif aux crimes con-

. \ \ & ® g

tre les personnes, soit 4 peu prés double du rapport —2, relatif aux
, ¢

crimes contre les propriéiés, tandis qu'au contraire c’est le rap-

a’s . . . . , . .
port = relatif & ces derniers crimes, qui surpasse d’environ un tiers
F

a . . . .
le rappm't,;5 relatif aux premiers. Ainsi, non-seulement les condam-

nations prononcées par les jurys ont été proportionnellement plus
nombreuses dans le cas des crimes contre les propriétés, mais elles
ont aussi €1é prononcées 4 de plus grandes majorités.

Les rapports que nous considérons ue sont pas non plus tout-a-
fait les mémes pour les deux sexcs. Chaque année, le nombre des
temmes traduites aux cours d'assises est, i trés pcu preés constam-
ment, les dix-huit centiemes du nombre total des accusés des deux

48..
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sexes. Dans les cinq années écoulées depuis 1826 jusqu’a 1830 inclu-
sivement, sil'on appelle ¢ et 4’ les nombres de femmes accusées de
crimes coatre les personnes et de crimes contre les propriétés , et
que lon désigne dans ces nomhres, par a; et a's ceux des femmes
condamnées, on aura

m = 1305, p' = 5465, a; = 586, a’s = 3312;
d'ou lon déduit
II'5

af = 0,4490 , paa 0,6061 ;

’ a; 11'5
el en comparant ces rapports aux valeurs précedentes de = et=7, on
#®

voit qu’ils sont moindres, mais seulement d’a peu prés un 16° ou
un 12° de ces valeurs.

Relativement aux annces 1832 ¢t 1833, pendant lesquelles les
condamnations ont été prononcées a la majorité d’au moins huit
voix conlre quatre et avec la question des circonstances atténuantes ,
on a eu, pour les accusés et les condamnés d'.s deux sexes,

p = 4108, M == 10421, a, = 188, o', = 6664,
et, par conscquent, - .
’
a 24
- = 0,45098, — = 0,6395;
Ko :
les leitres accentuées répondant , comme plus haul, aux crimes conlre
les propriétés, ct les lettres non accentuées-aux crimes contre les
personnes. En faisant 2 =2 dans l'expression des limites (@), on
trouve qu’il y a une probabilité trés approchante de la certitude que
Pinconnue R; ne s’écarie pas de la (raction 0,4598, de plus de 0,022,
P 5 » de
ou de la fraction 0,6395, de plus de 0,0133, selon qu'il s'agit des
crimes de la seconde ou de la premiére espéce. On peut remarquer
’
74 a , [ \
que les valeurs de ;* et ;‘f ont conservé entre elles, & trés peu

. . - a; a’s ,

pres, le rapport qui existait entre celles de ;—; et —7 qu'onatrouvées
#

H'_‘

et e a leurs analogues

plus haut. En comparant ces quantités :T

en 1831, on peut aussi observer que l'influence de la question des
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: ’
. 2 . ’ a .
circonstances atténuantes a augmenté le rapport ,74—4 velatif aux

. cr L
crimes contre les propriétés, sculement d’un 15, et le rapport ;‘,

relalif aux crimes contre les personnes, de prés d'un ters de sa
valeur.

(138). Mainienant, d'aprés ce qu'on a vu dans le n° 122, la chance,
pour un accusé, d’étre condamné par un jury pris au hasard sur la
liste générale ’'un département ott du ressort d’une cour d’assises, cst
la méme que si la chance de ne pas se tromper était égale pour tous les
membres de ce jury ;-4 la majoriié d’au meins » —i contre ivoix, la
chance de la condamnation est donc exprimée par la premiere for-
mule (6), et a la majorité de n— i voix coutre Z, par la formule (4);
par conséquent, pour chaque département et pour chaque genre d’af-
faires criminelles , les quantités c, et 9, exprimées par ces formules,

sont celles dont les rapports -a-;" ct ﬁ-‘ approchent indéfiniment 3 me-~

sure que le nombre #, supposé trés grand, augmente encore davan-
tage; ou, autrement dit, les quantités ¢, et 3, coincident avec les
inconnues R; et 1, du u°® 134, lorsque 'on considére des affaires d'un
méme genre, dans un méme département, el méme pour chaque sexe
des accusés séparément. Nous rangerons en deux classes distinctes
tous les genres d’affaires criminelles : 'une de ces classes comprenant,
comme plus haut, les crimes contre les personnes, et I'autre les crimes
contre les propriétés. Mais, pour ne pas trop compliquer les calculs,
nous n’aurons point égard au sexe des accusés, dont Pinfluence sur
la proportion des condamnations peut étre négligée, si I'on considére
cjue, dans le nombre total des prévenus, le nombre des femmes n’est
pas un cinquiéme de celui des hommes. Les lettres x4, a;, b, Cir Yis
répondant aux affaires.de la premiére espéce, et les mémeés lettres
accentuées désignant les quantités analogues relativement aux aflaires
de la seconde cspece, nous aurons, pour chaque département en par-

ticulier,
i bi a'; . (l'l .
S=c =0 g =0 =)l - (16
avec d’autant plus d’approximation et de probabilité que les nombres
p et 1’ seront plus considérables.
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Si les rapports qui forment les premiers membres de ces équations
étaient donnés pour les différents départements, ces quatre équations
sufliraient pour déterminer les inconnues & et z contenues dans c; et 5,
et leurs agalogues dans ¢’; et 9’; que je désignerai par &’ et #'; maisla
nécessite?ge trés grands nombres g et p’ rend impossible, quant a pré-
sent, Papplication des équations (16) a chaque département isolément,
ct pour s’en servir, on sera obligé de supposer que les inconnues «, «/,
k, k', ne varient pas beaucoup, en général, d’'un département a un
autre; ce qui permettra d’'employer dans leurs premiers membres, les
rapports relatifs 4 la France entiére. Les.quantités « et &’ que I'on dé-
terminera de cette maniére seront exactement les chances de ne pas
se tromper qui auraient lieu si les listes de jurés de tous les départe-
ments étaient réunies en une seule, et que chaque juré fit pris au
hasard sur cette liste totale. Dans cette hypothése, les quantités & et £/,
en ce qu’elles dépendent de I'habileté des magistrats qui dirigent I’ins-
truction préliminaire, pourraient encore n’étre pas les mémes dans les
différents départements; mais les équations (16) étant linéaires par
rapport a ces inconnues, leurs valeurs que I'on obtiendra, seraient alors
les moyennes de celles qui ont réellement licu pour tous les départe-
ments. Au reste, on doit observer que si I'on est obligé de se conten-
ter de ces valeurs générales de u, ', k, &', cest seulemeut faute de
données completes de I'observation, et non pas par quelque imper-
fection de la théorie que nous exposons. .

Lesexpressions dec, et 9, ne changent pas lorsqu'on y met1—ketr—u
au lieude k et # (n* 117 et 118); pour des valeurs données de %et lﬁ,
s'il y a un couple de valeurs de £ et « plus grandes que ;, qui satis-
fassent aux deux premicres équations (16), il y aura donc aussi un

. ‘o1 . o ’
couple de valeurs de & et de « plus petites que - qui satisferont égale-

ment a ces équations. Or, on doit supposer que la probabilité
moyenne de la culpabilité des accusés avant le jugement, surpasse
celle de leur innocence, et que, chez les jurds, la chance moyenne
-de ne pas se tromper est plus grande que celle de I’erreur; ce sont

donc les valeurs de % et « plus grandes que -'2- qu'il faudra employer;
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et I'on devra rejeter les autres comme étrangéres a la question. La
méme remarque convient aux deux derniéres équations (16), et aux
valeurs de A’ et #’ qui s’en déduiront. Toutefois, si I'on appliquait ces
€quations aux jugements en matiére politique, rendus en grand nombre
dans les temps malheureux de la Révolution, on pourrait employer,
ainsi qu'on I'a expliqué dans le préambule de cet ouvrage, leurs ra-

. . . I . ’ ’
cines moindres que 53 car alors I'innocence légale des accusés avant

le jugement pouvait étre plus probable que leur culpabilité; et pour
les jurés, la probabilité qu’ils se tromperaient volontairement pouvait
surpasser leur chance de ne pas se tromper.

(139g). Je fais =12 et i=15, dans les formules (4) et (6); les
coeflicients qu’elles contiennent auront pour valeurs

N.=1, N,=12, N,=066, Ny=220, Ny=495, Ny=792.
Je fais aussi '
as _

=c, —§=792.7, U= —, l=ll=—;

» I It (S S
la seconde équation (16) devient

_(Ee+1)E (2k—1) (2> =—1)20 .
Y=wror t aagpr 0 (D

et, cn ohservant quon a
Us=1—024.05 (1—0)f—Vj,

la premiére équation (16) pourra s’écrire sous cette {orme :

M k— <
R = e

Ces équations (17) et (18) répondent aux crimes contre les personnes;
celles qui se rapportent aux crimes contre les propriétés s’en dédui-
ront en y changeant les quantités ¢, 9, &, ¢, dans leurs anologues,
que je représenterai par ¢’, 3/, k', ¢/,

L’inconnue ¢ est susceptible de toutes les valeurs, depuis £=o0 qui
répond a =0, jusqu'a £==co qui répond & == 1; mais ses valeurs
plus grandes que I'unité étant celles qui se rapportent aux valeurs de «



584 RECHERCHES

supcrieurcs a -, ce sont les seules qu’il faudra considérer. De plus,

I
2
I'inconnue & devant étre comprise entre ; et I'unité, il suit de I'équa-

tion (17) que la valeur de ¢ devra étre telle que 'on ait

(( + )8

2(I+l)” < )/3

R TN
ce qui servira 4 en déterminer des limites. On remarquera, a cet effet,
que la premiére de ces deux fonctions de ¢, décroit continuellement
depuis =0 jusqu’a t=, et que la seconde augmente d’abord de-

puis £=1 jusqu'a £= %, pour décroitre ensuite jusqu'a t=co.

En élimipant £ entre les équations (17) et (18) on parviendrait &
une équation du 24° degré par rapport a £, du genre des équations
réciproqucs, et réductible, parconséquent, a une équation du 123° degré;
mais il sera beaucoup plus facile de calculer directement par des essais
successifs, les valeurs simultanées de % et # qui satisfont au systéme
des équations (17) et (18).

(140). Relativement aux six années*comprises depuis 1825 jusqu’a
1830, on a

‘0,115
€==0,4782, y= 792— = 0,0001453.
Pour =2, la quantité % +! )),, surpasserait celte valeur de 3 ; pour (=3,
ce serait ceite valeur qui surpasserait I'autre quantlte( +¢\T?’ la valeur

de ¢ doit donc étre plus grande que deux et plus petite que trois ; li-
mites entre lesquelles il est facile de s’assurer que cette inconnue n’a
qu’une seule valeur possible. Aprés quelques essais, j’ai pris 2,112
pour cette valeur; I’équation (1) donne alors 0,5354 pour celle de 4;
et en substituant ces valeurs dans le second membre de 'équation (18),
on le trouve €gal 4 0,4785, ce qui ne ditféere du premier membre que
de 0,000r1; on a donc, avec une trés grande approximation,

k=0,5554, t=2,112.

Pour les mémes années, on a
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,0523
¢'=0,6556, 9/ = 2 o = 0,00000604.

Je substitue ceg ®aleurs a la place de ¢ et 3 dans les équatioos (17)
et (18), et j’y mets aussi 2 et &' au lieu de ¢ et k; en les résolvant
ensuite, comme dans le cas précédent, je trouve, au méme degré
d’approximation, :
K =o0,6744, ¢=3,4865.
De ces valeurs de ¢ et ¢, on déduit

. &
= =06786, = T =o07771,

pour les chances qu'un juré quelconque ne se tromperait pas, qui

ont eu lieu dans les années que nous considérons ; la premiére répon-

dant au cas des crimes contre les personnes, et la seconde i celui des

crimes contre les propriétés.

Avant qu'un jugement fit prononcé, une persounc qui n’aurait
connu ni les jurés dont le jury serait composé, ni méme le lieu ou
I'affaire serait jugée, aurait pu parier, i cette époque, un peu plus
de deux contre un, que chaque juré ne se tromperait pas dans son
vote, s’il s’agissait d’'un crime de la premiére espéce, et pres de sept
contre deux, dans le cas du second genre de crimes. On emploie ici
Vexpression vulgaire parier tant contre tant, afin de rendre plus sen-
sible la signification qu’'on doit attacher aux valeurs de « et ', et
quoique le pari qu'on suppose soit illusoire, puisqu’on ne saurait ja-
mais qui aurait gagué. Cette personne aurait pu aussi parvier, d’apres
les valeurs précédentes de £ et £’, un peu moins de sept contre six
pour la culpabilité de I'accusé dans le.cas de la premiere sorte de
crimes, et un peu plus de deux contre un, dans le cas de la seconde.
Nous verrons plus loin ce que devient la probabilité que I'accusé est
coupable, aprés que le jugement est prononcé.

Si nous considérons les nombres des accusés et des condamnes,
sans distinction des genres-de crimes contre les personnes et contre
les propriétés, il faudra prendre, toujours pour les mémes années
et pour la France entiére,

49
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0,0706

e 0,00008914.

c = o0,6004, 9 =

En résolvant les équations (17) et (18), on troufk_alors

k = 0,6391, t == 2,09, u = 0,7494.
Si l'on considérait le département de la Seine isolément, les va-
leurs de ¢ et 3 qu’on devrait employer seraient (n° 136)

0,0055

92 = 0,00008267,

¢ = 0,6509, 1y =
et lon trouverait
k= 0,678, t = 3,168, u« = 0,7778.

A D'époque que nous considérons, et abstraction faite de I'espece
de crimes, les probabilités k et z étaient donc un peu plus grandes
dans le ressort de la cour d'assises de Paris que dans le reste du
royaume : dans le département de la Seine, elles surpassaient un

peu § et g, tandis que dans la France entiére elles étaient un peu

inférieures a ces fractions. Toutefois, les différences entre les deux
valeurs de & et entre celles de «, n’étant pas considérables, c’est une
raison de penser qu’il en est de méme d’une. partie quelconque de la
France 4 une autre; ce qui justifie, autant qu’il est possible, I'hy-
pothese de I'égalité de chacune de ces deux quantités dans tout le
royaume, que nous avons faite, afin de pouvoir calculer maintenant
leurs valeurs approchées, au moyen de nombres suffisamment grands

d’'observations.

Ainsi que nous l'avons dit plus haut, les valeurs de 4 et « ou
de 4" et u', sont restées les mémes en 1835 ; mais elles ont di
changer dans les années suivantes avec les rapports dont elles se
déduisent ; et comme nous connaissons seulement pour 1832 et 1835,

at a't ’ , .
les rapports — ou —-, cette donnée ne suffit pas pour déterminer
I #

les deux inconnues # et k, ou u' et k. Obhservons d’ailleurs que ces
quantités ont peut-étre changé une seconde fois, et ne sont plus
les mémes, depuis la derniere loi, qui, en maintenant la question
des circonstances atténuantes , a prescrit le secret du vote des ju-
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rés, ce qui a pu influer sur leur chance de ne pas se tromper.
Nous ne pouvons donc pas connaitre les valeurs de u et £, ' et/,
qui ont eu lieu depuis 1831. Mais cette loi, en fixant & sept voix
contre cing, la majorité suffisante pour la condamnation, exige que
les jurés fassent connaitre si leur décision a été rendue 4 la majorité
minima. Si donc on donne dorénavant, dans les Comptes genérau.,
les nombres des condamnés, et non pas seulement celui des aflaires
pour lesquelles ceite plus petile majorité aura eu lieu; de plus,
si 'on fiit connaitre ces mémes nombres, pour les accusés des
deux sexes séparément, et pour les deux classes de crimes que I’on
a distinguées, il sera possible, dans quelques années, de détermi-
ner avec une grande précision les deux éléments % et z, pour les
différentes parties du royaume, pour les hommes et pour les femmes,
pour les crimes contre les personnes et pour les crimes contre les
propriétés.

(141). Au moyen de chaque couple de valeurs de « et 4, les for-
mules (4), (5), (6), feront connaitre les probabilités correspon-
dantes qu'une condamnation ou un acqujftement a eu lieu a une
majorité donnée, ou 4 une majorité au moins égale a celle-la.

En faisant n =12 et i=o0, on aura

Yo=hu* - (1 — k) (1L—uw)*, So=Qa—ku" -k (1—u)",

)

pour les probabilités qu’un accusé condamné ou acquitté, I'a été a
I'unanimité, et, par conséquent,

Yok de=ut 4 (\ —u),

pour la probabilité d’un jugement unanime, soit qu’il condamne, soit
qu’il absolve. On aura aussi

Yo—do=(2k—1) [&*— (1 —1)"];

quantité positive a cause de k> 3 et u >1— u, en sorte que I'unani-
mité est moins probable dans le cas de l'acquittement que dans
celui de la condamnation. On voit que ces diverses probabilités sont
tres faibles, dées que lachance » de ne pas se tromper differe sensi-
blement de zéro et de l'unité. Si 'on prend, par exemple, les valeurs

49.-
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de u et £ qui se rapportent a la France entiére, sans distinction de
'espéce de crimes, c'est-a-dire si 'on fait £ == 0,6391 et # =0,7494,
il en résultera

%, = 0,0201, d'c;=0,0113, 3, d';=0,0314;

ce qui suffit pour montrer combien doit étre rare une décision una-
nime de douze jurés. Si I'on exigeait que le werdict du jury fat pro-
noncé a I'unanimité, soit qu’il condamne, soit qu’il absolve, il y
aurait, d’apres cette valeur de 3, d',, prés de trente-deux:a parier
contre un qu’aucun jugement ne serait rendu; et cela arriverait 32
fois sur 33 environ, si les jurés ne communiquaient pas entre eux,
et ne convenaient pas, pour en finir, de s’arréter i une simple majorité.

En appelant M la probabilité que dans un nombre p de jugements,
il n’y en a eu ou il n’y en aura aucun qui soit unanime, on aura

M= (1—95,—d,);

et si I'on veut que M soit, -, il faudra qu’on ait
N "

en employant toujours la valeur précédente de 7, d.. Par conse-
quent, ce ne serait que dans 22 affaires qu'on pourrait parier un peu
plus de un contre un, qu'un jugement au moins serait rendu a 'una-
nimité. 1l y aurait du désavantage a faire ce pari pour un nombre
d’affaires moindre d’une unite.

(142). Avant d’aller plus loin, il est nécessaire de rappeler ce qui
a été dit au commencement de cet ouvrage, sur le sens que nous at-
tachons au mot coupable dans les jugements des jurys, etd’en déduire
quelques conséquences importantes. '

Lorsqu’un juré prononce qu’un accusé est coupable, il affirme qu’a
ses yeux, il y a preuve suffisante pour que I'accusé soit condamné ;
s'il prononce que l'accusé n’est pas coupable, il entend par-la que
la probabilité de la culpabilité n’est pas assez grande pour la con-
damnation ; mais son vote negatif ne signifie pas qu’il croit I'sccusé
iunocent; et, sans doute, il arrive plus souvent qu’il le croit plutot



SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. - 389
coupable. Il aura jugé que la probabilité que l'accusé soit coupable,
pouvait surpasser i, mais qu’elle était cependant inférieure a celle que

sa conscience et la sécurité publique exigeaient pour que l'accusé fiit
condamné. Le sens réel du vote affirmatif ou négatif d’un juré, cst
donc que l'accusé est ou n'est pas condamnable ; par conséquent, les
probabilités P, et Q, de la bonté d’'un jugement de condamnation ou
d’acquittement (n° 120), expriment aussi les raisons que nous avons
de croire que I'accusé était condamnable, lorsqu’il a été condamné, et
qu’il n’était pas condamnable quand il a été acquitté : P, est sans doute
moindre que la probabilité réelle de la culpabilité d’'un condamné, et,
au contraire, Q, surpasse la probabilité de I'innocence d’un accusé ab-
sous ; mais ces autres probabilités ne pourraient étre aucunement déter-
minées par le calcul, qui ne s'applique qu’aux probabilités P, et. Q,,ainsi
définies et considérées dans de trés grands nombres de jugements de la
méme nature. On ne doit pas croire non plus que ces quantités P, et Q,
soientl'expression de I'opinion générale, en ce sens qu’elles exprimeraient
les probabilités d’'une condamnation ou d’un acquittement par un jury
composé de tous les citoyens qui sont compris sur la liste générale ot
les jurés, au nombre de douze, ont été pris au hasard; car la chance
¢, d’'une condamnation, par un jury d’un nombre quelconque de per-
sonnes, est inférieure a la fraction que nous avons désignée par 4
(n° 118), laquelle est beaucoup moindre, en générai, que la valeur de
P,; et de méme la chance d; d’'un acquittement est toujours inférieure
a la fraction t — %, beaucoup moindre, elle-méme, que la valeur
de Q.. 3

Pourles jurés duressort de chaque cour d’asﬁ‘s , el pour chacun des
deux genres de crimes que nous avons distingués, on doit donc conce-
voir qu'il y a une certaine probabilité z, jugée suflisante et nécessaire
pour la condamnation. Cela étant, la chance z, qu’un juré pris au ha-
sard sur la liste de ce département ne se trompera pas dans son vote, est
la probabilité qu’il jugera celle de la culpabilité de I'accusé égale ou
supérieure a z, st elle I'est effectivement, ou bien,.inférieure a z, si,
en effet, elle n’atteint pas cette limite. Cette probabilité « dépend princi-
palement du degré d’instruction de la classe des personnes portées sur la
liste générale des jurés, et la probabilité z, de 'opinion qu’elles se (or-
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ment sur la nécessité d’une répression plus ou moins forte des diffe-
rents genres de crimes. Ces deux probabilités dlstm(‘tes peuvent varier,
par conséquent, avec le temps et d"un departement a un autre. On a vu
comment la valeur des¢ peut se déduire des données de I'observation;
quant  celle de 2, nous n’avons aucun moyen de la connaitre ; et nous
pouvons seulement conclure qu'elle augmente ou diminue, toutes
choses d’ailleurs égales; lorsque nous voyons le rapport du nombre
des condamnés A celui des accusés, diminuer ou augmenter notable-
ment. Ainsi, lorsque la question des circonstances atténuantes a
été posée aux jurés et qu'on a vu ce rapport augmenter et passer de
0,54 20,59 (n° 135), on a di en conclure qu’ils se sont arrétés, pour
la condamnation, a une probabilité z moindre que celle qu'ils exi-
geaient auparavant, sauf 4 décider affirmativement la question dont
il s’agit, afin d’abaisser d’un degré la peine qui serait prononcée contre
les condamnés. :

Avant le jugement, la probabilité que I'accusé est coupable sur-
passe de beaucoup, sans aucun doute, celle que nous avons désignée
par k: la plus grande valeur que nous avons trouvée pour celle-ci

est a peu pres 4, et personne cependant n’hésiterait a parier bien plus

de trois contre un, qu'un individu quelconque est réellement cou-
pable quand il est traduit devant une cour d’assises. Mais ce qu'on a
dit a ’égard de P, convient également a & : il faut aussi entendre que
k exprime seulement la probabilité, antérieure au jugement , que l'ac-
cusé soit condamnable ; probabilité qui peut dépendre, en consé-
quence , de celle qu* jurés exigent pour la condamnation , mais
qui est indépendante;™par sa nature, de la probabilité « qu’un jure'
ne se_trompera pas. [l s’ensuit donc que la valeur de 4 peut varier
avec la probabilité z, lors méme que les formes de 'instruction pré-
liminaire et 'habileté des juges chargés de la diriger, sont restées les
mémes, et quelle que soit d’ailleurs la probabilité «. Voici un exem-
ple de cette variation.

Depuis 1814 jusqu’a 1850, les proces criminels étaient jugés, dans
la Belgique, par des tribunaux composés de cinq juges, et la majorité
de trois voix contre deux suffisait pour les condamnations. En 1830,
la composition de ces tribunaux a changc. Dans le courant de 1831,
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on a rétabli le jury tel qu'il existait sous le domination francaise, et
la majorité suffisante pour les condamnations a ét¢ celle de sept voix
contre cinq. Les formes de Pinstruction préliminaire sont toujours
restées les mémes. Or, il résulte des Comptes de Uadministration de la
justice criminelle dans ce royaume, récemment publiés par le Gouver-
nement, qu'en 18a2, 1833, 1834, les rapports des nombres de con-
59 6o 61

100’ 100’ 100
ont trés peu varié d’'une année a une autre, et queleur valeur moyenne
est sensiblement égale a celle qui avait lieu en I'rance avant 1830.
Comme on ne donne point dans ces Comptes, le norabre de fois que
les condamnations ont €t€ prononceées a la plus petite majorité de sept
voix contre cinq, ni 4 aucune autre majorité déterminée, le rapport
que nous citons ne suflit pas pour en conclure les valeurs de u et 4 qui
se rapportent 4 la Belgique; mais puisquc ce rapport total, c'est-a-dire

damnés i ceux des accusés ont été , ou l'on voit quiils

le rapport que nous avons désigné par —‘;:, dif(ére si pcu pour la Belgi-
. . . . 05

que et pour la France, il y a lieu de croire que le rapport partiel — est
‘ : . #

aussi trés peu différent pour ces deux pays, et que, par cons¢quent,
les valeurs de u et & y sont i trés peu prés les mémes. On peut donc
admettre que pour la Belgique, la valeur de £ ne s’écarte pas beaucoup

de la fraction 2—40, que I'on a obtenue précédemment pour la France

entiére, et sans distinction du genre de crimes. Cela étant, on trouve
dans les mémes Comptes ,que dans les années 1826, 1827, 1828, 1829,
lesrapports du nombre des condamnés i celui des accusés, se sont élevés

. 84 85 83 8[ . ) 1 ’
3 15c 150" Too? 100 fractions a peu pres €gales, et dont lamoyenne

‘. 83 . .
est un peu supérieure & —. Mais, d’aprés ce qu’on a vu dans le n° 118,
100

la probabilité dont cette moyenne est la valeur approchée, doit tou-
jours étre moindre que la valeur de %; il s'ensuit donc que dans ces
quatre derniéres années, cette quantité £ a di étre beaucoup plus
grande que dans les années 1832 el 1833 ; ce qu’on ne peut altribuer
qu’a une in€galité de la quantité inconnue z, i ces deux époques, qui
a été telle que les jurés ont exigé pour la condamnation, une proba-
hilité que I’accusé fit coupable, supérieure a celle que les juges trou-
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vaient suffisante. Cette conclusion est, au reste, indépendante de la
chance z de ne pas se tromper, qui a pu étre égale ou inégale a ces
deux époques, c'est-a-dire plus grande pour les juges que pour les
jurés , ou vice versd; question qui reste indécise, faute de données
nécessaires de I'observation.

La quantité k dépendant de la probabilité z, il s'ensuit que l’mega-
lité de ses valeurs pour les deux genres de crimes que nous avons
considérés, peut tenir & deux causes différentes: & ce que la présomp-
tion de la culpabilité avant le jugement est plus difficile 4 établir a
I’égard des crimes contre les personnes, qu’en ce qui concerne les
crimes contre les propriétés; ou bien, i ce que les jurés exigent pour
la condamnation une plus grande probabilité z, dans le premier cas que
dans le second; et il y a lieu de croire que ces deux causes distinctes
ont concouru a produire I'inégalité dont il s’agit.

11 suit de cette dépendance entre z et k, que si la question des cir-
constances atténuantes a produit pour les années 1832 et 1833 une
diminution notable dans la probabilité que les jurés ont jugée suffi-
sante pour la condamnatlon, Ja probabilité £ a dii au contraire aug-
menter, et ces variations inverses de et de & ont dfi aussi produire
une augmentation dans la valeur de #; car on peut supposer qu’il y a,
pour les jurés, une moindre chance de ne pas se tromper, lorsque,
d’une part, ils exigent une moindre probabilité pour la condamnation,
et que, d’une autre, il existe, avant le jugement, une plus grande pro-
babilité que I'accusé soit condamnable.

(143). Il nous reste actuellement & calculér, au moyen des formules
(9) et (10), et des couples de valeurs trouvées pour « et &, ou pour z'
et &', les probabilités qu'un condamné était coupable et qu’ uviaccuse
absous €tait innocent, ou, pour parler plus exactement, les probabi-
lités que le premier était condamnable et que le second ne I’était pas.
Mais auparavant nous changerons ces formules en des équations plus
commodes pour le calcul, et nous y ajouterons d’autres formules dont
les valeurs numeériques seront aussi trés importantes 4 connaitre.

En vertu de la premiére équation (6), la formule (g) pourra étre
remplacée par cette équation

P'C‘ = kU“ '
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dans laquelle on prendra le rapport %‘ donné par I'observation, pour

la valeur approchée de c,.

La quantité 1 —P, est la probabilité qu'un condamné i la majorité
d’au moins 7 — i contre i voix n'est pas coupable; ¢, est l1a probabilité
qu'un accusé coupable ou non, sera condamné i cette majorité ; le pro-
duit de ¢, et de 1— P, exprime donc la chance pour un accusé non cou-
pable d’étre néanmoins condamné. En la désignant par D,, et ayant
égard a 'équation précédente et a la premiére équation (6), on aura
donc

D, = (1—k)V,;

résultat qui se déduit aussi du raisonnement que I'on a fait dans le
n° 120, pour obtenir I'expression de P,.

Le nombre de voix nécessaire pour la condamnation étant au moins
n—i, soitI1,1a probabilité qu'un accusé absous est innocent; sa valeur
se déduira de celle de Q; ou de la formule (10), en y mettant 2 — i — 1
au lieu de i; et si 'on a égard 4 la seconde équation (6), on en
conclura

nldu-l—l —_ (l - k)Ul—‘—l’\
ou ce qui est la méme chose, d’apres ce qu'on a vu dans le n* 118,

m(1=—c¢) = (x — k(1 =V}

La probabilité qu’un accusé absous est coupable sera 1 —I1;; 1a pro-
babilité qu'un accusé quelconque ne sera pas condamné étant 1 —¢;, il
s'ensuit que le produit (1 — 1)) (1 — ¢;) exprimera la chance pour un
acgusé coupable d’étre cependant acquitté. En la désignant par 4,, on
aura donc

B= 1 —c— (1— k) (1=Vy),

ou bien, en vertu de la premiére équation (6),
A‘= ’C (l — U‘).

Les chances D, et 4, sont, pour ainsi dire, les mesures du danger
que court un accusé non condamnable d’étre condamné, et la société,
de voir acquitter uu accusé condamnable. Relativement a la culpabi-

: 50
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lité ou a I'innocence réelles des accusés, on-ne devra pas oublier que
D, n’est, comme P;, qu’'une limite supérieure, et que A, n’est , ainsi
que Q;, qu’une limite inférieure. Quand les valeurs de P, et IT; auront
¢té.calculées, on.en déduira immédiatement celles de D; et A, ; car, en
vertu des équations précédentes, on aura

D,-=I—k—n,~(l—c,- ’ «'A=’5_Pu'ci;

ou I'on voit que les chances 4, et D; seront toujours moindres, respec-
tivement, que les probabilités k et 1— % de la culpabilité et de la non-
culpabilité avant le jugement. Pour un trés grand nombre p d'accusés,
les nombres des condamnations et des acquittements donnés par I'ob- -
servation, €tant @; et g —a,; ceux des condamnés non coupables et
des acquitlés coupables, seront & trés peu prés et trés probablement
égaux aux produits Da, el-a; (. —a;).

En faisant n=12 et successlvement i=>5et 4_4, prcnant 2 et —a:
pour les valeurs approchees de csetcy, et mettant, comme precedem-
ment — +t —; au lieu de « et 1 —z, nous conclurons des équations

pre’cedentes

asyp . 14:12.t+66.t’+29.o.t3+4g5.t‘+792'.l5+924.15‘]

_525—"[‘_ a+o= 7
a“P 3 1412.¢466.0 4 220.8344g5. ti +792. 6 4 +924.654792.07]
= [_ G 240 ,
5 14 12.6466.8 4-220.8 4 495.¢V 4792, 87 .
(1 —;)l'l5=(|——-/c)[1 EDE —7

1+!2 t466.8* 4 220. £ +495.¢°
(1 =) Oi=(—h[ - (ETR

Nous aurons en méme temps
D5=x—k-—(1—‘§>ﬂ'5, as=k—2P;,
—_ 4 . aj‘ S — ag
D‘—I—k—(l—;>n4, A‘—/G—;P‘.

Telles sont doncles diverses formules qu’il sagira de réduire en nom:
hres: les quantités qu’elles renferment se rapporteront au cas des erimes
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contre les personnes; on désignera par les mémes lettres, avec des
accents, les quantités analogues qui répondent aux cas des crimes
contre les. propriéteés. )

(144). Pendant I'année 1831, la majorité nécessaire pour la con-
damnation était celle de huit voix au moins contre quatre, et la ques-
tion des circonstances atténuantes n’avait pas lieu. On avait

%=0,5652, t=2,112, k=0,5354;

d’ou l'on déduit
P,=o0,9811, Il;=0,7186, D;=0,00689, a4=o0,1791.

Sur les 743 condamnés dans cette année, a peu prés cinq n’auraient
pasdil'étre, d’apres cette valeur de D,; et d'apres celle de a;, environ
233 accusés n’auraient pas di1 étre acquittés, sur les 1303 qui l'ont été,
La chance d’étre condamné quoique non condamnable surpassait trés
peu un 150°, et celle d’étre acquitté, quoique condamnable, était com-
prise entre un sixieme et un cinquieme. Enfin, la probabilité de la
culpabilité d’'un condamné ne différait pas d’'un 50°, de la certitude, et
celle de I'innocence d’un accusé absous, c’est-a-dire la probabilité qu’il
n’était pas suffisamment prouvé qu'’il fit coupable, ne surpassait pas

. 2
beaucoup la fraction .

Ces résultats se rapportent aux crimes contre les personnes. Dans la
méme année, on avait, relativementaux crimes contre les propriétés,

,
a

-f-‘.,i - 0)6054) t'= 5’4865 4 K= 0’6744 )

d’ou Yon conclut o

P',=0,9981, II',=0,8199, D'y=0,0004, Aa%;=0,0721.

Pour ce genre de crimes, la proportion des condamnés qui n’auraient
pas di I'étre,, n’a donc €été que de quatre sur dit mille; ce qui ne fait
pas deux sur les 3355 de ces condamnations qui ont €té prononcées.
La proportion des individus acquittés qui €taient condamnables, a

surpass€ sept centiemes; et leur nombre a di étre environ 159, sur les

50..
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2205 acquittements qui ont eu lieu. La probabilité qu'un condamné

était coupable ne différait pas.de deux milliemes de la certitude, et
celle de I'innocence d’un individu acquitté était un peu supérieure i

Ia fractlon 4. Ces résultats sont , comme on voit, plus satisfaisants que

ceux qui se rapportent aux crimes contre les personnes; ce qui tient 2
ce que les condamnations pour des crimes contre les propriétés, quoi-
qu’elles aient été proportionnellement plus nombreuses, ont aussi en
lieu trés probablement a de plus fortes majorités (n° 141).

Les huit probabilités P,, P’,, etc., que nous venons de calculer,

, oap ay by Y c .
sont fondées sur les rapports ;‘-‘, % , -;‘, "—,“ , donnés par I'observation

el qui nous ont servi précédemment 4 déterminer ies valeurs de ¢, ¢/,
k, K. Elles sont toutes les huit des fractions moindres  que 'unité ; ce
qui fournit une confirmation d’autant plus remarquable de la théorie,
qu’il n’en serait plus de méme généralement, si 'on prenait des valeurs
arbitraires de ¢ et %, ¢' et A, lors méme qu’elles ne différeraient pas
beaucoup de celles qui résultent de I'observation.

Dans les années qui ont précédé 1831, la majorité suflisante pour la
condamnation était celle de sept voix contre cinq; mais dans le cas de
la majorité minima, la cour intervenait et la condamnation n’était
définitive que si la majorité des cinq juges dont elle se composait alors,
se joignait a la majorité du jury. 11 sera donc nécessaire de considérer
séparément les condamnations prononcées a cette plus petite majorité,
et celles qui ont eu lien aux majorités d’au moins huit voix contre
quatre.Pour celles-ci, les valeurs numériques des probabilités P, et P',,
M,etIl',, D,et D'y, a et &', seront celles que ’on vient de calculer,
puisque dans les années antérieures a 1831, les valeursde et &, ¢’ et &'
étaient les mémes que dans cette année (n°137 ). Ainsi, depuis 1825
jusqu’a 1850, sur environ 5000 individus condamnés & cette majorité
d’au moins huit voix contre quatre, pour des crimes contre les. per-
sonnes, et pres de 20000 pour des crimes contre les propriétés, il y en
aeutres probablement d’apres les valeurs précédentes de D, et de D',
environ 35 d’une part et 8 de I'autre qui n’étaient pas condamnables;
ce qui serait sans doute beaucoup trop, si cela voulait dire qu’ils fus-
sent reellement innocents,
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Relalivement aux autres condamnations prononcées a la majorité
minima de sept voix contre cinq, on aura, pour la probabilité que le
condamné était coupable,

- ke
Ps= =%

en faisant dans la formule (7),

. -t
n=1a, z=5, U= o 1—UT l+l

S’il s’agit des crimes contre les personnes, on aura, comme plus haut,

, t=2,112, k=0,5354;
et il en résultera

ps=0,8372.

Dans le cas des crimes contre les propriétés, on changera pg, £, ¢, en
P's, ¥, t', et I'on fera, aussi comme précédemment,

£=3,4865, K=0,6744;
ce qui donue ’
P’s =0,9618.

Enfin, si 'on considére les deux sortes de crimes indistinctement et
toujours pour la France entiére, on devra prendre 0,639t et 2,99, pour
les valeursde k et ¢ (n°140); et en désignant par @ la valeur correspon-
dantede ps, 6ula probabilité que le condamné est coupable, on aura

= 0,9406.
En retranchant ces valeurs de ps, p's, @5, de I'unilé, nous au-
\ y 6 6 Yo )

rons, a trés peu pres, ;_163 , %5 » To5» POUT la probabilité de I'errcur
du jury dans les trois cas que nous venons de considérer. D’apres
la formule de Laplace (n® 132), cette probabilité serait la méme
dans ces trois cas, et égale & 0,29; cest-a-dire presque double de la
valeur de 1 —Ps et qumtup]e de celle de 1 —a5 : on verra dans le
numéro suivant i quoi se réduit cette probabilité 1 — @ de la non-
culpabilité de I'accusé, quand la condamnation a été confirmée par la

cour d’assises & la majorité d'au moins trois voix contre deux.
Lorsqu’on aura réuni les données suffisantes pour calculer, ainsi
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qu'on l'a dit plus haut (n° 140), les valeurs de¢ & et de %, ou de &’ et
de 2/, qui ont lieu 4 I'époque actuelle, on en conclura, par un calcul
semblable au précédent, les probabilités correspondantes Ps, I15, Ds, 45,
ou P’5, IT's, D', A's; et, en les comparant aux probabilités P,, 11, D,,
Ay, ou Py, Iy; D'y, A", que nous avons trouvées pour l'époque
de 1851, par exemple, on pourra connaitre, sans aucune illusion,
les avantages relatifs de la législation criminelle 4 ces deux époques,
sous le double rapport de la sécurité publique et de la garantie que
I'on doit aux accusés.

Les données de I'observation restant les mémes, on y satisfait, d’a-
pres la remarque du n° 138, par deux couples différents de-valeurs
de 4 et u, ou de /' et 2/, c'est-a-dire par des valeurs de ces quantités

plus grandes que i, et par d’autres valeurs plus petites que i et éga-

les au complément des premiéres 4 'unité. Nous avons trouvé, par
exemple, pour I'année 1831 et pour les crimes contre les propriétés,

kK = 0,6744, W = o,7771;

en employant les données de I'observation dont nous avons fait usage,
nous aurions donc pu en déduire également

¥ =1 = 0,6744 = 0,3256, ' = 1 — 0,7771 = 0,2229;
la valeur de #' se changeant en 1 —#’, celle de ¢’ se change, en méme

1 . .
temps, en ;; on aurait donc aussi

T
t = m=0,2868;

et en prenant toujours, comme plus haut,

a )
7,4 = 0,6034,
on trouverait

P'; = 0,000675;

en sorte que la condamnation, au lieu d’augmenter la probabilité que
’accusé soit coupable, I'aurait, au contraire, diminuée et rendue pres-
que nulle. Mais, ainsi que nous 'avons déja dit dans le numéro cité,



SUR LA PROBARILITE DES JUGEMENTS. 309

on doit rejeter, en général, ces valeurs des inconnues £ et z, ou &
et i/, moindres que celles des probabilités contraires, que le calcul de-
vait donner, néanmoins, pour comprendre le cas o dans de tres
grands nombres'de jugements extraordinaires, la culpabilité légale des
condamnés serait moins probable que leur innocence.
(145). Si'nous faisons
n=>5, i=a2, U= —my 1—u

I
141’ T ade?
dans la premiére formule (6), nous aurons

(2k — 1) (1 F+ 52+ 102%)

C,:k— ([_’__4)5 2

pour la probabilité qu'un accusé sera condamné par un tribunal de
cinq juges 4 la majorité d’au moins trois voix contre deux; & dési-
gnant toujours la probabilité, avant le jugement, de la culpabilité de
cet accusé, et « la chance que chacun des juges ne se trompera pas.
En vertu de la formule (g), nous aurons, en méme temps,

1 4+ 5¢ + 10”
C.P,:k[l —_— —-(—l:‘_—‘)—ﬁ——],

ou simplement, d’aprés l’équration précédente,
(2k —1)eP,=k(k—1+4c.),

pour déterminer la probabilité P, de la culpabilit¢ aprés que la con-~
damnation aura eu lieu.

Dans I'application qu ‘on fera de ces equahons au cas d'un accusé
déja condamné par le jury a la majorité minima de sept voix contre
cinq, et soumis ensuite au jugement de la cour d’assises, comme cela
avait lieu antérieurement a 1831, on prendra pour 4 la probabilité
que I'accusé est coupable, résullante de la décision du jury; la valeur
approchée et treés probable de ¢, se déduira del'observation, et sera
égale au nombre des condamnations que la cour d’assises aura pro-
noncées dans un tres grand nombre d’affaires, divisé par ce trés grand
nombre. Or, on voit par les Comptes gencrawx que dans les cing an-
nces écoulées depuis 1826 jusqu'a 1830, il y a eu 1911 affaires soun—
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mises aux cours d'assises du royaume, aprés que les jurys avaient
condamné a la majorité de sept voix contre cinq, et que, dans ce
nombre d’affaires, les cours ont confirmé 1597 fois les condamnations.
Mais ces Comptes ne nous font pas connaitre suivant quelle propor-
tion les nombres 1911 et 1597 se sont partagés entre les crimes contre
les personnes et les crimes contre les propri€lés; nous serons donc
obligés de déterminer la probabilité P, et 'inconnue ¢, sans distinction
de ces deux genres de crimes : pour cela nous ferons

15
c, = % = 0,8357;

et nous prendrons pour % la valeur de @5 du numéro précédent,

savoir :

k = 0,0406;

quantité qui surpasse, comme cela devait étre (n° 118), la proportion
¢, des condamnations.
Au moyen de ces valeurs, on trouve

P, = 0,9916,

pour la probabilité qu’un individu é€tait coupable, lorsqu’il avait été
condamné successivement par le jury & la majorité minima de sept
voix contre cing, et par les juges a la majorit¢ d’au moins trois voix
contre deux. La probabilité qu’il n’était pas coupable différait donc tres
peu d'un 100°; en sorte que sur les 1597 individus condamnés, il est
tres probable qu’il y en a eu & peu prés quinze qui n’étaient pas
condamnables. )

Les mémes valeurs de % et de c, donnent

éﬁ =o0,11388;
au moyen de quoi 'équation qui doit servir a4 déterminer I'inconnue ¢,
devient ' ‘
1 4 5¢ - 102* = (0,1188) (1 &)°.

On en dédvit : )
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t = 2,789, u = 0,7361;

ce qui montre que la chance « de ne passe tromper a été peu dif-
. férente, pour les juges, de celle que I'on a trouvée pour les jurés
(n® 140), sans distinction de I'espéce de crimes, et qui est égale
a 0,7494-

(146). Les formules dont nous venons de faire diverses applications
a des jugements en matieére criminelle, conviennent également a toutes
les autres espeéces de jugements, rendus en trés grand nombre, tels
que ceux de la pollce correctionnelle et ceux de la justice militaire.
Mais, pour s’en servir, il faut que dans chaque espece , I'observation
fournisse les données nécessaires a la détermination des éléments que
ces formules renferment.

Les Comptes géncraux de Uadministration de la justice criminelle
contiennent aussi les résultats de la police correctionnelle. Pendant les
neuf années écoulées depuis 1825 jusqu’a 1833, le nombre des indi-
vidus traduits a cette police dans la France entiére, s'est €levé a 1710174,
et dans ce nombre il y a eu 1464500 condamnés, ce qui donne 0,8563
pour le rapport du nombre des condamnés a celui des accusés. D’une
année a une autre, ce rapport n’a pas beaucoup varié; il a toujours
€té compris entre 0,84 et 0,87. Le nombre des juges dans les tribu-
naux de police correctionnelle n’est pas invariable : il doit étre au
moins égal a 3; et le plus souvent il se réduit a ce minimum. La ma-
jorité de deux voix contre une suffit alors pour la ¢ondamnation; on
obtiendra donc la probabilité ¢, qu'un accusé sera condamné en police
correctionnelle, en faisant n=3 et i=1 dans la premiére équation (G);
ce qui donne

ke F+3)+ =k @B+ 1)
= (1

. t o
en y mettant aussi —— au lieu de . On prendra pour la valeur ap-

14t
prochée et trés probable de c,, fournie par I'observation, le rapport
0,8563; mais celle donnée est insuffisante pour déterminer les deux
inconnues £ et ¢; il faudrait savoir, en outre, parmi les 1464500 con-
damnations , le nombre de cclles qui ont été prononcées, soit a 'una-
nimité, soit a la simple majorité de deux voix contre unc; ce que les
Comples genéraux ne nous font pas connaitre. Si I'on supposait que la

51
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chance de ne pas se tromper fit 2 pour les juges de la police correc-

tionnelle, comme elle 'est généralement pour les jurés, et qu'on fit,
dans I'équation précédente, ¢, = 0,8563 et t=3, on en déduirait
pour 4 une valeur plus grande que 'unité; ce qui rend cette hypo-
these inadmissible. I1 y a lieu de croire que cette chance est plus
grande pour les juges que pour les jurés, sans que nous puissions dire
de combien I'une est surpassée par l'autre, faute de données néces-
saires de I'observation.

Les conseils de guerre sorit composés de sept juges, et la loi exige,
pour la condamnation, la majorité d’au moins cinq voix contre deux.
La probabilité ¢, qu’un accusé sera condamné se déduira donc de la
premiére équation (6), en y faisant n=" et i = 2; etsil’on y met aussi
;‘Tt au lieu de , il en résultera

c _ k@49t 284 (1 —k) (1 + 9t 2187)
T ' (14¢y '

Dans les Comptes genéraux de Uadministration de la justice mili-
taire , publiés par le ministre de la Guerre, on évalue le nombre des
condamnds aux deux tiers de celui des accusés; ce rapport étant conclu

d’un grand nombre de jugements, on pourra donc prendre la fraction g

pour la valeur approchée et trés probable de c,; mais cette donnée
ne suflit pas pour la détermination des deux inconnues que renferme
I'équation précédente. En supposant que la chance de ne pas:se trom-
per soit tres peu différente pour les juges militaires et pour les jurés
. - ’ ’ ' 3 .
des cours d’assises, et la faisant en conséquence égale 4 >, on aurait

4

t=3etc,= gl, et I'on déduirait de cette équation

k=0,8793, 1—k=o0,1207;
en sorte qu'il y aurait un peu plus de sept a parier contre un, qu’un
militaire est coupable quand il est traduit devant un conseil de guerre.

En vertu de la formule (g) et de la premiére équation (6), on a

EN

(1 + tje,Py = k(0 + 75 +216%),
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pour déterminer la probabilité P, que I'accusé est coupable, apres qu'il
a été condamné ; et, au moyen des valeurs précédentes de ¢, , ¢, £, il
en résulterait : ’

P, = 0,9976;

ce qui montre combien cette probabilité différerait peu de la certi-
tude. Mais ce résultat est fondé sur une valeur hypothétique de z ou
. de u, dont nous ignorons le degré d'exactitude. Cependant, il serait
intéressant de pouvoir comparer, d’'une maniére certaine, la justice
militaire a celle des cours d’assises, sous le rapport de la probabilité
des jugements. Pour cela, parmi les condamnés militaires, outre le

2 . . ’ . .
rapport de leur nombre total a celui des accusés, il faudrait encore

connaitre le rapport du nombre des condamnes, soit a 'unanimité, soit
4 P'une des deux majorités de six voix contre une ou de cinq voix
contre deux, a ce méme nombre des accusés. Malheureusement cette
seconde donnée ne nous est pas fournie par 'observation, ¢t nous ne
pouvons y suppléer par aucune hypothése qui ait quelque pro-
babilité.

(147). Il nous reste, pour terminer cet ouvrage, a considérer la
probabilité des jugements des tribunaux en matiere civile.

Dans un proces civil, il s’agit de juger entre deux parties qui plai-
dent l'une contre l'autre, laquelle a le bon droit de son coté, Cela se-
rait décidé avec certitude par des juges qui n’auraient aucune chance
de se tromper; et quel que fit leur nombre, le jugement serait tou-
jours prononcé a l'unanimité. Mais il n’en est point ainsi. Il arrive
souvent que deux juges également éclairés, qui ont examiné un méme
proces avec toute leur attention, portent néanmoins des jugements
contraires, 'un donnant gain de cause i la partie que l'autre con-
damne. On doit donc admettre qu’il y a pour chaque juge, une chance
de se tromper dans son vote, ou de ne pas juger comme aurait lait un
juge idéal pour lequel toute cause d’erreur serait impossible. Elle
dépend du degré d'instruction et de Vintégrité du juge : on ne
la connait pas @ priori; et sa valeur devra étre déduite deJohserva-
tion, s'il est possible, par les moyens ue 'on va indiquer. Lors-
que cette chance, ou l&*chance contraire, aura ¢té déterminde pour
tous les juges d’un tribunal, on ¢n conclura la probabilité de

5r1.
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la bonté de leur jugement, c'est-a-dire, de sa conformité avec celui
qui serait prononcé par des juges infaillibles. On en conclura
-aussi la probabilité que d’auires juges, pour lesquels la chance de
ne pas se tromper serait également donnée, confirmeront le jugement
des premiers. Ce second prohléme est semblable a celui que nous
ont présenté Jes jugements en matiére criminelle : la quantité que nous
avons pricédemment désignée par & sera maintenant remplacée
par la probabilité du bon droit de 'une des deux parties, résultante
du premier jugement rendu en sa faveur; mais quand un proces
esl soumis pour la premiére fois aux tribunaux civils, il n’y a aucune
probabilité antérieure au jugement, qui soit favorable 4 l'une ou
Pautre partie; on n’a donc point 2 considérer une probabilité analo-
gue a £; et les seules inconnues a déterminer par I'observation seront
les probabilités que les juges ne se tromperont pas.

(148). Considérons d’abord un tribunal de premiére instance, com-
posé de trois juges que nous appellerons A, A’, A". Soient u, «/, ",
leurs probabilités respectives de ne pas se tromper. Désignons par ¢ la
probabilité que leur jugement sera unanime. Cela aura lieu, si aucun
des juges ne se trompe, ou s'ils se trompent tous les trois. La proba-
bilité du premier cas sera le produit 2", et celle du-second, le pro-
duit (1 —u) (1 — ') (1 — ¢"); on aura donc

c=uld' 4 (1—u)(1 — ') (1—u"),

pour la valeur compléte de ¢. Le jugement unanime étant rendu, on
pourra faire deux hypothéses : on pourra supposer que I'affaire est bien
jugée ou qu’elle est mal jugée. Dans la premiére hy pothése il faudra
qu’aucun des trois juges ne se soit trompé, et dans la seconde, qu'’ils se
soient trompés tous les trois. La probabilité de 'événement observé, qui
est ici le jugement rendu a 'unanimité, sera donc w2'r”, si la premiere
hypothése est vraie, et (1—u)(1—u') (1—u"), si elle st fausse. Donc, en
appliquant i ces hypotheses la régle de la. probabilité des causes (n° 28),
et appelw p la probabilité de la premiére cause, ou de la bonté du
jugement, on aura

¥
uu'u"

P = + —w)(—u)(r—u")’
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ou, ce qui est la méme chose,
cp = ud'.

Si le jugement n’est point unanime, un des trois juges aura vote
pour 'une des parties, et ses deux collegues pour 'autre partie ; dési-
gnant par a, @', a", les probabilités qu’un pareil jugement sera rendu,’
qui répondent respectivement aux cas ou c’estle juge A, ou A’, ou A",
qui vote différemment des deux autres, on aura

Q

= (1 — W' 4 u(t — (1 — ", &
(f — o)+ v (1 —w( — o),
d'= (1 — u)u + u”(t —u)(t — u);

car le premier cas, par exemple, arrivera, soit que A’ et A” ne se trom-
pent pas et que A se trompe, soit que A’ et A" se trompent et que A ne
se trompe pas; et de méme pour les deux autres cas. En appelant 4 la
probabilité d'un jugement non unanime, rendu d’une maniére quelcon-
que, on aura

]
||

b=a -4 a 4 a’;

et comme il faudra que cela ait eu lieu, ou que le jugement ait été
unanime, on devra avoir b --c=1; ce qu'il est facile de vérifier.
Il en résulte simplement

b=1 — we — (1 —u)(1. — )1 — u'.

Pour que le jugement soit bon, il faudra que les deux juges qui ont

formé la majoritéen votant de la méme maniére, ne se soient pas trom-

pés; et, pour qu’il soit mauvais, il faudra qu'ils se soient trompés ; si

doncl'on désigne paf q la probabilité de la bonté d’un jugement non

unanime, on aura aussi, d’apres la regle de la probablllte des causes ou .
des hypotheses,

bg = (1 — ) + (1 — d)wd' + (1 — o) w',

Maintenant, dans un trés grand nombre x de jugements rendus par
les trois mémes juges A, A’,A’, soient 3 le nombre des jugements una-
nimes, € celui desjugements non-unanimes, et, parmi ceux-ci, &,a’, a’,
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les nombres des jugements ou cest le juge A, ou A’, ou A", qui 1’a pas
voté comme les deux autres. On aura, avec une tres grande approxi-
mation et tres probablement,

Y= : b, *=a, ¢—'=a', Y e
1.enombre€étantlasommedea,2’, 2", et blasommede a,a’,a";laseconde
de ces équations estune suite des trois derniéres, et les cinq équations se
réduisent i quatre. Siles nombres a, o/, &', étaient donnés par'observa-
tion; en substituant dans les trois dernieres équations, les expressions preé-
cédees de a, @', a’, on en pourrait déduire les valeurs de «, «/, ", ct
enmettant dans la premiére équation I'expression de ¢, on en conclurait
la valeur de ; de sorte que si ce nombre j/e'tait aussi donné par I'obser-
vation, Ja comparaison du nombre donné au nombre calculé servirait &
vérifier la théorie. Les valeurs de «, «', ©", étant ainsi déterminées, on
cn déduirait sans difficulté, au moyen des formules précédentes, les
probabilités p et ¢ de la honté d’'un jugement unanime et d’'un juge-
ment non unanime. Mais l'observation n’a fait connaitre, pour aucun
tribunal, les nombres 3, «, ’, 2"; toutefois, afin de donner un exem-
ple de 'usage de ces formules, je choisirai arbitrairement les valeurs
des probabilités z, w/, 1.

Je prends donc, par exemple,

4 ! 3 o

b g d a3
u=g, U==g, U =g

Pour chacun des trois juges, la chance de ne pas se tromper est plus
grande que celle de V’erreur; A’ et A" sont également instruits, et ont la
méme chance de ne pas se tromper; A est plus instruit, et sa chance
d’erreur est moindre. On aura

_ 8 = .
. 0—-2—5, b—‘—5',

de sorte qu’on pourra parier 17 contre 8, ou un peu plus de deux contre
un, que les trois juges ne rendront pas un jugement unanime. On aura
aussi

=
5|
-~

[l
AL



SUR 1.A PROBALILITE DES JUGEMENTS. 407

il y aurait donc g a parier contre un our‘la bonté d’un jugement una-
‘nime, et seulement 57 contre 28, ou, i trés peu prés, deux contre un
pour la bonté d’'un jugement non unanime. Pour ces trois juges, la
chance moyenne de ne pas se tromper serait

I ' @ 2,
-3-(u+ W u')=3;
I3 . . . 2
en les supposant également instruits et prenant cette fraction 3+ pour
la valeur commune de «, #/, «°, on trouverait

c=x b=§, p=§, q=§.

Ces valeurs de p et ¢ étant un peu moindres que les précédentes, il s'en-
suit que, dans notre exemple, une égale répartition entre les trois
juges, de leur somme d’instruction, diminuerait la probabilité que le
jugement est bon, soit qu’il ait eu lieu ou non.a 'unanimité; mais, d’un
autre cOté, la derniére valeur de c étant plus grande que la premieére,
et la premiére valeur de b surpassant la derniére, cette répartition
égale de l'instruction augmente la probabilité que le jugement des trois
juges sera unanime, et diminue, en conséquence, la probabilité qu’il
ne le serd pas.

Lorsque nous ignorons si un jugement rendu par les trois juges a
€té ou n’a pas été unanime, la raison que nous avons de croire que ce
jugement soit bon différe de p et de ¢. Si I'on désigne, dans ce cas, la
probabilité de la bonté de ce jugement par r, on aura

r=wde’ 4 (1 —w)u'e 4= (1 — w)ue + (1 — o) ;

car, dans I'hypothése que le jugement est bon, le jugement rendu, ou
I'événement observé, peut avoir eu lieu dans quatre cas différents dont
les probabilités sont les quatre termes de cette formule; dans I'hypo-
thése contraire, la probabilité de cet événement serait

(1-2)(1-2 )1 =2" ) u(1-0") 1 -2" )1 (1-26) (1= r" (1 -2e) (1 -’ ) 5

et la somme des probabilités. de I'événement, dans les deux hypo-
theéses, €lant la certitude, ou l'unité, le diviseur de expression de r,
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résultant de la régle du n® 28, 'c’sst aussi I'unité. On peut remarquer
qu'on a ‘

r=-cp + 675
résultat qu’on pourrait aussi démontrer directement.
En prenant les valeurs précédentes de u, u«/, ', on trouve

93 .
125°

r=

en les supposant égales entre elles et a —23- » 1l vient

et cette seconde valeur de r étant un peu moindre que la premiere,
il s'ensuit que la bonté du jugement est la moins probable, comme
précédemment, dans le cas de I'égal degré d’instruction des trois
juges. . '

(149)- On étendra sans difficulté ces formules aux jugements d’'un
tribunal composé d’'un nombre quelconque de juges; mais on n’en
pourra faire aucune application, faute de données de 'observation,
nécessaires pour déterminer les chances de ne pas se tromper des
ditférents juges. Si I'on suppose ces chances égales, et le nombre

des juges toujours égal i trois, on aura, en conservant les notations
précédentes ,

c = + (1 — u)f, b= 1= — (1 — up

cp =1, bg =31 —uwu, r=u 4+ 301 — yu

En prenant d’ailleurs pour ¢ ou pour b, la valeur approchée et tres
6 . , . ,
probable E ou -, l'une ou l'autre des deux premiéres équations dé-

terminera la valeur de «; en sorte que, pour cette détermination , il
suffirait de connaitre, dans un trés grand nombre g de jugements
rendns. par les trois juges, le nombre 3 de ceux qui ont été unanimes,
ou € de ceux qui ne I'ont pas été; mais cette donnée ne nous est pasnon
plus fournie par I'observation. Si I'on supposait, par exemple, les
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nombres & et 3 égaux entre eux, on aurait
' W+ (1 —u=1— 3u-4 3u =

d’ou l'on tire

1
2’

1 1 P~
— ANVZAY
u = 2(1 =+ 3\ 5) ;
[ . 1 .
c'est-a-dire deux valeurs de u dont une surpasse 5 et I'autre est moin-

dre ; et comme on doit admettre que la.cliance qu’un juge ne se trom-
pera pas est plus grande que la chance coutraire, on aurait, en pre-
nant la premiére de.ccs devx valeurs,

v = oy@®

d’ou il résulterait
p = 0,9815, ¢ = 0,7885, r = 0,8850.

Si le jugement des trois juges, unanime ou non, est soumis & un
tribunal d’appel, composé, par exemple, de sept autres juges, et que,
pour chacun de ceux-ci, la chance de ne pas se tromper soit repré-
sentée par ¢; et.si 'on désigne par C la probabilité que cc jugement
sera confirmé par le second tribunal, a la majorité d’au moins quatre
voix contre trois, la valeur de U sera donnée par la premicre for-
mule (6), en y mettant r et ¢ au lieu de % et u, et faisant, en outre,
n=r7 eti=73; ce qui donne )

C-.:.ﬁ;[v’+ 708(1— v) 4 2105(1—¢)* 4 3504 (1— 0]
A (=) [(1—=9Y F5(1—0 So F21(1—9)%0* 4 35(1—0)%?) ].

Et en effet, si le preniier jugement cst bon , pour qu'il soit confirmé
par le second tribunal, il faudra qu'aucun des sept juges d’appel ne
s¢ trompe ou qu'un seul se tronipe, ou que deux se trompent, ou que
trois se trompent. Or, les probabilités de ces quatre cas sont les qua-
lre termes compris enlre les premiers crochets; par conséquent,
leur somme, multipliée par r, est la probabilité que le jugement est bon
et sera confirmé ; on verra de méme que la partie de cette expression
de C qui a 1 —r pour facteur, exprime la probabilité que le premier
_jugement est mauvais et sera néanmoins confirmé; d’ou il résulte que

52
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la somme des deux parties de C est son expression compléte. On verra
également qu'en appelant C’ la probabilité que le second tribunal cas-
sera le jugement du premier, on aura

C'=(1—r[v" 4 7¢5(1—0) 4 210°(1 — 0)* 4 350¢(1—0)°]
“+r{(1— oy + 9(1— 0)% 4 21(1— v)%0* 4 35(1— v)*];

et comme il sera nécessaire qne ce jugement soit ou confirmé, ou
cassé, on devra avoir C -4 C'=1; ce qu'on vérifie en observant que

[07 4+ 705(1— ¢) 4 2165(1— 9)* 4 BBo4{1— o)?]
+ (107 (1) o2 )51 [ (1— )=,

. 1 . .1 .
On aura C=C'=, soit dansle cas de r= ~» et pourune valeur quel-

. r
conque de v, soit dans le cas de v==1, et pour une valeur quelconque

de r; résultats qui sont d’ailleurs évidents en eux-mémes.

En considérant.séparément les deux parties de ’expression de cha-
cune des quantités C et C’, on peut aussi dire que la premiére par-
tie de C est la probabilité que les deux tribunaux successifs jugeront
bien I'un et l'autre; que la seconde partie cst la probabilité qu’ils ju-
geront mal tous les deux; que la premiére partie de C’ exprime la
probabilité quele premier tribunal jugera mal etle secondbien; et que,
enfin, laseconde partie de C’sera la probabilité que le premier tribunal
jugera bien, et le second mal. Si donc, on appelle p la probabilité que
la cour d’appel jugera bien, soit que le tribunal de premiére instance
juge bien ou mal; p sera la somme des deux premieres parties de C
et C’, 1 —p la somme de leurs secondes parties, et 'on aura

f=v" 4 7¢° (1 — 0) 4 21051 — ¥* 4= B504(1 —v)?,
1—p=(1—0) 4 9(1 — )0 4 21(1 — v)’* 4 35(1 — v)%?,

ainsi qu’on le trouverait directement. En désignant par T la probabi-
lité que l'arrét de cette cour sera confirmé par une seconde cour
royale, composée également de sept juges, et par I la probabilité gu’il
ne le sera pas; et en appelant w, pour chacun de ces sept juges, la
chance de ne pas se tromper, T et I’ se déduiront de C et C'eny
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mettant p et w au lieu de r et ¢; par conséquéﬁt, si 'on suppose qu'on
ait w=y, il en résultera

=+ —r, =20 —7p)
valeurs qui satisfont & la condition [T’ =1. D'aprés les expressions
de Cet C, celles de p et p’ pourront d’ailleurs s’écrire ainsi

r—C r—0GC
ar—1 a

Désignons encore par P la probabilité de la bonté de I'arrét rendu
par une premiére cour d’appel, lorsqu’il est conforme au jugement de
premiére instance, et par P/ quand il est contraire. Dans le premier cas,
ensupposantsuccessivement que I'arrétsoit bon et qu’il soit mauvais, la
probabilité de 'événement observé, qui est icila conformité des deux
jugements, sera la premiére parlie de C dans la premicre hypothese )
et la deuxiéme partie dans la seconde; la probablhle P de la premiere
hypothése, aura donc pour valeur cette premicre partie de C divisée
par la somme de ses deux parties; nous aurons, en conséquence,

CP = [v7 4 7¢0%(1 — ») + 210" 1 — ¢)* } 3504 (1 — v)*];
et, I'on trouvera de méme,
CP = (1—7)[v 4 7¢5(1 — ¢) + 21051 — ¢)* 4= 35041 — 0v)"];

résultats qui se déduisent aussi, comme cela doit étre, des formules
(9) et (10), en y faisant A=r, n=17, i= 3. Ces équations pourront
étre remplacées par celles-ci

CP=rp, CP = (1 — 1)y

en ayant égard i ce que p représente.

(150). 1l faut au moins trois juges pour prononcer un jugement de
premiére instance, et sept pour un arrét de cour d’appel ; généralement
ces moindres nombres ne sont pas dépassés; c’est pourquoi, j'ai pris
trois et sept pour les nombres de juges des deux tribunaux successifs que
je viens de considérer. En substituant pour rsa valeur en fonction de «,
danslesformules que )’ai obtenues, elles renfermeront les deux chances %

' 52..



et v, qui ne peuvent se déduire que de I'observation; malheureusement,
clle ne nous [ournit pour celaqqu’une seule donnée, savoir, le rapportdu
nombre des jugements de premiére instance, confirmés par les cours
royales, au nombre total des jugements qui leur sont soumis.Pour faire
usage de ces formules, il est donc nécessaire de réduire a une seule,
au moyen d’'une hypothése particuliére, les deux inconunues z et v;
celle qui m’a paru la plus naturelle a été de supposer qu’on ait v =1,
c'est-a-dire , de regarder les juges du premier tribunal et ceux du se-
cond, comme ayant la méme chance de ne pas se tromper.

Cela posé, dans un trés grand nombre x de jugements de premiérve
instance, soit m le nombre de ceux qui ont été confirmés, et par con-
séquent, x — m celui des jugements non-confirmeés. On pourra pren-

dre le 1‘:1pport-:£z pour la valeur approchée et trcs probable de la pro-

babilité que nous avons désignée par C; et si Pon fait

C—m vV=u U = ] I = _!
—‘“! - “ —‘,+‘) —TFe

il en résultera

m__,__(r—n(+qgt2e + 351
e G+ " )

On aura, en méme temps,

_ 143t - 2(1 43¢y
r—!—m’ ar I—I—(_:-TF’

. m . ,
¢t en substituant ces valeurs dans celle de S on obtiendra une équa-

tion du 10° degré pour déterminer la valeur de ¢, et, par suite, celle
de u. Dans le cas de v=1u, l'expression de C demeure la méme,
quaed on y change u et r en 1—u et 1—r; ce qui répond au

1 . A o pes . ,
changement de ¢ en ;. Il s’ensuit que si I'on satisfait a la valeur donnée

m . y  eis . ,
de —, par une valeur de ¢ plus petite que l'unité, on y satisfera égale-

lement par une valeur de ¢ plus grande que un; et, en effet, I'équation
d’ou dépend l'inconnue ¢ est du genre des cquations réciprogues, et
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reste la méme, quand on y met % au lieu: de ¢. Ce sera la valeur de ¢
plus grande que I'unité, qu'il faudra prendre; car c'est celle qui répond
a la valeur de % plus grande que i, Cest-a-dire, & une chance de ne

pas se tromper plus grande que celle de se tromper, ce quon doit
admettre dans l¢ cas de magistrats intégres et instruits.

(151). Le Compte général de Uadministration de la justice civile ,
publié par le gouvernement, donne, pour le ressort de chaque cour
royale, les nombres m et p—=m dc jugements confirmés et de juge-
menls non confirmés, pendant les trois derniers mois de 1831, et
-pendant les années entiéres 1832 et 1853. Mais il n’y a guére que le
ressort de la cour royale de Paris, dans lequel le nombre total w soit
assez grand pour servir isolément i la détermination de ¢; nous scrons
donc obligés, quant i présent, de supposer, comme nous l'avous fait
pour les jurds, que la chance « de ne pas se tromper est sensiblement
égale pour tous les juges du royaume; ce qui permettra d’ employer
la détermination de Z, les valeurs de m et de nr— p relatives 4 la to=
talité des cours royales. Or, on a eu dans le dernier trimestre de 1831,
en 1852 el en 1833, et pour la France entiere .

m=qgy6, m=>53%01, m=5470;
m—m=388, m—=m=2405, u—m=2017,

d’olr I'on déduit, pour ces trois périodes ,
m - n m .
= =057 155, - = 0,06879, o= 0,6764 .

Les deux derniers rapports, qu1 repondent a des anndes enhues ne
différent pas I'un de l'autre, d’un ;0° de leur moyenne; ce qui présente
an exemple bien remarquable de la loi des grands nombres (*). En
prenant pour mz et g les sommes des nombres relatifs aux trois périodes,
on aura

* G loi a ét¢ de nouvcaucounfirmeée par la valeur du r. i .
(*) Cette lor a ete ¢ suvcauco par ia valcur du mppout;, qui a eu

lieu en 1924, et qui s’est élevée 0,6953, d’aprés le Compite velatif & cette année,
que le gnuvernement a publié, il y a pen de temps.
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m==11747, w@w=17157, ;.—.:0,6847.

Si I'on considérait séparément les nombres relatifs 2 la cour royale
de Paris, on aurait .

m= 2510, @=3297, E=0,7615;

m
en sorte que dans le ressort de cette cour, le rapport % surpasse sa va-

leur moyenne pour la France entiére, d’a peu prés un g° de sa
valeur. .
En employant sa valeur 0,6847 relative 2 la France entiére, on

trouve
=:2,157, ©=0,6832, r= 0,7626.

D’apres cette valeur de r, il y a dooc un peu plus de trois contre un a
parier pour la bonté d’'un jugement de premiére instance, lorsqu’on ne
connait, ni le tribunal qui a jugé, ni la nature du proces. On voit aussi
que la chance « de ne pas se tromper surpasse fort peu, pour les juges
en matiére civile, la (raction 0,6788 qui exprimait cette chance, pour
les jurés avant 1833, c’est-a-dire, avant la loi qui a prescrit la question
des circonstances atténuantes.

Au moyen de cette valeur de r, et en prenant les rapports %’

et “=2 pour les valeurs de C et C’, on déduit des formules du nu-
®
méro précédent,
P=0,9479, 'P'=0,6409, T =0,7466;
ce qui montre que I'on peut parier a trés peu prés 19 contre un pour la
bonté d’'un arrét d’appel conforme au jugement de premiére instance,
et moins de deux contre un dans le cas d’'un arrét contraire. On voit

aussi que quand on ignore si 'arrét est conforme ou contraire, la pro-
babilité I' qu’il sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur

. , . . 3
les mémes données que la premicre, est un peu moindre que i Les

.quatre parties qui composent les expressions données de C et C', ont



>

SUR LA PROBABILITE DES JUGEMENTS. 415
pour valeurs
re =0,6495, (1-r) p=0,2022, r(i~-p)=0,1131, (1-r)(1-p)=0,0352;

et ces fractions, dont la somme est Yunilé, expriment les probabilités
que les deux tribunaux successifs de premiére instance et d’appel,
jugeront bien, que le premier jugera mal et le second bien, que le
premier jugera bien et le second mal, que tous les deux jugeront
mal.

FIN.



