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PRÉAMBULE (*), page 1 

Le calcul des probabilités s'applique également aux choses de toute espèce, mo­
rales ou· physiques, et ne dépend aucunement de leur nature, pourvu que dans 
chaque cas, l'observation fournisse les données (numériques, nécessaÏl'es à ses 
applications. 

Énoncé de la loi générale des grands nombres. Vérification de cette loi sur des 
exemples nomb1·eux et variés, pris dans l'ordre physique et dans l'ordre mo1•al,­
et qui permettent de la considérer dès à présent comme un fait d'expérience qui 
ne se dément jamais. Cette loi sera démontrée directement dans la suite de 
l'ouvrage. 

Résumé des données de l'observation et des résultats auxquels on parviendra dans 
le dernier chapitre, en ce qui concerne la probabilité des jugements en matière 
criminelle et en matière civile. 

CHAPITRE -Jtr. Règles générales des probabilités
., page 5o 

Définition de la probabilité d'un événement. Différence que l'on peut mettre entre 
les mots chance et probabilité. Mesure de la probabilité. Objet du calcul des 
probabilités. Démonstration des premières règles de ce calcul; exemples de 1eul' 
application (""�), n°• 1 à r 3 

Formules relatives à la répétition des événements dans une série d'épreuves. Solu­
tion du problème des partis. Solution d'un autre problème, fondée sur le dé­
veloppement d'un polynome élevé à une puissance donnée. Note sur un cas de 
chances val'iables pendant le,,; épreuves. Probabilité d'amener m boules blanches 
et n ·boules noires, en tirant à la fois m + n boules, d'une urne qui contient 
des houles noires et des. boules ,blanches, en proportion connue , 11°1 r 4 à , 9 

(") Le_ nom du l'auteur an11lais, cité à la 11econdc pace est mal écrit; il faut lire n..,..es au lieu de 
Bla.res. 

(••) Par inadvertance, l'ordre des numéros va do 11 à 13, et il n'y a pas don° 1�., 
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Règle générale pour déterminer la probabilité des événements composés, quand 

les chances
,.
des événements simples vai-ient d'une manière quelconque pendant 

les épreuves, 11° 
20 

Application du calcul des probabilités à la détermination des avantages attachés à 
l'arrivée des choses éventuelles. Calcul des dive1·ses chances de la ci-deva�t lo­
tei-ie royale de F rance. Préjugés, contraires et également mal fondés, des 
joueurs sur la sortie des numéros. Cc qu'on entend pa1· l'espérance mathé­
matique et par l'espérance morale. Explication d'une difficulté relative à la règle· 
cle l'espérance mathématique, 11°' 21 à 25-

Quaml il existe une chance inconnue, c1ui favorise l'anivée de l'un des deux évé­
nements contraires E et F, sans qu'on sache lequel, cette circonstance augmente 
toujom-s la prnbabilité de la similitude des événements dans deux ou un plus 
grand nombre d'épreuves, 11° 26 

CHAPITRE II. Suites des règles générales; probabilités des causes 
et des événements fitturs, déduites de l'observation des· événement,<, 
passés, page 79 

Signification que l'on atlachc au mot cause et au mot hasard·, clans le calcul des 
probabilités.· Règle pour détermine1· les probabilités des diverses causes possi­
bles d'un événement observé. Rcmarcrue sur l'application de cette règle à des 
événements successifs. Règle pour déte1·miner, d'après les événements observés, 
les probabilités d'autres événements qui dépenden� des mêmes causes; ce qui ne 
suppose, toutefois, aucune influence de l'anivée des événements passés, sur 
celle des événements foturs. Application cle ces deux règles à des exemples par­
ticuliers, n" 27 à 33 

Extension de ces mêmes 1·ègles aux cas où l'on a, sur les événements, quelques 
notions antérieures aux observations; exemple propre à montrer la nécessité 
d'y avoir égard, · 

· 
11°' 34 et 35 

Formules relatives à la probabilité des témoi&nages. Cas où il s'agit seulement de 
savoir si un fait est vrai ou faux, quand il est attesté ou nié par un ou plnsieurs 
témoins. Cas où plus de deux événements ont pu avoir lieu, et oit l'an·ivée d'un 
événement déterminé est attestée par un témoin. Théorème relatif à la proba­
bilité d'un événement, dont la connaissance nous parvient par une chaîne trn­
ditionnelle de témoignages, · n°' 36 à 40 

Lorsqu'un très grand nombre cl'événements sont possibles, et qu'ils ont tous, a 
prlori, des probabili.tés égales et extrêmenien·t faibles, on fait voir que l'arrivée 
de l'un de ces événements, parmi ceux qui présentent quelque chose de remar­
quable, doit être attribuée très probablement à une cause particulière C, autre 
que le hasard, et anaiogue, par exemple, à la volonté humaine. Si les événe­
ments 1·emarquables étaient , avant l'observation, beaucoup plus probables que 
les autres, la probabilité de l'intervention d'une cause C est beaucoup affai-
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hlie , et elle peut l'être·assez pour·qu'il soit inutile d'y avoir aucun égard, 
n°' 41 et 42 

Transformation en intégrales définies, d�s formules relatives aux probabilités des 
causes et des événements futurs, lorsque le nombre des causes possibles est in­
fini. On peut ne pas considérer les causes communes aux événements passés et 
aux événements futurs, et regarder, les uns et les autres, comme des événe­
ments composés, dépendants d'un même événemenf simple G, dont la chance 
inconnue est susceptible d'une infinité de valeurs, n°' 43 à '45 

Application de ces intég1·ales au p1·oblème où l'événement G étant ardvé m -fois, 
dans m + n épreuves, et l'événement contraire H, les n auti·es fois, 011 de­
mande la probabilité qu'ils arriveront respectivement m' fois et n' fois dans 
m' +n' épreuves futures. Cas où l'on sait, à priori, que la chance inconnue de G 
s'écarte fort peu d'une fraction donnée, n°' 46 à 48 

Énoncé du théo1·éme de Jacques Bemouilli, sur la répétition des événements, dans 
un très grand nombre d'épreuves, en raison de leurs chances respectives, con­
nues ou inconnues, mais supposées constantes. Application ."1 un exemple tiré de 
l'.Arithmétique morale, de Buffon. Indication, de la démonstration du théo­
rème, fondée sui· la formule du hinome, . 

nu• 49 à 51
Énoncés de trois prnposi.tiona (jé.né�a1.,.,, qui oci·ont démontrées dans le chapitre IV, 

et qui se rapportent à la répétition des événements do�t fos chances varient 
d'une manièœ quelconque pendant ·les épreuves. On en déduit la loi générale 
des grands nombres, déjà vérifiée dans 1c préambule. Cette loi est comp1·isè dans 
tleux équations qui sont la hase de toutes les applications importantes du calcul 
des prob,ahilités� n°' 52 à 54 

Application de la première équation à des exemples. Différence essentielle enh·c 
les usages de la chance constante et ceux de la chance moyenne des événements, 
déduites, l'une et l'autre, de l'observation. Proportion constante des.naissances
masculines et féminines, Rapports qui doivent existe1· entre les similitudes et 
.les dissimilitudes de sexe, des premie1·s nés d'un même mariage, n°' 55 à 5g 

On indique, comme application de la seconde équation, le calcul des erreurs 
moyennes des obsel'Vations, celui de la vie moyenne à différents i\ges, ·celui de 
l'influence des vents sur lés hauteurs des marées 

I 
n°' 60 à 62

Digression s:ur le principe de la causalité. Réfutation de l'opinion de H uri1e · sur le 
simple concours de. la cause et de l'tdfet. 011 fait voir que l'existence· d'une cause 
capable de_produire nécessairement un phénomène, peut avoir une très grande 
probabilité, quoique celui-ci n'ait été observé qu'un petit nombre -'de' fois, 

· n°' 63'et 64
P.robabilité de l'existence ou de la non-existence, d'u11e cause p

0

ermailentc de cer­
tains phénomènes, qui se combine avec des causes variables et avec le hasard, 
et ne produit pas constamment ces pbénoinçncs. Ce qu'on doit cn1end1:e au jeu, 
par les mots bonlzeur et malheur; · · 

· n9 -6S

a .. 
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CHAPITRE Ill. Calcul des probabilités qui dépendent de très grands 
nombres. ( Cas des chances constantes pendant les épreuves.)· 

· Page 172· 

Nécessité de recourir aux méthodes d'approximation, pour calculer les valeu1·s des 
produits d'un très grand nomb1·e de facteurs inéeaux. Méthode de Laplace pour 

. réduire en série!! convergente_s, les fonctions de grands nombres, exprimées 
préalablement par des intégrales définies. Application de cette méthode au pro­
duit 1.2.3, .• n des nomb1·es naturels. Formule de Wallis, n°' 66 à 68 

Probabilité des arrivées m fois et n fois, des deux événements contraires E et F, 
dans un très grand nombre m + n d'épreuves. Diminution de cette probabalité, 
lorsque les chances consta�tes de E et F, au lieu d'être données A prio�z', ont 
été conclues d'un autre grand nombre d'observations. Exemple d'un cas parti• 
culier où les chances de ces deux eyénements va1·ient pendant les épreuves, 

n°' 69 à 72 
Tmnsfomiatio_n d'une partie de la formule du binome, eu une autre formule con­

ve1·tiùlc: en une intégrale défüiie. Application de la méthode de Laplace à cette 
intégrale. Formules qui déterminent la probabilité que dans le nombre m + n 
d'épreuves, l'événement E arrivem au moins m fois, etiévénement contraire F 
au plus n fois. Probabilité que �es nomhl'es m et n _seront compris entre des li­
mites, à très peu près p1·oportionnelles aux chanc�s respectives des deux évé­
nements. Probabilités que l'un de ces nombres n'atteindra pas l'une ou l'autre 
de ces de.ux limites, n°• 73 à 79 

Les formules précédentes conduisent au théorème de Jacques Bernouilli, énoncé 
dans le n° 49. Cas où la chance de l'un des deux événéments E et F est t1·ès fai­
ble. Probabilités d'une différence des nombres met n, comprise entre des limites 
données, soit quand les chances de E et F sont égales, soit quand elles sont 
inégales. Part du hasal'd_ dans le très grand nombre m + n des épreuves, 

11°' 80 à 82 

Pl'obabilité clc limites comp1·enant la chance.incomrue de l'événement E, d'après le 
nom)>re de fois que cet événement est arrivé da�s un très grand nombœd' epreu\'es. 
P1·obahilité infiniment petite que cette chance soit précisément égale à une fraction 
donnée. Ou conclut de cette dernière probabilité, celle d'une événement futur, 
composé de E et de l'événement contrah·e F. Application à différents exemples, 
de la formule à laquelle on est conduit. Probabilité que l'événement E qui est 
ari·ivé m fois dans m + n épreuves, aura lieu m' fois dans un autre très grand 
nombre m' + n' d'épreu\"es; expression de cette probabilité correspondante ;i 
une différence donnée entre les rapports m

+
_ et �

+
• , ; comparaison des

m n m n 
chances de deux événements différents, qui sont arrivés des nombres de fois 
connus dans des nombres d'épreuves aussi donnés. Application numérique des 
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fo1·mu1es· pl'ecédentes à l'exemple cité dans le n° · !fo, et lil'é 'des a!'uvres de 
Buffon, n°5 t:3 à 89

Solution d'un problème susceptible d'une application importante. Conséqu�nces qui 
en résultent relativement aux élections des députés, par un très grand nombre 
d'électeurs, distribués en un nombre considérable de collégés dont chacun fait 
une nomination, n•• 90 à 93 

CHAPITRE IV. Suite du càlcul des prohabilités dépendantes de très 

grands nombres. (Cas des chances variables d'une manière quelcon­

que, comprenant celu� des chances constantes. ) Page 246 

Transfo1·mation de la l'ègle du n° 20,. en une fo1·mule expl'imée par une intégrale dé­
finie. Usage de. cette formule, dans le cas d'un très grand nombre d'épreuves. 
Détermination de la probabilité que dans ce nombre m + n d'épreuves, l'évé­

. nement E arrivera un nombre m de fois, compris entre des limites données. 011 
en conclut, conformément à la pi:emièrc proposition générale énoocée dans le 
11° 52, que ce nombre m sei·a, à très peu près et très probablement, proportionnel 
à la moyenne des chances de E dans cette série d'<ipn:uvt!5, n•• 94 à 96

Probabilité que 1� somme clco ,. .. lcnn d'une chose quelconque, qui auront lieu 
dans un nombre donné d'épreuves, tombera enti·e ·des limftes données, soit 
quand le nombre des valeurs possibles sera limité, soit c1uaml il deviendra in­

fini. L'expression de cette probabilité en intégrales définies, s'obtiendra sous 
forme finie, dans le cas particulier où toutes les valeurs possibles ont urie chance 
égale et qui demeure constante pendant les épreuves. Vérilication du résultat 
particulier et de la formule générale, dans le cas le plus simple où il n'y a 
qu'une seule épreuve, n°• 97 à I oo

·En appliquant cette formule au cas d'un très grand nombre d'observations, 011 

démontre le théorème énoncé dans le n° 53, et suivant lequel, si ce nombre
augmente encore de plus en plus, la moyenne des valeu1·s de la chose que 1'011 

considère s'approchera de même d'une valeur constante k, avec laquelle elle 
coïnciderait, si ce même nombl'e pouvait devenir infini. Celte constante spéciale 
dépend de la loi de probabilité de toute les valeul's· possibles; les limites, plus 
ou moins probables, d'ùne différence l'entre cette constante et la moyenne des· 
valeu1·s observées dans un très grand nombre d'obsel'vations, dépendent aussi 
d'une autre constante 1,., l'elative à cette mêine loi. Détérmination de ces deux 
quantités k et h, dans les hypolhèses les plus simples sur la loi cle probabilité. 
Examen du cas où, d'après cette loi, le nombre des valeurs possibles est 
limité, n°' roi à 103 

Démonstration de la seconde p1·oposition générale; énoncée dans le n° 52 (""); ce qui 

· ('"). En appliquant, pl\r exemple, cette proposition çénérale à la 1Mrapeutiq11e, il en résulte, c•·
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complète la démonstration , à priori, de la loi universelle des g1·ands nompres,
regardée jusque-là comme un fait d'expérience, 

· 
n• 104 

llègle pou1· déduire du résultat des obse1·vations, les limites de la différence J-. qui 
ont une probabilité donnée, ou, réciproquement, la probabilité corresponda_nte 
à une grandeur donnée de ces limites, n".' 105 et 106 

Probabilité de limites données, de la diffél'ence des valeurs moyennes. d'un� même 
chose, fournies par deux. séries différentes d'épreuves. Règle la plus avantageuse 
pom· conclure de deux ou plusiem·s séries d'obse1·vations , la valeur approchée 
de celte cJ1ose, dans le cas où les valeurs moyennes convergent e�ectivement 
vci·s sa valeur exacte, c'est-à-dire, dans le cas où, pour !=haque sé1·ic, la cons­
tante spéciale est cette ,·é1·itable valeur, 

· · 
· n•• 107 et 108 

Probabililé de limites données , d'une différnnce entre les rapports __!!!_ 
. m+n 

et , m
+
'. , , des nombres de fois m et m' qu'un même événement E am·a lieum n 

dans m +net m' + n' d'épreuves, à ces nomb1·es d'épreuves, lorsque toutes les 
causes possibles de E sont les mêmes dans les deux séries d'observations, quoi­
_que les chances de cet événement varient d'une _manière quelconque pendant 
chaque série, · . 11° 109 

Solution· d'un problème relatif aux inclinaisons des m·bites planétaires sur l'éclip­
tirrue, et à lem·s excentricilés. Solution d'un · problème semblable qui se 
1·apporte · aux inclinaisons ·des comètes. On en conclut, avec _une très g1·ande 
probabilité, que la cause inconnue de la formation .des comètes, n'a pas 1·endu 
inégalement pl'obablcs leurs diverses inclinaisons sui· l'écliptique, non plus que 
lès deux. sens, dil'ect ou rétrograde, de lem·s mouvements. Il en l'ésulte _aussi 
c1ue l'inclinaison moyenne de toutes les comètes exist�ntes, diffère probable­
ment fort peu de celle cles comètes observées jusqu'à cejour. Note l'elative à des. 
col'pll incandescents et en très grand nombre, que l'on observe dan� le :ciel à une 
époque déterminée de l'année ('11), n°' JI o et 11 r 

qui est conforme d'ailleurs au simple bon sens, que si un médicament a été employé avec succès dans 
un trés wand nombre do cas semblables, de sorte que le nombre do cas où il n'a pas réussi soit très 
petit par rapport an nombre total do ces expériences, il est très probable qu'il réussira e_ncorc dans 
une nom·ello épreuve. La médecine no serait ni une science, ni un art, si clic n'était pas fondée sur 
de nombreuses obscr,·ations, et sur le tact et l'expérience propres du médecin, qui lui font jui:er do 
la· similitude des cas et apprécier les circonstances exceptionnelles. 

(•) Il parait que ces corps, lors de Jour apparition, sont très éloignés de ln terre, et à une distance 
où la densité de l'atmosphère est tout-à-fait insensible; ce qui rend difficile d'attribuer, comme on 
le fait, leur incandescence ù un frottement contre les molécules de l'air. Ne pourrait-on p�s supposer 
que le lluidc électrique ù l'état neutre, forme uno sorte d'atmosphère , qui s'étend beaucoup au-deli!, 
de ln massa d'air; qui est soumise à l'attraction de ln terre, quoique physiquement impondérable; et 
qui suit, en conséquence, notre 3lobc dans sus mouvements? Dans cette hypothès e, les corps dont il 
s'acit, et, en i:énéral, les aérholites, en entrant dans celltl ntmospl1ère impondérable, décomposeraient 
le lluido neutre, par leur action inéi:al� sur les deux électricités , et ce s<,rait en s'él_ectri.sant qu'ils 
s'échaufferaient et deYiendraient incnmlescents. 
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Tableau des formules de probabilités les plus usuelles, qui. ont été démontrée� 
· dans ce chapitre et dans le précédent. Remarque relative à l'applicati_on du calcul
des probabilités à un système d'équations de condition, fournies par les observa­
tions, n•• 112 et 113 

CH.i\PITRE V. Applications des règles générales des probabilités au:x: 
décisions des jurys et aux jugements des tribunaux, . page 5, 8 _ 

On détei·mine les probabilités qu'un accusé sera condamné ou acquitté, à une 
mnjorité détel'minée, par des jurés dont chacun à une probabilité donnée de ne 
pas se tromper, et en ayant égard à la probabilité, aussi donnée, de la culpabilité, 
qui avait lieu avant le jugement. Par la règle de la probabilité des causes ou des 
hypothèses, on détermine égalemen_t les probabilités cp.-ie l'accusé, ainsi condamné 
ou acquitté, est coupable ou innocent• n°' 114 à 1 1 7 'j. 

F01·mulcs relatives au cas d'un nombre quelconque de jurés, qui ont tous la même 
chance de ne pas se tromper, et dont la décision aura lieu ou a eu lieu, soit à 
une majorité donnée, soit à une majorité dont le minlmum seul est donné. On 
fait voir que la probabilité qu'une condamnation sera prononcée, est toujours 
moindre que celle de la probabilité, avant le jur;ement, clc la cupabilité. Les 
probabilités de la bonté d'un jugement ne dépend, toutes choses d'ailleurs éga­
les, que de la majorité à laquelle il a été rendu, et nullement du nombre 
total des jurés, lorsque leur chance de ne pas se tromper est donnée à priori,
ce qui n'a plus lieu quand cette chance doit être déduite , à posteriori, de Ja 
connaissance de cette majoriCé, . n°' r 18 à r20 

Application de ces formules au cas où le nombre des jurés est tl'ès g1·and, ce qui 
rend très peu probable, qu'une condamnation sera ou a été prononcée ;i une 
petite majorité, n° 121 

Théorème relatif à un jury composé d'un nombre quelconque de jm·és, clont 
chacun a plusieurs chances distinctes et inégalement probables, de ne pas se 
tromper. Exemple du calcul de la chance moyenne, quand le nombl'e des chances 
possibles devient infini, et que leur loi de probabilité est clonnée. Cette chance 
moyenne est la même pour tous les jurés, quand ils doivent être pris au hasard 
sur une même liste générale. Formules qui déterminent, dans ce cas, les pro­
babilités qu'une condamnation sera prononcée, qu'un accusé condamné est cou­
pable, que la chance d'erreur des jurés a été comprise. entre des limites don­
nées, 11°' 122 à 127 

Application de ces formules à un ju1·y composé d'un ·très grnnd nombre de 
jurés, n°' 128 à 131 

L'usage de ces formules exige, dans tous les cas, que l'on fasse une hypothèse sm· 
la loi de probabilité des chances d'eneur des jurés. Ex�men de l'J1ypothèse clc 
Laplace. Conséquences qui en l'ésulteraient et qui la 1·endent inadmissible. L'im­
possibilité de faire sur cette loi, aucune hypothèse convenablement moth·ée, reml 
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également impossible de détermine•· la probabilité de la bonté d'un jugement 
isolé, d'après la connaissance du nombre des jurés et de la majorité à laquelle 
il a été rendu. Nécessité de recou1·ir aux résultats d'un très grand nombre de . 
jugements, pour en conclure les deux éléments spéciaux que renferment les 
formules précédentes, savoir, la chance u _de ne pas se tromper, commune à 
tous les jm-.és pris au hasard sur une même liste générale, et la probabilité k de 
1a culpabilité des accusés, résultante des procédures antérieures aux débats tle­
vant les cours d'assises, _ n°• 132 el 133 

Prnbabilités que la différence entre le rapport, fourni par une sé1·ie d'expérience, 
du nomb1·e des condamnés à celui des accusés et la valeur spéciale que ce rap­
port atteindrait si ces nombres devenaient infinis, est comp1·ise entre des limites 
données, et que la différence entre le premier rapport et celui qui ·1·ésultera 
d'une autre série d'expériences, tombera entre des 1imites également don­
nées, 

' 
n° 134 

On extt·ait des Comptes généraux de l' administration de la justice criminelle, les 
données de l'observation qui serviront à déterminer les valeurs numé1·iques 
de u et k. Ces données sont divers rapports auxquels 011 applique, avant d'en 
faire usage, les formule$ de probabilités précédentes. Influence des change­
ments successifs de la législation du jury en France, sur les grandeurs de ces 
npports. Division des crimes en deux espèces distinctes. Obligation où l'on 
est de supposer, quant à présent, que les valeurs de u et k, très différentes poUl' 
ces deux so1·tes de crimes, sont .'t peu près les mêmes pour tous les dépai·te­
ments, 11°• 135 à ,·38 

Calcul de ces valeurs, soit pour la France entière, soit pour 1� département de la 
Seine en particulier. Probabilité que, d'après ces Yaleurs, un jugement de con.:. 
damnation ou d'acquittement a été prononcé à l'unanimité, n°' 139 à 1 4 1 

Signification qu'on doit attacher aux mots coupable et innocent. On développe ce 
qui a été dit, à cet égard, dans le préambule de l'ouvrage, n° 142 

Fo1·mules qui font connaître la mesure du danger, pour un accusé, d'être con­
damné, quoique non-condamnable, et pour la société, de l'acquittement d'un 
accusé qui aurait dû être condamné, · n° 143 

Calcul. des valeurs numériques de ces mesures, et des probabilites de l'innocence 
et de la culpabilité des condamnés, à différentes époques où la législation n'a

pas été la même, n•• 144 et 145 
Indication d'un calcul semblable., qu'on ne peut effectuer faute de données néces-

saires de l'observation, en ce qui concerne les jugements de police correctiôn­
nelle et ceux de la justice militaire, n° 146 

Formules relatives à la bonté, plus ou moins probables, des jugements en ma-
tière civile, rendus ea première instance et en appel, 11°• 147 à 1.49 

Faute de données de l'expél'Îcnce, nécessaires pour déterminer les deux éléments dis­
tincts que ces formules renferment, on est obligé de supposer les ·chances d'er­
�eur éi;ales pour tous les juges des deux degrés successifs. On calcule cette chance, 
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d'après le rapport, donné par l'expél'ience, du nombre des jugements confir­
més par les cours royales, à celui des jugements de première instance qui leur 
sont soumis annuellement. Le peu de variation de ce rapport, pendant trois an­
nées consé�utives, est une preuve très remarquable de la loi générale des grands 
nombres. On déduit de cette donnée de l'observation, les probabilités de la 
bonté des jugements de première instance et d'appel, soit quand ils s'accordent, 
soit quand ils sont contraires, n°' 150 et 151 

FIN DE LA TABLE DES MATIÈRES: 



PAUTES ESSENrfIELLES A CORRIGER. 

Dans le préambule , à la ligne 9 de la page 24, il faut mettre : quatre dix•mil­
lièmes, au lieu de quatre millièmes; et par suite, à la même page, il faut réduire 
à g et à 7, les nombres 88 et 18, et remplacer, à la ligne 27, les mots: vin3t fois 
aussi grand, par ceux-ci: plus de cinquante fois imssi grand .. 

A la fin du n° 32, il faut supprimer: Le cas de m =• n'est pas compris dans cette 
valeur de@, ••. ; et mettre, au contraire: dans le cas de m =•, cette valeu1· de ,,z-, 

se réduit à o, = ½ , ce qui est évident, à priori. 

A.u commencement du n° 68, il faut mettre: Toutefois, la loi de la série n'étant
pas connue, elle peut être du genre; au lieu de : Toutefois , elle est du genre. 

A la fin du n° 78, il faut ajouter ces mots: si elle est un nombre entier, et de 
moins d'une unité, si elle n'en est pas un. 

Au bas de la page 254, ap1·ès: en désignant par m un nombre donné, il faut sup• 
primer : compris entre • et b. 



RECHERCHES 

SUR 

LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS 

EN MATIÈRE CRIMINELLE 

ET EN MATIÈRE CIVILE. 

Un problème relatif aux jeux de hasard, proposé à un austère jan­
séniste par un homme du·mondè, a été l'origine du calcul des proba­
bilités. Il avait pour o�jet de détermineda proportion suivant laquelle 
l'enjeu doit être partagé entre les joueurs, lorsqu'ils conviennent de 
ne point achever la partie, et qu'il leur reste à prendre, pour la ga­
gner, des no�bres de points inégaux. Pascal en · donna Je premier la 
solution, mais pour le cas de deux joueurs seulement; il fut ensuite 
1·ésolu par Fermat, dans le cas général d'un nombre quelconque de 
joueurs. Toutefois, les géomètres du xvn• siècle qui se sont occupés 
du calcul des probabilités, ne l'ont emp]oyé qu'à déterminer les 
chances de différents jeux de cette époque; et ce n'est que dans le 
siècle suivant qu'il a pris toute son extension, et qu'il est devenu uue 
des principales branches des mathématiques, soit par le nombre et l'u­
tilité de ses applications, soit par le genre d'analyse auquel il a donné 
naissance. 

Parmi les applications de ce calcul, une des plus importantes est 
I 
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celle qui se rapporte à la probabilité des jugements, ou, en général, 
des décisions rendues à la pluralité des voix. Condorcet est le premie1· 
qui ait essayé de la déterminet'. Le livre qu'il a écl'Ït sur ce sujet (*),
avait été entrepris du vivant et à la demande du ministre Turgot, 
qui concevait tout l'avantage que les sciences morales et l'administra­
tion publique peuvent retirer <ln calcul des probabilités, dont les indi­
cations sont toujours précieuses, lors même que, foule de données · 
suŒsantcs de l'observation, il ne peut conduire aux solutions com­
plètes des questions. Cet ouvrage renferme un discours préliminaÎ!'e 
foet étendu, oit l'auteur expose, sans Je secours des formules ana­
lytiques, les résultats qu'il a obtenus, et où sont développées avrc 
soin les considérations propres à montrer l'utilité de ce genre cl� 
recherches. 

Dans son Traite des probabilités
., Laplace s'est aussi occupé du cal­

cul des chances d'erreur à cmindre dans le jugement rendu contre 
un accusé, à une majorité connue, par un· tribunal ou un jury com­
posé d'un nombre de personnes également connu. La solution qu'il a 
donnée de ce problème, l'un des plus délicats de la théorie des proba­
bilités, est fondée sur le principe qui sert à déterminer les probabilités 
des causes diverses auxquelles on peut attribuer les faits observés; prin­
cipe que BJayes a présenté d'abord sous une forme un peu diftërentc, 
et dont Laplace a fait ensuite Je plus heureux usage, dans ses mémoires 
et clans son traité, pour calculer la probabilité des évé1'.t0ments futurs 
d'après l'ob_servation des événements passés� ·mais, en ce qui concerne 
le problème de la probabilité des jugements, il est juste de dire que 
c'est à Condorcet qu'est due l'idée ingénieuse de· faire dépendre la so­
lution, du principe de Bfaycs, en considérant successivement là cul­
pabilité et l'innocence de l'accusé, comme une cause inconnue du 
jugement pl'Ononcé, qui est alors le fait observé, duquel il s'agit de 
déd·uire la probabilité dé cette cause.· L'cxa�titude de ce p1·intipe se 
démontre en ·toute rigueur; son application à la question qui nous oi:­
cupe :, ue peut non plus laisser àucun doute; mais pour cettu applica-­
tion, Laplace foit un� hypothèse qui n'est po:int incontcstahte : il 

("l') Essai s11r l'application de l'analysf' li la probabilité des décisions rc'ildires 
à la pluralité des voix. 
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suppose que ]a probabilité qu'un juré ne se trompera pas est sus­
ceptible de tous les degrés également possibles, depuis la certitude, 
1·eprésentéè par l'unité , jusqu'à l'indifférence, qui répond dans le cal­
cul à la fraction-¾, et se t·apporte à une égale chance d'erreur et de 
vérité. L'illustre géomè�re fonde son hypothèse sur ce que };opinion 
d•un juré a sans doute plus de tendance vers la vérité qne vers l'er­
reur; ce qu'on doit admettre effectivement en génér�l. Mais il existe 
une infinité de lois différentes de probabilité des erreurs qui satisfont 
à cette condition , sans qu'on soit obligé de supposer qüe la chance. 
qu'un juré ne se trompera pas, ne puisse jamais descenùre au-dessous 
de i, et qu'au-dessus de cette limite, toutes ses valeurs soient également 
possibles. La supposition particulière de Laplace ne saurait donc être 
justifiée à priori. Soit à raison de cette hypothèse , soit à cause de leurs 
conséquences, qui m'ont paru inadmissibles, les solutions du pro­
blème de la probabilité des jugements que l'on trouve dans le Traiü! 
èles probabilités(*) et dans le premier supplément à ce grand ou -
vrage �*), et qui diffèrent l'une de l'autre;ont toujours laissé beaucoup 
de doutes dans mon esprit. C'est à l'illustre auteur que je les aurais sou­
mis , si je me fusse occupé de cc problème pendant sa vie : ·1•autorité 
de son nom m'en eût fait un devoir, que son amitié, dont je me glori­
fierai toujours, m'aurait rendu facile à remplir. On concevra sans 
peine que ce n'est qu'aprè� de longues réflexions , que je me suis dé­
cidé à envisager la question sous un autre point de vue; et l'on me 
pe1·mettra d'exposer , avant d'aller plus loin , les principales raisons 
qui m'ont déterminé à ab:tndonncr la dernière solution à 1aquelle 
Laplace s'était arrêté , et dont il avait inséré les résultats numériques 
dans l'Essai philosophique sur les Piobabilités. 

La formule de Laplace, pour exprimer la probabilité de l'erreur 
d'un jugement, ne dépend que de la majorité à laquelle il a été pro­
noncé, et du nombre total des juges; elle ne renferme rien qui soit 
relatif à leurs connaissances :elus ou moins étendues dans la matière 
qui leur a été soumise. Il s'ensuivrait donc que la probabilité de l'erreur 
d'une décision rendue par un jury, à la majorité de sept voix contre 
cinq, par exemple, serait la même, quelle que fût la classe de per-

I • • 
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sonnes 011 les douze jurés auraient été choisis; conséquence qui me 
paraitrait déjà suffisante pour qu'on fût fondé à ne point admettre la 
formule dont elle est déduite. 

Cette même formule ·1�uppose qu'avant la décision du jury, il n'y 
avait ausune présomption que l'accusé füt co1_1pable_; en sorte que l_a 
propahilité plus où moins grande de sa culpabilité, devrait se condure 
uniquement de la décision qui serait rendue contre lui. Mais cela est en­
core inadmissible; l'accusé , quand il a1·rive à la cour d'assises ,  a déjà 
été l'objet <l'un arrêt de prévention et d'un ar1·êt d'accusation, qui 
établissent contre lui une probabilité plus grande que ½, qu'il est cou­
pable; et certainement, personne n'hésiterait à parier, à jeu égal, 
plutôt pour sa culpabilité que pour son innocence. Or, les règles qui 
servent à remonte1· de la probabilité d'un événement observé à celle 
de sa cause , et qui sont la base de la théorie dont nous nous occupons , 
exigent ql!,e l'on ait égard à toute présomption antérieure à l'observa­
tion, lorsque l'on ne suppose pas, ou qu'on n'a pas démontré qu'il 
n'en existe aucune. Une telle présomption étant, au contraire, évidente 
dans les procédures criminelles, j'ai dû en tenir compte dans la solu­
tion du problème; et l'on verra, en effet, qu'en en faisant abstraction, 
il serait impossible d'accorder les conséquences du calcul avec les ré­
sultats constants de l'observation. Cette présomption est semblable à 
celle qui a lieu en matière civile, lorsque l'un des plaideurs appe1le d'un 
premier jugement devant une cour supérieure: il y parait avec.une pré­
somption conti·aire à sa cause; et l'on se tromperait gravement, si l'on 
n'avait pas égard à cette circonstance, en. calculant la probabilité de 
l'erreur à craind1·e dans l'arrêt définitif. · 

Enfin, Laplace s'est borné à considérer la p1·obaLilité de l'errnur d'un 
jugement rendu à une majorité connue; cependant le danger que l'ac­
cusé court d'être condamné à tort par cette majorité, quand il est tra­
duit devant le jury, ne dépend pas seulement de cette probabilité; il 
dépend aussi de la chance qu'une telle condamnation se.ra prononcée. 
Ainsi, en admettant pour un moment que la probabilité de l'erreur 
d'un jugement rendu à la majorité de sept voix contre cinq, soit expri­
mée par une fraction à très peu près égale � ;.; comme il résulterait de 
la formule de Laplace, il faut aussi observer que, d'après l'expérience, le 
nombre de condamnations par les jurys qui on�eu lieu chaque année 
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en France, à cette majorité, n'est que 1 � 0 du nombre tota] des ac­
cusés; le danger pour un accusé d'être mal jugé à la majorité dont il 
s'agit, aurait donc pour mesure le procluit d�s deux fractions ? et 1 � o , 

ou 
5

1
0; cal', dans toutes les choses éventuelles; la crainte·d'une perle ou 

l'espoir d'un gain a pour expression le pl'oduit de la valeur de la chose 
que l'oa craint ou que l'on espère, multipliée par la probabilité qu'elle 
aura lieu. Cette considération réduirait déjà à un sur cinquante la 
proportion des accusés non coupables qui seraient condamnés annuelle­
ment à la plus petite majorité des jurys; ce serait sans doute enco1·e 
heaucoup trop, si tous ces accusés étaient réellement innocents; mais 
c'est ici qu'il convient d'expliquer le sens véritable que l'on doit atta­
cher, dans cette .théorie, aux mots coupable et innocent

., 
et que La­

place et Condorcet leur ont effectivement attribué. 
On ne saurait jamais arriver à la preuve mathématique <le la cu1pa­

hilité d'un accusé; son aveu même ne peut être regardé que comme 
une probabilité très approchante de la certitude; le juré le plus éclairé 
et le p]us humain ne prononce donc une condamnation que sur une 
forle probabilit.é, so_uvent moindre, néanmoins, que celle qui résulte­
rait de l'aveu du coupable. Il y a entre lui et le juge en matière ch·ile, 
une différence essentielle : lorsqu'un juge, après l'examen approfondi 
d'un procès, n'a pu reconnaitre, vu la difficulté de la question, qu'une 
faible probabilité en faveur de l'une <les deux parties, cela suffit pour 
<1u'il condamne la partie adverse;·au lieu qu'un juré ne doit pronO[!Ce1· 
un vote de condamnation que quand·, à ses yeux, la probahilité que 
l'accusé est coupable atteint une cei·taine limite, et surpasse de beau­
coup la prnhabilité de son innocence. Puisque toute chance d'erreur rie 
peut être évitée, quoi qu'on-fasse, dans les· jugements criminels, à quoi 
doit-elle être réduite, pom··assm·er à l'innocence la plus grande garantie 
possible? C'est une question à laquelle il est difficile de répondre d'une 
manière générale. Selon Condorcet, la chance d'être condârimé injuste• 
ment pourrait être équivalente à celle d'un danger que nous jugeons 
assez petite -pour ne pas même chercher à nous y soustraire dans les 
habitudes de la vie; car, dit-il, la société a bien Je droit, pour sa sû­
reté, d'exposer un de ses membres à un danger dont la chance lui est, 
pour ainsi dire, indifférente; mais cette considération est beaucoup 
trop subtile dans une question aussi grave. Laplace _donne une 
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définiLion, bien plus propre à éclairer la question, de la chance cl'er;. 
reur qu'on est forcé-d'admettre dans les jugements en matière crimi­
nelle. Selon lui, cette probabilité doit être telle·qu'il y ait plus de dan­
ger pour la sûreté publique , à l'acquittement d'un coupable , que de 
crainte de Ja condamnation d'un innocent; comme il le dit expressé­
ment, c'est cette question, plutôt que la culpabilité même de l'accusé, 
que chaque juré est appelé à décider, à sa manière, d'après ses lumiè­
res et son opinion; en sorte que l'erreur de son vote , soit qu'il con­
damne, soit qu'il absolve, peut provenir de deux causes diflërentes : ou 
<le ce qu'il apprécie mal les preuves contraires ou favorables à l'accusé, 
ou de ce qu'il fixe trop haut ou trop ·bas 1a limite de la prohabilité né­
cessaire à la condamnation. Non-seulement cette limite n'est pas la 
mèmc pour toutes les personnes appelées à juger, mais elle chauge 
aussi avec la nature des accusations, ét dépend même des circon.;tances 
où l'on se trouve : à l'armée, en présence de l'enuemi, et pour un 
crime ù'espionnage, elle sera sans doute beaucoup moins élevée que 
dans les cas ordinaires. Elle s'abaisse, et le nombre des con<lamnations 
augmente, pour un genre de crimes qui devient plus fréquent et plus 
à craindre pour la société. 

Les décisions des jurys se rapportent donc à ]'opportunité des·con­
damnations ou des acquittements : on rendrait le langage plus exact en 
substituant le mot condamnable� qui est toute la vérité, au mot cou­
pable, qui avait besoin d'explication, et que nous continuerons d'em­
ployer pour nous conformer à l'usage. Ainsi, lorsque nous trouverons, 
que �ur un très grand nombre de jugements , il y a une certaine pro­
portion de condamnations erronées, il_ ne faudra pas entendre que 
cette proportion soit celle dEs condamnés innocents; ce sera la propor• 
tion <les condamnés qui l'ont été à une trop faible probabilité , non 
pas pour établir qu'il sont plutôt coupables qu'innocents, mais pour 
que leur coôaamnation fût nécessafre à la sûreté publique. Déterminer 
parmi ces condamnés, le nombre de ceux qui réellen'Jent n'étaient pas 
coupables, ce n'est pas l'objet de nos calculs; toutefois il y a lieu de 
_croire que,ce nombre est heureusement très peu considérable, du moins 
en dehors des procès politiques : on en peut juger, dans les cas ordi­
naires, par le nombre très petit de con<lamnations prononcées par les 
jurys , contre lesquelles l'opinion publique se soit élevée; par le petit 
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nombre de grnces complètes qui ont été accordées; et par Je nombre, 
aussi tt·ès petit, . de cas où les cou'l'S· d'assises ont usé dit droit que
Ja foi ]eur donne, ùe cnsser ln condamnàtion pronor1èée · pa1; ut1 
jury, et de renvoyer le pt·év�nu <levant cl'aull'és jnrês, lùtsq11'ëHes 
jugent (pie le dëbat oral a détruitl'nccusation, et qtle le co'r'ldà!m11é rCest 
pas cottpable.. .. · · . · . . ·

Les résultats relatifs ami: chances d'.errcm; des jugemùnts· criminels, 
auxquels Lapfoce 'èst par\"elHr, ont p·aru exorbitants, et· ei1 1 -désaccord 
avec les idées géné••alcs-; c� qui serait contraire anx parol,es,de l'aateur, 
que la théotie · des ptôhabilités n'e�t-, au fond, que le· btJiz · sen's 'réduit
en calcul. Ils ont été Mal interprétés; :�tl'on s't!st trrop hâté-d'�M::bnclure 
que l'anaJyse·n1âthém:atique n'est ip()Înt âpplicahlë•à ce gcn'te de ques­
tions, ni génétalèti\enl aùx choses qu'on apJ1eHe morales'. C'e st un pré• 
jugé que fai vu à regrèt ·pà'l'tagé par d�dJons esp1•its; et, pour le dé. 
truii'C, je.crois utile de rappeler:ièi quelqnes•côrr.ciidéràlions g1�nérales, 
qui sero11t proprès d'ailleurs, pa1· ln -�otnprt,•ai.son avec d'a:uh·es ques­
tions où personne nè conteste què rerilploi -du chlcûl soit· légitime et 
nécessaire,,· à bien foire c<>rl'i1ri:ître l'objet du- problème que je me suie; 
proposé, spéciitiletrrnn t dans·cet··ouvmge, 

Les choseg· ·llc tautes. il:itl"itës soill sbtünises à une loi uuivei•sellc 
qü'on peut appefor la Tbi dës gtari'd� nom6res,'_EII� consisle·en ce qne, 
si l'on obse1·ve ,<lès: n6b1·hres très c:onsidérahles d'événements d1 tme 
même nature, dépet1do:nts tle �àus�s tonsto·ntë� et de c:iuses qui va­
rient irrégul:ièrement, tantôt 1dafis Hl\ sens,, tantôn'.làns l'autre, c'cst­
à-dire 'SllllS que kur �àriatiO'l1 soit' progressive dans aucu 11 SC'rlS déter­
miné, o:n trouvci•a, ·èn'lt�· ces nomhr�S', dcsrapl)ôrts Ù très peu p1·ès 
constants. Poor ·cha·que nature :dë,•thbses; cës.rappor'ts am•ônt i.tne va· 
leur spêciale dont il s'ëoarterc,mt:de · 1110ins·eri rnoins, à mesui'e que ln 
série des événen,ents observés;augn1anU�1•a da"V'-àntàge, et q·nii'ls attein­
draient: rigoureusement, s'il �tait possible de prôlonger ccttie· -série a 
l'infini. 'Selon que: les amplitud:eli de 'va:riations des •tatlses inégulières 
seront plu� ou rmôins · gra:udes, il faudra des ,mmbres âussi plus ou 
moins grandsrd1é:vênements pour ttM •lëli'rS 1·appbi'ts pà1·vië1ihe'nt sensi­
blement ù ,la pè1inrar:ienoc:;,iI'0lJservati't>n tnêi\'1e fera ·connaître, dans 
«haque quostiotl·, :si: ta;1;,Ï'Îa des'. oxptfri�i�ë�� :a,ëtê· st'rffisarrunent ·ptolm1-
gée; et d'npt1ès lès nombt·es,c]� fait�i constat�s; ët fo ·grandeur èles ·é'carts 
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qui resteront encore entre leurs rapports, le calcul foumira des règles 
certaines pour déterminer la probabilité que la valeur spéciale vers la­
quelle ces rapports convergi;nt est comprise entre des limites aussi res­
serrées qu'on voudra. Si l'on fait de nouvelles expériences, èt si l'on 
trouve que ces mêmes rapports s'écartent notablement de leur valeur 
finale, déterminée par les observations précédentes, on en pourra con­
clut·e que les causes dont· les faits observés dépendent, ont ép1·ouvé 
une variation progressive, ou même quelque changement brusque , 
dans l'intervalle des deux séries d'expériences. Toutefois, sans le se­
cours du calcul des probabilités, on risquerait beaucoup de se méprendre 
sm· la nécessité de cette conclusion; mais ce calcul ne laisse rien de va­
gue à cet égard, et nous fournit aussi les règles nécessaires pour déter• 
miner la chance d'un changement dans les causes, �ndiqué par la corn. 
paraison des faits observés à différentes époques. 

Cette loi des grands nombres s'observe dans les événements que nous 
attribuons à un aveugle hasard , faute d'en connaitre les causes, ou 
parce qu'elles sont trop compliquées. Ainsi , dans les jeux où les cir­
constances qui déterminent l'a1·rivée d'une ·carte ou d'un dé, varient à 
l'infini et ne peuvent être soumises à aucun ca1cul, les diffél'Cnts coups 
se présentent cependant suivant des rapports constants, lorsque la série 
des épreuves a été long-temps prolongée. De ·plus, lorsqu'on aura pu 
calculer d'après les règles <l'un jeu, les probabilités respectives des 
coups qui peuvent arriver, on vérifiera qu'elles sont égales à ces rap­
ports constants , conformément au théorème connu de Jacques Ber­
nouilli. Mais dans la plupart des questions d'éventu:ilité , la détermi­
nation à priori des chances des divers événements est impossible, et ce 
sont, au contraire, les résultats observés qui les font connaître : on ne 
saurait, par exemple, calculer d'avance la pro�abilité de la perte d'un 
vaisseau dans un voyage de long cours; on y supplée donc par la 
comparaison du nombre des sinistres à celui des voyages : quand ce­
lui-ci est très grand, le rapport de J-'un à l'autre est à peu près cons­
tant, du moins dans chaque mer et pour chaque nation en particulier; 
sa valem· peut être prise pour la probabilité des sinistres futurs; et 
ç'est sur celle conséquence naturelle de la loi des grands nombres, que 
sont fondées les assurances maritimes. Si l'assureur n'opt!rait que sur 
v_n nombre peu considérnble d'affaires, c_e serait un sjmple pari , quj 
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n'aurait aucune valeur sur laquelJe il pût compter; s'il opère sur de 
très .grands nombres, c'est une spéculation dont le succès est à peu 
près certain. 

La même loi régit également les phénomènes qui sont produits par 
des forces conmies, concurremment avec des causes·accidentelles dont 
les eftèts n'ont aucune régularilé. Les élévations et les abaisseme�ts 
successifs de la mer dans les ports et sur les côtes, en offrent un exemple 
d'une précision remarquable. Malgré les inégalités que les vents pro­
duisent; et qui feraient disparaitre les lois du phénomène dans des ob­
servations isolées ou ·peu nombreuses;· si l'o� prend les moyennes d'un 
g1·and nombre de marées observées dans ün même lieu , on trouve 
qu'el!es sont à très peu p1·ès confo1·mes aux lois du flux et d� reflux J 

résultant des attractions de la lune et du soleil, et les mêmes que si les 
vents accidentëls n'avaient a�cunc influence : ceUe que peuvent avoir 
les vents qui souillent dans une même direction pendant une partie 
de l'année, sur les marées de cette époque, n'a point encore été dé­
terminée. Ces moyennes déduites d'observations faites au commence­
ment et à la fin du siècle dernier, ou séparées par un intervalle de 
cent années, n'ont présenté que de petites différences, que l'on peut at­
tribuer à quelq�es changements survenus dans les localités. 

Pour exemple de la loi que je con�idère , je citerai encore la lon­
gueur de la vie moyenne dans l'espèce humaine. Sur un nombre consi­
dérable_ d'enfants nés en des lieux et à des époques assez rapprochés, il 
y en aura qui mourront en bas âge, d'autres qui vivront plus long­
temps, d'autres qui atteindront les limites de la longévité; or, �1algré 
les vicissitudes de la vie des hommes, qui mettent de si grandes diffé­
rences entre les âges des mourants , si l'on divise la somme de ces âges 
par leur nombre supposé très grand, le quotient, ou ce qu'on appelle 
la vie moyenne, sera une quantité indépendante de ce nombre. Sa 
durée pourra ne pas être la même pour les deux sexes; eJle pourra 
différer dans.les différents pays, et à différentes époques, parce qu'elJe 
dépend du climat, et sans doute aussi du bien-être des peuples : elle 
augmentera si une maladie vient à disparaitre, comme la petite-vérole 
par le bienfait de la vaccine; et, dans tous les cns, Je calcul des proba­
bilités nous montrera si les variations reconnues dans cette durée, sont 
assez grandes et résultent d'un assez grand nombre d'ohservatio�s, 

2 
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pour qu'il soit nécessaire de les attribuer à quelques changements ar­
rivés dans les causes générales. Le rapport entre les nombres des nais­
sances aunuelJes masculines et féminines, dans un pays d'une grande 
étendue , a également une valeur constante, qui ne semble pas dé­
pendre du climat, mais qui, par une singulat·ité dont il ne serait peut­
être pas difficile d'assigner· une cause vraisemblable, parait être 
différente pour les enfants légitimes et pou1· les enfants nés hors• de 
mariage. 

· La constitution des corpl;, formés de moléc.ules disjointes que sépa­
rent des espaces vides de matièa;êpondérable, offre aussi une application, 
d'une nature particulière, de la loi des grands nombres, Par µn point 
pris dans l'intérieur d'un corps et suivant une direction déte1·mjnée , si 
l'on tire une ligne droite,Ja distance de ce point à laquelle elle rencon­
trera une première molécule, quoique tr�s .petite en tous sens, variera 
néanmoins dans de très grands rapports avec sa direction : elle pourra 
être dix fois , vingt fois , cent fois •• ,. plus grande dans un sens que 
_dans un auti·ç. Autour de chaque point , la distÎ'Ïhution des moléculës 
pourra être très irrégulière, et très différente d'un point à un autre; elle 
changera même incessamment paa· l'effet <les oscillations intestines des 
molécules; car un corps en repos n'est 3:utre chose qu'un assemblage 
de molécules qui exécutent des vibrations continuelles dont les ampli-

. tudes sont insensibles, mais comparables aux distances intermolécuJai­
res. Or, si l'_on divise chaque portion du volume, de grandeur insensi­
blè, par le nombre des molécules qu'elle contient, lequel nombre sera 
extrêmement grand à raison de leur excessive petitesse, et si l'on extrait 
la racine cubique du quotient, il en résultera un intervalle moyen �es 
molécules, indépendant de l'irrégularité de leur distribution, qui sera 
constant dans toute l'étendue d'un corps homogène et partout àla même 
température, abstraction faite de l'inégale compression de ses parties, 
produite par son propre poids. C'est sur de semblables considérations 
qu'est fondé le calcul des forces moléculaia·es et du rayonnement calori­
fique dans l'intérieur des corps, tel que je l'ai présenté dans d'autres ou­
vrages. 

Ces divers exemples de la loi des grands nombres· sont tous pris 
dans l'ordre des choses physiques;· nous pourrions , s'il était uéces­
sai1·e, les multiplier encore davantage; et il ue sel'a ·pas non plus 
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difficile d'en citer d'autres qui appartiennent aux choses de l'ordre mo­
ral. Parmi ceux-ci, nous· pouvons indiquer les produits constants 
d'impôts indirects, sinon annuellement, du moins pendant une pé­
riode de peu d'années consécutives. Tel est, entre autres, le droit de 
greffe, porté dans les recettes annuelles de l'État ·pour une somme à 
peu près constante, et qni dépend néanmoins du nombre et . de 
l'importance des procès, c'est-à-dire des intérêts opposés et variables 
des citoyens, et de leur facilité plus ou moins _grande à plaider. Tels 
sont aussi les produits de la loterie de France, avant qu'elle fût heu­
reusement supprim�e, et des jeùx de Paris, dont la suppression n'est 
pas moins désirable. Ces jeux présentent des rapports constants de 
deux natures distinctes : d'une part, la somme des mises est à peu 
près la même chaque année, ou pendan·t chaque période d'un petit 
nombre d'annêes; d'un autre côté, le gain du banquier est sensible­
ment proportionnel à cette somme. Or, cette proportionnalité est 
un effet naturel du hasard qui amène les coups favorables au ban­
quier, dans une proportion constante et calculable à priori d'après 
les règles du jeu; mais la constance de la somme des mises est un 
fait qui appartient à l'ordre moral, puisque les sommes jouées dé­
pendent du nombre et 4e la volonté des joueurs. Il faut bien que ces 
deux éléments, la proportionnalité <lu gain et_ la somme des mises, soient 
peu variables , sans quoi le fermier des jeux ne pourrait pas évaluer 
d'avance le prix annuel qu'il s'engage à payer au Gouvernement, 
d'après les bénéfices que l'on a pu .faire dans un bail précédent. L'ex­
position que je forai tout à l'heure des données de l'ex:périence sur les­
quelles je me suis appuyé dans la questio.n de la probabilité des juge­
ments, fournira encore des_ exemplcspéremptoires de la loi des grands 
nombres, observée dans les choses de l'ordre moral. On :r verra 
que sous l'empire d'une même législation, le rapport du nombre 
des condamnations à celui des accusés, dans toute la France, a très peu 
varié d'une année à une autre; en sorte qu'il a suffi de considérer en­
v-iron 7000 cas, c'est-à-dire le nombre de jugements prononcés chaque 
année par les jurys, pour qùe ce rapport parvint sensiblem@nl à la 
permanence; tandis que dans d'autres questions, et par exemple dans 
celle de la vie moyenne que je viens de ,citer, un pareil nombre serait 
bien loin d'être suffisant pour conduire à un résultat consta,1t. On y 

2 .. 
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verra aussi, crune manière frappante, l'influence des causes générales 
sur le rapport dontil s'agit, qui a v:arié toutes les fois quda législation 
a changé. 

. On ne peut donc pas �outer que la loi des grands nombres ne con­
vienne aux choses morales qui ..dépendent de la volonté de Thom me, 
de ses intérêts,· de ses lumièœs et de ses passions, comme· à celles de 
l'oi;dre .. phy,sique, Et, en- effe.t, il ne•s'agit point ici de-la nature des 
causes, mais bien de Ja variation dè Jeurs effets isolés et des nombres 
d� cas. nécessaires pour que les irrégularités' des Jaits·.observés se ha-• 
lancent. dans les, résultats moyens. La grandeur. 4e ces nombres ne 
saurait être assignée q'a:vance ;· elle sera différente dans· les diverses 
questions, et, comme on fa. dit: plus haut, d'autant:plus considérable·, 
en. général, q.ue ces. irrégu):it'ités auront plus:d'amplitude·. Mais;à.cet­
égard,: on• ne doit pas croil'e que les effets· de la voJontlspontanée, de 
l'aveugJement des passions,. du défaut de lumiè1·es, varient sur une 
plus grande échelle que la, vie humaine, depuis l'enfant qui meurt:· 
en naissant jusqu'à-celui: qui deviendra centenaire ; qu'ils soient· plus 
difficiles à prévoir que les .circonstances qui feront périr: un vaisseau: 
dans un long voyage; plus capricieux que le sort qui amène une carte 
ou un dé. Ce ne sont pas les idées que nous �ttachoris à; ces effets, et à 
leurs causes, iuàÎs bicnJe calcul etl'ohservation·qui,peuvent:seuls fi:x:er 
les. limites probables de leÙrs variations, dans de. très grands nombres 
d'épreuves. •· 

De ces exemples de tou.tes1 natm·es•, il résulte·que la loi·universeUe, 
des grands nom br.es est déjà pour nous �n fait général et in co ntes.table, · 
résultant. d'expérien�es qui ne se· démentent jamais. Cette Joi étant 
d' ajlleurs la . base de toutes les. applications du calcul: des1 p1'.obabili tés, 
on conçoit maintena:nt Jenr indépendance de la na:ture des- q:uestions, 
et leur parfaite! similitude, soitqu'it s'agisse de choses physiques ou 
de choses morales

,.
. pourvu·. que les, do.nuées: spéciales· que. le, calcul 

exige,, dans chaque problème,. nous1 soient fournies par. fohservation,· 
Mais,. vu son importa·nce, .il était. nécessaire de ·la. démontrer direcfo­
mèni; c'éstce.que j'ai tâchéde,faire·; etje crois y être enfin parvenu,. 
comme. on le verl'a dans,la.suite de cet ouvrage. Le théorèmede,J.ac� 
ques. Bemou.illi, cité, plus haut, coïncide• avec cette loi .des grands, 
nombres, dans) le: cas.pal'ticulier,où, les.chances des événements de.-
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meurent,�§!��.��-�-pendant la série des épreuves, ainsi que le sup­
pose. essenti,ellement. la démonstration de_ l'auteur, qu'il. médita, 
cÔmme on $ait,, pendant vingt-�11nées-:-

°

I1 était donc insùt}isant.dans 
les, questions relatives: à la répétition des· cbo��� m�rale� ou des 
phénomènes physiques·, qui ont,. en _général, d�s chances CQ'!!�gJ1el,­
lement variables, le plus souvent5ans aucune régularité; et _pour 
y suppléer, il a fallu .. envisager la: question· tl'un� ma�jère plus, générale 
et plus complète ·que l'étatdel'ànalyse mathématjq!}e '!1e le permett�it 
à l'époque de Jac_ques Bernouilli. Lorsque l'on considère cette .. cons,­
tance des rapporti,· qui s'établit e.t se maintient entre les nombres,de 
. fois, qu'un événement arrive et les,nombres très grands. des,éprenves,, 
malgré les, variations, de.- la, ·chance; de, cet événement pendant. leur 
durée, on est.tenté d'attrib_uer cette· régularité: si remarquable,à, rac­
tion, de quelq,ue.cause:occµlte, sans, cesse agissante; .mais, ln théorie des 
probabilités fait voir que.la c�nstance de ces rapports estd'état .na­
turel: des, choses., dans l'ordre physique et dans fordre morai ,· qui 

· se.ri:i.aintient de· luh-même sans le secours d'aucune cause étrangère,
et qui;.au conLraire,. ne pourrait �Ire� empêché. ou troùhlé que par
l'intervention. d'une: semblable. cause.

Le. gouverriement:a publié1es Co,r,iptes·généraux de l'a_dn_,,i-;,_istra:tio�z 
d- la. justièe. criminelle., pour les; neuf années .écoulées depuis 1 �325

. jusqû'à..1855;.c'est dans ce· recueil authentiqùe ,·'et:pr«fsenté avec un 
' soin r.emarquable �-. que- j'ai puisé tous les documents dont j'ai fait 
• usage •. Le. nombre. des pracès jugés annuellemen!· par les cours: d'as­
sisès d� 1·0:r.aume a été. d'à peu près .5000, et. cehii des accqsés,d!envi­
ron 700O�. Depuis }825 jusqu�à �85o, inclusivem�nt, la législation
crimii;wlle n'a. pas: changé:;, eti les condarimations, par . les jurys ont
été: prononcées à la. majq�jté d'au.moins sept voix contre cinq, sauf
rinterventio� de la cour daos les cas de cette plus petite majorité.
En i 85 r .,._ cette. intervention a .été supprimée, et r�n a· exigé la :ma­
jorité- d'àu moins huit voix contre .quatre, ce-q:ui a_ dû rend·re les
acquittements plus fréq:uents. Le· rapport de leur nombre,· à· celui
des accusés, pendant les six premières années, s'est troùvé égal 'à o,39,
en négligeant )es millièmes : une seule année il s'est abaissé à o�58,
et une autre annéè, il ·s'est· élevé' à-0;4o;d'oit-'H--résu-lte-que-·dans cette
période,. il n!aLvariéj,d�uneaanée à une autre,. que d'un centième·de
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part et d'autre de sa valeur moyenne. On peut donc .pren,dre o,3g, 
pour la valeur de ce rapport, et o,.6i pour :Je r�pport du .nombre d�s 
condamnations à celui_ des accusés i sous l'empire de la. législation 
antérieure à 1831. A cette•même époque, le rapport du nombre des 
condamnations prononcées à .la' niajorité minima de sept voix contre 
cinq,_au nombre total des accusés, a étéo,07, et il a aussi très peu v_arié 
d'une année à une autre .. En retran_chant cette fraction de o,6J, il 
reste o,54 pour la proportion des condamnations qui ont eu• lieu à 
plus de sept voix contre cinq; le rapport du nombre des acquitte­
ments, à celui des accusés au!'ait doué été 0,46, si l'àn eût exigé, 
pour la condamnàtion, un.e majorité d'au moins huit voix. contre 
quatre; or, c'ést effectivement ce qui est arrivé pendant l'année 18_5,,. 
de sorte que la. différence entre ce rapport conclu des années précé­
dentes et celui qui a été observé dans celle�ci, est à peine d'un 
demi-millième. 

En 18�2, en conservant la même majorité minima qu'en 185r, 
la loi a prescrit la question des circoµ,stances atténuantes., enfr�i-. 
nant, dans Je cas de l'affirmative, une diminution de pénalité ; 
l'effet de cette mesure a dû être de rendre plus faciles les con-_ 
dartmatio�s .. par les :jurys; mais ,.clans quelle. proportion? C'est · ce 
que_ l'expérience seule. pouvait nous apprendre, et qu'on ne pouv;ai.t, 
pas calculer d'avan_ce', ëomme l'augmentation ·du nom�re des acqi�t­
tements, qui avait eu lieu par -un changement d:ïns la plus p�tite 
majorité. L'expérie�ce a fait voir qu'en 1852, la ,proportion -�es • 
acquittemegts s'est abaissée à 0,41; elle est restée la. même, à un 
millième près, da9s l'année 1835, pour laquell� la législation n'a 
pas changé : le rappo1·t du nombre des condamnations à celgi des 
ac�usés, avant, pendant et après 1851, a donc été successivement .6i , 

. 100 
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voix de:plus exigée dans la majorité, il a augmenté seulement de_ o,5, · 
par l'in(ll!,ence de la question des circpnstances atténuantes sur l'esprit 
des jurés (''). 

J') Dans le compte del'admini�tration de la justice.criminelle pour l'année 1834, 
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Pendant ces deux années· 1 832. èt 1 83·5, le nombre des procès po­
litiques, soumis aùx cours d'assi�es, a été considêrable; on· l'a retran­
ché du nombre total des procès criminels, dans" l'évàluaiion qui a 
donné 0,41 pour la proportion des acquittements; en y ayant égard, 
on trouve-que cette proportion s�éleverait à o,45; ce qui monfre déjà 
l'influeuce du ·genre dès affaires sur· le nombre des acquitt"ements pro­
noncés -parles jurys. Cette iuflùence e'st fendue tout-à-fait évidente 
dans les Comptes généraux : les procès criminels y- 'sont\·classés en 
deu·� divisions principales; ceux qui ont pour objet , des vols ou 
autres attentats contre .les propriétés; ceux · qui sè rapportent aux 
atténtats contre les personnes, et dout le nombre est environ le 
tiers de celui des • premiers, ou lè quart du· nombre .total des af­
faire_s. Depuis 18_25 jusqu'à ·1850, le rapport du · nombre des ac­
quittements à celui des accusés r:i'a été que o,54 dans la prèmière 
division, et dans 1a seconde, il s'est élevé à o,52, c'est-à..:dire que 

que le gouvernement vient de publier, on trouve que pendant cette année, où la 
législation a été la même que pour les deux années p1·écédentes, le 1·appo1·t du 
nombre des condamnés à celui des accus�s, s'est �levé à 0;60; de -sorte qu'il a 
seulement excédé d'un centième celui qui avait eu lieu eu 1832 et 1833. Le gou­
vernement de la Belgiq!le, à l'instar de celui -de notre pays, a aussi publié le 
Compte général de l'administration dt1 la justice criminelle dans ce royaume. Le· 
jury ayant été rétabli vel's le milieu tle 18�1, et la majorité nécessairn pour la 
condamnation étant d'au moins sept voix co_ntre cinq, le rapport du nomb1·e des 
acquittements à celui des accusés a été o,41, 0 ,40, o,39, pour les années 18�2j 

1833, 1834, et, ce qui est remarquahle, sa valeur moyenne o,4o, n'a différé que 
d'un centième de ce qu'elle était en Fmi:ice à la même majorité. Avant le rétablisse7, 

ment du jury, les tribunaux criminel_s de la Belgique se composaient de ciuq juges;· 
et les condamnalious pouvaient être prononcées à la simple majorité de trois voix 
contre deux : le rapport du nombre des acqu.ittements à celui des accusés, variait 
aussi très peu d'une année à une autre ; mais il s'élèvait seulement à environ o, r 7, 
ou à moins de moitié de celui qui a lieu poui· les jugements des jurys. Cette diffé­
rence de plus du simple au double, entl'e les proportions des acquittements, ne 
tient pas seulementaux nombres cinq et douze, des juges et cles jurés, ni aux ma­
jorités minima, trois contre deux et sept contre cinq; elle suppose aussi, comme on 
le verra dans cet ouvrage, que les juges exigeaient, pour·Ies condamnations, une 
probabilité notablement moindre-que les jurés, quelle que soit, d'ailleurs, la 
chauce d'erreur pou1· les uns et pou1· les autres. 
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le nombre des acquittements a même surpassé de 0,04, -celui des 
condamnations. Les valeurs annuelles de chacun de ces deux rappOl'ts 
ont varié seulement de 0,02, tout au plus, de part et d'autre de ces 
fractions o,54 et o,52. Il faut' aussi remarquer que 1� nombre des 
condamnations prononcées à la majorité minima de sept voix contre 
cinq, n'a été que o,o5 du nombre des accusés de crimes contre les pro­
priétés, et qu'il s'est élevé à o, r 1, dans Je cas des accusés de crimes 

· contre Jes·persounes; en s�rle que non-seulement les condamna­
tions ont été proportionnellement plus nombreuses dans le premier
cas que dans le second, mais elles ont ·aussi eu lieu, en général, à de
plus f01•tes majorités. Ces différences peuvent tenir en partie à ·une
moindre sévérité. des jurés , quand il s'agit des attentats contre les
personnes, que dans le· cas des attentats contre les propriétés,
qu'ils jugent sans doute plus dangereux pour la société', parce que ces
crimes sont Je:5 plus fréquents. Mais une manière différente de ju­
ger dans les deux cas, ne suffirait pas pour produire la grande
inégalité dans la proportion des acquittements que l'expérience a
fait connaitre; et le calcul montre qu'elle provient aussi d'une plus
grande présomption de la culpabilité, résultant de l'information
antérieure au jugement,· à l'égard des accusés de vols que relati­
vement aux autres accusés.

Les Comptes généraux mettent aussi en évidence d'autres rapports
que les grands nombres ont rendus à peu près invariables, mais dont je
n'ai point eu à faire usage. Ainsi, par exemple, depuis 1826, époque
où l'on a commencé à indiquer le sexe des prévenus, jusqu'à 1855,
le rapport du nombre dès femmes mises en jugement au nombre total
des accusés, a été annuellement o, 18 à peu près : une seule fois· il
s'est élevé à près de 0,20, et une seule fois il est descendu à o, 16. Il est
constamment plus grand dans les affaires de vols que dans le cas des
attentats contre les personnes ; la proportion des acquittements est
aussi plus considérable pour les femmes que pour les hommes , et
s'élevait pour elles à près de o,45, lorsque sa valeur n'était que o,59
pour les accusés des deux sexes.

Mais la constance de ces diverses proportions, qui s'observe chaque
année dans la France entière,· n'a plus lieu lorsque l'on considère les
cours d'assises isolément. La proportion des acquittements varie nota-
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blemenJ d'.une année à unç autJ,•e, pour un même département et sous 
une 'Qlêm� légisJation; ce qui mo11tre ·que dans• le ressort d'ur;ic cour 
d'assises, Je nombre annuel des procès·· ci:iminels. n'est ·point assez 
grand pour qu� les irr�gularités des- votes des jurés se ,balancent, et 
que Je rapport du nombre des acq�ittements à celui des_accus1s par­
vilMlne à 1.� periuanence. Ce rapport yaric enc��e plus d'.un • départ�­
rµentJ un autre, et le nombre.des proc�s �lis cha:qtie ressort de cour 
d'assises n'est pas ·nQ� plqs · assez considéraWê pour qµ'on _puisse dé­
cider, avec ,une,: p�cibahilifé suffisant�, queUes sont les parties de la 
Fran�e ou l�s jurys ont plus

0 

ou moins de tepdance à la sévérité. Il n'y 
a gu_ère que Je �êparteruel!l de la· Seine où les procès criminels sont 
assez nombreux poµr que le,r�pport qui s'phserve entre les nombres 
des· acquittemënts €:t 4es �censés ne soit pas_· _très. variable, et puisse 
être COD,lparé à,cèlui qui a lieu dans]� J:ranë:e entière. Le �oµihre des 
individus traduits ch'aque année devant la cour. d'assises de ·Paris est 
d'e�viron �oo,. ou à peu près 'le neuvième 'du nombre correspondant 
pour tout le roy�U:me. ·nepuis 1825 jusqu'à ·1850, la proportion des 
acquittements.a var,ié e?tre o,55 et 9,'40 , et sa valeur m.oyenne n'a été 
que_·o,55, ta,ndis;qu'�,lle s'élevait à o,39, ou·à o,04de plus, pour la 
Fran,ce, e!1ïière. Qu�nt ·au rapport du nombre des condamnations pro­
nonc�es à la màjorité minima · de sept vojx contre cinq, au no�bre 
des accusés, il a aussi été un peu moindre pour. Paris, et s'est seule­
ment élevé à 0,065, ··au lieu de '0,07 qu'il était pour toute la France, 
sans distinction de l'espèce de crimes. .. 
- Têlles sont les données que l'expérience a fournies jusqu'à présent

sur les jugements des cours d'assises. Maintenant, l'objèt précis de la
théori_e _est de calculer, pour des jurys composés. d'un nombre déter­
miné de pers_onnes, jugeant à une majorité aussi déterminée, et pour
un très grand nompre d'affaires , la proportion des acquittements et
des condamnations qui aura lieu très probablement, et la chance d'er­
reur d'un jugement pris au .hasard parmi. ceux qui ont été ou qui se­
ront rendus par ces jurys. Déterminer la chance d'erreur d'un jugement
de condamnation ou d'acquittement prononcé dans ùn procès connu et <' 

isolé, serait impossible selon moi, à moins cle fonder le calcul sur des
suppositions tout-à-fait précaires, qui co�duiraient à des résultats très
différents, et,,,à peu près, à ceux que l'on voudrait, suivant ces hy-

5 
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pot hèses qùe l'on aurait adoptées. Mais_ pour, )a garantie de .la socié�é, 
et celJè que l\>n doit aux ·accusés, ;<;e. n'est pas cette chance relative à 
un jugeme�t particulier.qu:iI ·i�1p�f�e �� plus de conn�1tre ;c'est celJe 
qui·se ,·apporte à l'ensem_ble des procès soumisa"4x cours d'assisesd:ms 
une o� plusieurs anné.es, et qui sC_conclut de l'observ�tion et du cal­
cul. La· probahili!é de_l'.errf!ur d\m jngement,quelconque 9� co11dam­
nati9n, multipliée· par _la ch�nce qu'il _:rnra, lieu, est la· mesure_yéri� 
tàhle du d:,mge1· ·auquella s()ciété expose lés �ccu5:_�s non coupables; le 
produit de la chance'd'e.rreur d'un acquittetn(;:nt, -�i·:4� la.probabilité 
qu'il sera prononcé, n1esure _de même le,_dangèr que èout;t �a soçiété 
elle-même, et qu'elle do.it éga,lemeÎ:it conn�itre·, pùiique <est1la g_ran­
deur de ce d3:nger ·qui peljt seule. j ust�ficr' l' éventpalité. d'une . in juste 
con�amnation. Da�s.cet!E)Ïqiportante questjoit .d1�um3:nité.-.�� cl'or·d1•é
public, :ri�n' ne porirraii rem'pl,acer les formules analytiqq,es qui ex7 
priment ces diverses probabil�tés':· SansJ�m· s�.COUf.S' s'il s'agissai�_ cle 
changer le nombre des j_urés ,.'ou de compar�r deux pay� o�.il fût diffé­
rent, comment saurait-on qu'.un jury con�posé de·doµzè pe1'sonnes, et 
jugeant à la majorité 0de huit voix: ;m 1noins-coptr� quatre, offre plus 
ou moins �e garantie aux accusés �tà la sociét�.qu'tiil autrejm•y·com­
posé de neuf personnes, _par ·exemple, pi;is sui: la _même Jis!e ,qu'au­
paravant, et jugeant à telle.ou telle mâjoa-i'té? Comment d�ci

0
dei·ait-on 

si la co·mbinaison qui-existait en _Franc� ·avant 1851, .d'une majo�·ité 
d'au moins sept" voix contre cinq; avec l'interv�n.tion d�s juges. élans 
le cas du n�inimwn � est plus àvantageuse ou '. moins fàvoral,l,� qu� 
celle qui a lieu aujourd'hui, de Ia··mêmc majorité .avec l'influence· ùe 
la question des circ�nstances atténuantes? cc· qu'au :·este o� �e peut 
pas savoir, quant_ à• présent, fauté des données de l'observaiiqn rela­
tives à l'époque actuelle. 

Les forrriÙles-dont <>n vient de définirl'ohjet; et que l'on. trouvera 
dans cet ouvrage, ont été déduites, sans aucune hypothèse, des lois 
génér:iles et connues du calc_ul des probabtlit�s.' Elles renferment deux 
quantités spéciales qui dépendent de l'état mora\ du pays,. du mode de 

0 
procédure criminelle en usage, e_t de l'h:ihileté des· magisti•ats chargés 
de la. diriger. L'une exprjme la probabilité qu'nnjuré pris au hasard 
sur la liste du ressort d'une cour d'�ssises, ne se trompera pàs dans son 
vote; l'autre est la.probabilité,· ava�t l'ouverture des d�.hats ,'que l'ac-
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cusé soit coupable. Ce sont les deux éléments �ssentiels de la question 
des jugements c1·imiaels; leurs· valeurs ·nun1ériq1:1es doivent être con­
clues des données de fexpérience, de ·même que les constantes con­
tenues dans les formules _d.e l'astronomie, s�11t.décluites.de l'observa­
tion; et Ja solution entiè�e: du problème que .l'on s'é�f proposé dans 
ces. recherches exigeait 0 le concours de la :théol'ie et clèTexpérience. 
Les don'nées-.de }'observation 9ontj'aiJaitusage, au nombre d_e deu�, 
comme celuî-des_éliments à déterminer, sont le nombre de condam­
nés à la niajc>i'ité d'aù. moins sept yoix contre cinq, et dans ce nom­
bre celui des condamnés à c�tte majorité minima; divisés l'un et 
l'autre par le nombre total des· accusés: Ces rapports étant très dif­
férents pour les cri�es contre l�s personnes et pour les, attentats contre 
les p1·opriétés, :j'ai considé1;é ces deux cas sçparément. Ils ne sont pas 
non plus les mêmes da11s to�s l_cs départerrients; mais la nécessité J� 
les dédui_re de ti:es;,gr�nds nomhrês�··:m'a forcé'de réunir, pour chacun 
des deux genres d� crimcs,Jes .f�gements'' <le toutes les cours g.'assises 
du roya:ume; les· ·valèurs"que j'en ai ensui.te _conclues pour les deux 
éléments éiont il s'agit,. ne"•sont_ donc qu'approcbées, et supposent que 
ces élempnts ne Varient" pas beauc,oup d'un dép'.1rtement à un autre. 
Mais la ·foi nouvelle en rétablissant la majorité 'd'au moins sept voix 
contre cinq, suffisa,µte pour. la· con_d:mmation, a prescrit aux jurys de
faire;·c�nnaitre si elle a ét«f pro�oncéc à cétte plus.petite majorité; on 
connâitra doiiè ,'. par la isüite·, dans chaquè dé.partement ;- des nombres 
de condamnations, soit. à 1a .majorité niinirha, soit à une majorité 
quelconque, as�cz · coµsidérabl�s p�ur _servir. à )a. déteqnination de 
nos deuX:�éléments; et l'on sapra de cet.le !Danièrè, si la _éha11ce d'erreu1' 
des jurés varie' notahle11,1en� avec I�,,JocaHtés. -Déj�-, poµr le dépar-

. temënt de la Séilie isolément, ·I,e �.a.lcùl �<;>nt�e:que cette chance est un 
peu inqindre que:,pom•.,le.,�cslc,:de la, France. · . . . . 

·Void act1:1elleme_n.t le's princJp�ux r�sultats numériques que l'on
t!'Ouvera ·_dans cet ouvràge,. et dont il m'a paru utile dé présenter ici 
u'n résu"mé: 0 ' , • • , 

A.van� 1851, �t ''pour la Fr�n-èe èntière, là prohahilité qu'un juré ne 
se ti·om'perait pa/d;ns s��-,vote était u��)ieu 'supérieure à i, d�ns le 

., 
' 

cas des crimes contre l�� p;rsortnes, et à très peu près égale à ; � dans 
5 •• 
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le cas des crimes contre les prôpriétés. Sans distinction de l'espèce de 
crimes, cette chance était très pe:u inférieure à �, toujours pou� toùt le 
royaume, et un peu sup.érieù1�è- à �eue· fraction pour le département 
de la Seine en· pa1·ticulier. En_ même, te�ps, l'autre élém_ent. des ju­
gements crin!inels, c'est-à-dire la prohabilit(avant le jugement ,. de 
1a culpabilité de l'accL1sé, ne surpassait

'. 
pas beaucoup •; et se trouvait 

comprise entre o,55 et o,54, pour la France. entière et dans Je cas de5 
crimes contre les personnes: elle surpassai�un peu i, dans le cas des cri� 
mes contre les propriétés; sans distinction de' l'espèce de crimes, elle 
était à peu près -égale à o,64, et s'élevait à ·enviroi1 .o,68 dans le res­
sort de la cour .d'assises de Paris. En retranchant de l'unité ces diverse5 
fraction5, on aura les probabilité�, qui leur coi:respondent de l'er­
reur d'un juré et de l'erreur.de l'accusation. On peut•remarquer que la 
probabilité anté1·ieure au jugement, de ·1a culpabilité de l'accusé, surpasse 
toujours le rapport du nombre des condamrialions ;a celui des ·accusés; 
ainsi, par exemple, dans le cas où cette probàbilité é_ta!t la plus petite et 
excédait ; de trois où• quatrè centièmes se�lement, ce rappo1;t,. corn.me 
on l'a dit plus haut, était au-tlesso1,1s de; d'environ de.ux ·centièmes. Ce 
résultat est général·; el les formules. 4e prob,abilit��- fon,t voir qu'il a 
toujours lieu, quell�s-qûe soient l'habileté des ·magistrats, la chance 
de l'erreùr';d'un jùré, la majorité exigëe pour la ·conda-qination. Il 
faut aussi· obse1:vér qu·e çette p�o�abilité antérieurè �u jhgem;nt; de la 
culpabilité des accusés, exprime seulement la pr�hab�_lité. qu'ils sont 
condamnables par les jurys, <l'après Jeur �anière de jug!:)r, c'èst-à�dire 
d'après le degré inconnu de probàbilité qu'ils exigent' pouf la çon­
damnation, et qu'�Ile est sa_ns doùte infé1·ieurê à la ,.p,robahilitf qu'un 
accusé soit rêellement çoupable , rësultànt de l'inform�tion, prélimi­
naï'i:e. Pe1;sonne, en effet, ·n'hésiterait à,,pàri�,r hêaucoup. p!us. _ d'u�1 
contre un, par exemple, qu'un indivi�ri est _coupable, quand il ,est 
traduit à la com· d'assis�s pour. un crime· contre les·personnes·, quoi­
que la probabilité antérieurè"au j1:1gement,-_:qu·e_ l'on a trouvée pour cc 
genre de crimes, surpasse fort peu la fract,ion {. 
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En 1851, la majorité suffisante pour la condamnation a seule été chan­
gée, et les deux éléments que nous considérons ont dû rester les mllmes. 
Dans lès années · �uivaiités, la question des circonstances atténuantes a 
sans doute influé·sur lès valeurs de ces éléments; mais connaissant seu­
lement, pour 1852. et 1855, le rapport du nomb1·e total des condam­
nations· à celui des accusés, cette domiée ne suffit pas à la détermi­
naticm de nos deux éléments_, et nous ignorons si , à cette époque, 
la chalice qu'un ju_ré ne se trompait :pas, était devenue plus grande ou 
moindre qu'auparavant : noûii ue pourrions le savoir qu'en faisant 
sur l'autre él�men� une hypo�b�se qui risquerait de s'écarter beau­
coup de là vérité. Nous ignorons ·également si ·<;ette chance de ne 
pas se tromper ·nè' changera pas encore sous fa législation actuelJe, 
à raison du_ :vote' secret·(*) imposé" aux jurés. _Quand elle aura pu 
être déteri:niné�,,- ainsi ··que la .chance de la culpahilifé résultant de

l'information antériéure au jugement, au m·oyen· d'un· nom�re suf­
fisant d'o_bservations tutures·, on connaitra aussi, en répétant ces 
calculs •à des "époques plus .ou moins .. éloignées, sï ces deux éléments 
varient en :Fran�e p1;ogr��si�eme.nt �ans un __ sens. ou dans un autre;
ce qui fournira· un important,·document, sur l'état moral de notre

. . � ' ,, . 
pays. 

Malgré une p)1:1s .. grande exJ)érience . �es procbs. criminels que les 
, •  

('") {·ès JUré-� ne po·uvant �ù� �evenir sur le.urs décisions,dès qu'elles auront été.---··· 
prises au sè1•utin secret, il y a·un cas sirigufü;i: qui pourra se présente!' quelcrue­
fois,:Jt qu'il est bÔµ 4e signaler '.. Deux. individus qui! j'appellerai Pjeri;è et Paul, 
sont: accusés d'un':.vol; .� la question si Piene est c?upable de ce vol, quat1·e jurés 
répo'ndènt olii.-, �rois autrea (?Ùi, les cinq autres no11 : l'accusé est déclaré coupable 
à la majoi:,ité de �pi: voi� contre cinq; fla question, si Paul est coupable du 
même vol, les quatre· premiers jurés répondent oui, le� trois autre� qui avaient dit 
oui contre Pierrè disent non contre Paul, les cinq derniers répondent oul; Pierre 
est do1;1c déclaré-coupable à la majè:>rité'de neuf voix contre trois.'·On pose ensuite 
la que"stion; si le vol. a été com�nis p:tr plrisieurs; qui ent1·aîne, dans le cas de 
l'affirn1,atiye, �ne plus forte pénalité. Conséqûëmme'atà leurs V.Otes précédents, les 
quatre premiers jurés répondent oui, et les huit autres qui ont jugé, ou Pierre on 
Paul innocênt, répondent non. La décision du.jury, sans.qu�il y ait aucune contm­
diction dans les votes des jurés;· est donc que les �eux· accustfs sont coupables dn 
vol, et en même temps que ce vol n'a pâs été cominis ï>�-r plusieurs.
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juges ont sans doute, leur chance de ne pils sé tromper dans leur vole 
parait cependant peu différente de celle de� f'!l�és. En effet, lecas où 
la majorité du jury, pour la condamnation:, ne s'est formé qu'à sept 
voix contre cinq s'est présenté' 191 1 fois dans la France entière, de­
puis I 826 jusqu'à I 830; les cours d'assises' coinposées al_ors _de cinq 
juges, et appelées, dans ce.cas, h intervenir, se sont réunies 514 fois à la 
minorité du jnry; or, le calcul mÔntre .qu'eJiès auraient dû s'y johidre 
environ 282 fois, en supposant la pi·ob�h!lité de ne pas se trori1pèr égale 
pour les juges et pour les jurés;' et quoiqûè ces deùx 11om�res 5 14 et 282 

ue soient pas assez considérablés po.u!. qu'on puisse décider, avec une 
très g1·ande probabilité, à quel point cette hypothèse s'��arte de la 
vérité, leur peu de difré1·ence èst_une 1·aison de periser q�'il doit aussi 
en exister très peu entre les cl1ances d'erreur des jùges :et des jurés; 
en sorte que pour les jurés, cette chance ne pÎ·o�iei:it pas, ._comme on 
pourrait le c'roire ,· de leur défaut d'habitude.. 

Toutes choses __ d'a,illeurs égales, il est évident qué la:"proportion des 
condamnations diminuera1tà mesu�;è qjie f on ·exigerai( du jury �ne · 
plus grande majorité. S'il fallai�, coip_me �,Il Aµgleté,rre, )'unanimité 
des douze jurés , soit·pour conda��;er1 soit pour absoudre, et ·que 
l'on prit pour les· yaleurs des deux éléments _de. la, j-qstice criiuineUe, 
celles qui se rapportent à la France e_ntière, sans dis�ihètion de l'espèce 
des crimes, la probabilité d'unë coridan1'nation dif(érc:lraif ·peu d'un 
cinquantième, èt _celle. d'un �quittement "serait à': peu ··prè$ _moitié 
moindre; ëe, qu� rêndra�t lés .déci�ions ttç�· .diŒèiles, à ajpins .,qu'il 
n'y eût le plus souvent une_ sorte d'arrange���t 0entre les jurés, ·et 
qu'une partie d'entre eux ne fit le sacrifice de sort- opinion. On�voit 
mêm'e que sans cela, les acquitten1ents unani��J seraiën! elus diffitiles 
et plus rares que les èonda;nnàtiôns, dans'lérapp�!t 4,e deu� � un. Ce 
ne semit que dans. un· nombre de 22 affaires pr_isês .au hasard, que 
l'on pourrait parier' un. contre un, qu'il y aurait tin' jugement d_e 
condamnation ou d'acquiJtement, prononc_é ·à l'uiJaniniité (*)., • 

Ap1·ès le jugeme�t, la_ ,probabilité què l'accusé· soit coupa'bl�. �st 
�-. 0 • .; 

. - ., � 'J . 

("") D'apl'ès des doéuments publiés. �n· Aiigl�11:,.1·e, ·et qùi paraisse.nt .dÎgnes de 
foi, le nombre des individus, traduits ànnnellemeni devant les jurys s'ellt•conünucl­
lement accrn dans ces dcrniers'temps, ·et le rapport dti nomhœ des condamnations à 
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beau.coup plus grande ou beaucoup moindr{? qu'auparavant, selon 
que l'accusé a été condamn� ou acquitté; les formules de cet ouvrage 
en donnent la valeur., dès.que les _deux éléments q�'elles renferment 
ont été déterminés par l'o:f>servation ,· et d'après la; majorité à laquelle 
le jugement a .été prononcé. �i lâ majorité nécessaire pour la con-

·-·:,c:

celui des accusés, �-_augsi �ug;nenté 'd'uné maniere progrèssive ( 1). Voici des l'érnl tats 
extr�its· de.ce� documents� et que l'on. pou.rra compare1· à _ce ·qui a lieu dans noti·e 
pays. Les riÎm1b!:�s _su'iva:nts sé ràppoi·tent sé1�lcmént à l'Angleterre et au pays de
Galles. Ils répon'dent.à tl'OÎS }>'éÏ·fodes de· chacune sept années, finissant en 1818_, 
1825, 1832. 

' ., 

. 

... .. 
'· 

. ·• ,. 
� 

CO�D,lll�ÉS 
nAPPORT -:'. à lin 

, NOllDRE . NOllDRE". COl!D,UI!lltS 
dos ·occu11és. des condamnés. 'du second ù mort. EXÊCCT[S, emprisonnement 

nombre· nu ,•r. de deux o.m; 
C 

•. 
ou nu-dessous. 

-

. 
i 

1•• pédode, G4538 4,054 �,636 ... 5802 G3'i 2ïlGB 
0 

2• g;l718 �3',18 0,677 ... ';?JO 5;9 4�;13 

3•. 
;1� 

127910 9014() 0,705 ... 9i29 4r4 58,57 
.. 

Pèl\dant la'pél'iode de·sept années qui a fini,en 18171 le nombre des accusés ne 
s'était pas élt:vé tout-à-fait à 35000, et la proportion' des condamnations avait été 
un P,eu au-dessous de 0,60. Dans la seule ànnée 1832, la clernièi·e de ces pé1-iodes, 
le nombré ·des accusés est pin·,venu à �0829, dont 14947, ou à peu près les trois 
quarts, ont éte condamnés. J'ignore si ·ce nombre a augn!enté ou diminué dans les 
années suivantes. La proportion des peines les plu1i"faibles est peu diffé1·ente en An­
gleterre et_ en France. On voit par le tableau ci-dessus qu'en Angleterre, Je 
.nombre c\es peines d'empl'isonnement est à peu p1·ès les deux tiers du nombre 
total des condanmatiops; pendant les années 1832 et 1833, le premie1· nombre a 
surpassé en France la moitié du seconil. Ce tableau montre, en outre, que dans la der­
nière période septenaire, où il a été le plus petit, le nombre des sentences de mort 
exécutées, s'eat élevé, terme moyen, à 60 chaque année; maintenant, il est moitié 
moindre en France, et ne dépasse pas 3o annuellement. 

{") Tables of the ae, population, etc., of the united Ungdom; compiledfiom '!l.ficial returns; 
lir G. B. Porter. l'art li. 
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damnation est celle d'au moins huit voix conh·e quatre, la proba�ilité 
qu'un condamné est coupable su_rpasse un peu la f1·action 0,98, dans 
le cas des crimes contre les personues, et .la fraction. 0,998, dans le 
cas des crimes contre les propriété�; ce qui _ réduit à un peu moins de 
deux centièmes et de deux mil1ièn1es, les chances d'erreur 1l'une con­
damnation prononcée dans l'un. et l'autre' cas; En ayant éga1·d à la 
probabilité de n'être point acquitté, il s 'ensuit que Ja chance d'une 
condamnation erronée 'èst à peu pr�s un·çent' c!nquanti�m� po�r un 
accusé de crime contre les personnes, et seulement quatrJ 1inillièmes 
pour un accusé dé.crime conll'e.les propti_étês. dn tro_uve, en même 
temps, à très p,eu près 0,72 et 0,82 pour les probabiljtés de, l'inuo­
cence d'un aècusé dans ces deux cas_, l�rsqu'il a -été acquit.té; e..t en 
tenant compte de la probabilité de n'être pa_s cpndamné-, �n trouve 
aussi, pour la chance qu'un accùsé .coupable sèra acquitté, à ;peu 
près o, 1 8 dans le premier cas, et 0;07 da.os le s,econd ; en sor�e que· 
sm· un très grand . nombre d'individus acquittés, il y en a plus .d'un 
sixième, d'une. part, et_ environ un quato1;zièi11e de l'autre part qui 
auraient dû être condamnés. 

Dans les sept années écoulées depuis 1.825 jusqu'à .185·,., le nombre 
des condamnés à cette majorité d'au moins huit voix_ contre quatre 
dans la France entière, a été de près de 6_000 pour d�s crim�s contre 
·les personnes, et d'environ 22,000 pour des crimes . contre· les pro�
priétés; d'après les chances d'une condamriatio.n erronée_, que l'on
vient de citer, il y a donc lieu· de croire qu'environ 40 et 88 de· ces
individus n'étaient pas coupables; ce qui ferait 18 annuellement. En
n1ême temps, le nombre des individus acquittés et coupables. a_ dtî
être vingt fois aussi grand, ou égal à environ 560 chaque année, sur
Je nombre total des accusés qui n'ont pas été c·ondamnés. Mais on ne
doit pas perdre de vue le sens que nous attachons à ce mot coupabl�,
qui a été expliqué plus haut, et duquel il résulte que le nombre J8
n'est qu'une limite supérieure de celui des condamnés réellement in­
nocents, tandis que 560 est, au contraire, une limite inférieure du
nombre des individus acquittés quoiqu'ils ne fussent point innocents. Ces
résultats du çalcul, loin de nuire au respect quel' on doit à la chose jugée,
et de diminuer la confiance dans les décisions des .s, sont pro­
pres, au contrnire, à empêcher toute espèce d'exagération de l'erreur
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à craindre dans les condamnations. A la vérité, ils ne sont pas de 
nature à pouvoir se vérifier par l'expérience; mais ces résultats 
ont cela de commun avec beaucoup d'autres applications <les ma­
thématiques, qui ne sont pas non plus susceptibles de vérification, 
et dont la certitude repose uniquement, comme ici, sur la rigueur 
<les démonstrations, et sut· l'exactitude des données de l'obser­
vation. 

Dans les années qui ont précédé 1851, et pour la France entière, la 
probabilité de l'erreur d'une condamna.tion prononcée à la majorité 
minima de sept voix .contre cinq était' à très peu près o, 16 ou 0,04,

selon qu'il s'agissait d'un crime contre les personnes ou d'un crime 
contre les propriétés; sans distinction de l'espèce de crime, elle avait 
pour valeur 0,06. D'après la . formule de Laplace, cette chance 
d'erreur ser�it la même 'dans tous les cas, et à peu près quintuple 
de 0,06. Mais il faut, en outre, observer que l'intervention de 1a cour 
étant alors nécessaire, dans le cas de la plus petite majorité, cette 
chance d'erreur 0,06 se trouvait réduite à un peu moins d'un cen­
tième, si les juges confirmaient la décision des jurés; en sorte que 
sur 1597 condamnations qui ont eu lieu de cette manière, dans les 
cinq années écoulées depuis 1826 jusqu'à 1850, on peut croire qu'en­
viron 15 ou 1 6 étaient erronées, en ce sens que les accusés n'étaient 
pas condamnables, mais non pas qu'ils fussent innocents. 

Le caractère distinctif de cette nouvelle théorie de 1� probabilité 
des jugements criminels étant donc de déterminer d'abord, d'après 
les données de l'observation dans un très grand nombre d'affaires de 
même nature, la chance d'erreur du vote des juges, et celle de la 
culpabilité des accusés avant l'ouverture des débats, elle doit con­
venir à toutes les espèces nombreuses de jugements : à ceux de .la 

police correctionnelle, de la justice militaire, de ]a justice en matière 
civile, pourvu que l'on ait, dans chaque espèce, les données sufii­
santes pour la détermination de ces deux éh5ments. Elle tloit aussi 
s'appliquer aux jugements qui ont été rendus en très grand nombre 
par des tribunaux extraordinaires, pendant les temps malheureux de 
]a révolution; mais, à cet égard, il est nécessaire d'entrer dans quel­
ques explications, afin qu'il ne 1·este aucun doute sur la généralité et 
l'exactitude de la théorie. La diOiculté que ce cas d'exception présente 

I� 
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n'a point échappé à des personnes qui voulaient bien écouter avec in­
térêt les résultats de mon travail. 

Un accusé peut être condamné, ou parce qu'il est coupàhle, et que 
les juges ne se trompent pas, ou •parce qu'il est innocent, et que les 
juges se trompent. Le rapport du nombre des condamnations à celui 
des accusés ne varie pas lorsque la probabilité, avant le jugement, que 
l'accusé soit coupable, et celle qne chaque juge ne se trompe pas dans 
son vote, se changent l'une et l'auh'e dans le11:rs compléments à l'unité. 
Il demeure le même, par exemple, quand ces deux probabilités sont ½ 
et ¾, et quand elles ne sont que ½ et ¼· Il a aussi une même valeur, 
lorsqu'elles diffèrent toutes deux très peu de la certitude, ou de l'u­
nité , et lorsqu'elles sont toutes deux presque nulles; et dans ces cas 
extrêmes, le nombre des condamnatiops s'écarte très peu du nombre 
des accusations. Par cette raison, les équations qu'il faut résoudre pour 
déterminer ces probabilités sont toujours susceptibles de deux racines 
réelles et inverses l'une de l'autt·e. Tuutefois, chacune de ces deux so­
lutions a un caractère qui la distingue : en adoptant l'une, la probabi­
lité qu'un condamné est coupable, sera plus grande que celle de son 
innocence; le contraire aura Jieu en adoptant l'autre. Dans les .cas ordi­
naires, c'est donc la première solution qu'on doit choisir; car il ne se­
rait pas raisonnable de supposer que les tribunaux fusselit généralement 
injustes, ou qu'ils jugeassent le plus souvent au rebours du bon sens. 
Mais il n'en est plus de même quand les jugements sont prononcés sous 
l'influence des passions; ce n'est plus la racine -raisonnable des équa­
tions; c'est l'autre solution qu'il fout employer, et qui donne aux con-

. damnations une si grande probabilité d'injustice. La wande propor­

. tion des jugements de condamnation, p1·ononcés par les h·ibunaux 
ré.volutionnaires, n'est donc pas une preuve suffisante de la culpabilité 
légalci des accusés; et nous ne pouvons nullement conclure de cette 
proportion, celle des condamnés qui étaient coupables ou non coupables, 
selon les lois de celle époque, que ces tribunaux étaieut chargés d'ap­
pliquer. Il faut toujours faire atlention que, dans cette théorie, 
l'inicruité du juge et la passion de l'accusateur sont considérées comme 
des chances d'erreurs, aussi bien qu'une trop grande pitié ou un excès 
d'indulgence, et que le calcul est établi sur le résultat des votes, quels 
r1ue soient les motifs qui les ont dictés. 
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Dans les tribunaux de police correctionnelle, le rapport du nombre 
des condamnés à celui des accusés a été -compris entre o,86 et o,85, 
d'après la moyenne ·de neuf:années consécutivcs:et.:pour 1a France en­
tière; mais cette donnée ne snffit pas pour déterminer la probabilité, 
avant Je jugement, de la culpabilité de raccusé, .et .la probabilité 
qu'un juge·de ,ces tribunaux ne se trompera pas dans son vote. En sup­
posant les jugements prononcés par tl'Ois juges, ce qui parait avoir 
lieu généralement, ·il faudrait aus si savoir suhrant ·quelle proportiou 
les condamnations ont eu lieu à l'unanimité, ou à la simple majorité 
de· deux voix cont1•e une ; proportion qui ne nous est pas donnée par 
l'observation, et à laquelle on ne pourrait suppléer que par quelque 
hypothèse gratuite. 

On manque aussi des •deux données nécessaires pour :déterminer, 
dans le cas des tribunaux militaires, les valeurs spéciales ·des deux élé­
ments contenus dans ]es fo1·mules de probabilités. Les conseils de 
guerre se composent de sept juges; les condamnations ne peuvent être 
prononcées qu'à la majorité d'au moins cinq voix contre deux; on 
évalue Jeur nombre total aux deux tiers de celui des accusés; mais on 
ignore la proportion de celles qui ont lieu, soit à l'unanimité, soit à 
une simple majoi:ité; efliaute de cette donnée de l'observation, on ne 
peut pas comparer, avec précision , la justice militaire à celle des 
cours d'assises, sous le rapport de la chance d'erreur des jugements de 
condamnation et· d'acquittement; ce qu'il serait cependant très inté-
ressant de pouv�ir faire. 

· · 

Lorsqu'il s'agit "de jugements en matière civile, les formules de 
probabilités, au lieu de deux quantités spéciales, n'en contiennent plus 
qu'une, celle qui exprime la chance qu'un juge ne se trompera pas 
dans son vote. Les jugements des ,tribunaux de première instance sont 
rendus par trois juges, en général, selon Je renseignement 'q�i m'a 
été donné; mais on ne connait pas le rapport du nombre de cas où ils 
prononcent à l'unanimité, au nombre de :cas où ils ne décident qu'à Ja 
simple majorité de deux voix contre une; ·ce qui rend impossible de 
déterminer directement la chanc_e d'erreur de leurs votes. Pour les ju­
gements dont iJ est fait appel de.vant les _cours royales, on peut cal­
culer cette chance, en comparant le nombre de ceux qui sont confir­
més au nombre de ceux qui ne le sont pas, et supposant que cette 
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chance d'erreur soit la même pour ies juges des deux tribunaux suc­
cessifs. Quoique cette hypothèse s'écarte peut-être beaucoup de 111 vé­
rité, je l'ai admise cependant, afin de pouvoir donner un exemple du 
calcul de l'erreur à craindre dans les jugements civils. La vérité ou le 
bon droit résulterait de la décision, nécessairement unanime, de juges 
qui n'auraient aucune chance de se tromper; dans chaque affaire ce bon 
droit absolu est une chose inconnue : néanmoins , on entend par des 
votes et des jugements erronés ,  ceux qui lui sont contrafres; et la 
question consiste à déterminer leurs probabilités, et par conséquent, les 
proportions suivant lesquelles ils auraient lieu , à très peu près et très 
probablement , dans des nombres de cas suffisamment grands. 

On trouve dans le Compte général de l'administration de la justice 
civile, publié par le gouvernement, le nombre des Jugements .<le pre­
mière instance qui ont été confirmés par les com·s royales, et celui des 
jugements qu'elles ont cassés , pendant les trois derniers mois de 183 r, 
et les années 18�b et 1833, Le rapport du premier de ces deux nom­
bres à leur somme, est à très peu près égal à o,68, pour la France en­
tière; il n'a pas varié d'une année à une aub·e d'un 70• de sa valeur; 
en sorte que malgré la diversité des affaires qui ont dû se présenter, 
et, sans doute aussi , l'inégale instruction if magistrats de tout le
royaume, il a suffi cependant d'environ 8000 arrêts prononcés annuel­
lement, pour que le rapport dont il s'agit atteignit presque une valeur 
constante; ce qui présente encore un exemple bien remarquable de la 
loi universelle des grands nombres. Dans le ressort de la cour royale 
de Paris, ce rapport a été sensiblement plus grand et s'est élevé à envi-
ron �.,76. 

En employant la valeur relative à la France entière, et prenant le 
nombre sept pou1· celui des conseillers de chaque cour royale , qui 
prononcent les arrêts d'appel en matière civile, on trouve un peu plus 
.de o,68, pour la probabilité qu'un de ces conseillers, ou l'un des juges 
de première instance, pris au hasard dans tout le royaume, ne se trom­
pera ou ne s'est pas trompé, en opinant dans une affaire, prise aussi au 
hasard, parmi celles qui sont soumises annueJlement aux deux degrés 
de juridictions. Il est possible , d'aille.urs, que cette probabilité soit dif­
férente dans les affaires jugées en première instance et dont les parties 
n'ont point appelé. D'après cette fraction o,68, on trouve, en négli-
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geant ]es miBièmes , 0,76, pour la probabilité de la bonté d'un juge­
ment de première instance; 0,95, pour celle.de la bonté d'un arrêt de 
cour d'appel, quand il est conforme au jugement de première instance; 
o,64, pour cette probabilité, lorsque l'arrêt est contraire au juge­
ment; enfin, 0,75, pour la probabilité qu'un arrêt de cour royale, dont 
on ignore s'il est conforme ou contraire au jugement de première ins­
tance , sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur les 
mêmes données que la première. Les probabilités qu'un tribunal de 
première instance et une première cour d'appel, jugeront tous les deux 
bien, Je tribunal mal et la cour bien, celles�ci mal et le tribunal bien, 
tous les deux mal, auront respectivement pour valeur approchées, les 
fractions 0,649; o, 203; o, 113; 0,035, dont la somme est l'unité. 

Les questions relatives à la probabilité des jugements, dont on vient 
d'exposer les principes et de faire connaitre les résultats, se trouveront 
dans le cinquième et dernie1· chapitre de cet ouvrage. Les quatre pre­
miers renferment les règles et les formules générales du calcul des pro­
babilités; ce qui dispensera de les aller cherche1· ailleurs, et a pe1�mis 
de traiter quelques autres questions étrangères à l'objet spécial de ces re­
cherches, mais que l'application du calcul des probabilités était propre 
à éclairer. On y trouvera aussi la solution d'un problème, qui montre 
comment la majorité d'une assemblée élective peut changer après une 
nouvelle élection, d11 tout au tout, ou dans un bien plus grand rapport 
que celle des électeurs, distt-ihués en colléges électoraux, et qui élisent 
à la simple majorité dans chaque collége. 
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CHAPITRE PREMlER. 

_ Règle� r;énérales des probabUités. 

(1). La probabilité d'un-événement est la raison que nous avons de
croire qu'il·aura ou qu'il a eulieu. 

Quoiqu'il s'agisse, dans un cas, d'.un fait accompli, -et dans l'au­
tre, d'une chose éventuelle; pour nous, la probabilité est cependant la 
même, lorsque tout est d'ailleurs égal dans ces deux cas, en eux-mêmes 
si différents. Une houle va-être tirée,d'une urne-contenant .des nombres 
de boules blanches et de houles noires qui me sont connus, ou bien, 
elle a été tirée de cette urne et l'on m'a caché sa couleur; j'ai évidem­
ment la même r;lison de croire que cette houle est blanche dans le 
premier cas, ou qu'elle sera blanche dans le second. 

La probabilité dépendant-des connaissances que nous avons sur un 
événement, elle peut être inégale pour un même événement et pour 
diverses personnes. Ainsi, dans l'exemple qu'on vient de citer, si une 
personne sait seulement que l'urne renferme des houles.blanches et des 
houles noires, et si une autre personne sait, en outre, que ],es blanches 
y sont en plus grande proportion que les noires, cette seconde per­
sonne aura plus de raison que 1a première, de croire à l'arrivée d'une 
boule blanche, ou, autrement dit, l'arrivée d'une boule blanche aura 
une plus grande probabilité pour la seconde personne que pour 1a pre­
mière. 

De là viennent les jugements quelquefois contraires que portent deux: 
personnes sur un même événement, lorsqu'elles ont des connaissances 
différentes en ce qui le concerne. Si Aet B désignent ces deux personnes, 
et que A sache tout ce qui est connu de B � et quelque chose de plus, A 
portera le jugement le plus éclairé, et c'est son opinion qu'il sera raisonna­
ble d'adopter� quand on devra choisit· entre les jugements contraires de
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A et de B, quoique cette opinion puisse être fondée sur m:e probabilité 
moindre qne celle qui a motivé l'opinion de B, c'est-à-dire, quoique 
A ait moins de raison de croit•e à sa pl'Opre opinion, que B à la sienne. 

Dans le langage ordinaire, les mots chance et probabilité sont à peu 
près synonymes. Le plus souvent nous emploierons indifféremment 
l'un et l'autre; mais lorsqu'il sera nécessaire de mettre une différence 
entre leurs acceptions, on rapportera, clans cet ouvrage, le mot chance 
aux événements en eux-mêmes et indépendamment de la connaissance 
que 11ous en avons , et l'on conservera au mot probabilité sa définition 
précédente. Ainsi, un événement aura, par sa nature, une chance 
plus ou moins grande, connue ou inconnue; et sa probabilité serl:l re­
lative à nos conn�issanccs, en ce qui le concerne. 

• Par exemple, au jeu de croi.r et file, la chance de l'arrivée de croix
et celle de l'arrivée de pile, résultent de la constitution de 1a pièce
que l'on projette; on peut regarder comme physiquement impossible
que l'une de ces chances soit égale à l'autre; cependant, si la constitu­
tion du projectile nous est inconnue, et si nous ne l'avons pas déjà
soumis à des épreuves , la probabilité de l'arrivée de croix est , pour
nous , absolument l'.1 même que celle de l'arrivée de pile : nous n'a­
vons, en effet, aucune raison de croire plutôt à l'un qu'à l'autre de ces
deux événements. Il n'en est plus de même, quand la pièce a été pro­
jetée plusieurs lois : la chance propre à chaque face ne change pas
pendant les épreuves; mais, pour quelqu'un qui en connaît le résultat,
)a probabilité de l'arrivée future de croix ou de pile, varie avec les
nombres de fois que ces deux faces se sont déjà présentées.

(2). La mesure de la probabilité d'un événement, est le rapport <ln 
nombre de cas favorables à cet événement, au nombre total de cas favo­
rables ou contraires, et tous également possibles, ou qui ont tous une 
même chance. 

Cette proposition signifie que quand cc rapport est égal pour deux 
événements, nous avons la même raison de croire à l'arrivée de l'un 
et à celle de l'autre, et que quand il est différent, nous avons plus de 
raison de croire à l'arrivée de l'événement pour leque] il est Je plus 
grand. 

Supposons, par exemple, qu'une urne A renferme quatre boules 
blanches et six houles noires , et qu'une autre urne B contienne dix 
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houles blanches et quinze boules noires; les nombres de cas favorables 
à l'arrivée d'une bou]e blanche et celui de tous les cas possibles, seront 
quatre èt dix pour la première urne, dix et vingt-cinq pour la se-

conde; et le rapport du premier nombre au second étant ;, c'est-à­
dire, égal pour les deux urnes, il s'agit d'abord de prouver qu'il y a la 
même probabilité d'extraire une houle blanche de l'une ou de l'ault·e; 
en sorte que si nous avions un intérêt qu.elconque à l'arrivée d'une 
houle blanche, nous n'aurions absolument aucune raison'de mettre la 
main plutôt dans l'urne A que dans l'urne B. 

En effet, on peut concevoir les vingt-cinq houles que contient 
l'urne B, partagées en cinq groupes dont chacun soit composé de deux 
boules blanches et trois noires, et qui seront disposés d'une manière. 
quelconque dans l'intérieur de cette urne. Afin de les distinguer entre 
eux, on peut aussi donner le n• 1 aux houles de l'un des gr0t�pes, le 
n• 2 à celles d'un autre groupe, etc. 

Pour extraire nne boule blanche ou noire, de B, la main devra se por­
ter au hasard sur l'un de ces cinq groupes; mais pu�squ'ils sont tous 
semblables, quant aux nombres de houles des deux couleurs qu'ils 
renferment, il s'ensuit qu'au lieu de choisir au hasard le groupe sur le­
quel la main se portera, on peut le choisir à volonté, et supposer, pour 
fixer les idées, que ce soit le groupe des boules n° 1, sans rien changer 
à la chance d'extraire une houle blanche de l'urne B; or, cela revient 
évidemment à extraire d'abord de B toutes les houles n• 1, et à les 
mettre dans une autre urne C, d'où l'on tirera ensuite ui,.e houle .au 
hasard; la prnhabilité d'amener une boule blanche est donc indépen­
dante du nombre de groupes qui étaient renfermés dans B, et Ja même 
que s'il y en avait un seul au lieu de cinq. En partageant les dix boules 
contenues dans l'urne A, en deux groupes de deux blanches et trois 
noires, on verra aussi que la probabilité d'en extraire une houle blan­
che est la même que si cette urne ne renfermait qu'un seul de ces deux 
groupes. Donc la pl"Obabilité d'extraire une houle blanche soit <le A, 
soit de B, est la même que pour une troisième urne C; qui con.tien­
drait deux boules blanches et trois noires, et, par conséquent, la même 
pour A et pour B; ce qu'il s'agissait d'abord de prouver. 
' Maintenant, je suppose qu'une urne A contienne quatre boules blan.-
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· blanches et trc\Îs noir� et qu'une urne B renferme trois boules blan­

ches et deux noires;-sorte que le rapport du nombre de cas favo-
1·ables à l'arrivée d'une houle blanche, au nombre total des cas égale-
ment possibles; s�it4 pour A et-5

3 pour B .. La sec�nde fraction excédant. 7 . 
la première de 

3
1

5 
, il y aura plus de raison de croire qu'une houle

blanche sortira de B que de A. En effet, en réduisant ces deux frac-
. • . d ,. . JI d . 20 2 I d' ttons au meme cnonunateur; e es eviennent 

35
et 

35
; or, a-

près cc qu'on vient de prouver, la probabilité de l'arrivée d'une boule
blanche sera la même pour A et' pour une umc C qui contiendrait
5'5 houles , dont .20 blanches et 15 noires; elle sera aussi la même
pour-B, et pour une urne D qui renfermerait 55 boules, dont 21 blan­
ches et 14 noires; niais ces urnes C et D contenant l'une et l'autre un
même nombre de houles, et D renfermant plus de houles b1anchcs
que C, il y a évidemment plus de raison de croire que l'on extraira
une houle blanche de D que de C; donc aussi, l'arrivée d'une boule
blanche est plus probable pour B que pour A; ce qui achève de dé­
montrer la proposition énoncée au commencement de ce numéro.

De cette mesure de la probabilité, il semble résulter que cette frac­
tion doit toujours être une quantité commensurable; mais si le nombre
de tous les cas possibles et celui des cas favorables à un événement,
sont infinis, la probabilité ou le rapport du second nombre au pre­
mier, pourra être une quantité · incommensurable. Supposons; par
exemple que s soit l'étendue d'une surface plane, et rr ce1le d'une por­
tion déterminée de ce plan; si l'on projette une pièce circulaire, dont
le centre puisse également retomber sur tous les points de s, il est évi­
dent que la l>r�babilité qu'il retombera sur un point de rr, sera le rap­
port de rr à s, dont les grandeurs peuvent être incommensurables.

(5). Dans les deu·x parties de la démonstration précédente, on a pris
pour exemple des nombres déterminés de houles; mais il est aisé de
voir que le raisonnement est ·général el indépendant de ces nombres
particuliers; On a aussi supposé que l'événement dont on considérait
la probabilité, était l'extraction d'une boule blanche; tirée d'une urne
qui contient dei: boules blanches et des boules noires, de manière que
le nombre de boules blanches représente celui des cas favorables à

5 
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l'événement ;-et le nombre de boules noires, ,��i des.cas contraires.
Pour rendre ]es raisonnements plus faciles à 4llr, on peut," en effet, 
substituer toujours une pareille hypothèse à chaque question d'éven­
tualité re1ative à des choses de toute autre nature. Si donc, E est un 
événement d'une espèce quelconque; que l'on représente par a Je nomhre 
de- cas favorables à son arrivée, par h ce]ui des cas contraires , et 
par p la probabi1ité de E, ]a mesure ou ]a va1eur numérique de cette 
dernière quantité; sera, d'après ce qu'on vient de dém(>ntrer ,. 

a 

p = a+b· 

En même temps , si F est l'événement contraire à E ,  de sorte que, de 
ces deux événements, un seul doive nécessairement arriver, comme 
)'extraction d'une houle hJanche on ceUe d'une houle noire , dans les 
exemples précédents; et si l'on désigne par q la probabilité de F, on 
aura aussi 

puisque les cas contraires à E, dont le nombre est b, sont les cas favo­
rables à F. Il en i·ésulte 

P+·q = i,

c'est-à-dire, que la somme des probabilités de deux événements con­
traires, tels qu'on vient de les définir, est toujours égale à l'unité. 

Lorsque nous n'avons pas plus de raison de croire à l'arrivée de E 
qu'à celle de F, leurs probabilités 5t?nt égales, et l'on a conséquem­
ment p = q = ¾, C'est ce qui a lieu dans Je cas d'une pièce que l'on 
projelle pour la première fois, et dont la constitution physique nous est 
inconnue; -E étant alors l'an-ivée de l'une des deux faces, et F celle de 
la face opposée. Au lieu d'un événement qui doit arriver ou ne p�s 
arriver, E peut -êlre une chose quelconque dont il s'agit de savoir si 
elle est vraie ou fausse : a est alors le nombre de cas où rious Ja 
croyons vraie, et b le nombre de cas où nous la jugeons fausse; p ex­
prime la probabilité de la vérité de E, et q celle de sa fausseté. 

En évaluant dans chaque exemple; soit d'éventualité, soit de doute 
et de critique, les nombres de cas favorables ou contraires à E et F, si 
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l'on a lâ certitude que ces nornbtes soient effectivement a et b, les
fractions p et q setont les chances de E et F; si cette évaluation résulte
seulement des connaissances que nous avons sur ces deux choses, p et q
ne sont que- léutg probàbilités, et pourront différer, comme nous l'a­
vons e:x:pliqué , de leurs chances inconnues : il faudra toujours que
tous ces câs favorables ou conlraites, soient également possibles , soit

en eux-tnêtnes, soit d'après ce que nous en savons. 
(4), La certitude ést considéréé, dans 1a. théorie des chances, comme

un cas pa1·ticulier de la probabilité : c'est le cas où un événement n'a
au cune chance contraire; eJlc est r�ptésentée dans Je calcul par l'unité,
tandis qu'une pro-·té quelconque est exprimée par une fraction
moindre que un, arfaite perplexité de notre esprit entre deux

choses côntrairés, pa1• f, et l'impossibilité par zéro. Cette notion de la
certitude nous suffit; nous n'avons pas bèsoin de la définir ·en elle­
même , et d'une manière absolue; ce qui · sel'ait d'ailleurs impossible;
cm' la certitudé absôluc est au not:nhre de <!es choses que l'on ne définit
pas, et dont on peutseulement donner des exemples. Parmi ]es choses
que l'on appelle certai1ies, il y en a en très petit nombre, qui le sont
rigoureusement, telJes que notl'e propre existence; quelques axiomes,
non-seulement certains, mais évidents; des prôpositions, comme les
théorèmes de la géométrie, par exemple, dont on démontre la vérité,
ou dont on prouve que le contraire est impossible. Le$ choses non.
contraires aux lois générales de la nature, qui nous sont attestées par 
de nombreux témoignages, et celJes qui sont confirmées par une expé­
rience joùt'nalière, n'ont cependant qu'une très forte probabilité, assez
grande .Pour qu'on n'ait pas besoin de la distinguer de la certitude
complète, soit dans Jes usages de la vie, soit même dans Jes sciences
physiques et dans les sciences historiques. 

Le calcul des probabilités :i pour objet de déterminer dans chaqu�
question d'éventualité o u  de doute, le rapport du nombre des <:as fa­
vorables à l'arrivée d'un événement• ou .à la vérité d'une chose, au
nombre de tous les cas possibles; de sorte que nous puissions connai­
tre, d'une manière précise, d'après la grandeur de cette fraction plus
ou moins approchante de l'unité, la raison qtte nous avons de croire
que cette chose soit vraie, ou que cet événement a eu ou :tura fieu ,
et que nous puissions aussi, sans aucune illusion, comparer cette raison

5 .. 
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de croire, dans deux questions de nature toute différente. Il est fondé
sur un petit nombre de règles que nous allons exposer, et qui se démon­trent en toute rigueur, comme on yic'nt d'en voir un exemple,. rela­
tivement à la proposition du n• 2. Ses principes doivent être regardéscomme un supplément nécessaire de la logique, puisqu'il y a un sigrand nombre de questions où l'art de raisonner ne saurait nous con­duire à une entière certitude. Aucune autre partie des mathématiques
n'est susceptible d'applications plus nombreuses et plus immédiate­
ment utiles. On verra, dans le second chapitre de cet ouvrage, qu'elles s'étendent à des questions abstraites et contro,versées de la
philosophie générale, dont elles donnent un.ution claire et in­contestable. 

(5). Si pet p' sont les probabilités de deux événements Eet E', in­
dépendants l'un de l'autre, la probabilité de leur concours ou d'unévénement composé de ces deux-là, aura pour valeur le produit pp'. 

En effet, je suppose que l'événement E soit l'extraction d'une houle
blanche, d'une urne A qui contient un nombre c de boules, savoir,
a boules blanches et c - a houles noires, e.t que E' ·soit l'extraction
d'une_ houle blanche 1 d'une autre urne A' contenant c' houles, dont a.'

blanches. et c'- a' noires. D'après ce qui précède, on aura 

pour les probabilités de E el E'. L'événement composé sera l'arrivée
de deux. boules blanches, l'une extraite de A, l'autre de A'. Or, si l'on
tire au hasard une boule de chacune de ces deux urnes, toutes les
boules de A pourront arriver avec toutes celles de A'; ce qui donnera
un nombre cc' de cas également possibles. Dans .ce nombre total, les
cas favorables à l'événement composé résulteront des combinaisons
de toutes les houles blanches de A avec toutes les boules blanches
de A'; le nombre q.e ces cas favorables sera donc le produit aa'. Parconséquent, la probabilité de l'événement composé aura pour valeur
( n• 2) le. rapport de aa' à cc', on , ce qui est la même chose, le pro-
duit des deux fractions pet p. On v�rra <le même que si p, p', p., etc., sont les probabilités d'uunombre quelconque d'évéoeinents E, E', E'', etc;, indépendants les un�
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des autres, la probabilité de leÛr concours, ou d'un événement composé 
de tous ceux-là, sera le produit pp'p" etc. Cette proposition générale 
peut aussi se déduire du cas partiéulier d'un événement composé de 
deux autres; car, si le produit de p etp', ou pp', est 1a probabilité du 
concours de E et E', celle du con�ours de cet événement composé•et 
de E" sera de même Je produit de pp' et de p'', ou pp'p", celle du 
concours de ce second événem�nt composé ét de E"' sera le produit 
de pp'p" et de p111, ou pp'p''p111, et ainsi de suite. 

Toutes les fractions p, p', p'1, etc., étant moindres que l'unité, du 
moins quand aucun des événements E, E', E"

,. etc., n'est certain ,. il 
s'ensuit que la probabilité de l'événement composé est aussi moindre 
que celle de chacun des événements dorit il.dépend. Elle s'affaiblit de 
plus en plus à mesure que leur nombre augmente; généralement, elle 
tend vers zéro, et s�rait tout-à-fait nulle ou infiniment petite, si ce 
noq:ibre devenait infini : il n'y. a d'exception que quand la série in­
finie des p�obabilités p, p', p'1, etc., se compose de termes qui appro­
chent indéfiniment de l'unité ou de la certitude; leur produit, dans· 
ce cas, a pour valem· une quantité de grandeur finie, moindre que 
l'unité. Si, par exemple, on désigne pa1· a. une quantité positive , 
plus petite que l'unité, 01;1 tout au plus égale à un, et que l'on prenne 

, • ,, 
<t• 

p=ct, p = I - et 1 p ::SI -

4
, <t' 

p"'= r - -, etc., 
9 

poudes valeurs de p, p', p•, etc.; lem· produit, ou la probabilité de 
l'événement composé, _sera égal, d'après une formule connue, à 

.!. siuci.7T, en désignant, à l'ordinaire, par 71 le 1·apport de la circonfé-
:1' 

rence au diamètre. 
(6). Voici un problème relatif à la probabilité d'un événement corn -

posé, dont nous donnerons la solution pour exemple de la règle· pré­
cédente. 

Je suppose que l'on ait à retrancher l'un de l'autre deux �ombres 
pris au hasard; on demande la probabilité que la soustraction totale 
s'effectuera sans qu'on ail besoin d'augmenter le chiffre supérieur dans 
aucune des soustractions partielles. 

Les chiffr.es supérieur et inférieur qui se correspondent pouvant 
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avoir chacun di:x valeurs différentes, depuis zéro jusqu'àg, il s'ensuit 
qu'il y am':l' cérit dtrs distincts et égalêmént possibles darts cfo1que sous­
tra:cfion p�rtiellè. Pout· qu'elle se füssé sans a:ngmentatioù du chiffre 
supérieur, il faudra qaé €elui-ci surpâsse le chiffre inférièul', Ott qu'il 
lui soit égal. 01\ cela nura lieu dâns 55 dés 160 cas passihlés, savoir, 
dal'ls tm seul êà's quand lé chiffre sùpériënr sera zéro , dans démc êâs 
qiland il sera l'unité, . · ••. dat1s dix cas lorsqu'il sera Je d1iff re g; ce 
qui forme une progression arithmétique de 10 tern1es 1 dont la som·me 
est f ro ( t + , o), ou 55. La probabilité relative à chaque soustraction 
partielJe sérn dortc le rappott de· 55 à 100; par cot1séquent , la proba­
bilité que les soustractions partielles s'effectueront toutes à la fois sans 
augctienter le chiffre sùpérieur, aura ( o,55 )1 pour vnleùr, en désignant 
par i leur nombre, ou celui des chiffres supérieurs on inférieurs. 

S'il s'agit; par c:icèmple, de retràncher l'une de l'autre les parties 
décimales des logarithmes pris dàns les tables de Callet , on aura 

i = 7, (o,.55)' = 0,015.2.243 .•. . ; 
c'est-à-dite une probaLilité comprise entre 6� et 6'5• 

On o·btie'ildrait également (o,55)1 pour la probabilité d'ajouter l'un 
à l'autre deux nombrés dei chiffres, s.ans qu'aucune des additions par­
tielles donne une unité à retenir. 

(7). Si E, E', E", etc., sont fo'S arrivées succe·ssives d'un même évé­
nement E, et que leur nombre soit m, le produit pp'p'' etc. se chan­
ge1·a dans la puissance p"' qui exprimera, par C'onséqùent, la probabi­
lité que E arrivera m fois dans un pareil nombre·d'épreuves, pendant 
lesquelles Ja probabilité de cet événement demeurera constante et égale 
â p. De même, E et F étant les deux événements contraires dont les proba­
bilités sont pet q, de sorte qu'on ait p +q= 1 (n° 3); si ceschânces de­
m·éurent constantes pendant titi �ombre m.+ 1i d'épreuves , le produit 
pmc/' sera la probahi1Üé que E arrivera m. fois .et F les 1i atittès fois; 
dans un ordre déterminé; ce qui se déduira de la règle du Ii0 5, èn 
supposant le nombre des �vénériiènts E, E', E;;,, etc., égal à: m.+ n, 
et prenant E pour m d'entre eux et F pour les n aütrés. L'àrdi'e dans 
lequel ëès évéilémétifs E et f devront se succéder �'influe pas. sut 
cette probabilité pm

qn, de l'événement composé : elle est la mêmë 
pour que· E arrive dâns les m premières éprè'aves, et F da.t.1s les n 
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dernières, ou vice versa; ou bien encore, lorsque ces événements 
devront être mêlés, d'une manière déterminée. Mais si l'ordre· que 
doivent suivre E et F n'est pas donné, et qu'on veuii]e seulement que 
dans un nombre m+n d'épreuves, E arrive m fois et F an·ive n fois, 
dans un ordre quelconque, il est évident que la probabi1ité de cet autre 
événement composé surpassera celle qui répond à chaque ordre dé­
terminé; elle sera, en effet, un multiple de p"q

n, dont on donnera plus 
loin l'expression générale.· . 

Lorsque les chances de E et F sont égales, on a p = q = ½; et si l'on 
fait m + n = u, la probabilité de l'arrivée:, dans un ordre déter­
miné, de E un nombre m de fois,· et Fun nombré n de fois, devien-
dra ( ¾ i-; en sorte que non-seulement. elle ne dêpendra pas de l'ordre 
de ces anivées, mais elle sera aussi indépendante de leur proportion , 
et ne dépendra plus que du nombre total µ des épreuves. Ce cas est 
celui d'une urne contenant des nombres égaux de houles blanches et 
de boules noires, dans laquelle on fait µ tirages successifs, en re­
mettant à chaque fois dans l'urne la boule qui en est sortie. La pro­
babilité d'amener µ houles blanches est égale à celle d'amener m 
boules blanches et n houles noires dans un ordre déterminé. Quand 
µ est un nombre cônsidérable, elles sont l'une et l'autre très petites, 
mais non pas moindres l'une que l'autre. Avant que les tiragès aient 
commencé, on n'aurait eu ni plus ni moins de raison pour croire, soit 
à l'arrivée d'une suite de houles de la même couleur, soit à l'arrivée 
d'un pareil nombre de boules, les unes blanches et les autres noires, 
dans un ordre que quelqu'un eftt assigné arbitrairement. Cependant, 
si nous voyons so1·tir successivement de l'urne, par exemple, trente 
boules d'une .même couleur, et que nous soyons bien certains que les 
houles blanches et les houles noires y sont constamment en nombres 
égaux; ou bien si nous voyons arriver tout autre événement qui pré­
sente quelque chose de symétrique, tel que la sortie de trente houles 
alternativement blanches et noires, celle de .quinze houles blanches 
suivies de quinze boules noires, nous sommes portés à croire que ces 
événements réguliers ne sont pas l'effet du hasard, et que la personne 
qui a tiré les ti·ente boules connaissait la couleur de chacune d'elles, et 
les a choisies dans une vue particulière: Dans de pareils cas, l'interven­
tion d'une cause autre que le hasaa·d a effectivement une prohabllit� 
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très approchante de la certitude, ainsi qu'(m le verra par la -�uite. 
(8). La puissance q� est la probabilité que l'événement F arrivera n

fois de suite, sans interruption; en la retranchant de l'unité, on aura 
donc la probabilité de l'événement contraire, c'est-à-dire, la probabi­
lité que dans ,z épreuves consécutives, l'événement E arrivera au 
moins une fois; par conséquent, si l'on ,désigne par r la probabilité de 
cet événement composé, et qu'on mette 1-p au lieu de q, il en résultera 

En égalant 1à ¼ cette valeur de r, on déterminera le nombre d' épreu- · 
ves nécessaire pour qu'il y ait la même raison de croire que E arrivera 
ou qu'il n'arrivera pas, ou autrement dit, pour qµ'il y ait un contre un 
à parier que E arrivera au moins une fois. On aura alors 

log2 
n=-

log ( 1 -p)( I -p)•=¾, 

Si E est, par exemple, l'arrivée d'un six, ou celle d'une autre face dé­
terminée, quand on projette un dé .à six faces, on aura 

p=h n = 5,8018 •.•• ; 

en sorte qu'il y aura de l'avantage à parier que si� arrivera au moins 
une fois en quatre coups, et du désavantage à parier qu'il arriverait 
en trois coups. Si l'on projette deux dés à la fois, et que E soit l'ar­
rivée du double-six, on aura 

p= 3�' n = .24,6i4. • • ,; 

. ce qui montre que l'avantage sera pour le joueur qui pariera d'amener 
un doubk-six en vingt-cinq coups, et le désavantage pour celui qui 
parierait de l'amener en vingt-quatre coups. 

L'expression générale _der nous fait voir que quelque faib!e que soit 
la chance p d'un événe�ent E, pourvu qu'elle ne soit pas tout-à-fait 
nulle , on peut toujours prendre le nombre n des épreuves, assez 
grand pour que la probabilité que E arrivera an moins une fois, ap­
proche aussi près qu'on voudra de la certitude; car quelque peu dif­
férente de l'unité que soit la fraction 1 - p, on peut toujours prendre 
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l'exposant n assez grand pour que la puissance ( 1-p )■ tombe au­
dessous d'une fraction donnée. C'est en cela que consiste la différence 
essentieBe entre une chose absolument impossible et un événement E 
dont la chance p est extrêmement petite : la chose impossible , n'arri­
vera jamais, et l'événement aussi peu probable qu'on voudra, arri­
vera toujours, très probablement, dans une série d'épreuves assez long­
temps prolongée. 

Par la formule du hinome, on a 
. 

) 
n.n-1 n.n-1 .n-2 

3 (1-p •= x+np + --p•+ . 3 p +etc.;
1,2 1 2, , 

sin est un très grand nombre , el qu'on remplace n- 1, n-2, etc., 
par 11, on aura , à très peu près, 

. 

n•p
� n3pl (1 -p)•= 1 +np+ -+ 3 + etc.;

I ,2 I ,2, 

série qui est le développement de e-•P, en désignant par e la hase des 
logarithmes népériens; il en résultera donc 

r= 1 -e-•P, 

pour la valeur approchée de r. Dans le cas de p = �, cette valeur sera 
le rapport de e- 1 à e. Par conséquent , si la chance d'un événement
E est l'unité divisée par un très grand nombre n, il suffira d'un pareil
nombre n d'épreuves pour qu'il y ait une probabilité e

e 

1 
, ou à peu 

près égale à ;, que E arrivera au moins une fois. 

(g). Lorsque deux: événements E et E1 , ne sont point indépendants, 
c'est-à-dire, lorsque l'arrivc:e de l'un influe sur la chance de l'autre, la 
prohabi1ité de l'événement composé de E et E, est égale à un pro­
duit pp, dans.lequel p représente la probabilité de l'événement E qui 
doit arriver le premier, et p, exprime la p1·obabilité que ·E étant d'a­
bord arrivé, E, arrivera ensuite. 

Ainsi, a et b désignant les nombres de houles blanches et de houles 
noires contenues dans une urne A, etc leur somme a+ b; si E est l'ar­
rivée d'une houle blanche à une première épreuve , et E, celJe d'une 
boule blanche à un second tirage, sans qu'on ait remis la boule sortie 

6 
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au premier, on aura d'abord 
a P--· -c'

mais au second tirage, le nombre total des boules sera réduit à c - I, 

et celui des boules blanches à a -1, on aura donc 

a-1 
p' = ;;--.:::::--; ' 

pom la probahilrté de la sortie d'une nouvelle boule blanche; et: pal' 
conséquent, 

a.a-1
pp,

= 
c.c-1' 

pou1· celle de l'extraction de deux· houles blanches. 
Par la mème règle, on trouvera 

ab 
pp, = �1 ' 

pour la prnhabilité <le l'extraction <l'une boule blanche cl <l'une houle 
noire, dans un ordre déterminé, et sans remettre dans l'urne la houle 
sortie au premier tirage. 

Généralement, si l'on fait m + n tirages successifs sans remettre 
dans A les houles sorties, et que l'on désigne par tiif' la probabilité d'a­
mener, dans un ordre déterminé , m boules blanches et n boules 
noires, on aura 

a.a- r .n-? .. . . . a-m + 1.b.b- 1.b-2 .... b -11+ 1 
(u]'= 

C. C- 1 , C - 2 , • • •  C- 712 - Il + 1 
' 

quel que soit cet ordre déterminé. En effet, si dans les m' +n' premiers 
tirages, il est sorti m' houles blanches et n' boules noires, le nombre 
c -·m1 

- n' des boules restantes, se composera <le a-�n' hlanclies et 
b- n' noires; les probabilités d'amener, soit une houle blanche, soit
une hernie noire, dans un nouveau tirnge, seront donc

a - ni'

c-nz' -n''

b-11' 
' , ' c-ni - n 

or, en prenant successivement dans ces deux frnctions, tous les nombres 
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depuis zéro jusqu'à m- 1 pour m', et depuis zéro jusqu'à n- 1 

pour n', le produit des m+ n quantités qu'on obtiendra de cette ma­
nière, devra évidemment former la valeur de <ür; ce qui coïncidera 
avec la formule que l'on vient d'écrire. 

Si l'on 1·emettait à chaque fois dans A la houle blanche ou noire 
qui en est sortie, les chances d'une houle blanche et d'une boule 

. d . . 1 , a b d 11oll'e emeurera1ent constantes et ega es a - et - , pen ant toutes les 
C C 

épreuves, et la probabilité d'amener m boules blanches et nhoules noires, 

d d, . , . J d , d (a)m (b)" ambn 

dans uu or re etermrne, serait e pro m t e ë et c , ou c"' + n. 

C'est à quoi se réduit effoctivcment l'expression de rar, quand les nom­
bres a etb sont extrêmement grands, et peuvent être considérés comme 

, infinis, par rapport à m cl n, ce qui rend invariables les chances d'une 
boule blanche et d'une houle noire, pendant toute la durée des épreuves. 

En faisant n = o dans la valeur de rar, il en résulte 

a.n-1.a-2, . .  a- m+,
@= c.c-, c-2 ... c-m+1

pour la probabilité de l'extraction de m boules blanches sans inter­
ruption. Au lieu d'une urne A, si l'on avait, par exemple un jeu com­
posé de seize cartes roug�s et autant de cartes noires, et si l'on deman­
dait la probabilité d'en tirer les seize cartes rouges en seize tirages, on 
ferait 

a=16, 

et il eu résulterait 

ou bien, en réduisant 

1.2.3 ••.•• ,5. 16 
(@'= 

8 3 ' 17.1 •'9··· 1.32 

1 
rar-�---· 

- 60 1080390 

quantité, comme on voit, un peu au-dessous d'un six-cent millio­
nième. Il faudrait , en conséquence , essayer un peu plus de six-cent 

millions de fois pour qu'il y eût une probabilité égale à i , ou à peu

6 .. 
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près deux à parier contre un, que les seize cartes rouges sortiraient au 
moins une fois sans interruption. 

(w). Si un événement E peut avoir lieu ùe plusieurs manières dis­
tinctes et indépendantes entre elles; que d'une première manière , la 
pl'ohabilité de son arrivée soit p,; que d'une seconde manière, elle 
soit p.; etc., la probabilité complète sera la somme de toutes ces pro­
habilités partielles, de sorte qu'en la désignant par p, on aura 

p=p, +p.+p3 +etc. 

Supposons, pour fixer les idées , que l'on ait un nombre donné i 
d'urnes A, contenant des boules blanches et des boules noires, et que 
le nombre total de houles et le nombre de boules blanches soient c,

et a, dans une première urne, c. et a. dans une seconde, etc. Suppo­
sons aussi que E soit l'extraction d'une boule blanche, en mettant la 
main au hasa1·d dans l'une de ces urnes. Cet événement pourra alors 
arriver de i manières différentes, puisque i est le nombre d'umes d'où 
la houle blanche pourra sorti1•. La probabilité que la main se pQrtera 
sur l'une de ces urnes sera la même pour toutes et é?ale à 7; la chance

d'extraire une boule blanche sera !:', �, �, etc., selon l'urne sur la-
c, C0 C3 

quelle la main se portera effectivement; d'après la règle du n• 5, les pro­
babilités p,, p., p3, etc., des diverses manière·s dont E pourra arriver, 
seront donc 

1 a, 1 a, I a3 
P• = -: - , p

,. 
= .,. - , p3 = -=- -, etc.; 

l c1 l C, l C3 

ei il s'agira de prouver que la probabilité complète p de l'extraction 
d'une boule blanche, de l'une ou de l'autre de toutes les urnes A, aura 
pour valeur 

1 c a,+ a·+ a3 + )p=..,. - - - etc .•
l C1 C2 

C3 

La démonstration de cette règle est fondée sur un lemme qui sera 
également utile dans d'autres occasions. 

Concevons un nombre quelconque i d'urnes C ,  contenant des houles 
blanches et des boules noÏL'es en proportions diverses , mais dont le 
nombre total soit le même et représenté par µ, pour chacune de ces 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 

urnes; la probabilité d'extrnire de. Jeur ensen�ble une boule blanche 
ne changera pas sil'on réunit les iµ. houles qu'elles contiennent dans 
une seule urne B. En effet, elles y formeront des ·groupes disposés d'une 
ml!-niè1·e quelconque, dont chacun contiendra les houles provenant 
d'une même urne C, et qui seront tous composés d'un même nombreµ, 
de houles, ce qui suffit pour que la chance d'y porter Ja main soit 

_ la même pour tous ces groupes, et égale à 7, comme quand chaque 
groupe était renfermé ·dans. une urne C. La chance de ti1·er une boule 
blanche du groupe où la main se portera n'aura pas non plus changé; 
par conséquent, la probabilité d'extraire une houle blanche sera la 
même pour l'urne B et pour le système des urnes C. Cette conclusion 
n'aurait plus lieu, si les nombres de boules que les urnes C renferment 
étaient inégaux; quels qu'ils soient, la chance que la main se portera 
sur l'une des urnes sera la même, et égale à 7; mais quand toutes les 
houles auront été réunies dans l'urne D, les groupes qu'elles y forme­
ront contenant des nombres inégaux de houles� la chance que la 
main s'y portera ne sera pas égale pour tous ces groupes : e1le est 
évidemment plus g1·ande pour ceux qui seront formés d'un plus grand 
nombre de houles. 

C 1 ' 'd • t t l fi ! 0 a, a, 03 e a pose, re u1sons ou es es . rac ions -:- , - , -, etc., a un même 
C1 C2 C3 

dénominateur, que nous désignerons par µ. Soient alors._; a .. , 
a3 , etc., leurs numérateurs, de sorte qu'on ait ,'.' 

La chance d'extraire une houle bJanche de chacune des urnes A, et 
par conséquent de l'ensemble de ces urnes, ne changera pas si l'on 
remplace chacun des nombres c., Ca, c3 , etc., de boules blanches ou 
noires, par le même nombre µ,, et les nombres a., a., a3 , etc., de 
boules blanches, par a., a., a3, etc. La probabilité de l'extraction 
d'une houle blanche ne changera pas non plus, si l'on réunit ensuite 
toutes ces houles dans une même urne C. Or, cette urne contenant 
alors un nombre total_ i� de houles , parmi lesquelles il y aura un 
nombre a.+ a.+ a3 +etc., de houles blanches, cette probabilité sera 
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Je rapport du second nomhrc au premier, ou, ce qui est la même 
chose, 

� c� + � + � + etc.) ' 
l f,  (-< (-< . ' 

quantité qui coïncide, en vertu des équations précédentes, avec la 
valeur de p qu'il s'agissait de démontrer. 

( 1 1 ). Pour appliquer cette règle à des exemples, supposons ll'a·· 
bord qu'il soit à la connaissance d'une personne qu'une houle a été 
extraite, ou d'une urne A contenant cinq houles Manches et une houle 
noire, ou d'une urne B renfe1·mant trois houles h1anches et quatre 
houles noires, et qu'elle n'ait aucune raison de croire que cette boule 
soit sortie plutôt de l'une que de l'autre des deux urnes. Pour cette 
personne , _ la probabilité ,z;,- que la houle extraite est une houle 
hlanche sera 

, 5 , 3 53 
,w = 2. 6 + 2. 7 = 84;

car pout· elle, cet événement a pu arrive1· de deux manières différentes, 
et les probahilités p, et p. qui s'y rapportent sont 

J 5 
p, = ;: . 6, 

J 3 

Pa
= 

- . -.2 7 

l>our \!;He autre personne, qui sait que la boule extraite est. sortie de 
B, la ;if,babilité p qu'elle est noire a pour valeur 

4 '18 
p

=

? = 84' 

L fi . 53 48 I l . ' d . es ract10ns 84 et 81 
.surpassant 2, a prenuere personne oit pense1·

que la boule extraite est blanche , et la seconde qu'elle est noire. 
Entre ces deux opinions contraires, c'est la dernière que nous devons 
adopter, parce que la seconde personne est plus instruite que là pre­
mière en cc qui concerne l'événement dont il s'agit; et cependant 

la probabilité �:, sur laquelle cette seconde personne appuie son opi-

mon, est moindre que la p;obabilité �:, sur laquelle l'autre personne 

appuyait la sienne. C'est un exemple fort simple, et qu'on pourra 
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aisérncnt multiplier, de ce qui a été dit précédemment ( n° 1), sur 
les jugements contraires portés dans une même question par <les 
personnes différemment instruites. 

Supposons encore que nous sachions qu'une urne A re�ferme un 
nombre donné n de boules blanches et de houles noires, dans une propor­
tion qui nous est absolument inconnue. Nous pourrons faire sur cette
proportion, n + 1 hypothèses difféœntes et également possibles, qui
seront autant de manières distinctes dont l'extraction d'une houle 
blanche pourra avoir lieu. Ces hypothèses seront n boules blanches, 
n - 1 boules blauches et une noire, n - 2 boules blanches et deux 
noires, ...• n boules noires; toutes ces suppositions étant également 

Possibles, la probabilité de chacune d'elles sera -1
-; par conséquent, n+1 

les probabilités partielles de l'extraction d'une boule blanche, dans ces 
diverses hypothèses, auront pour valeurs 

1 Tl 

P, = n+"ï ·;, 
1 n-1 

P� = n + 1 · --;;- ' 
1 11-7. 

p9=--.-- etc. 11+1 Il ' 

et la probabilité complète fi7J' de cet événement sera 

l'üJ' = -'-(� + �� + � +... �)-11+ 1 Il Il Il + Tl ' 

quantité qui se réduit à ¼, comme cela devait être, puisque nous 
n'avons aucune raison de croire à l'arrivée d'une boule blanche plutot 
c1u'i1 celle d'une boule noire. 

l\fais si nous savons que dans l'ume A, le nombre des houles 
hlanches est certainement plus grand que celui des boules noires, 

. la valem· <le l'üJ' surpassera¾; et pour la déterminer, il faudra distinguer 
les <leux cas de n impair et de n pair. Si l'on désigne par i un nom­
bre entie1· quelconque et qu'.on ait n 

= 
2i + 1, on ne pourra foire

que i + 1 hypothèses différentes et également possibles, savoir, 2i+r 
boules blanches, 2i houles blanches et une noire, •.• i + 1 boules
blanches et i boules noires; et dans ce premier cas, la yaleur complète 
de l'üJ' sera 

1 (Û + 1 Û 2i - I i + 1 ) 
tr;r=1+1 u+1 + 2z+1 + u+1 + ••· +2i+1 ' 
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quantité qui se réduit à 

E1le est l'unité, comme cela doii être, pour i = o; elle s'approche in­
définiment de¾, en diminuant toujours, à mesure que i augmente 
de plus en plus. Dans le cas den= 2i + 2, on peut aussi faire i + 1 
hypothèses également possibles : on peut supposer que A renferme 
2i + 2 houles blanches, 2i + 1 boules blanches et une boule noire, 
.•• i + 2 houles blanches et i boules noires. Il en résulte 

_ T (2i + 2 2Î + I 2Î i + 2 ) 
ff1J' - Î + 1 2i+2 + 2i+2 + 2i+--; +. • .+ 2i + 2 ' 

ou, ce qui est la même chose, 
l 3i + 4 

,r,;r=�·2Ï+2'

pour la valeur complète de rr.;,. Comme la précédente, elle est rr.;, = 1 

et rr;;- = i, pour les valeurs extrêmes i = o et i = co. Pour tout autre 

nombre entier i, elle excède la précédente d'une fraction 
4 (

. i 
( . ,

. z+1) 2z+1) 
dont le maximum est :

4 
et répond à i = 1. • 

Une urne A contenant un nombre total c de boules, dont a boules 
blanches, concevons que ces houles soient partagées dans sori intérieur, 
en groupes tels quel le premier renferme c1 boules dont a1 b1anches, 
le deuxième c. houles dont a. blanches, etc., de sorte que l'on ait 

c 1 + c. + c3 + etc. = c, 
a, + a. + a3 + etc. = a. 

Soit p la probabilité d'extraire une boule blanche de cette urne; elle 
devra être égale à � ; ce qui fournira simplement une vérification de 
la règle du numéro précédent. Uue houle blanche pourra sortir du pre ... 
mier groupe; et pour cela, la chance sera le produit de la prohahi-
)it� � que 1a main se portera sur ce groupe, et de la chance� qu'elle 
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en extraira une houle blanche. Il en sera de même à l'égard de tous 
les autres gro_upes; d'où l'on conclura 

_ c, a, + Ca a. + c3 a3 + t P - - • - - • ,..,. - • - e c.,
• C C

1 
C C0 C C3 

pour la valeur complète de p; laquelle se réduit effectivement à�' 
en vertu de la seconde des deux équations précédentes. Mais si l'on 
place tous ces gl'Oupes dans des urnes différentes A, , AA, As, etc . ., la 
chance d'en extraire ensuite une boule blanche, ne sera plus �, si ce 

C 

n'est dans le cas où tous les nombres c11 cA, c3 , etc., seront égaux : 
généralement, elle dépendra de la manière dont les boules blanches 
et noires de A se trouveront distribuées entre A,, A., A,, etc.; et nous 
ne pourrons la calculer que quand cette distribution nous sera connue. 
Cependant, pour quelqu'un qui ne la connait pas, la raison de croire 
à l'arrivée d'une boule blanche, en tirant au hasard dans l'ensemble 
des urnes A,, A41 As, etc., est évidemment la même que celle de 
croire à la sortie d'une pareille houle, extraite de A; par conséquent, 
la probabilité de cette sortie, distincte de sa chance propre, sera, pour 
cette personne, égale à�. Je suppose, par exemple, que A renferme 
deux houles blanches et une houle noire, et que l'on ait mis deux 
b.oules dans A, et la troisième dans A •. Pour cette personne, il y aura
trois distributions également possibles des trois houles de A entre A,
et A., savoir : les deux blanches dans A,, et la houle noire dans A.;
une houle blanche et la noire dans A,, et l'autre houle blanche dans A.;
cette seconde houle blanche et la boule noire dans A, , et la première
houle blanche dans A •. Dans ces trois cas, les probabilités d'extraire
une houle hlanche de l'une ou l'autre des urnes A, et A., seront

¾(1+0), ¾(¼+1), ¾(¾+1); 

en prenant leur somme et la divisant par trois, on aura donc î pour 
la probabilité complète de cette extraction, comme pour celle d'une 
boule blanche, de l'urne A. 

Considérons enfin un système d'urnes D,, D., D3 , etc., dont la pre­
mière renferme un nombre.c, de houles parmi lesq:uelles a, boules hlan-

7 
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ches, la deuxième un nombre cA 
de houles dont a. houles blanches, etc.; 

et 6upposons que par une raison quelconque, il n'y ait pas la même 
chance pour toutes ces umes, que la main s'y portera pour en ex­
traire une JJOule blanche ou noire. Désignons alors pai; k, la proha­
hili té qu'elle se portera sm· l'urne D., par k. la probabilité qu'elle se 
parfera sur l'urne D

A
, etc .. Pat· la règle du 11° 5, la probabilité d'ex-

traire une })Oule J1lnnche de la première urne sera k, �, de la sc--
c, 

conde Ir.�, etc.; ces produits exprimeront donc les prohahilités par-
c. 

·tiellcs p,, p., p31 etc., i·elatives aux diverses manières dont l'extraction
<l'une boule blanche pourra avoir lieu; pa1; conséquent, la prohahilité
complète '7iJ' de cet événement aura pour valeur

k,a, 
+ 

k,a, 
+ 

k3a3 
+ tW = -- -- -- etc. 

C1 C2 
C3 

La considération d'un systèmed'u.rncsA,,A.,A3, etc., pour lesquelles les 
probabilitésk,, k., k3 , etc., sont égales entre elles, a suffi à la démonstra­
tion de 1a règle du numéro précédent dans toute sa généralité; et cette 
règle étant ainsi démontrée, son application à d'autres urnes D,, DA, 
D3 , etc., pour lesquelles les chances k,, Ir., k3 , etc., ont des valeurs 
<Jnelconques, conduit ensuite, comme on voit, à l'expression de 'uJ' 

qui se r.lpporte à ce cas général. 
( i3). Maintenant, soient E et }' deux événements contraires, on 

qui s'excluent mutuellement, et dont l'un des deux doit toujours ar­
river. Désignons par p et q leurs prohabilités respectives, de sorte 
qu'on ait (n° 5) 

p + 'q = I. 

Supposons que chacun de ces événements puisse avoir lieu de diverses 
manières, dont nous représenterons les probabilités par p,, p., p3, etc., 
relativement à E, et par q,, q., q3, etc., par rapport à F. En appli­
q11ant successivement la règle précédente à E et à F, nous aurons 

p = p, +p .. + p3 + etc., 
q = q, + q., + qa + etc., 

et, par conséquent, 
p, + p. + p3 + etc. + q, + q. + q3 + etc. 1. 
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Dans une question quelconque d'éventualité, ]es termes du pl'emier 
membre de cette équation sont les p1·obabilités des diverses combi­
naisons· favorables ou contraires à l'arrivée de E; cette équation ex­
prime donc que leur somme doit toujours être égale à J'unité ou �t la,. 
certitude; ce qui doit être, en effet, si l'on a épuisé toutes les combi­
naisons possibles. 

E n  vertu de cette même équation, l'expression de p peut être mise 
sous la fo1·me 

lp, + lp, + lp3 + etc. 
p = lp, + lp, + lp3 +etc.+ lq, + lq, ,+ lq3 + elc.; 

L étant une c1uantité que l'on prendra à volonté. Les termes de cette 
fraction seront proportionnels aux chances p, , Ps, etc. , q., qs , etc., 
des cas favorables ou contraires à l'arrivée de E. Or, si l'on sup­
pose que parmi les termes · du numérateur, il y en ait un nom­
bre a' qui soient égaux entre eux et représentés par r:1.,

1
, un nom­

hre a" égaux entre eux et exprimés pa1· t1,
11

, etc.; si l'on suppose 
de même que parmi les termes du dénominateur,  il y ait un nombre 
c' de termes égaux dont la valeur commune soit ,-', un nombre c''

d'autres termes égaux dont •)"' soit la valeur commune, etc., l'ex­
pression de p deviendra 

u.'a' + a"a" + a."'d" + etc.

p = ,y'c' + "/'c" + "l'c'u +etc.• 

Donc, lorsque tous les cas favorables ou contraires à un événement E, 
n'auront pas une même chance, on obtiencfra la probabilité de E, en 
multipliant les nombres de cas également probables, par cles quantités 
proportionnelles à Jeurs probabilités respectives, et divisant ensuite la 
somme de ces produits relatifs à tous les cas favorables, par la somme de 
ces mêmes produits relatifs à tous les cas possibles. Cette règle est plus 
générale , et souvent plus commode à appliquer, que celle du n° 2, eu 
èc qu'elle n'exige pas que l'on ait réduit à une égalité de chance, tous 
les cas favorables ou contraires, d'où dépend, dans chaque question, 
l'arrivée d'un événement dont on veut connaître la probabilité. 

( 14). Les règles des n°• 5 et 1 o suffisent pour obtenir les formules 
relatives à la répétition, clans une série d'épreuves, d'un événement 
dont les chances sont connues, soit qu'elles demeurent constantes, 
soit qu'elles varient pendant les épreuves. 

7·· 
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Appelons toujours E et F les événements contraires, d'une nature 

quelconque, dont l'un des deux aura lieu à chaque épreuve. Suppo­
sons, en premier lieu, que leurs probabilités soient constantes et don­
nées; et représentons, dans chaque épreuve, par p la chance de E et 
par q celle de F. Désignons aussi par µ. le nombre total des épreuves, 
par m le nombre de fois que E arrivera, par n le nombre de fois 
que F aura lieu. Nous aurons 

p + q = 1 , m + n = (.t• 

La probabilité que ces m et n arrivées de E et F auront lieu dans un 
ordre déterminé, est indépendante de cet ordre particulier, et égale 
à pm

q
n (n° 7); par conséquent, si l'on appelle Il la probabilité qu'elles

auront lieu dans un ordre quelconque, et K le nombre de manières 
différentes, dont m événements E et n événements F peuvent se suc­
céder dans un nombre µ. d'épreuves, on aura, d'après la règle 
du n° 10, 

Pour déterminer K, je suppose d'abord que les µ. événements qui 
doivent avoir lieu soient tous différents, et je les désigne par les 
1 ettres A , B, C, D , etc. Ce nombre K sera alors celui des permuta­
tions que l'on peut faire subir à µ lettres disposées comme les fac­
teur s d'un produit; or, il aura pour valeur 

1.2.5 ... µ. - 1.,-i; 

car si on le représente par K' pourµ. - 1 lettres, et qu'on ajoute en­
suite une lettre de plus, celle-ci pouvant occuper µ, places distinctes 
dans chacune des permutations de µ - 1 lettres, il en résultera µ.K' 
pour le nombre de permutations de µ.lettres; et comme ce nombr� 
est l'unité quand µ. = 1 , il s'ensuit qu'il sera successivement 1. 2, 

1 • 2. 5, 1 . 2. 5. 4, etc. , pour µ. = 2, = 5 , = 4, etc. Maintenant, 
si un nombre m des lett1·es A, B, C, D, etc, représentent un même 
événement E, celles de leurs permutations qui ne diffèrent que par 
les places de E seront aussi les mêmes; ce qui réduira le nombre <les 
permutations distinctes, au produit précédent, divisé par le nombre 
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de permutations dont ces m lettres E sont susceptibles, et qui est 

l. 2. 5,, • 1n,

Si les /L - m ou n autres lettres représentent aussi un n1ên1e événe­

ment F ,  il faudra également diviser ce produit par le nombre de per­
mutations de ces n lettres F, ou par 

1. 2. 5 .•• n.

Par conséquent j "le nombre de permutations distinctes que l'on peut 
faire avec m événements E et n événements F, c'est-à-dire la va1eur 
de K qu'il s'agissait d'obtenir, sera 

K-
1.2.3 ... ,u 

- 1.2.3 ... m. r .2.3 .• . n' 

A cause deµ = m + n, cette quantité K est symétrique par rapport à 
met à n; mais on peut aussi l'écrire sous ces deux autres formes : 

K-
" ,u- 1.,u-2 .. . _u-m+ 1 

- 1.2.3 .•. 1n ' 

K _µ._u-1,f'-2 .. ,f'-� 

- 1.2.3 ... n ' 

qui montrent que la probabilité n, ou le produit Kprnq"', est le terme 
du rang m + 1 dans le développement de (p + qY, ordonné sui_:, 
van t les puissances croissantes de p, ou le terme du rang n + 1 dans 
ce développement ordonné suivant les puissances croissantes de q. 

On conclut de là que dans le cas que nous examinons, où les chances 
pet q des deux événements contraires E et F sont constantes, celles 
de tous les événements composés qui peuvent arriver dans un nombreµ 
d'épreuves ont pour expressions, les différents termes de la formule 
du binome p + q élevé à la puissanceµ,. 

Le nombre de ces événements est (A, + 1. Ils sont inégalement 
probables, soit à cause de la multiplicité des combinaisons qui peut 
les amener et qui est exprimée, pour chacun d'eux, par le nombre K, 
soit à raison de l'inégalité des chances p et q. Dans le cas de p = q

,. 

l'événement le plus probable est celui qui répond à m = n, lorsqueµ. 
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est un uombl'C pai1·, et l'un des denx qui réponclenl à m·- n = ±:r, 
;1uand µ, est un nombre impair. 

(15). Soit P la probabilité que E arrivera au moins m fois dans le 
nombre µ, d'épreuvés. Cet événement composé paurra avoir lieu de 
m + 1 manières <liflërentes, st\voir, lorsque E a1·1·ivera les nombres 
de fois µ, µ, - 1, µ, - 2, • •• et enfin µ - n ou m; les• probabilités 
relatives à ces m + 1 manières se déduiront <le l'expression précé­
dente den, en mettant successivement µ, et zéro, u. - 1 et 1, µ, - 2, 

et 2, ••• jusqu'à met n, au lieu de ces deux derniers nombres; d'après 
la 1·ègle du n° 1 o, la valem· complète <le P sera clone la somme de 
ces n + 1 probabilités partielles; et, par conséquent, on aura 

+f<•f'-l,fl,-2,,,f'-n+, rnn,'· • • -
r.2.3 ... n P q '

<le sorte que P sem la somme des n + 1 premiers termes du déve­
loppement de (p + q)IA, ordonné suivant les puissances croissante$ 
de rz.

Pom· m = o,  ou n = ,u, on aura 

p = ( p + q)P- = l ; 

ce qui doit être, en effet, puisqu'alors l'événement composé com­
prenant toute:, les combinaisons de E et F qui peuvent arriver, sa pro­
babilité P doit être la certitude. Pom· m = 1 , cet événement est le 
contraire de l'arrivée de F à tontes les épreuves; et, effectivement, 
la valeur de Pest, dans ce cas, le développement entier de (p + q)P-, 
moins son dernier terme qP-; ce qui s'accorde avec la valeur de ,. 
du n° 8. 

Si µ, est un nombl'e impai1· 2i + 1, et si l'on demande la probabilité 
que E arrivera plus souvent que F, on la déduira de l'expression gé­
nérale de P, en y faisant m = i + 1 et n = i. Siµ, est un nombre 
pair 2i, on obtiendra la probabilité que E arrivera au moins autant 
de fois que F, en faisant m = n = i, dans cette même expression. 

(16). On déduit aussi de cette formule la solution du premier pro-
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hlème de probabilité que ]'on ait résolu, que nous avons indiqué au 
commencement· de cet ouvrage, et qui est connu sous le nom de 
pro6lème des partil'. Deux joueurs A et B jouent ensemble à un jeu 
quelconque, où l'un des deux doit gagner un point à chaque coup; 
p est la probabilité de A, q celle de Il, pour gagner ce point; il reste 
à A un nombre a et à Dun nomh1·e Ü de points à prendre pour gagnel' 
]a partie. On demande la probabilité a, que ce sera A qui gagnera, ou 
la probabilité b que ce sera B. L'un de ces deux événements contraires 
devant nécessairement arriver, la somme a + b sera l'unité, et l'on 
aul'a seulement a, à déterminer. 

Observons d'abord: que la partie sera terminée en un uomhre de 
coups quine saurait excéder a+ b-1; car dans ce nombre de coups, 
il arrivera nécessairement que A aura gagné au moins un nombre a 
de points, ou que B en aura gagné au moins un nombre b. De plus, 
sans rien changer à leurs chances respectives de gagner ]a partie, les 
deux joueurs peuvent convenir rlc jouer ce nomhrc a + b - 1 de 
coups; car dans cette série de coups, un seul joueur ponrra prendre 
Je nombre de points dont il a hcsoin: scion que A aura pris a points 
avant que Ben ait pris b, ou que Il en aura pris un nombre b ava11l 
que A en ait pris a, ce sera A ou 13 qui aura gagné la partie, quelque 
chose qui arrive ensuite. Pour déterminer Jcs chances et et b, nous 
pouvons donc supposer qu'il-sera toujours joué le nomhre a+ b- r 
de coups. Alors a sera la probabilité que sur ce nombre d'épreuves, 
un événement E dont la chance est p· à �haque épreuve, arrivera au 
moins un nomlwe de fois.a; par conséquent, sa valeur se déduira de 
l'expression précédente de P, en y faisant 

µ, = a + b - 1, m = a, n _ b - 1. 

Si l'on a , par exemple, 

on trouvera 

2 1 
1 l p = 3' q =. 3' a = li' , = z'

112 
et.= 

243' 
p 131 
b = ---y-3;2-1 

et b surpassant et, il s'ensuit· qu'un.joueur A dont-l'habileté est double 
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de celle de B, ou qui a une chance double de gagner chaque point, 
ne peut néanmoins parier, sans désavantage, de gagner quatre points 
avant que B en ait pris deux. 

Si les deux joueurs conviennent de se retirer sans achever la 
pa1·tie, on verra plus loin que ce qui reviendra à A sera l'enjeu multi­
plié par la chance· et de gagner, et à B le produit de l'enjeu et de la 
chance �, c'est-à-dire qu'ils devront partager l'enjeu proportionnel­
lement aux fractions et et ,. 

( 17). Au lieu de deux événements E et F, supposons qu'il y en a un 
plus grand nombre, trois, par exemple, que nous désignerons par E, 
F, G, et dont un seul devra arriver à chaque épreuve. Soient p, q, r,

leurs probabilités constantes, et µ. le nombre des épreuves. Par une 
extension facile de la méthode du n° 14, on trouvera 

1.2.3 ... m.1.2.3 ... n.1.2,3 .. ,o' 

pour la probabilité que le premier des'. événements E, F, G, arrivera 
m fois, le second n fois , le troisième o fois. On aura, en même 
temps, 

p + q + r = 1, m + n + o = µ.;

et la probabilité dont il s'agît sera le terme général du développement 
du trinome p + q + r élevé à la puissance µ.. 

Ce cas est celui d'une urne qui renfermerait des boules de trois 
couleurs différentes, dans les proportions marquées par les fractions p, 
q, r, et où les évènements E, F, G, seraient les extractions de ces trois 
sortes de boules, en remettant à chaque fois dans l'urne la houle 
qui en est sortie. 

En prenant dans le développement de ( p + q+ r)"', la somme des 
termes qui renferment une puissance de p, égale ou supérieure à m,

on aura la probabilité que E arrivera au moins un nombre m de fois 
dans un nombre µ. d'épreuves. Quel que soit le nombre des événe­
ments E, F, G, etc. , parmi lesquels un seul afl'ivera à chaque épreuve, 
on peut aussi déduire immédiatement cette probabilité, de l'expression 
précédente de P. En effet, représentot1s toujours par p, q, r, etc., 
les chances constantes de E, F, G, etc.; à chaque épreuve, l'arrivée 
.t,\e l'un ou l'autre des événements E,  F, G, etc., peut être cQnsidérée 
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comme un événement composé, que j'appellerai F'; en désignant 
par q' sa probabilité, ou aura 

q' = q + r + etc., p + q' = 1; 

E et F' seront alors deux. événements contraires, dont un seul aura 
lieu à chaque épreuve; par conséquent, la probabilité que E arrivera 
au moins ,n fois, dans une série de µ, épreuves, s'obtiendra en met­
tant q' au lieu de q dans l'expression de P. 

Pour donner un exemple de cette règle fondée sur le développement 
de la puissance d'un polynome, je suppose qu'une urne A re-nferme 
un nombre m de boules portant les n°' 1, 2, 5, ... m; on tireµ fois 
de suite une houle de celte urne, en y remettant. à chaque fois la 
houle sortie; la chance, à chaque tirage, de l'arrivée d'une boule 
portant un numéro déterminé, est la même pour toutes Jes houles, 
constante pendant les épreuves, et égale à;;; cela étant, désignons 
par n,, n., n3 , • • •  nm, des �ombres donnés qui peuvent être zéro, 
égaux, inégaux, pourvu qu'on ait toujours 

n, + n. + n3 • , .+nm =µ; 

et soit U la probabilité qu'on amènera, dans un ordre quelconque, 
1'1.

1 
fois le n° 

1, n. fois le n• 2, • • •  nm fois le n° m : si l'on fait 
(t. + t .. + t3, •• + t .. )"· = 8' 

et que l'on développe 9 suivant les puissances et les produits des 
indéterminées t,, t., t3 , • • •  tm, la valeur de Usera le terme de ce 
développement, contenant le produit t/• t/s t/3 

• • •  t,,. nm, dans lequel 
on fera toutes ces indéterminées égales à �- En représentant par N 
le coefficient numérique de ce produit, nous aurons donc 

. 
I 

U=-N; 
m/A 

N étant un nombre entier, qui dépendra deµ, et des nombres n1 , n., 
n3, • • • •  nm, savoir, 

N 
1.2.3 .. •/' 

= ---,,-----:---.!..---=---
I . 2. 3 •.. n1 • 1 • 2. 3 •.• n, .• , 1 , 2. 3 ... n., ' 

8 
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où l'on prendra l'unité pour le produit 1 .2.5, .. n., quand n, sera 
zéro, et de même pour chacun des produits semblables. 

Cela posé, soit s la somme des numéros sortis dans les fi. tirages , 
on aura 

s = n, + 2nA + 5n3 + ... + mn ... 

Pa1· conséquent, sis est un nombre donné; que l'on prenne successi­
vement pour n,, n., n3 , • • •  nm , tous les nombres entiers ou zéro· qu� 
satisfont à cette équation et dont la somme est égale àµ,; et que l'on 
désigne par N', N", Nm, etc., les valeurs correspondantes de N, et 
par V la somme de celles de U, il en résultera 

V = 2... (N' + N• + N"' + etc.), 
ml'-

pottr la probabilité d'avoir, dans un nombreµ, de tirages , une somme 
<le numéros donnée et égale à s. 

On calculera plns aisément la valeur de V en changeant dans e les 
indéterminées t, , t., t3 , • • • tm , dans les puissances t, t•, t3

• • • tm, 
d'une, même quantité t : si l'on désigne par T ce que e deviendra, 
on aura 

et il est aisé de voir que la somme N' +N"+N111+etc. ne sera autre chose 
que le coeflicient numérique de t' dans Je développement de T; par · 
conséquent, si l'on représente ce coefficient par M,, il en résultera 

V=� M,. 
mf' 

Ce coefficient M, dépendra des nombres donnés µ,, m, s, et s'obtiendra 
facilement dans chaque exemple. 

Au lieu d'une seule urne V, on peut supposer qu'on ait un nom­
breµ. d'urnes A,, A.; A3 , • • • Aµ , dont chacune contienne m boules 
numérotées 1, 2, 5, ... m, et tirer en même temps une houle de 
chacune de ces urnes. On peut aussi remplacer ces urnes par un pareil 
nombre de dés : s'il s'agit de dés ordinaires, à six faces, portant les 
u•• 1, 2, 5, 4, 5, 6, ou aura m = 6, et V exprimera la probabilité 
qu'en projetant simultanément un nombreµ, de dés , on amènera une 
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so�te de numéros égale à s. Soit, par exerppie, f-t ;_ 5 , et consé­
quemment 

T = t3 (1 + t + t• + t3 + t4 + t5)3, V = 7P M,. 

L e  développement de 1' se composera de seize termes; les _coefficients des 
termes également éloignés des extrêmes, tels que M3 et Mas, M4 et M 171 

•.• M,0 et Mu, seront égaux; la somme de tous les coefficients aura pour 
valeur celle cie T qui répond à t = 1; ou 63 ; la somme des huit pre-

. ffi . M 'M M , 1 ' I 63 
• • I nuers coe 1c1ents 3; 

4 
• •• , 10 , sera ega e a• , am_s1 que a somme 

des huit derniers M11 ; M,.. . . M,8; d'où l'on conclut qu'en pro­
jetant trois dés à la fois, la probabilité d'amener 1 o ou un nombre 
m oindre est ¼, comme celle d'amener 1 1 ou un nombre plus grand; 
e n  sortequ'o n peut pa1·ier à jeu égal,ou un contre un, que Ja sommedes 
trois numéros ,qui arriveront passera on ne passera pas le nombre dix-. 
C'est sur ce résultat qu'est fondé le jeu qu'on appelle le passe-dix. Sans 
Je secours d'aucun calcul, on s'assure aisémenide l'égalité de chance cle 
chacun des deux joueurs, en observant que chaque couple de faces op­
posées d'un même dé, porte les numéros dont la somme est sept, tels 
que uri et six; deux et cinq, trois et quatre. Il s'ensuit alors, que quand 
les trois dés tombent sur le tapis, la somme des trois numéros supé­
rieurs, jointe à celle des trois numéros inférieurs, forme toujours le 
nombre 21 ; par conséquent, si la première somme est au-dessus de 
d ix, la seconde sera au-dessous et réciproquement. Les deux joueurs 
sont donc dans le même cas que si l'un pariait que ce sont les numéros 
supérieurs qui passeront dix, et l'autre que ce sont les numéros infé­
rieurs. Or, il est évident que les chances de ces deux événements seront 
égales; car quels que soient les trois numéros qui arriveront au-des­
sus et ceux qui arriveront au-dessous, ·l'événement contraire, c'est­

à-J.ire l'arrivée de ceux-ci au-dessus et de ceux-là au-des·sous, sera 
également possible. Mais pour connaitre les chances des diverses 
valeurs des, depuis s = 5 jusqu'à s = 18, il est nécessaire de recou­
rir au développement de T. On trouve, en l'effectuant 

M3
=M,s= I, M4=M17=5, Ms=M,6=6, 

M1 = M,4= 15, Ms=M,3=21; Ms=M,a=25, 
M6=M,s=10, 
M,.=Mu= 27, 

8 .. 
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pom· les nombres des 
vent amener les sommes 
divisant par 63 ou :JI6, 

·Jii,
combinaisons de trois nmnéuos qm peu.-

mes. 

5 ou 18 , 4 ou 1 7 , •.. 1 o ou 1 1 ·: en les 
on aura les chances de ces diverses som-

( 18). Lorsque la chance de l'événement E varie pendant la durée 
des épreuves, la probabilité de sa répétition un nombre de fois donné, 
dépend de la loi de cette· variation. Supposons; comme dans le n° ·9, 
que E soit l'extraction d'une houle blanche, tirée d'une urne A qui 
contient des boules de cette couleur et des boules noires, et dans 
laquelle on ne remet pas la boule sortie à chaque tirage. Soient a et 
b les nombres de houles blanches et de boules noires que A renfer­
mait avant les épreuves,µ, le nombre des tirages; et,,.,. la probabilité 
qu'il sortira m boules blanches et n boules noires, dans un ordre déter­
miné; la valeur de tr;;; sera donnée par la formule du numél'o cité; 
et cette valeur étant indépendante de l'ordre suivant lequel les houles 
des deux couleu1·s se succéderont, si nous désignons par n la pro­
habilité qu'elles arriveront dans un ordre quelconque, nous au­
rons 

n = Ktta"; 

K étant le même nombre que dans le n° 14, et en faisant toujours 

Faisons aussi 
m + n = µ,, a + b = c. 

a - m = a', b - n = b', c- µ, = a' + b' = c'; 

en sorte que a', b', c', soient ce que deviennent, après les tirages, les 
nombres de houles des deux couleurs et leur somme , qui étaient 
primitivement a, b, c. En ayant égard aux expressions de K et de tr;;;, 

celle de n pourra s'écrire ainsi 

_ 1 .2.3 •. . µ. 1 .2.3 .. . a. 1.2.3 .• . b. 1 .2.3 ... c' • 
Il- 1.2.3 .•. m.1.2,3 ... n.1,2.3 ... a'.1.2.3 ... b'.1.2,3 ... c '

ce qui permettra d'étendre facilement celte expression au cas où A 
renfermerait des houles de trois ou d'un plus grand nombre de cou­
leurs différentes. 
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En supprimant des facteurs communs au numérateur et au déno­
minateur, cette formule devient plus simplement (*) 

n _ f'·f'-l,f'-2, .. f'-n+i ·a.a-1.a-2 ... a-m+1.b.b-1,b-2 .... b-n+1- 3 • 
+ 

. 
I .2. , • •7! c.c- 1 ,C- 2, , ,C-f(, l 

La probabilité que sur le nombreµ. de tirages il sortira de A au moins 
m houles blanches , sera la somme des n + 1 valeurs de n que l'on 

("") Ap1·ès les 14 tirages qui ont amené m boules blanches et n noires, la chance d'a­
mener une blanche dans un nouveau tirage, dépend de ces nombres m et n, et est 
égale à �- Mais pour une personne qui saurait seulement qu'on a tiré de l'urne un 

C 

nombre t' de boules, et qui ignorerait la proportion des blanches et des noil'es 
qui en sont sorties, la probabilité de l'arrivée d'une houle blanche, dans un nou-

a'veau tirage, serait très différente de cette chance? ; et d'après une note que vient 
de m'adresser M. Émile Mondésir, ancien élève de l'École Polytechnique, la prn­
babilité dont il s'agit est indépendante des nombres m et 11, et éaale à � comme 

le 

avant les tirages. 
Pour vérifier celte proposition sur un exemple, supposons qu'on ait 

a = 4 • b = 3, c = 7, f' = 2, c' = 5. 
Relativement aux nombres m et n, il y aura trois cas possibles, mais inégale­
ment probables, savoir m=2 et n=o·, m = 1 etn=1, m=o et n=2. Les prn­
bahilités de ces trois cas différents, déduites de l'expression den, seront respec-
tivement �, 1, !.; dans ces mêmes cas, les chances de l'arrivée d'une blanche 

7 7 7 

dans un tirage subséquent, auront pour valeurs;, ;, j ; d'après les 1·ègles des 
n°' 5 et 10, la probabilité complète de l'extraction d'une boule blanche, sera donc 

• 2 24 31 4 la somme des produits de 
7 

et 
5
, 
7 

et 5, 
7 

et 5; laquelle somme est effective-
é l ,4 .a J · Id' · · · 1 · ment ga e a -, ou a - . e renverra,, pour a emonstrat,on genera e, a la note de 

7 C 

M. Mondésir, qu'il se propose d'insérer dans le journal de M. Liouville.
La proposition est évidente quand on a a= b; car dans ce cas, pour une per­

sonne qui ne connait pas les boules extraites de l'urne, il n'y a pas plus de raison 
de c1·oire, après comme avant cette extraction, à l'anivée d'une houle blanche qu'à 
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obtient, en mettant successivemeùt au lieu de m et n clans cette der­
uière formule, µ. et zéro, µ, - 1 et 1; µ, - 2 et 2, . .. µ, - n et n. 
En désignant cette probabilité par P, nous aurons, de cette maniè1·e, 

P.c.c- 1.c-2 ... c-µ,+ 1= a.a-1.a-2 ... a-,u+ 1 

+,ub.a.a- 1 .a- 2_ • • • a-µ,+ 2 

+�-=2.b.b-1.a. a-1 .a-2 . .. a-µ,+ 5
I, 2 

f'•f'- 1 .µ.-2 b b b + 4+ 3
• •  -r. -2.a.a-1.a-2 ... a-µ, 

I ,2, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

fi-.µ. - 1 .µ. - 2 • •  ,µ. - n + 1 b b b + + + '--'---'----=---=------'---, . -1 ... -n 1,a,a.-1 ... a-m 1. 

I ,.2,3,, ,n 

Dans le cas de ,n = o et n = µ,; on devra avoir P = 1; on en con­
clut donc

c.c- 1.c-2 ... c-µ, + 1 =a.a-1.a-2 ... a-µ,+1
+p,.b.a.a- 1.a-2 ... a-µ,+2

+ f'-•f(,-l b b + 5-.:-;--· . - 1.a.a- 1.a -2 ... a-µ, 

+ f(,,f(,-l•fl,-
2 b b  b +4

--'------,,-3-
• •  -1. -2. a.a-1.a-2 ... a-µ, 

I ,2, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

+µ,. b.b- 1.b-2 ... b-µ,+2.a
+ b.b-- 1.b -2 . . .  b-µ, +1;

celle d'une boule noire; et par conséquent, la probabilité d'amene1· une boule 
blanche, 1·este toujours égale à ¼. On peut aussi remarquer que cette proposition s'ac­
corde, dans le cas ott les nombres a et b sont infinis, avec une autre qui sera démon­
trée dans la suite de cet ouvrnge, et suivant laquelle il est certain que les nombres m 
et n sel'Ont entre eux comme a et. h; alors, on est donc assuré que les nombres 
a' et b', des boules restantes dans l'urne sont encore entre eux comme aet b; en sorte 
que la chance et la probabilité de l'arrivée d'une nouvelle boule blanche, ne sont 
plus distinctes l'une de l'autre , �t ont pom· Yalcur le rapport � égal à �-

c C 
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ce qui coïncide avec une formule connue et analogue à celle du hi­
nome. Dans cette formule et dans toutes celles de ce genre, chaque 
quantité te1le que a.a- 1 .a -2 • • •  a-m + 1; est un produit de m
facteurs pour lequel on doit prendre l'unité quand m = o: d'où il 
résulte que cette formule n,e convient pas au cas deµ= o; exception 
qui a lieu également pour la formule du hinome appliquée à la puis�, 
sance zéro. 

( 19). Au lieu de faireµ tirages successifs sans remettrn les houles 
sorties de A, il est évident que la probabilité d'amener m boules 
blanches et n boules noires serait encore la même; si l'on tirait en 
une seule fois m + n ouµ houles de cette urne. C'est effectivement ce 
qu'on peut vérifier de 1a manièrè suivante. 

Je désigne généralement par G
"' 

le nombre de groupes composés 
chacun de µ boules, que l'on peut form&' avec les c boules contenues 
dans A. On aura 

G _c.c-1.c-2, .. c-t-+1
µ.- 1.2.3.. .... 

. 

En effet, pour former tous ces groupes au moyen de ceux de µ - 1 

houles, il faudra combiner chacun de ceux-ci avec les c-µ +1 houles 
qu'il ne contient pas; ce qui donnerait un nombre ( c -µ + 1) G,,. _ z 
de groupes de fi- houles; mais comme il y a un nombreµ de groupes 
de µ-1 houles qui donnent un même groupe deµ houles; on devra 
diviser ce produit ( c -;.u + 1 ) G"' -, par µ, pour a voir Je nombre de 
groupes différents, composés de µ, houles. On aura donc 

G C-t-+ 1 ,,.=---- G
,,. -,; 

I' 

or, pour � = 1, on a évidemment G, = c; si donc on fait successive­
ment µ=2, =5, =4, etc., il en résultera 

G 
c-1 G c.c-1

.=--. ,= ---, 
. 2 1,2 

G _c-__: G _ c.c-1.c-2 s- 3 • ·- 1.2.3 '

G =�3 G � c,c- 1.c...:.2.c-3
4 4 • 3- l .2.3.4 ' 
. . . . . . . . . . . . . . . 
. . . . . . . . . . . . . . 

et enfin l'expression de G� qu'il s'agissait de démontrer. 
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L.... .i:eprésentant ce que devient G., par G' .. , lorsqu'on y change c 
et µ. en a et m, et part G''n, quand on y fait le changement de c et µ, 
en h et n , nous aurons de même 

G' _a.a-1.a-2 ... a-m+i.
m- 1.2.3 ... m ' 

G' _b.b-r.h-2 ... b-n+1
n- 1.2.3 ... n • 

Le produit de G' .. et G'',. sera le nombre de groupes de m+n ou µ, 
boules que l'on peut former avec les a+ b ou c boules contenues 
dans A, et dont chacun renfermera m boules blanches et n houles noi­
res; la probabilité d'amener un de ces groupes en tirant à la foisµ, 
boules de l'urne A, est d'ailleurs égale à leur nombre divisé par celui 
de tous les groupes de µ boules que A renferme , c'est-à-dire à ce 
produit G• .. G'n, divisé par G

..,
; en la désignant par Il, 011 aura donc 

_ G' .. G"n Il-�; 

ce qui coïncide avec la valeur de Il du numéro précédent. L'ex­
pression de P du même numéro est aussi la probabilité d'amener 
au moins m houles blanches en tirant à la foisµ, houles de l'urne A. 

(.20). Dans l'exemple de ce n° 18, la chance de l'événement E 
variait pendant les épreuves, parce qu'à chaque nouvelle épreuve, 
elle dépendait des nombres de fois que E et l'événement contraire F 
avaient eu lieu précédemment; mais il y a d'autres <{llestions dans 
lesquelles ces deux événements , d'une nature quelconque, ont des 
chances propres, indépendantes à chaque épreuve, de ce qui est 
arrivé jusque là, et qui varient d'une épreuve à une autre. 

Généralement, dans une séde deµ. épreuves que l'on va faire ou 
qui ont eu lieu, soient p, et q, les chances de E et F à la première 
épreuve, pA et qs à la seconde ...• p

.., 
et q

"' 
à la dernière, de sorte 

qu'on ait
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Pour obtenir la· probabilité que E arrivera ou est arrivé un nombre 
m de fois etF un nombre n ou µ,-m, dans un ordre quelconque, je 
désigne par Pm le produit d'un nombre m des fractions p,, A; p3, • • •  p

,..
,

et pa1· Qn celui d'un nombre n des fractions q,; q., q3, • • • • q,..
, qui 

n'entrent dans aucune des équations précédentes, avec l'une des frac­
tions comprises dans P"', de manière que si Pm renfe1·me la fraction 
quelconque p1, la fraction correspomlante q1 n'entrera pas dans Qn, et 
que si Pm ne contient pas A, la fraction q; entrera dans Qn • Je 
multiplie ensuite ces deux produits P"' et Q. l'un par l'autre, puis je fais 
la somme de toutes les quantités possibles P .. Qn , ainsi formées, 
et dont le nombre sera celui que l'on a désigné par K dans le n• 14: 
cette somme exprimera la probabilité demandée. 

On pe_ut énoncer cette règle d'une autre manière qui nous sera utile 
dans la suite. 

Soient u et v deux quantités indéterminées; faisons 

R=(up,+vq,) (up.+,•q.) (up3 + vq,) •... (up,.. +vq,.. ), 

de manière que R exprime un produit de µ, ou m+n facteurs. Si l'on 
effectue ce produit, on aura un polynome cle µ, + 1 termes_, ordonné 
suivant les puissances de u el de 1.1. Or, le coefficient de umv-• dans ce 
polynome sera la probabilité que nous considérons, de l'arrivée m fois 
de E et 7J fois de F, dans un ord1·e quelconque. Prenons, par exem­
ple, m=5. Nous aurons 

R= u1p,p.p3 + u•v (p,p.q,,+ p,p3q. + p.p3q,) 
+ uv� (p,q,.q, + p.q,qJ + p3q.q.) + 1.13q,q.q3,

Le coefficient de u3 est évidemment la probabilité de l'arrivée de trois 
fois E; le coefficient de u•i• est celle de ]'arrivée de deux fois E et une 
fois F, ce qui peut avoir lieu parce que E arrive aux deux premières 
épreuves et F à la dernière, F à la seconde épreuve et E aux deux 
autres, F à la première épreuve et Eaux deux dernières; le coefficient 
de uv• exprime de même la probabilité tle l'arrivée de deux fois F et 
d'une fois E; enfin, celui de 1.13 est évidemment la probabilité de I' ar­
rivée <le trois fois F. 

Si à chaque épreuve, E peut avoir lieu de plusieurs manières égale­
ment possibles, on prendra pour la chance de E à cette épreuve, con-

• ,,
9 
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formémentà )a règle du n° 
1 o, la somme des probabilités respectives de 

ces divei·ses manières, divisée par leur nombre. En retranchant de l'u­
nité celte chance moyenne de E , on aura celle de F; et c'est <l'après 
ces deux chances moyennes à chaque épreuve, que l'on devra calculer 
Ja probabilité que E et F arriveront m et n fois dans m + n épreuves, 
ou celle de tout autre événement composé de E et' F. Quoique les 
chances partielles de E et F varient en nombre et en grandeur, d'une 
épreuve à une autre; ·si leurs chances moyennes demeurent constan­
tes, )es probabilités des événements composés suivront les mêmes 
lois que dans le cas des çhances invariah)es. 

( 21 ). Une des applications les plus fréquentes du calcul des proba­
bilités a pour objet de déterminer les avantages ou les désavantages 
attachés aux choses éventuelles , d'après le gain ou )a perte qu'elles 
doivent produire, et les chances de leurs arrivées� Elle est fondée sur 
la règle suivante. 

Supposons que l'un des événements E, F, G, H, etc., en nombre 
quelconque , doive avoir lieu; et désignons leurs probabilités par 
p, q, r, s, etc., de sorte qu'on ait 

p + q + ,. + s + etc. = 1. 

Supposons aussi qu'un gain g soit attaché à l'arrivée de E pour une 
première personne, à celle de F pour une deuxième personne, etc.; si 
toutes ces personnes conviennent de partager g avant que le sort ait 
déci<lé, ou bien, !!Ï elles y sont obligées par des raisons quelconques, 
ce gain devra être partagé entre elles proportionnellement à Jems 
probabilités respectives de gagner , c'est-à-dire, que gp devra être )a 
part de la première personne, gq celle de la seconde, etc. 

En effet, soit m Je nombre de tous les cas également possibles , et 
parmi ces cas, soient a, b, c, d, etc., les nombres de ceux qui sont 
favorables à E, F, G, H, etc., de manière qu'on ait 

et ensuite 

a+ b + c + d + etç. = m, 

a a c d 
p=m, q=;,, r=

;;;
, s=

;;;
, etc. 

9 • 
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S'il y avait un nornbre m de personnes dont chacune dût gagner par 
l'arrivée de l'un des m cas possibles,il est évident qu'il faudrait diviser g 

également entre elles toutes, et que fng serait la part de chacune; 01·, la 

personne dont p est la probabilité de gagner, ou qui a pour elle un nom­
bre a de cas possibles, devra aussi réunir un pareil nombre de ces paris 

égales; sa part entière devra donc être ; g, ou pg; et de même celles 

des autres personnes scrontqg, rg,sg, etc. 
Dans les jeux déjà commencés, cette règle fera connaitre ce qui re­

viendrait à chaque joueur d'après sa probabilité d'achever de gagnet· 
la partie,si l'on convenait J.e se séparer avant de la terminer.On en con­
clut aussi que la mise de chaque joueur avant que la partie commence 
doit être proportionnelle à sa chance de la gagner; car si , au lieu de 
jouer, on convenait de se séparer , chaque joueur devrait retirer sa 
mise; et, d'après la règle précédente, ce qui lui reviendrait devrait 
aussi être égal à la somme des mises, multipliée par la probabilité de ga­
gner la partie entière. Celte probabilité, dans les jeux de pur hasard, 
dépend des règles du jeu, et peut se calculer à priori, quand elles ne 
sont pas très compliquées. Dans les jeux où le succès dépend de l'habi­
leté de chaque joueur, sa probabilité de gagner est fondée ordinaire­
ment sm· sa réputation, et ne pourrait être déterminée, avec quel-
que exactitude, que par une longue expérience. 

Les probabilités de deux événements contraires E et F étant p et q, 
de sorte qu'on ait p + q = r, si A parie une somme a. pour l'arrivée 
de E, et B une somme b pour celle de F, il faudra pour que les paris 
soient égaux, que ces sommes a1. et b soient entre elles comme p et q, 
ou qu'on ait 

pC=qa. 
.Mais on ne doit pas ouhlie1· que ces probabilités p et q sont, en géné­
ral, différentes des chances propres de E et F, et dépendent des con­
naissan·ces que A et B peuvent avoir en ce qui concerne ces événements. 
Si ces probabilités sont fondées sur les mêmes connaissances pour A et

pour B, le pari est équitable, quoiqu'il puisse favoriser beaucoup l'une 
de ces deux personnes aux dépens de l'autre. Si elles n'ont pas les 
mêmes données sur les événements E el F, la proportion des sommes 

9•· 



68 RECHERCHES 

� et � n'est plus celle des probabilités que A et B supposaient à ces 
événements, et il n'y a plus moyen de la régler équitablement. 

(22). On calculera sans peine, au moyen des formules du n° 19, les 
diverses chances de la loterie de France

., 
heureusement supprimée par 

une loi récente. En les comparant aux multiples des mises que la lo­
terie payait pour les billets gagnants, on verra que ces multiples 
étaient beaucoup au-dessous de ceux qu'elle aurait dû payer pour que 
le jeu fût égal , et qu'il en résultait pour la loterie, aux dépens des 
joueurs, un avantage exorbitant que la loi aurait puni comme illicite, 
dans une spéculation particulière. 

Soient, en général, n le nombre de numéros dont une loterie est 
composée, ,n celui des numéros qui sortent à chaque tirage, l le nom­
bre de ceux qui sont portés sur le billet qu'un joueur a choisi, et li. la 
probabilité que ces derniers numéros sortiront. Les nombres de grou­
pes del numéros qu'on peut former, soit avec les n numéros de la lo­
terie , soit avec les m numéros qui sortent à chaque tirage, seront, d'a­
près les formules du numéro cité, 

n.11-1.n-2 ..• n-l+ 1 

I .2. 3 ••• • l 

m,m-1,m-2 ... m-l+1. 
. 1.2.3 .. . l 

' 

et la probabilité À aura pour valeur le rapport du second nombre au 
premier, c'est-à-dire, 

À_m.m-1.m-2 ... m-l+ 1 

- n.11-1.n-2,, .11-Z+ 1 

En prenant pour unité, la mise du joueur , celle de la lotel'Ïe devra 
être le rapport de 1 -11. à À; et en cas de gain , la loterie devra aussi 
rendre au joueur la mise qu'il a payée d'avance; si l'on appelle µ le 
multiple de cette mise que la loterie devra payer au gagnant, ou aura 
donc 

1->. r µ = -
>.
-+ l = �•

S_oit aussi x le nombre de tirages nécessaire pour que l'on puisse pa­
rier un contre un, qne les numéros portés au billet <lu joueur sorti-
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ront au moins une fois; on aura, d'après la règle du n° 8,

( 1 -/\)"'= }; 

et quand la probabilité 1'. sera une très petite fraction, i) en résultera� 
à très peu près, 

X= f ( 0,69515 ), 

en prenant 0,69515 pour le logarithme népérien du nombre x. 
Dans la loterie de 'France, on avait 

n=go, m=5. 

Pour un terne, il faHait prendre l = '5; d'où il résultait 

;,. - � 4� 
-90.89.88'

La loterie aurait donc dû payer au gagnant, pour que le jeu fût 
égal, 11748 fois sa mise: elJe lui payait seulement 5500 fois, c'est-à­
dit·e, moins de moitié. La disproportion était encore plus grande dans 
le cas du quaterne et du quine; elle était moindre pour l'ambe et 
l'extrait. Il y avait de l'avantage à parier un contre un, qu'un terne 

donné sortirait au moins une fois en 8144 tirages, et du désavantage 
à parier aussi un contre un, qu'il sortirait en Bx4:} épreuves. Relative­
ment à u� numéro désigné d'avance , .on aurait 

il y avait donc désavantage à parier un contre un que cc numéro sor­
tirait au moins une fois en 1 2 tirages, et il aurait fallu 15 tirages; 
pour qu'il fût avantageux de parier un contre un que cc numéro 
sortirait. Il y avait aussi un contre un à parier que les go numéros 
sortiraient au moins une fois en 85 ou 84 tirages ('t"). 

Parmi les joueurs, les uns choisissaient des numéros parce qu'ils q'é-

(") Théorie analytique des probabilités; page r 98. 
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taieot pas sortis depuis long-temps, d'autres choisissaient, au con­
trafre, ceux qui sortaient le plus souvent. Ces deux pr6férences étaient 
également mal fondées : quoique, par exemple 1 il y eftt une probabi-

lité très approchante de la- certitude et égale à 1 -C i)'00

, ou à peu près

0,997, qu'un numéro déterminé sortirait au moins une fois dans I oo tira­
ges successifs; si cependant, il ne ftît pas sorti dans les 88 pl'Cmiers, la 
probabilité de sa sortie dans les 12 derniers aurait toujours été à peu 

près�, comme pour tout autre numéro déterminé. Quant aux numéros 
2 

dont la sortie avait été plus fréquente que celle des autres, cette cir­
constance ne devait être considérée que comme un effet du hasard, 
compatible avec l'égalité évidente de chance de tous les numéros à cha­
que tirage. A tous les jeux de hasard où les chances égales ou inégales 
:;ont connues d'une manière certaine, les événements passés n'ont au­
cune influence sur la probabilité des événements futurs, et toutes les 
combinaisons que les joueurs imaginent ne peuvent augmenter le gain 
ni diminuer la perte , qui résultent de ces chances d'après la règle du 
numéro précédent. 

Dans les jeux publics de Paris , l'avantage du banquier à chaquè 
coup est peu considérable: au jeu de trente-et-quarante par exemple, 
il est un peu au-dessous de onze rnillièmcs,de chaque mise (*); mais à 
raison de la rapidité de ces jeux et du grand nombre de coups qui se 
jouent en peu d'heures, il en résulte pour le banquier des bénéfices as­
surés, à peu près constants chaque année, et sur lesquels il peut payer 
annuellement cinq à six millions à l'administration publique, qui lui e11 
concède le monopole. lis sont encore plus préjudiciables que la loterie 
ne pouvait l'être; car l'argent qu'on y joue dans la capitale seulement 
s'élève chaque année à plusieurs centaines de millions, et surpasse de 
beaucoup celui que l'on mettait à la loterie dans la France entière._ 
Cc n'est pas ici le lieu de discuter les raisons que l'on a coutume de don­
ner pour la conservation des jeux publics; je n'ai jamais pu les trouver 
honnes; et il devrait suffire que ces jeux fussent la cause de beaucoup de 

('") Voyez sui· les chances de ce jeu, le mémoil'e que j'ai inséré dans le journal 
de l\'I, Gel'gonne; tome XVI, n° 6; décembre 1825.
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malheurs et peut-être de crimes, pour que l'administration les interdit 
au lien de partager les bénéfices qu'ils procurent, avec les hommes aux-
quels elle en vend le privilége (*). 

(25). Le produit d'un gain et de la probabilité de l'obtenir est ce qu'on 
appelle l'espérance mathématique de chaque personne intéressée dans 
une spéculation quelconque. Si ce gain est 60,000 fr., pat· exemple, 

et que i soit la chance de l'événement auquel il est attaché, la per­

sonne qui devra recevoir cette somme éventuellement , pourra 
considérer le tiers de 60,000 fr., comme un bien qu'elle possède, et 
que l'on devrait comprendre dans l'inventaire de sa fortune ac­
tuelle. 

En gériéral, si quelqu'un doit gagner une somme g à l'arrivée d'un 
événement E, une somme g' à l'arr·ivée d'un autre événement E', etc., 
et que les chances de ces événements soient p, p', p", etc., son espérance 
mathématique aura pour valeur la somme gp+g'p' +g"l +etc, Lors­
qu'une ou plusieurs des quantités g, g', g", etc., exprimeront des pertes 
que cette personne aura à craindre, on leur donnera le signe -clans cette 
somme, en conservant le signe + à celles <{UÎ sont des gains éven­
tuels. Selon que la valeur totale de l'espérance sera positive ou néga­
tive, elle 1·eprésentera un�• augmentation ou une diminution du 
surplus <le la fortune, et ctëvra être comprise actuellement parmi les 
créances ou les dettes, si l'on ne veut pas attendre l'issue des évé­
nements. li est bien entendu que quand les gains ou pertes ne devront 
avoir lieu qu'à des époques éloignées de celle que l'on consiclère, il 
faudra les escompter pour les convertir en valeurs actuelles, indé­
pendamment de leur éventualité. Si g ne doit être payé, à la per­
sonne dont on évalue la fortune, que dans un nombre n d'années, 
g' dans un nombre n', etc., ces quantités valent aujourd'hui g, g', 
g'', etc., divisées respectivement par les puissances n, n', n", etc.; 
de 1 + 8, en désignant par 0 le taux de l'inté1·êt annuel. Par consé­
quent, si l'on appelle E b partie de cette fortune qui résulte de l'es-

('11) Cc numéro de mon ouvrai;c était écrit avant que la dernière loi de finance 
eût heureusement prohibé les jeux de hasal'd à partir du 1 "janvier 1838. 
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pérancc mathématique de cette personne, on aura 

- gp g'p' g"p" 
é - (1+B)n + (1+9)n' + (1 +s)n" + etc.

Pour se charger des gains et pertes que les é_\'énements amèneront, 
e est la somme qu'une autre personne devrait payer aujourd'hui à 
celle-là, ou recevoir d'elle, selon que cette quantité e est positive ou 
négative. 

Le calcul des rentes viagères sur une ou plusieurs têtes , de� assu­
rances sur la vie, des pensions, est fondé sur cette formule et sur les 
tables de mortalité

., 
ainsi qu'on peut le voir dans les ouvrages qui 

traitent spécialement de ces questions. 
(24). Comme l'avantage qn'un gain procure à quelqu'un dé­

pend de l'état de sa fortune, on a distingué cet avantage relatif, 
<le l'espérance mathématique, et on l'a nommé espérance morale.

Lorsqu'il est une quantité infiniment petite, on prend son a·apport à 
la fortune actuelle de la personne, pour la mesure de l'espérance mo­
rale, qui peut d'ailleurs être positive ou négative, selon qu'il s'agit 
d'une augmentation ou· d'une diminution éventuelle de cette for­
tune. Par le calcul intégral, on déduit ensuite de cette mesure des 
conséquences qui s'accordent avec les règles que la pl'lldcnce indique 
sur la manière dont chacun doit dirige1· ses spéculations. On a aussi 
trouvé, clans les résultats de ce calcul, des raisons de ne pas jouer, 
même à jeu égal, qui ne sont peut-êh·e pas les meilleures que l'on 
puisse donner. L'argument sans réponse contre le jeu, quand il a cessé 
d'être un simple amusement, c'est qu'il ne crée pas de valeurs., et que 
les joueurs qui gagnent ne peuvent trouver leur avantage que dans 
le malheur et quelquefois la ruine de ceux qui pe1·dent. Le commerce 
est aussi un jeu, en ce sens que le succè$ des spéculations les plus 
pmdentes, n'a jamais qu'une forte probabilité, et qu'il reste toujours 
des chances de perte que l'habileté et la prévoyance peuvent seulement 
atténuer; mais il augmente la valeur des choses par leur transport 
d'un lieu dans un autre; et c'est dans cet accroissement de valeur que 
le commerçant trouve son bénéfice, en procurant aussi un avantage 
aux consommateurs. 

(25). La règle du n° 21, quelque simple et naturelle qu'elle soit, 
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donne lieu cependant à une difficulté dont on s'est autrefois beaucoup 
occupé. 

Deux personnes A et B jouent à croix et pile; les conditions du jeu 
sont : 1 °. que 1a partie se terminera lorsque croix arrivera; 20. que B 
donnera à A deux francs si croix arrive au p1·emier coup, quatre francs 
s'il arrive au deuxième coup, ••• et généralement 2" francs si croix
arrive au num, coup; 5°. que la pa1·tie sera nulle si croix n'arrive 
pas dans ]es m premiers coups, limitation sans laquelle la partie 
pourrait être interminable. On suppose que la pièce n'a aucune ten­
dance à retomber plutôt sur une face que sur l'autre, de sorte qu'à 

chaque coup, la ch�nce d'amener croix soit .!. comme ce11e d'amener 
2 

pile. Il s'ensuit que :" sera la probabilité que croix arrivera aunum, coup 

sa11s qu'il ait paru auparavant; car, pour cela, il faudra qu'on amène 

pile n - 1 fois de suite, ce qui a 
2 

;_, pour probabilité; et que l'on amène 

croix au coup suivant, autre événement dont la probabilité est�. Par 
2 

conséquent, la probabilité que croix arrivera au n11m• coup pour la pi·e-

mière fois, aura le produit de 
2

.:, et de;, ou :n pour valeur. Dans ce 

cas, A recevra 2n francs; cc qui donne un franc pour la valeur corres­
pondante de son espérance mathématique; et comme elle est la même 
pour chacun des m coups dont la pnrtie peut se composer, il s'ensuit 
que la valeur entière de l'espérance mathématique de A sera un franc 
répété m fois. Pour que le jeu fût égal, A devrait donc donner m 
francs à B, c'est-à-dire mille francs , un million de francs , si ]a partie 
pouvait dure1· jusqu'à mille coups, un million de coups, et même une 
somme infinie, si eUe pouvait se prolonger indéfiniment. Cependant, 
il n'y a personne qui exposât une somme un peu considérable, mille 
francs par exemple, à un pareil jeu. Ici la règle de l'espérance mathé­
matique parait donc en défaut; et c'est pour lever la difficulté que nous 
signalons, que l'on a imaginé la règle de l'espérance morale et sa me­
sure. Mais on doit remarquer que cette difficulté tient à ce que, dans les 
conditions <lu jeu, on a fait abstraction de la possibilité pour B, de 
payer toutes les sommes que les chances du jeu pourront valoir à 1\.. 

JO 



74 RECHERCHES 

Quelle que grande qu'on la suppose, la fortune de B est nécessaire­
ment limitée; si donc on la désigne par un nombre h de francs, A ne 
pourra jamais recevoir une somme plus grande qne b; ce qui diminue, 
dans un très grand rapport, son espérance mathématique. 

En effet, on aura toujours 

b = 2'(1 + h);

b étant un nombre entier, et h une quantité positive et plus petite 
que l'unité. Si l'on a b > m, ou seulement b = m, B pourl'a payer 
tontes les sommes qui échoiront à A; mais dans le cas de 6 < m, R ne 
pourra plus les payer, lorsque croix arrivera pour la première fois au­
delà des (; p1·emiers coups. L'espérance mathématique de A sera 
clone b pour ces premiers coups; mais au-delà, c'est-à-dÎl'e pour les 
m - b coups suivants, elle se réduira à la somme constante b on 

2b(1 + h), multipliée par leurs probabiJités respectives, depuis ,,-1
-

2• + 1 

jusqu'à :"'. En désignant donc par , la valeur complète de l'espérance 

mathématique de A, ou cc qu'il doit donner à Il pour que le jeu 
soit égal, on aura 

" = b + _I_ ( I + h) (1 + .!. + -41 + ... +-y-)'
2 2 2111- -1 

ou , ce qui est la même ch .1se , 

quantité qui n'est plus croissante avec m, et qui est, au contraire, 
à très peu près indépendante de ce nombre, et se réduit sensiblement 1t 

« = b + 1 + h, 

quand il est très grand. Or, la fortune de B ne peut jamais être assez 
grande pour que b cesse d'être nn nombre peu considér.able; et, consé­
quemment, A ne doit exposer au jeu <lont il s'agit, qu'une somme peu 
considérable, comprise entre b +1 et b + 2. Si l'on suppose que B soit 
un banquier qui possède cent millions e francs, on trouvera 26pour 
la plus grande puissance de 2 comprise dans b, c'est-à-dire pour le 
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nombre b; eu sorte que A aurait réellement du d6savanlage à parier 
28 fraucs ou p1us, contre le propriétaire de celte fortune colossale. 

La règle de l'espérance morale, appliquée à celte question (*), con­
duit à une fixation diflë1·cnte de 1n somme qne A peut jouer, et que 
l'on trouve alors dépendante de la Îorluue de A el non de celle de B; 
mais i] me semble qu'à ce jeu, c'est la possibilité <l'être payé i11tégra-
1emcntpar B, qui doit limiter la somme que A doit lui donner avant 
que le jeu commence. 

(26). Je terminerai ce chapitre par quelques rernarqrn·s sur l'in­
fluence d'une chance fa,·orable à un événement, sans qu'on sache le­
quel

) 
cl qui augmente toujours, comme 011 va le voir, la probabilité 

de la sirnilit11<le des événements dans une série d'épreuves. 
Au jeu de croi.r et pile, par exemple, il y a toujours lieu de croire 

que la pièce, d'après sa constitution physique, a une tendance un peu 
pins g1·a11<le à tomber plutôt sur une face q1w sur l'autre; mais on 
iguorc ù priori, si c'est croix ou pile dont l'arrivée est favorisée par 
œlle circonslance; or, cela n'empêche pas qu'elle 11'augmente la prn­
hahilité que cc sera la même face qui arrivera plusieurs fois de 
suite. 

Pour le faire voir, désignons par½ ( 1 + J') la chance relative à la 
face que la constitution de la pièce favorise, et, conséquem111e11t, 
par¾ ( r - J') celle <le l'arrivée de l'autre face; de sorte que cf' soit une 
petite l'ractiun positive dont la valeur est inconnue, et <le sorte aussi 
que l'on ne sache pas laque�le de ces deux chances im\;alcs appartient 
�1 aoix ou l1 pile. Si l'on doil jouer un seul coup, on n'aura aucune rai­
son de croire que la face choisie par l'un des joueurs soit la plus ou 
la moins favorisée; la probabilité de son arrivée sera donc¾, con11ne 
si cl' était zéro. Mais si l'on doit jouer <lcux coups, il y aura <le l'avan·• 
tage 1i parier pour la similiiude des deux faces qui r.rriveront. En effet, 
quatre comhinnisons pourront nvoit· lien : deux pour la similitude, 
croix croix et pile-pile; deux pour la di�similitude, croix-pile etpile­
croi:x:. Les chances des deux premières seront les carrés de¾ (1 + cl')
et f. ( 1 - J'); la probabilité que l'une de ces combinaisons anra lieu 
sera donc, <l'après la règle du 11° 10, la somme de ces carrés, ou 

çi<) Tlu!of'ie analytique des probabilités; pa3c fi3g. 
10 .. 
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½ (1 + J•). Les chances des deux autt'es combinaisons seront égales 
entre elles, et exprimées chacune par le produit de HI +J') et¼ ( 1-cl'); 
Jeur somme, ou Ja probabilité de la dissimilitude, aura donc H 1-J'') 
pour valeur; laquelle est moindre que celle de Ja similitude, dans le 
rapport de Ja différence 1 - J• à la somme 1 + J'•, on de 1 ..:.... , �. 

à l'unité. Si A pal'ie un franc pour la similitude, et que B parie contre, 
il faudra, pour rendre Je jeu égal, que B parie nn franc diminué de la 
f . 21' ' ' ·d. ' ' 8 . 'l' . " 1 rachon 

1 +·Ji-, c est-a- n·e a peu pres g centimes, si on ava,t o = w,

par exemple. 
Lorsque la pièce devra êlt'e projetée trois fois de suite, hüit combi­

naisons différentes pourront avoir lieu: trois fois croix et trois fois pile 
seront celles de la similitude; les six autres lui seront contrail'es, sa­
voir, trois composées de deux fois croix et une fois pile, et trois com­
posées de deux fois pile et une fois croix. En supposant qu'on eût exac­
tement J' = o ,  les chances de ces huit combinaisons seraient égales 
entre elles, et, pat' conséquent, A pariant toujours pour ]a similitude, 
sa mise devrait être le tiers de celle de B. Mais cl' n'étant sans doute 
pas zéro, cette proportion des mises donne1·ait à A un avantage encore 
plus grand que dans le cas de deux projections successives. En effet, la 
probabilité de la similitude sera la somme des cubes de ¾ ( i + J') 
et ¾ ( 1 - J'), qui se réduit à ¼ ( 1 + 5J•); en la retranchant de l'u­
nité, 011 aura immédiatement celle de la dissimilitude ou de l'événe­
ment contraire, qui aura ainsi ¾ ( 1 - cl'2) pour valeur; laquelle est 
moindre que le triple de la précédente , dans le rapport de' I - J 2 

· 
+ !t " d 4J'" ' l' . ' ' ' d' d a 1 ;,o • ou e 1 - r+3J,. a umte, c est-a- 1re ans un rapport

l d, l · d 21' ' l' . ' 0 ' d p us esavantageuxque ce UI e 1-
1 
+ I'• a umte. n eten ra sans

difficulté ce raisonnement à plus de trois épœuves, et si l'on veut
,. 

à d'autres jeux où iJ y ait plus de deux événements possibles, dont 
les chances inconnues peuvent être inégales. 

Quand deux personnes jouent ensemble, à un jeu où l'habileté 
peut quelque chose sur le résultat, il n'est pas vraisemblable qu'elle� 
soient également habiles; et cela étant, sans. connaitre la personne 
qui joue le mieux, il faut parier que ce sera un même joueur qui, 
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gagnera les deux premières parties. Mais lors même que l'on con­
naitra le joueur le plus habile, on n'aura pas toujours de l'avan­
tage à parier que ce sera lui qui gagnera ces deux parties; car, sur 
quatre combinaisons qui pourront arriver, on en aurait alors trois 
contre soi et une seule favorable; et quoique celle-ci fût la plus pro­
bahle, sa chance pourrait ne pas balancer celles des trois autres en­
semble. 

En général, soit p la probabilité connue d'un événement E de nature 
queJconque, et g celle de l'événement contraire}\ cle sorte qu'on ait 
p + q = 1. Supposons , en outre , qu'une cause quelconque puisse 
augmenter la chance de l'un de ccs,deux événements, sans qu'on sache 
lequel, et diminuer en même temps celle de l'antre, d'une. fraction incon­
nue a. Désignons par @ la probabilité que sur un nombre m d'épreu­
ves, ce sera le même événement, E ou F, qui arrivera coustamµient. Si E 
est l'événement favorisé par la chance inconnue, Ja probabilité de la si­
militude de m événements successifs, sera, d'après la règle du n• ru , 

car elle pourra avoir lieu de deux manières différentes , c'est-à-dire, 
selon que E ou F arrivera à toutes les épreuves. Si, au contraire, c'est 
F qui est l'événement favorisé, la probabilité de la similitude de m évé­
nements successifs aura pour expression 

( p -a, )m + ( q + œ )"' . 

Or, puisque l'on ignore quel est celui des deux événements E et F dont 
la chance est augmentée ou diminuée, ces deux valem·s différentes de 
la probabilité qui répond à la similitude , sont pour nous également 
possibles; la probabilité de chacune d'elles est donc½; et, toujours par 
la règle du n• 1 o, la somme de ces deux valeurs multipliées par ½, est Ja 
probabilité totale de la similitude. Par conséquent, on a 

(ri}'=¾ (p + œ)"' + ¼ ( q-œ )"' + t(p- œ)"'+¼( q+œ)", 

ou, ce qui est la même chose , 

'7il'=P+Q,
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en faisant, pour abréger, 

P 
m m-1 01

_• •+m,m-1.m-2.m- 3 4 4 + = p"' +---p et -------- pm- et etc .. 
1.2 . I ,2,3.4 . ' 

Q 
+ nz.rn-1 m-• •

+
m.m-1.m-2.m-3 

, 4 + = q"' ----q (/., ------- q'n-�et etc' 
1 .2 1.2.3.4. .

Si la chance ambiguë n'existait pas, c'est-à-dire, si l'on avait a= o, la 
probabilité de la similitude serait simplement pm + qm ; toute cause qui. 
accroît la chance de l'un des deux événements contraires E et 11, sans 
qu'on sache lequel, augmente donc aussi la prohabilité de la similitude 
des événements dans une série d'éprenves_,-puisqu'elle rend la valeur 
de rw- <ividemment plus grnnde que pm + q"'. 
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CHAPITRE II. 

Suite des règles générales; probabilités des causes et des événements 
Jùturs :, déduites de l'observation des événements passés. 

(27). Dans le chapitre précédent, les règles que nous avons considé­
rées supposaient données les chances de certains événements, et avaient 
pour objet d'en déduil'e les probabilités d'autres événements composés 
des premiers. Dans celui-ci, on exposera les règles qui servent i, cal­
culer les probabilités des causes, d'après les événements observés, et, 
par suite, celles des événements futurs. Mais auparavant, il convient 
d'expliquer le sens précis que nous donnerons à ce mot cause :, et qui 
n'est pas le même que celui qu'il a dans le langage ordinaire. 

Quand on dit communément qu'une chose est la cause d'une autre, 
on attribue à la première le pouvoir de produire nécessairement la se­
conde, sans vouloir toutefois, exprimer par-là que l'on connaisse la 
nature de cette puissance, et comment elle s'exerce. Nous reviendrons 
à la fin de ce chapitre sur cette notion de la causalité. li nous suflit, 
quant à présent, de dire que le mot cause a, dans le calcul <les pr·oba­
hilités, une signification plus étendue : on y considère une cause C, 
relative à un événemene:iuelconque E ,  comme étant la chose qui 
donne à l'arrivée de E, la chance déterminée qui lui est propre; dans 
l'acception ordinaire du mot , C serait la cause de cette chance, et non 
de l'événement même; et quand E arrive effectivement, c'est par le 
concours de C avec d'autres causes ou circonstances qui n'inf

l

uent pas 
sur la chance propre de cet événement. Si p e�t cette chance, connue 
ou inconnue, et distincte en général de la probabilité, C donne en même 
temps la chance 1-p à l'événement contraire F : dans le cas de p= 1 , 

la chose C produit nécessairement l'événement E, et en est la cause 
proprement dite; dans le cas de p = o, elle est celle de F. 
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L'ensemble <les causes qui concourent à la production d'un événe­

ment sans influer sur la grandeur de sa chance, c'est-à-dire, sur le 
rapport du nombre de cas favornbles à son arrivée au nombre total 
des cas possibles, est ce qu'on doi.t entendre par le hasard. Ainsi , 
par exemple, aux jeux de dés, l'événement qui arrive à chaque coup, est 
la conséquence du nombre des faces, des irrégularités de formes et 
de densité que le dé peut présenter, <;it <les agitations nombreuses qu'on 
lui fait suhi1· dans le comet. Or, ces agitations sont des causes qui 
n'influent nullement sur la chance de l'arrivée d'une face déterminée : 
elles ont pour objet de faire disparaitre l'influence de la position du 
dé dans Je cornet avant ces mouvements, dans la crainte que cette 
position initiale ne soit connue de l'un des joueurs; et quand ce but est 
atteint, la chance relative à l'arrivée de chaque face, ne dépend plus 
'lue du nombre des faces , et des défauts <lu dé qui peuvent rendre les 
chances inégales pour les faces différentes. On dira qu'une those est 
faite au hasard, lorsqu'elle est exé�utée sans rien changer aux chances 
respectives des divers événements qui peuvent arriver. Une urne ren­
fermant des boules blanches et des boules noires , on en tirera une 
houle au hasard, si l'on ne regarde pas leur disposition dans l'intérieur 
de l'urne avant d'y porter la main : en supposant. toutes les houles 
d'un même diamètre, la chance d'amener une houle blanche ne pourra 
évidemment dépendre que du nombre de boules blanches et du nom­
bre de houles noires; et l'on démontre qu'elle est égale au rapport du
p1·emier de ces deux nombres à leu:r somme. 

· · 

La cause C peut être une chose physique ou une cho�e morale : au 
jeu de croix et pile

., 
c'est la constitution�hysique de la pièce qui 

donne une chance généralement peu différe� de �à l'arrivée de croix
ou à celle de pile; dans un jugement criminel, la chance de la vérité 
ou de l'erreur du vote de chaque juré est déterminée par sa moralité, 
en compl'Cnant, dans cette cause, sa capacité et sa conscience. Quelque­
fois la cause C résulte du concours d'une chose morale et d'une chose 
physique; par exemple, dans chaque espèce de mesures ou d'observa­
tions, la chance d'une erreur de grandeur donnée, dépend de l'habileté 
de l'observateur et de la construction, plus ou moins parfaite, de l'ins­
tru�ent dont il fait usage. Mais, dans tous les cas, les diverses causes des 
événements sont considérées, dans le calcul des probabilités, indépeu-
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ùamment de leurs nature particulière et sous le seul rapport de 
la grandeur des ch:-.nces qu'elles produisent; et c'est pour cela 
que ce calcul s'applique également aux choses morales et aux cho­
ses physiques. Toutefois, dans la plupart des questions, la chance 
que détermine une cause <lonnée C n'est pas connue à priori, et la 
cause même d'un événement ou de sa chance est quelquefois inconnue : 
si la chance est constante, on la détermine, comme on le verra par la 
suite, au moyen d'une série d'épreuves suffisamment prolongée; mais 
dans le vote d'un juré, par exemple, la chance d'erreur varie d'un juré 
à un autre, et sans doute, pour un même jm·é, dans les différentes 
affaires; et la ;épétition des épreuves, pour chaque juré et chaque es­
pèce d'affaires, étant impossible, ce n'est pas la chance d'erreur propre 
à un juré que l'on peut déduire de l'observation, mais bien, comme on 
le verra par la suite, une certaine probabilité, relative à l'ensemble des 
jurés de tout le ressort d'une cour d'assises, et qu'il lui suffira de connaître 
pour la solution des problèmes qui sont l'objet spécial de cet ouvrage. 

Il y a souvent plusieurs causes différentes qui peuvent amener, en 
se combinant avec le hasard, un événement donné E ou l'événement 
contraire F; avant que l'un ou l'autre de ces deux événements ait eu 
lieu , chacune de ces causes a uue certaine probabilité, qui change 
après que E ou F a été observé; or, en supposant connue la chance 
que chacune des . causes possibles donnerait, si elle était certaine, à 
]'arrivé� de E ou de F, nous allons détermine1· d'abord les probabilités de 
toutes ces causes après l'observation , et ensuite la probabilité cle 
tout autre événement futur, dépendant des mêmes causes que E et f'. 

(28). Soit donc E un événement observé. On suppose que son ar­
rivée peut être attribuée à un nombre ,n de causes distinctes, que ces m
causes sont les seules possibles, qu'elles s'excluent mutuellement, et 
qu'avant l'observation, elles étaient tontes également probables. L'ar­
rivée de E a rendu ces causes hypothétiques inégalement probables; il 
s'agit de déterminer la probabilité de chacune d'elles, résultante de 
l'observation; ce qu'on fera au moyen du théo1·ème suivant. 

La probabilité de chacune des causes possibles d'un événement observé 
est égale à cêlle que cette cause donnerait à l'événement, si elJe était cer­
taine, divisée par la somme des probabilités de cet événement qui ré­
:mlteraient pareillement de toutes les causes auquel on peut l'attribuer. 

Il 
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Ainsi, appelons 

les m causes possibles de l'événement E; soient 

P, , Pa, Ps, •: · p,., 
· • ·Pm, 

les probabilités connues de son arrivée, relatives à ces diverses causes; 
de manière que p,. exprime la probabilité de E qui aurait lieu si la 
cause C,. était unique, ou, ce qui est la même chose, si elle était certaine, 
ce qui exclurait toutes les autres. Désignons ensuite pa1� 

tur1 , '2irsa , türs,•• •ttira,• ••t'fiJ'm, 

les probabilités inconnues de ces mêmes causes; en sorte que '7ifn soit 
la probabilité de la cause C,. , ou, autrement dit, la probabilité que 
c'est à cette cause qu'est due l'arrivée de E. Il s�agira de prouver qu'on 
doit avoir 

Pn 

<tir,.
= 

p,+p. +P3 + · · · +p,.+ · · · +P111° 

Or , quel que soit l'événement E, on peut l'assimiler, pour fixer les 
idées, à l'arrivée d'une houle blanche, extraite d'une urne qui conte­
nait des boules de cette couleur et des houles noires. Oµ supposera, 
pom cette assimilation, qu'il y avait un nombre ,n de semblables urnes 

A, , A. , A3 , • • •  A
,. 
, ... A

m
., 

dont la houle blanche a pu sortir, el telles que dans l'ume quelcon­
que A,, , le rapport du nombre de houles blanches au nombre total de 
boules, soit éga! à la fraction p,. . Chacune de ces urnes sur lesquelles la 
main a pu se porte1· an hasard pour en extraire la boule blanche, re­
présente une des causes de son arrivée; l'urne A,. répond à ]a cause C,. ; 
et la question consiste à déterminer la probabilité que la houle blan­
che est sortie de A,. . 

Pour cela, supposons que l'on réduise les fractions p,, p,. , p3, etc., 
au même dénominateur, et que l'on ait ensuite 

a, 
p, = -, 

"' 

«2 '-l,,. !lm p., = -,·• •Pn = -,, ••Pm = -; 
"' "' "' 
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µ, et 1es numérateurs et.,, am, etc. , étant des nombres entiers. On ne  
changera rien à 1a  chance de tirer une boule blanche de l'urne A., , en 
y remplaçant les bcules qu'elle contient, par un nombre a,. de houles 
blanches et un nombreµ, <le boules, tant blanches que noires; et de même 
pour toutes les autres urnes. Le nombre total des boules étant actuelle­
ment le même dans toutes ces urnes, il résulte du lemme du n° rn, que 
si on les réunit dans une même µrne A, et que l'on donne Je n° , à celles 
qui proviennent de A., le n° 2 aux boules prnvenant de A A, etc., la pro­
babilité flU,. qu'une boule blanche extraite de l'ensemb le de ces ur­
nes A., A 0 A3 , etc., provient de A ,.

, est la même que la probabilité 
qu'une boule blanche sortie de A, portera le n• n; laquelle a pour va­
leur le rapport de a. à la somme des m quantités tt,, a.', a3 , etc., puis­
que cette somme est le nombre total des houles blanches qui sèront 
contenues dans A, et que dans cette somme, il y en aura un nombre a

,. 

qui portera le na 
n. On aura donc aussi 

c.t,. 

füJ',.=------ ; 
, c.t1 + Gt, + t:t3 + , , , + •n , • • + "m 

quanti:é qui coïncide, en vertu des équations précédentes'., avec 
l'expression de iz.r,. qu'il s'agissait de démontret•, 

(29). En calculant les probabilités de plusieurs événements succes­
sifs, il faut non-seulement tenir compte de l'influence que peut avoir 
l'arrivée de l'un d'eux sur la chance de celui qui le suit (n° g); mais on 
doit aussi quelquefois avoir égard, dans l'évaluation de cette chance, 
aux probabilités des diverses causes de l'événement précédent, ou des 
différentes manières dont il a pu avoir lieu. C'est ce qu'on verra, par 
exemple, dans le problème suivant. 

Je suppose qu'on ait un nombre m d'urnes A, B, C, D, etc., conte­
nant des boules blanches et des boules noires, et q.ue les chances d'ex­
traire une boule blanche soient a, de l'urne A, b de B, c de C, etc. On· 
tire au hasard une première boule de l'une de ces urnes, puis une se­
conde boule de l'une des urnes d'où la première n'est pas sortie, puis 
une troisième de l'une des urnes d'où les deux premières ne sont pas 
sorties, etc. , c'est-à-dire, qu'après chaque tirage, on supprime l'urne 
d'où la boule a été extraite. On demande la probabilité d'aniener, de . 

I 
. 

11 .. 
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cette manière, un nombre n de houles blanches, dans un pareil nom­
bre de tirages; n étant moindre que m ou égal à m. 

Faisons, pour abréger, 
�a+b+c+d+etc. =s,, 
ab+ ac+ ad+ be+ bd+ cd+ etc. = s.,

ahc+abd+bcd+etc. =s3 , 

rzbcd + etc. = S,4 , 

etc.; 
de sorte que s1 soit la somme des fractions a, b, c, d, etc., que s� re­
présente la somme de leurs produits deu:x à deux dont le nombre est 
m.m - 1 

d' · l d l d · · ' · d ---, que s3 es1gne a somme e enrs pro mts trois a trms ont 
1 ,2 

Je nombre est m. m -; ; .' ;2 - 2
, etc. La. probabilité d'amener une boule

blanche au premier tirage, sera � s,. Si la boule blanche ou noire, 
extraite à ce tirage , est sortie de A, la probabilité d'amener une boule 
blanche au second tirage aura m�� ( s •-a) pour valeur; cette pro-

babilité sera -1

- ( s, -b ), si la .. première boule est sortie de B; elle 
m-1 , 

sera --1- ( s, - c ), si la ptemière houle a été extraite de C; et ainsim- 1 

de suite. De là et des règles des n°• g et 10, on conclut 
cc(s,-a)+ b(s,-b)+'.J,'(s,-c)+ t --;ii-=:-1 - m - 1 m-1 cc., 

pour la probabilité complète de l'arrivée d'une boule blanche au se­
co1id tirage; a, étant la probabilité que la houle extraite au premier 
est sortie de A, , la probabilité qu'elle est sortie de B, 7' qu'elle est 
sortie de C, etc. Or, ces probabilités a, (;1 i', etc.; ne s·ont point égales 
entre �lies(*) : d'après ce qu'on a vu dans Je numéro précédent, on a 

a 
a.=-, s, 

C ;,= - , etc.; s, 

('') Faute d'avoir eu égard à celte circonstance, la solution de ce problème qui 
se trouve dans le 'n.0 17 de mon mémoire sur la proportion des naissances des deux 
sexes, est inexacte 7 

et j'eu ai déduit une fausse conséquence. 
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on a aussi, identiquement , 

a (:s,- a)+b (s,-b) +c(s,-c)+etc. =2S.; 

la probabilité d'amener une houle blanche au second tirage dexicndra 

donc ( -u, ) • De même, .la probabilité d'amener une boule blanche
m-I S1 

au troisième tirage sera -1

- (s ,-a-b), si les deux houles blanchesm-2 
ou noires, extraites dans les deux premiers tirages, sont sorties de A 

el B; cette probabilité sera -1
- ( s,-a-c), si ces deux houles ont

111,-2 

été extraites de A et C; et ainsi de suite. Donc la probabilité d'amener 
une boule blanche au troisième tirage, aura pour valeur com­
plète 

'g(s,-a-b)·+
h(s,-a-c) 

+
k(s,-b-c)

+ .=-=--- ---C--'---- ---'--'----- etc· \ m-2 m-2 m-2 ' 

g, h, k, etc., désignant les probabilités que les houles extraites dans 
les deux premiers tirages sont sortie& de A et B, de A et C, de B et 
C, etc. ; lesquelles probabilités sont, d'après le numéro précédent, 

ab 
g=-, s, 

ac be h=-, k=-,etc.; 
S3 S2 

et comme on a identiquement 

ab (s,-a-b) +ac (s,-a-c) + bc(s, -b-c) +etc.= 5s3, 

la probabilité de l'arrivée d'une boule blanche au troisième tirage de-

. d 
3s3 vien ra (m-3)s�·

On continuera sans difficulté ce raisonnement autant qu'on voudra. 
Il en résultera 

(m- i)s.' 
3s3 nsn 

) . . . . ) 
, (m-2 s, (m-n+r Sn-, 

pour les probabilités d'amener des houles blanches à chacun des n pre­
miers tirages; la probabilité demandée sera donc le produit de ces ,z 
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fractions (n• 5), qui se réduit à!. s., en faisant 
µ 

m(m-1)(m-2) .... (m-n+1) 
µ.= c2.3 .• . n ' 

de sorte que µ. soit le nombre des produits n à n des m lettres 
a, b, c, d, etc., desquels s. est la somme. 

On vérifie cette valeur !. s,. , en observant que chacun de ces pro-
,,,_ 

duits est la probabilité de tirer n boules blanches de n urnes détermi­
nées, prises parmi A, B, C, D, etc., et que, par conséquent, la 
s omme de tous ces produits divisée par leur nombre est la probabilité 
d'extraire n boules blanches den de ces urnes, prises au hasard; la.­
quelle probabilité est évidemment la même que celle qu'il s'agissait 
d'obtenir. Dans le cas de n = m, on aµ.= 1, et cette probabilité est
s"' , ce qui résulte immédiatement de la règle du n• 5. 

(5o). Maintenant, soit E' un autre événement, différent de E, mais 
dépendant des mêmes causes que· l'on a désignées par C,, C., Cs, etc. 
Représentons par 

1 I 1 1 p,, pa,oo•Pn1•••Pm1 

les chances de E' relatives à ces diverses causes, de sorte que p',. soit la 
probabilité donnée que E' arriverait si la cause C,. était certaine; cette 
cause étant seulement probable, et sa probabilité ayant été représentée 
par ,z;,,

11
, l'arrivée de E' en vertu de cette cause, sera un événement com­

posé dont la chance aura pour expression le produit de ces deux proba­
bilités (n• 5). De plus, la probabilité complète de E' sera la somme des 
chances relatives aux m manières différentes dont cet événement peut 
avoir lieu ( n° ro), c'est-à-dire, la somme des valeurs de p'. a. qui se 
rapportent aux ,n causes possibles C., C., C1 , etc., de E et de E'. En 
désignant par ,z;,,' cette probabilité complète de E', nous aurons donc 

ff'if
1 

= p1 ,ff'if, + p',.ff'if• + • • • + p'■ ff'if■+ • • • + p'mffifm,

ou bien, en mettant pour ff'if,, ff'if�, etc., leurs valeurs, 
. 

1 _p,p',+p,p',+ • • • +pnp',.+ • •  • +Pmf1m 
f/i1 - . . • 

P,+p,+ . . .  +Pn+••· +Pm 
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Telle est la formule qui sert à calculer la. probabilité des événements 

futurs, d'après l'observation des événements passés. On parvient aussi 
à Ja même expression, sans l'intermédiaire des causes communes à E 
et E', en les considérant comme deux événementG composés qui dé­
pendent d'un même événement simple; les raisonnements qui nous y 
ont conduits, s'appliqueraient également à cette autre manière d'tmvi­
sager la question; mais on peut, si l'on veut, la faire rentrer immé­
diatement dans la précédente. 

En  effet, si E et E' sont deux événements composés d'un même 
événement G, et que G soit susceptible de différentes chances 

g,, ga, • • • g,, , • • • gm, 

toutes également probables avant que l'événement E ait été observé, 
on pourra les considérer comme autant de causes distinctes de E et 
de E'; en prenant donc g,. pour la cause que l'on a appelée précédem­
ment C,. , la probabilité de g,. sera la valeur de fli1',. que nous avous 
trouvée, c'est-à-dire que ttI1' n sera la probabilité que la chance de G 
est égale à g. : l'expression précédente de fliJ'1 sera ensuite la probabilité 
de l'arrivée de E', résultante de m valeurs possibles de la cLance de G. 
Dans cette formule, p. et p,. exprimel'ont les probabilités données des 
arrivées de E et E', si g. était certainement la chance de G. 

{51). On ne doit pas confondre cette détermination ùe Ja pro­
babilité de E', d'après l'observation de E, avec une influence quel­
conque ùe l'arrivée des événements passés sur celle des êvéne­
ments futurs, qu'il serait absurde de supposer. Si je suis sû1·, par 
exemple, qu'une urne A renferme trois houles blanches et une boule 
noire, il est certain pour moi que la chance de l'extraction d'une 
boule blanche est i; par conséquent, si E' est la sortie de deux bou­
les blanches tirées de A, en y remettant la première houle qui sera 
ex�raite , la chance de E' sera le carré dei ou �,quel que soit l'événe­
ment E que j'aurai ·pu observer; et en supposant que E soit Ja sortie 
d'un certain namhre de houles blanches, et d'un <:ertain nombre de 
boules noires, extraites successivement de A et t'.emises à chaque fois 
ùans cette urne, je devrai toujours, sans avoir égard à la proportion 
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de ces deux nomb1·es, parier g contre 7 pour l'arriv:é de E'. Mais lors­
que lachance del'événement simpleG ne m'est pas connue, et que je sais 
seulement qu'elle u'est susceptible que de certaines valeurs, l'observa­
tion de E me fait connaitre la probabilité de chacune d'elles , d'où je 
conclus ensuite la probabilité de E '. Cette observation augmente ou di­
minue la raison que j'avais de croire à l'arrivée de E', sans influer au­
cunement sur cet événement futur, ou sur la chance qui lui est pro­
pre ; de telle sorte que pour quelqu'un qui aurait observé un autre 
événement E 1 , dépendant du même événement simple G, la raison de 
croire à l'arrivée de E' pourrait être beaucoup·plus forte ou beaucoup 
moindre que pour moi; ce qui ne changerait rien à la chance propre de E'. 

Relativement à ce cas de deux personnes, dont l'une a observé un 
événement E, et l'autre un événement E., composés tous les deux d'un 
même événement G, il ne faut pas oublier que si E, comprend E et 
quelque chose de plus, l'opinion de la seconde personne sur l'arrivée 
d'un nouvel événement E', dépendant aussi de G, sera plus éclairée 
que celle de la première personne, et devra être adoptée préférablement 
( n• 1 ). En supposant que l'observation de E1 ait conduit à une proba­
bilité k de l'événement futur E', et celle de E � une probabilité h du 
même événement , la seconde personne, sera plus fondée à parier k 
contre 1-k que la première h contre 1-l,, pour l'arrivée de E'; quelles 

que soient d'ailleurs les fractions h et k, plus grandes ou moindres que ;• 

et la diflërence h- k, positive ou négative. 
· (52). Il est bon, avant d'aller plus loin, de donner quelques exemples

simples de l'usage des expressions précédentes de I'@',. 
et 1'@'

1

, que nous 
mettrnns d'abord sous la forme abrégée : 

_pn 
füJ',.-�, 

�p. 

fül'' = �PnP�. 
'Zp,. ,

la caractéristique� indiquant une somme qui s'étend aux m valeurs de 
l'indice n, depuis n= 1 jusqu'à n=m. 

On sait qu'une urne B renferme m boules blanches ou noires; on en 
a tiré une blanche; et l'on demande la probabilité qu'elle contenait un 
nombre n de boules de cette couleur. 

Noqs p�uvons faire sur les nomb1·es de boules blanches que l'urne 
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contenait , m hypothèses différentes qui consistent à supposer succes­
sivement qu'elle l'enfermait m boules blanches, m- 1 houles blanches 
et une noire, m-2 boules blanches et deux noires, ••• une houle blan­
che et m-1 noires. Toutes ces hypothèses étant également possibles 
et s'excluant mutuellement, on peut les prendre pour les m causes C,, 
C., C3 , etc., de l'événement E ,  qui est ici l'extraction d'une boule 
blanche, sortie de B. Or, dans la supposition que parmi les m boules con­
tenues dans B, il y avait n houles blanches, la probabilité de cette 
extraction serait le rapport de n à m,  on a donc 

d'où l'on conclut 
., ) 

et, par conséquent, 
2n 

(üJ' -----• - m(m+r)'

pour la probabilité que B contenait effectivement n houles blanches. 
Elle ne peut être¾ que quand on am= n = 5. En général, Ja pro­
babilité que B ne contienne que des houles blanches, ou qu'on ait 

n = m, après qu'on en a vu sortir une houle de cette couleur, aura 2

+m I 

pour valeur. 
Si E' est l'extraction d'une nouvelle boule hJanche de B, sa proba­

bilité f@'
1 sera différente, selon que la boule blanche déjà sortie aura 

été ou n'aura pas été remise dans cette urne. 
Dans le premier cas, on aura 

P
l -p _ n
.- • - m, 

mais on a ,  comme on sait, 

�p.p' • = ..; :In• ;m 

:I n (n+ 1) _ m (m + 1) (m + 2) �n='!! (m+r);
1,2 - 1,2,3 , 1,2 

12 
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d'où l'on déduit 

:Sn• = .2:S n(n + .22 _ :En = m (m + 1) (2m _+ 1) 
, 

, 1,2 1.2.3 

et, en conséquence, 

I 2m+ 1 
fl:il' = 3m ' 

Dans le second cas, le nombre de houles blanches et le nombre total 
de boules que B renferme, étant diminués d,une unité à la seconde 
épreuve, on aura 

1 n - l 
P• = �, �nnp'.= -

( 
1
-

) 
:Sn(n - 1); 

on aura toujours 

et à cause dè 

r mm-, 

p. = ;ï, �p,. = ; (m + 1),

• :Sn(n-1) = (m-1)m(m+1)
, 1,2 1,2.3 

on en conclura 

1 2 

l'ü)' =a· 

La probabilité d'extraire une houle_ blanche d'une urne, d'où il est 
déjà sorti une boule de cette couleur que l'on n'y a pas remise, est 
donc indépendante du nombre m de houlei; blanches ou noires que 
l'urne renfermait, et toujours égale à -½• La valeur de tûr

1 relative au 
premier cas se réduit aussi à cette fraction ½, comme cela devait être, 
lorsque m est un nombre très g1·and et qu'on le considère comme 
infini. 

Sur un nombre quelconque m de houles blanches ou noires que B 
renfermait primitivement, si l'on savait qu'il en a été extrait m - 1 

boules blanches, il y aurait la probabilité m � 1, que la boule restante

est aussi blanche. On ne pourrait faire alors que deux hypothèses C, 
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et C., savoir : la supposition C, que les m boules étaient blanches, et 
1a supposition C,. qu'il y avait une seule houle noire, Dans la première 
hypothèse, la probabilité de l'événement observé est la certitude; 
dans la seconde, cette probabilité, c'est-à-dire la chance d'extraire 
de B les m - 1 boules blanches est la même que celle d'y laisser la 
houle noire; et comme, à priori J la boule restante peut être égale­
ment chacune des m houles contenues dans B, la probabilité que c'est la 

houle noire a ';;ï pour valeur. On a donc 

d'où il résulte 

1 
p, = i, P• = m;

f!'if-_l!.!_-� 
r- p,+P• - m+r'

pour la probabilité de la première hypothèse� ou, ce qui est la même 
chose, pour la probabilité que la boule restante dans l'urne soit blanche 
comme toutes celles qui en ont été extraites. Le cas de m = 1 n'est 
pas compris dans cette valeur de tur., non plus que dans la seconde des 
deux valeurs précédentes de tar1

• 

(55). Voici encore une application immédiate des formulés précé­
dentes, dans laquelle on ne connait pas le nombre total de houles 
blanches ou noires que l'urne B renferme; on sait seulement, par 
exemple, que ce nombre ne peut pas excéder trois. L'événement 
observé E est la sortie de x houles blanches, dans une série de n ti­
rages où l'on a remis à chaque fois dans B, la houle blanche ou noire 
qui en était sortie. Six n'est ni zéro, ni égal à n, on ne pourra faire 
sur les houles contenues dansB que trois hypothèses, savoir: l'hypo­
thèse C, d'une houle blanche et d'une noire , C. de deux houles 
blanches et d'une noire, C, de deux boules noires et d'une blanche. 
Les probabilités de E qui répondent à ces trois causes distinctes, 
seront 

p, = (½)� (¾)•-.:r, P• = (i)" (½)•-"', Ps = (¾)"' (it:•r, 
ou , ce qui est la même chose , 

I .2"' 211-:r 

p. = ;:. ' P• = an' p, = �;
12 •• 
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en faisant pour abréger, 

mi aura donc 

3· + 2•+: + ,,••-: - � - -- -r,

311 
1'@'1 =-, 

. � 

pour les probabilités de C,, C., C3• En prenant pour l'événement fu­
tur E', l'extraction d'une nouvelle houle blanche, les probabilités 
de E' relatives à ces trois hypothèses seront 

p', =¾, P
l

_
:. 

p' - ' •A - 31 3 -31 

par conséquent, sa probabilité complète tri1
1 aura pour valeur 

Dans le cas den= 2x, on aura 

tr'irs = 1111':, = "'+ 8-"'9 2, 

1 
¾,gr + sr 

1 

l'fiJ' = 9"'+ 2,8"' = 'i·

La valeur de 1'@'
1 est ¼, comme cela devait être; car les houles blanches 

et noires étant sorties en même nombre de Il, il n'y a pas de raison 
pour croire plutôt à l'arrivée d'une boule blanche qu'à celle d'une 
boule noire dans un nouveau tirage. Néanmoins, il faudra que gr 
surpasse le double de 8'", ou que x soit plus grand que cinq, pour 
que l'on puisse parier plus d'un contre un, que le nombre de houles 
blanches est le même que celui des boules noires dans B, ou que 
cette urne renferme une houle blanche et une houle noire. La proba­
bilité l'fiJ', de cette hypothèse diffère très peu de la certitude, lorsque x 
est un très grand nombre. 

Si i est un nombre entier, et qu'on ait :r: = 2i et n = 5i, il en ré-
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quantité qui différera très peu de ½, lorsque i sera très grand. En même 
temps, la probabilité fliJ'a que B renferme deux boules blanches et une 
boule noire, différera aussi très peu de la certitude. 

Supposons encore que l'on ait n = 3x. La valeur correspondante 
de fliJ'1 deviendra 

lorsque x sera très grand, elle se réduira à très peu près à -¾, et la 
probabilité fliJ'3 que B renfermera une boule blanche et deux houles 
noires, sera aussi à très peu près la certitude. 

Dans les trois cas où le nombre de tirages a été supposé très grand, 
on voit que la probabilité tf'if

1 <le l'arrivée d'une nouvelle boule blan­
che a eu pour valeur très approchée, le rapport du nombre des boules 
blanches sorties de Bau nombre total des épreuves, et que, dans cha­
que cas, ce rapport a aussi été, avec une probabilité très appro­
chante de la certitude, celui du nombre de houles blanches au 
nombre total de houles contenues dans B, c'est-à-dire la chance propre 
de l'extraction d'une boule blanche de cette urne. On verra effective­
ment, dans la suite, que quand un événement, d'une nature quelcon­
que, a été observé un ccrt:i.in nombre de fois, dans un très grand 
nombre d'épreuves, le rapport du premier nombre au second est la 
valeur très probable et très approchée de la chance connue ou inconnue 
de cet événement. Dans l'exemple que nous considérons, cette chance 

• 1 2 1 • 'l , . l l :r r 2 1 ne pouvant etre que 2, 3, 3, 1 s ensmt que es va eurs; = 2, = 3, = 3,

sont aussi les seules qu'on doive supposer, avec vraisemblance, quand 
x et n sont de très grands nombres. 

(54), Nous avons supposé, dans ce qui précède, qu'avant l'arrivée 
de E toutes les causes C., C., C3 , etc., auxquelles on peut attribuer 
cet événement étaient également possibles; mais si l'on avait à priori 
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quelque raison de croire plutôt à, l'existence de l'une de ces causes qu'à 
celle d'une autre, il serait nécessait-e d'avoir égard à cette inégalité des 
chances de C, ; C�, C3 , etc., antérieures à l'observation, dans l'éva­
luation des probabilités que ces diverses causes ont acquises après 
l'arrivée de E. Cette nécessité est un point important de la théorie des 
probabilités, surtout dans la question relative aux jugements des 
tribunaux, ainsi qu'on l'a expliqué dans le préambule de cet ouvrage. 
La démonstration du n° 28 est d'ailleurs facile à étendre au cas général 
où les causes de E avaient, antérieurement à l'observation, des proba­
bilités quelconques dont les valeurs sont données. 

En effet, comme dans ce numéro, remplaçons l'événément E par 
l'extraction d'une boule blanche qui a pu sortir de l'une des urnes A,, 
As, As, etc., et supposons '.d'abord que la sortie de chacune d'elles a 
été également possible pour toutes. La probabilité qu'elle est sortie de 

l'urne A,. sera Pn , en désignant toujours par p. le rapport du nombre
-Z.pn 

de boules blanches au nombre total de boules contenues dans A.,, et 
étendant la somme� à toutes les urnes A., A., A3, etc. Pour d'aq.tres ur­
nes An,; A.,,� etc,; comprises parmi celles-là, cette probabilité sera de 

même P•' ; Pn" , etc. ; d'après la règle du n° 10, la probabilité que la
Xpn Xpn 

houle blanche est sortie de l'une des urnes A,., A,., , A.,, , etc., sera la 
somme 

.1!.!:... + Pn' + Pn" + etc.,
Xpn Xpn Xpn 

qui se réduira à l'une de ces fractions multip�iée par leur nom­
bre, lorsque les quantités p,. , p,. , , p

,.
,,, etc., seront égales entre 

elles. 
Cela étant, concevons que les urnes A1 , A., As; etc,; se composent 

d'un nombre a, d'urnes A1 dans chacune desquelles p1 soit le rapport 
de la quantité de boules blanches à celle des houles blanches ou noi­
res, d'un nombre a. d'urnes A. dans lesquelles ce rapport soit p •. ••• 
et enfin d'un nombre a; d'urnes A; où ce même rapport soit Pd de ma­
nière que i exprime le nombre de ces groupes d'urnes semb1ahles, et 
qu'en appelants le nombre de toutes les urnes , nous ayons 

s=a, +a.+a3+ .... +a1. 
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La somme �p

,. étendue à toutes les urnes pour1·a être remplacée par 
celle-ci "S.an

p,. qui s'étendra à tous les groupes, ou à toutes les valeurs 
de l'indice n, depuis n = 1 jusqu'à n= i. Si donc les urnes A,. , A., , 
A,.,,, etc,, forment un des groupes et sont en nombre a,. , la probabilité 
que la houle blanche extraite de l'une des s urnes , soit sortie de ce 
groupe , aura pour valeur le rapport !" , multiplié par a.·; en sorte 

.,.,a.p,. 

qu'en la désignant par füJ'
,.

, nous aurons 

OnPn 
füJ' =--.

• 'l:anp11

Mais avant l'observation, la probabilité que la boule blanche ou 
noire qui serait extraite, sortirait de ce même groupe , était évidem-
ment �,. ; en la représentant par q

,. , on aura donc 

a,.=sq,. ; 

et si l'on substitue cette valeur de a,. dans celle de ,w,., et que l'on 
supprime le Jàcteur s qui sera comJDun au numérateur et au dénomi­
nateur, il en résultera 

Cela posé; les différents groupes d'urnes que nous venons de con­
sidérer; représentent toutes les causes possibles C 1 ; C., C3 , etc., de 
l'événement E, dont le nombre est i, et qui étaient inégalement pro­
bables à priori. La fraction q,. exprime la probabilité, avant l'observa­
tion, que l'événement qui arriverait serait dû à la cause C,. ; après 
l'observation, '7D',. exprime la probabilité que l'événement E qui a eu 
lieu, a été produit par cette iµême cause; et comme les causes C,, C., 
C3, etc., s'excluent mutuellement, q,. et ra,,. sont les probabilités, anté­
rieure et postérieure à l'observation, de l'existence de cette cause. 
L'expression de �. montre donc que la probabilité de chacune des 
causes possibles d'un événement observé , est égale au produit de la 
probabilité q,. de cette cause avant l'observation et de la probabilité p, 
qu'elle donnerait à cet événement, si elle était certaine, divisé par la 
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1oomme �q.p,. 

des produits semblables, qui se rapportent à toutes les 
causes auxquelles l'événement peut être attribué. 

La probabilité fli1'
1 de l'événement futur E' qui dépend des mêmes 

causes que E, aura, comme plus haut, �rr;r.p'n pour valeur, en em­
ployant dans cette somme l'expression de@,. que l'on vient de déter­
miner; ce qui donne 

Supposons que E' soit aussi observé après E. Soit E• un troisième évé­
nement dépendant toujours des mêmes causes; et désignons par p9 ., la 
chance que la cause C,., si elle était certaine, donnerait à l'arrivée fu­
ture de E" . La probabilité de cette cause était rr;r. après l'observation de 
E et avant celle de E'; par la règle précédente, e1le est devenue 
..... p'; , après l'observation de E'; en mettant dans sa valeur celle 

�'lirnJl 11 
1 

de I'@'
,.
, elle devient q,.p,.p � ; et en la multipliant par p'' ., on aura la pro-1:.q.p.p n 

habilité de l'arrivée de E", en vertu de la cause C •. Par conséquent, si 
nous désignons par fli1'11 la probabilité complète de cette arrivée, nous 
aurons 

'<' I H 

tr:ïJ''' _ .:.qapnp nP n •
- 1:-q,.p.p',. 

,

expression qui se déduit aussi de celle de ,r;r', par la substitution de pw,. 
au lieu de p' • et de PoP',. 

à la place de p,.. Et; en effet, relativement à 
la cause C., ce produit P

n
P'. est la chance de l'événement observé; 

c'est-à-dire, �e la succession des événements E el E'. 
(55). Pour donner un exemple très simple de la règle pr�cédente, 

qui pourra servir à en vérifier l'exactitude et Ja nécessit.é, je suppose 
que l'on trouve sur une table deux cartes dont les couleurs sont incon­
nues, et qu'en en retournant une, on observe qu'elle est rouge. On 
ne pourra faire que deux hypothèses sur les couleurs de ces cartes : 
qu'elles sont toutes deux rouges, ou que 1'une est rouge et l'autre 
noire. Si l'on ignore absolument d'où ces car�es proviennent , ces 
deux causes hypothétiques de l'événement observé ser.ont également 
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probables à priori,- . et après l'observation, la probabilité de la pre-

�ière_ hypothèse aura i pour valeur, comme on l'a v11 dans un des 
exemples du n° 52; en sorte que l'on pourrait parier deux contre un, 
que la carte non-retournée est rouge comme la carte retournée. Mais il 
n'en sera plus de même, si l'on sait, par exemple, que les deux'èartes 
ont été prises au hasard dans un jeu de piquet, composé de seize cartes 
rouges et d'autant de cartes noires. Avant l'observation, 9n aura (n° 18)

16. ,5
q. = 32.31'

16.16 
q,. = 2• 3::r..3Ï' 

pour les probabilités de la première et de la seconde hypothèse; on a, 
en même temps , 

p, = I' 

d'ou l'on déduit 

füJ' -
q,p, - 15

1 
- q,p, + q,p, - 31'

pour la probabilité de la première hypothèse, après l'observation; de 
manière qu'au lieu de deux contre un, il y a ,  au contraire, moins de 
un contre un, et seulement 15 contre 16 à parier que Ja· carte incon­
nue est rouge comme celle qui a été retournée. Cette valeur de füJ', se 
vérifie immédiatement; car il est évident que.la ques�ion est la même 
que si, après avoir tiré une carte rouge du jeu entier, on demandait la 
probabilité de tirer encore une carte rouge des 51 cartes restantes et 
qui n'en contiennent plus que 15 de cette couleur. 

En général, si l'on a un tas de m cartes dont a rouges et b noires , 
que l'on y prenne au hasard un nombre n de cartes, et qu'en re-
tournant un nombre n - 1 de celles-ci, ou en trouve a' rouges et 
b' noires, on obtiendra, par la règle précédente, 

, 
a-a

,r,;,-----
,- m-n+ 1' 

.pour la probabilité rœ-, que la n"m• carte est rouge, et pour la probabi-
15 
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lité tür,. qu'elle.est noire. Cette valeur de tür, est aussi , comme cela de­
vait être, la pl'Obahilité de tirer une carte rouge,.du tas primitif, réduit 
à m-n+r cartes, dont a-a' rouges , pa1· l'extraction de a' rouges 
et b' noires. ta valeur de I'{;]'

,. 
se vérifie de même; à èause de a+b=rn 

et a'+ b' = n- 1, on a d'ailleurs q;r1 +'2il'
a
= 1. 

(56). La conséquence générale de la règle du n° 54, est que si deux 
événements E et E' dépendent <l'une même cause, Ja probahiJité de 
l'événement futur E' ne résultera pas seulement de l'événement ob­
servé E : on devra avoir égard dans son évaluation aux connaissances 
antérieures à l'observation que l'on pouvait avoir sur ce qui concerne 
Ja cause commune de E et E'; de telle sorte que la probabilité de E' 
pourra être différente pour deux person�es qui auront observé le 
même événement E, mais qui avaient auparavant des données diffé­
rentes sur la question. 

De même, dans les questions de doute ou de critique auxquelles 
s'applique aussi le calcul des probabilités ( n° 3); lorsqu'il s'agira de 
savoir si un fait attesté par un témoin est vrai ou faux, on devra tenir 
compte, non-seulement de la chance d'erreur du témoin, mais encore 
de nos connaissances antérieures à son témoignage. 

Ainsi, en représentant par p la probabilité que Je témoin ne nous 
trompe pas, involontairement ou à dessein, et pa1· q la probabilité de 
la vérité du fait avant qu'il fût attesté par Je témoio, sa prnhahilité 
après le témoignage dépendra de pet q, et se déterminera de la ma­
nière suivante. 

L'événement obser_vé est ici l'attestation d'un fait qui n'est point 
incontestable. Dans Ja supposition qu'il est vrai, le. témoin ne nous 
trompe pas, et p est, par conséquent, la probabilité de l'événement. Sa 
probabilité est 1 -p dans l'hypothèse que Je fait est faux, puisqu'a­
lol's le témoin nQus trompe. Avant le témoignage, q était la probabi­
lité de la p1·emière hypothèse et 1 -q celle de la seconde. En appe­
lant r la pl'Obahilité de la première hypothèse, ou de la vérité du fait, 
après le témoignage qui l'atteste, on aura donc, par la règle du n° 54, 

On tire de là 

r- pq __ _

-pq + ( I -p) ( I - q )'
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, _ q (1-q) (2p-1) , 
1 -q- pq +(•-p-}(1-q)'

99 

ce qui montre que la différence r-q est de même signe que p--L 
d'où il résulte que Je témoignage augmente ou diminue la prohahililé 
de la vérité du fait, qui avait lieu auparavant, selon qu'on suppose 
p > ¾ ou p < ¾ : la différence est nulle et le têmoignage ne change 
rien à la p1·ohabili1é antérieure, dans le cas de p = ii, où il y a un 
contre un à parier que le témoin ùit ou ne <lit pas la vérité. Lorsque, . 
à priori, on n'a aucune raison de croire plutôt à la vérité qu'à la faus­
seté du fait que lé témoin atteste, la probabilité q est ¾; il s'ensuit 
r= p; et , dans ce cas, la, probabilité que le fait est vrai, ne dépend 
plus qite de la véracité et des lumières du témoin. 

On ne peut pas supposer que l'une des deux quantités pet q soit l'u­
nité et l'autre zéro; mais si p approche beaucoup de la certitude et que q 
approche encore plus ùe l'impossibilité, de manière que le rapport de q 
à r - p soit une très petite fraction, la probabilité r sera aussi très 
petite, et à peu près égale à ce rapport. C'est le cas d'un fait contraire 
aux lois générales de la nature, et attésté par un témoin auquel on accor­
derait, sans cette opposition, un grand degré de confiance. Ces lois géné­
rales sont pour nous le résultat de longues séries d'expériences; ce qui 
leur donne, sinon une certitude absolue, du moins une très forte proba­
bilité, encore augmentée par l'harmonie qu'elles présentent, et qu'au­
cun témoignage ne saurait balancer. Si donc le fait attesté est contraire 
à ces lois, la probabilité qu'il n'est point inexact sera à très peu près 
nulle avant le témoignage; et en supposant même le témoin de honne 
foi, il suffira qu'il ne soit point infaillible pour que sa chance d'er­
reur 1 - p soit extrêmement grande par rapport à cette prohahité an­
térieure q, et que la probabilité r, après le témoignage, puisse encore 
être considérée comme insensible. En pareil cas, il serait raisonua­
ble de rejeter notre propre témoignage, et de penser que nous som­
mes trompés par nos sens qui nous présenteraient comme vrai, quel-

. que chose de contraire aux lois de la nature. 
(37 ). Supposons que le fait dont nous venons de considérer la pro­

babilité, soit aussi attesté pat· nn second témoin; désignons par p' la 
probabilité que ce témoin ne nous f rompe pas, et par ,' la probabilité 
de la vérité <lu fait , résultante du double témoignage; en observant 

l 3 ..
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que la probabilité de la vérité <le ce fait était déjà r, indépendamment 
de la seconde attestation, on en conclura que l'expression de r doit se 
déduire de celle de r, par le changement de p et q , en p' et r; ce qui 
donne 

p'r 
r' - --,---�---,-,-,--

-p' r + ( 1 -p') ( 1 - r) ' 

ou bien, elf mettant pour r et 1 - r leurs valeurs, 

. -qpp' • 
r= , c , . qpp + ( 1 - q) 1 - p) ( I -- p ) 

Si le second témoin atteste la fausseté du fait dont la vérité a été 
affirmée par le premier, on remarquera qu'indépendamment du se­
cond témoignage, la probabilité que le fait est faux avait déjà 1 - r 
pour valeur, en désignant donc par r, la probabilité de la fausseté du 
fait, résultante des deux attestations contraires, l'exp1·ession de r, 
devra se déduire de celle de r èlu numéro précédent, par le change•• 
ment de pet q, en p' et 1 - r, et de cette manière, on aura 

p'(r-r) r - ---=---'----------
' - p' ( 1 - r) + r ( 1 -p').' 

on, ce qui est la même chose, 

_ p' ( 1 - p) ( 1 - q)
r,-p'( 1-p) (1 -q) +qp(l -p')° 

Dans le cas de p = p', cette valeur de r, se réduit à 1 - q; et, en 
effet, les deux témoignages contraires et de même poids se détruisent, 
et la probabilité de Ja fausseté du fait doit demeurer la même qu'au­
paravant. 

On déterminera de même, sans difficulté, la probabilité qu'un fait 
est vrai ou faux, lorsqu'il est attesté par des témoins et uié; par d'au­
tres, en nombre quelconque. Si le fait est attesté par tous les témoins 
à la fois, l'expression de la probabilité qu'il esl vrai prendra la forme 
suivante. 

Soit toujours, antérieurement à tous les témoignages, q la proba­
hilité que le fait est vrai; désignons par y,,, ce que devient cette proba-
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bilité après que le fait a été attesté par un nombre quelconque x de 
témoins;y,.._, sera cette même.probabilité, quand le fait est attesté 
seulement par un nombre x-1 de témoins; et si l'on représente par 
p avec un nombre x - 1 d'accents, c'est-à-dire par p<r-•), la proba­
bilité que le témoin qui n'est pas compris dans ceux-ci, ne nous 
trompe pas, lorsqu'il atteste aussi la' vérité du fait, l'expression de y,.. 

se déduira de celle de r du numéro précédent, en y mettant per-,) et 
y,.._, au lieu de pet q, de sorte que l'on aura 

La valeur de y0 sera la probabilité primitive q; et si l'on fait successi­
vement x = 1, = 2, = 5, etc., Qll. déduira de cette formule 

r - pq y - p' q, et •-pq+(1 -p)(1-q)'. ,.-
p':r,+(r�p')(q-:r.)' c.;

d'où l'on conclura la valeur de y,. par l'élimination dey,, celle dey3 

par l'élimination de y., et ainsi de suite. Mais, si l'on fait, pour 
abréger,. 

1. _ p(z-1) _ 

pCz-•) -_f.,;

}'équation précédente, aux différences finies du premier ordl'e, se 
changera en celle-ci : 

J"z-• 

y ... = --+.....::_;;( ___ )' J":z:-r Pz •-Yz-r 

dont l'intégrale complète est · • 
\ C 

y,, = c+(1-c)p,p,p3,,.pr ,, 

e��t par c 1� constance arbitra�re .. En ?1e!tanty- ! au lieu de
.. �cet�'·express1on de r::: , on· eu dedu1t effectivement , . 

. .:, .· . . \ ·�; �l 
. ,,,-41',._�,"".t..� , ' C 

! :_: 1 :�t!( �) -�·f� ,1 r .i:-• = -------,------, 
,., . , -:·•"•'.'-., ···r c+(r-c).p,p,p3,,.p:z;_, 
·-: .:-.: .. � ... · ·, \i,:".'-:::: .. �- / .. /. 

\��-, 
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( 1 - c) PrP•P3 • • • P:z:-, 
l -y,,_, = 

+ ( ) 
i c 1-c P1P•P3•••P:z:-r 

et ces valeurs jointes à celle de y"' rendent identique l'équation donnée. 
On déterminera la constante c au moyen d'u-ne valeur particulière 
de J':r, et, si l'on veut, au moyen de celle qui répond à x=o; en 
prenant alors l'unité pour le produit f I f',h · . • P:z: , de x facteur, il en 
résulteray

0 
= q = c; et, pour un nombre quelconque x de témoins, 

nous aurons ensuite 

'V--�-
q 

J :z: - q + ( 1 - q) p,p.p3. • , p,; 

Relativement au témoin qui répond à l'indice quelconque i, la 
quantité p; est le rapport de la proH!bilité qu'il nous trompe à la pro­
babilité qu'il ne nous trompe pas, de sorte qu'on a f' ;> 1 ou p;< 1, selon 
que la première probabilité est supérieure ou inférieure à la seconde 
et p; = 1 quand elles sont égales. Si le nombre des témoins est très 
graud et considùé comme infini, et que f; sm·passe l'unité pour tous les 
témoins, la pl'Obabilité y,, de la vérité du fait qu'ils attestent sera zéro à 
une exception près; et au conh·aire, dans ce cas de x infini, cette 
probabilité sera l'unité ou la certitude, aussi à une exception près, 
lorsque f'i sera moindre que l'unité pour tous les témoins. L'exception 
aura lieu, quand les quantités f,, f'H f3 , etc., décroitront ou croî­
tront continuellement, mais en s'approchant indéfiniment de l'u­
nité. Prenons, par exemple, pour leur terme général, 

4g-• 
p; = 

I -(û-1)' ,r";

71' désignant le rapport de la circonférenee au diamètre, et g une cons­
tante donnée qui ne surpassera pas l 'unité, afin qu'iucune des quan­
tités f., fu 

f
3

, etc., l'le s-oit négative. Par une formule connue, leur 
produit sera égal à cos g; on aura donc 

.. 

Y -

.q 
'JJ - '] + ( 1 - q) cos g' 

quantité qm diflërern beaucoup de l'unité, quand g diflërera de 
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même de; 71, Si l'on fait g= h \!- 1 , la nouvelle constante h pourra 
être plus petite ou plus grande que l'unité. En désignant par e la base 
des logarithmes népériens, il en résultera 

et si h ne surpasse pas l'unité, ou seulement si h n'est pas un très grand 
nornhe, cette probabilité y"° ne set·a pas très petite. Toutefois, il se1·a 
facile de s'assurer que la première valeur d1! y en, sera toujom·s supé­
rieure à la probabilité q antérieure aux témoignages , et la seconde 
toujours inférieure. 

Ces formules supposent que tous les témoignages soient directs; 
nous examinerons tout à l'heure le cas ou un seul est direct, et tous 
Jes autres sont traditionnels. 

(58). Quand un témoin ne se borne point à dire qu'une chose 
soit vraie ou fausse, mais qu'il atteste l'arrivée d'un événement, dans 
un cas où il y en avait plusieurs qui fussent possibles; l'événement 
qu'il peut annoncer, quand il se trompe ou qu'il veut tromper, n'est 
point unique; et doit être seulement un de ceux qui n'ont point eu ou 
qu'il ne croit point avoir eu lieu; or, cette circonstance inf1 ue , 
comme on va le voir, sur la probabilité de l'événement après le témoi­
gnage, indépendamment de ceJ1e qu'il avait auparavant. 

Je suppose, pour fixer les idées, qu'une urne A renferme un nom­
bre l'- de boules, dont a, portent le n° 1, a. le n° 2, ••• a., le n• m, de 
sorte qu'on ait 

µ,=a,+ aA+ a3 • • o +am ,

et que m soit le nombre de numé1·os différents que cette urne ren­
ferme; si une boule en est sortie, on pourra aussi faire m hypothèses 
différentes C11 

C., Cs, •.. Cm, sur le numéro de cette houle; Jeurs 
probabilités avant aucun témoignage, étant désignées par q ,, q., q3, • • •

f/m, on aura 

a, a, Om q, =
:-

, q. =-, . . . q,,. = -; 
r· !' I" 
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et si un témoin annonce que la boule sortie de A porte le n° n,  les pro­
babilités de ces hypothèses prendront les valeurs l'ü7' 1, tti1' .. , tti1'3, ••• l'ür

., 
•

qu'il s'agira de déterminer par la règle du n° 54, Ici l'événement ob­
servé sera l'annonce, p�u• Je témoin, de la sortie du n• n; chacune des hy­
pothèses donnera une certaine probabilité à cet événement, dont _il 
faudra d'abord former l'expression; on représentera par p., p .. , p3, ••• Pm, 
ses probabilités résultantes des m hypothèses; et d'après ces diverses 
notations, C,, q;, l'ü1'1 , p,, répondront à la sortie d'un numéro quelcon­
que i, et, en particulier , C., q,., flil' •, p,. , à la sortie du n° n · annoncé 
par le témoin. 

Je désigne paru la probabilité que ce témoin ne se trompe pas, et 
par v la probabilité· qu'iJ ne veut pas tromper; r -11, sera la probabi­
lité qu'il se trompe, et 1-v qu'il veuttromper. Dans la num, hypothèse, 
c'est-à-dire, dans la supposition que n est réellement le numéro .extrait 
de A, le témoin annoncera la sortie de ce numéro, s'il ne tro.mpe pas 
et s'il ne veut pas tromper , combinaison dont la probabilité est uv par 
]a règle du n° 5. S'il se trompe, il croira que la boule sortie de A porte 
un numéro quelconque ,i' différent den; et en même temps, s'il veut 
tromper, il annoncera un numéro différent de n', o� pris parmi les 
m....: 1 autres numéros; la chanêe qui en résulter.a pour le n° n'

d'être précisément celui que Je témoin annoncera ,· sera donc -1
-, 

m-1 

en admettant, toutefois, que le témoin n'ait aucune prédilection pour 
un numéro plutôt que pour un autre; par conséquent, d'après la règle 
citée, la probabilité que ce numéro sera annoncé par un témoin qui se 
trompe et qui veut tromper, aura pour valeur le produit des trois frac-

tions 1 -u, 1- v, �. Soit que Je témoin se trompe et ne veuille 
m-"."' r 

pas tromper , soit qu'il ne se trompe pas et veuille tromper, le témoin 
n'annoncera pas la sortie du n° n; car, dans Je premier cas, il voudra 
annoncer le numéro qu'il croira sorti et qui ne sera pas Je n• n, et, 
dans le_ second, il saura que ce numéro est sOl'ti et ne voudra pas 
l'annoncer. De toute cette discussion et d'après la règle du n• ro, 011

.conclut 

+ ( 1 - U) ( l - 11) 
p,,. = UV 

-,;j:::_-_1--, 
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pour 1a probabilité complète que l'hypothèse C
,.
, si e11e était certaine, 

donnerait à l'événement observé. 
Dans l'hypothèse C;, correspondante à ia sortie d'un n° i dif­

férent de n, le témoin n'annoncera pas le n• n, s'il ne se trompe pas 
et ne veut pas tromper. S'il ne se trompe pas et qu'il veuille trom� 
per, il saura que Je n° i est sorti, mais il annoncera la sortie de 
l'un des m - 1 autres numéros; et la chance pour que ce soit 
l 1 d' ' ·1 , I Il ( J - ") l b b'l' ' e n° n, sera ---; ou I resu te ------ pour a pro a 1 1te 

m-1 m-1 

que ce n• n sera effectivement annoncé par le témoin. S'il se trompe 
et qu'il ne veuille pas tromper , cette probabilité sera égale à 
11(1-u) J , • • ] , • ---; car e temom pourra cr01re que e numero sorh est un 

m-1 

des m- , numéros différents ·de i; il annoncera celui qu'il croira sorti;

et -1
- sera la chance pour que n soit ce numéro. Enfin, si le té-

nz - 1 

moin se trompe et qu'il veuille tromper, il faudra d'abord qu'il croie 
sorti de A, un des m - 1 numéros différents de celui qu'il annonce; 
-

1

- sera donc la probabilité qu'il croira sorti un numé1·0 déter­
m - 1 

miné n'; cette fraction exprimera aussi la probabilité qu'il annoncera 
Je n° n, parmi les m - 1 numéros différents de n'; on aura donc 
(--

1
-)• pour la probabilité que le témoin croira sorti le n° 

n' et qu'il 
m-1 

annoncera la sortie de n. La chance qui en résultera pour ce n° . n
d'être annoncé sera, par conséquent, la fraction ( m _:_ 

1 
)' multipliée

par le nombre des numéros tels que n', que le témoin a pu croire 
sortis de A; lequel nombre est seulement m - 2, puisque le 
témoin qui se trompe. et qui veut trompe1·, ne peut croire sot·ti 
ni le n° i qui l'est réellement, ni le n• n qu'il anno�ce. D'un autre 
côté, la probabilité de cette double erreur est le produÜ · ( , - u) 
( 1 - 1.1); la pmbahilité que Je n° n sera effectivement annoncé par 
ce témoin, aura donc pour valeur le produit ( 1 - u) ( , - v)

multiplié par la chance ( m -
2 

• Je réunis les probabilités de cette
m-1 )'

annonce dans les trois cas distinct�. où c1le peut avoir lieu; il en 
1·ésulte 
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_ 11 ( 1-11) + 11 ( 1-u)+ (m-2) (1-u} ( 1-11) 
p;- m-1 m-1 (m-1)2 

' 

pour Ja probabilité complète de l'événement observé, dans une des 
m - 1 hypothèses contraires à la vérité de cet événement. Cette
valeur de p, est d'ailleurs liée à celle de Pn par l'équation 

p,. + ( 1n - 1 ) p; = I , 

résultante de ce que la somme des probabilités que le témoin annon­
c�ra la sortie du n° n, correspondante aux m hypothèses C" C., C3, • • • ; 

Cm t doit être égale à l'unité. 
Maintenant; par la règle du n° 34, nous aurons 

,.,.. - q'p; • 
. ...,, ____ _ 

qupu + l: q;p;' 

les sommes� s'étendant à tontes les valeurs de l'indi�e i, depuis i = 1 

jusqu'à i = m, excepté i = n. Et comme la quantité p1 est indépen­
dante de i, et que la somme des valeurs de q,, moins celle qui répond 

à i = n, est ,.,,-
a

n, l'expression de @,. deviendra.
f< 

[ ( m - 1) uv + (r -u) (1 - v)] ( m-1) an 

tuf n 

= [(m-1 )1w+(1 -u)(1-v)](m-1)a,.+[(m-1)(1-v)u+(nz-1)(1-u)1+(m-2)(1-u)(1-v)](ft-a.i 

après qu'on y aura substitué les valeurs de p,., q,., p1, q,, et multiplié son 
numérateur et son dénominateur par ,u (m-1 ;-. Ce sera donc la pro­
hallilité que le numéro n annoncé par le témoin est réellement sorti 
de A; la probabilité qu'il ne l'est pas aura 1.- @,. pour valeur; et, en 

. particuliér, celle de la sortie d'un tout autre nüméro déterminé i se 
déduira de l'expression de 1 - rœ-,., en la multipliant par le rapport 
<le q1 p, à l: q1p1, ou <le a, àµ, - a,. ; en sorte que l'on aura 

(1 - -z:rn)a; 
fu11=---. ff,-an 

On doit remarquer que pour obtenir ces résultats, nous avons admis 

crue quand le témoin se trompe ou qu'il veut tromper, le numéro
qu'il annonce est déterminé par 1� hasard seulement, et non par quel� 
que cause particulière. Il n'en serait pas de même, lorsqu'il veut 
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tromper, s'il avait une raison quelconque pour faire croire à l'anivée 
�'un numéro �lu_tôt qu'à. celle d'un autre, ni quand ïl se trompe,
si son erreur etaxt prodmte, par exemple, par la ressemblance du 
numéro qu'il croit sorti et -qu'il annonce, avec le numéro réeJlement 
extrait de A. Ces circonstances ùifficiles à apprécier et dont nous avons 
fait abstraction pourraient influer beaucoup sur la probabilité de la 
sortie du numéro annoncé par le témoin. 

Au lien de houles portant un nombre m de numéros différents, 
l'urne A pourrait contenir des houles d'un pareil nombre de. couleurs 
diverses. Si elle renferme seulement des boules blanches et des houles 
noires, les premières en nombre a et les secondes en nombre µ, - a, 
et que la sortie d'une houle blanche soit annoncée par le témoin, on 
fera m = 2 et an = a, dans l'expression de fiif,.; en désignant par r, 
ce qu'elle devient alors, on aul'3 

[uv + (1 - 11) (1 - v)]a 
,·- -----�-..:......;:....__...::.....;:...___...:..::...._. __ _ 

- [uv+ (1 - 11) (1 -v)]a+ [(1 -v)u + �•-u)v](�-a)'

pour la probabilité qu'il est effectivement sorti une houle blanche 
de A. 

On peut assimile1· à ce cas particulier, celui d'un fait vrai ou faux, 
attesté par tln témoin : on prendra pour ce fait l'extraction de 1a houle 
blanche; r _sera la p1·0Lahilité qu'il est vrai; et son expression devra 
<:oïncider avec celle du n° 56. Nous aurons d'abord 

p=uv+(1-u)(1 -v), 

pour la probabilité que le témoin ne nous trompe pas; car cela peut 
avoir lieu parce qu'il ne se trompe pas et ne veut pas tromper, ou bien 
aussi parce qu'il se trompe et veut tromper, c'est-à-dire parce que entre 
les deux seules choses possibles, l'extraction d'une houle blanche et 
celle d'une boule noire, représentant la vérité et la fausseté du fait 
atte!\té, le témoin croit le contraire de ce qui est, ou dit le contraire 
de ce qu'il croit. La probabilité qu'il nous trompe sera, en même 
temps, 

1 - p == (i - v)u + (1 -·_u)v; 

ce qui se déduit de la valeur de p, ou s'obtient directement en ohser-
14 .. -
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vant que le témoin peut nous tromper, soit qu'il ne se trompe pas 
et veuille ttimper, soit qu'il se trompe et ne veuille pas tromper. On 
aum encore 

a 

q
= 

p,' 
u- a

1-q=·--,
,,. 

pour les pt·ohabilités avant le témoignage, de la vérité et de la faus­
seté du fait que le témoin atteste. Ces diverses valeurs rendent, en 
effet, l'expression de r du n° 56 identique avec celle que l'on vient 
d'écrire. 

Quand l'urne A ne renferme qu't1ne seule houle portant chaque nu­
méro, depuis le n° , jusqu'au n° m, on a a,. = 1 et µ = m; ce qui 
simplifie beaucoup l'expression générale de '7i1'n, et 1a réduit à 

+ (r -11) (1 - v) füJ',.=uv m-z • 

Cette probabilité que le n° n annoncé pur le témoin est réellement 
sorti de l'urne A, ne diffère pas, dans ce cas, de celle qui a été désignée 
plus haut par p,., c'est-à-dil'e de la probabilité que le témoin annon­
cera le u• ,z, dans la supposition de la sortie de cc numéro. Elle di­
minue à mesure que le nombre m des numéros contenus dans l'urne 
devient plus grand, et serait égale à la probabilité que le témoin ne 
se trompe ni ne veut tromper, si ce nombre pouvait devenir infini. 

(39). Il resterait à considérer le cas général où il existe plusieurs 
témoins dont les uns ont une connaissance directe du fait qu'ils attes­
tent, et les antres le connaissent seulement par tradition; mais pour ne 
pas donner une trop grande étendue à cette digression sur ]a proha-
1>ilité des témoignages, nous nous bomerons à résoudre une question
particulière de cette espèce.

Nous appellerons T, T,, T •, ... T .,_,, T :r:, les témoins dont le 
nombre sem x + 1. Comme dans le problème précédent, une boule
a été extraite de l'urne A, son numéro est à la connaissance directe 
de T, chacun des autres témoins tient de celui qui le précède que 
cette boule portait le n" ,z; en sorte que ce fait est transmis <lu premier 
témoin 'I' au dernier T.,, , et de celui-ci à nous, par une chaîne tra­
ditionnelle, non interrompue. Le témoin T.,, étant donc Je seul que 
nous ayons entendu, l'événement observé, <lans cette question, est 
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l'at testation, par ce témoin, qu'il tient de T .,_, que le n° n est sorti de A; 
et il s'agit de déterminer la probabilité que ce numéro soit effective­
ment celui qui a été extrait de cette urne. 

Soient y"' 
la probabilité de l'événement observé, dans l'hypothèse C" 

de la sortie du n° n de A, et y'"'' dans l'hypothèse C, de l'extraction d'un 
autre n° i. En désignant toujours par a,. et a"' les nombres de boules 
n° n et n

° i contenus dans A, et par µ, le nomb1·e total de boules que 

cette urne renferme, )a fraction � sera, à priori� la chauce de la sot·-
f< 

tie du u O n, et � celle de la sortie du n° i. Par la règle du n° 34, nous 
f' 

aurons 

a,.y:r 

?a',. = ---- , ' a,.y.z: + �a;y :r 

pour la probabilité de l'hypothèse.C,.; la somme � s'étendant à tous les 
indices i,depuisi= 1 jusqu'ài= m, excepté i=n. 011 verra tout 
à l'heure que l'expression dey'"' est indépendante dei; et la somme des 
valeurs dea,, excepté a., étant µ,-a,. , cette valeur de f@',. est la même 
chosè que 

On.J':r lë'iJ'n=------) -. • 

011.J•:r+(f<-On j :,; 

On en déduira la probabilité tïiri de toute autre hypothèse C;, en m ul­
tipliant 1 - rr.;r,. par le rapport de a,à µ,-a,.. 

Le profilème se réduit donc à la détermination des inconnues J'"' 

et y'"' 
en fonctions de x. Pour cela, je représente par k:r la prnhabilité 

que le témoin T:,; ne nous trompe pas, de sorte que 1 - k,, soit la 
probabilité qu'il nous trompe, involontairement ou à dessein. Le té­
moin T :r annoncera la sortie du n° n de A, s'il ne nous t1·ompe pas et 
que T:r_, ait aussi annoncé l'extraction de ce n° ; combinaison dont la 
probabilité est le produit k,,y :r-u dails l'hypothèse C,., en observant que 
T

1:
-, exprime à l'égard de Tz

_,, ce que Ys représente relativement 
à T :r• Il pourra encore annoncer la sortie du u0 n, s'il nous trompe, et 
qu'en même temps T z-, ait annoncé celle d'un autre numéro; dans 
l'hypothèse C., la p1·obabilité de cette combinaison est le produit 
( 1-k,) ( 1 -r z-1); mais la chance que n sera le numéro qu'annoncera T x 
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parmi les m - 1 numéros qu'il ne croit pas annoncés par T...,_,, étant 

) 1 .d 
, . 'd . . (1-k.r) (1 -y.:,_,) l seu ement --, cette cons1 erahon re mra a --------- a pro-m- 1 m-1 

habilité de l'annonce du n• n. Enfin, ·1e témoin T"' n'annoncera 
pas la sortie de ce numéro, soit quand il nous trompera et que T.,_, 
l'aura annoncé, soit quand il no nous trompera pas et que T .r-, aura 
annoncé la sortie d'un autre numéro. Nous aurons donc 

7 + (1-k.r)(l-j:r-,)
Yx = 

1•:rY:r-, m-I 
' 

pour la probabilité complète de l'événement observé, dans l'hypothèse 
Cn . On trouvera cle même 

Y
I _ ;, y' + (I - ki.) (1 - .r'.r-,) 
% - lt:r :;-1 ' m- 1 

pour cette probabilité dans toute autre hypothèse C,; en sorte que les 
deux inconnues y,. et y' .r dépendront d'une même équation aux diffé­
rences finies du premier ordre, et ne différeront l'une de l'autre que 
par la constante arbitraire. 

En considérant Y:r: et désignant cette constante par c, l'intégrale 
complète cle l'équation donnée sera 

_ 1 + c(mk, - 1)(ml.:,-1) ••• • (mkx_,-1) (m/.-.,, -r)

y,,-;;; (m-1):x ; 

car en y mettant x - .1 au lieu de x, on en déduit 

� + c (mk, - 1) (mk0 - 1) •••• (mk:r_, - 1) 
y.,,_,= m (m- ry-, ' 

� _ c(mk,-1) (mk0- 1) •.•. (m!.·x-, - 1). 
I-Yx-•= m (m-1):r-, '

et ces vrtleurs jointes à celle de .Y
.r

rendent identique l'équation donnée. 
Pour déterminer la constante c, je fais x = o dans l'intégrale, et 
j'observe que la probabilité Yx qui se rapporte au témoin direct T, 
doit être celle que l'on a désignée par Pn dails le numéro précédent. 
En prenant, dans ce cas de x = o , l'un'ité pour le produit des fac­
teurs que l'intégrale renferme, on aura donc 
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Pn = !.. + c, c· = mp"-=-!_,m m 

Pour une valeur quelconque de x, on aura donc ensuite 

où l'on a fait, pour abréger, 

(mk, - 1) (mk2 - 1) •••. (ml.·:r - 1) 
_ X 

(m- ,)z 
- • 

En observant que la probabilité y',, relative au témoin direct T, dans 
une hypothèse quelconque C, différente de C

n
, doit aussi être celle que 

l'on a exprimée par p1 dans le numéro précédent, nous aurons de 
même 

y':r = � [1 + (mp,- 1)X]; m 

quantité indépendante de i, puisque p1 ne dépend pas de cc uombre. 
Je substitue ces valeurs dans celle de f@'n i il en résulte 

. (1 + (mpn- 1)Xlan 

(@'n =· [1 +(mpn- 1)X]an + (1 +(mp,- 1)X](,u- a.)' 

pour la probabilité que le n° n annoncé par Je dernier témoin T"' est 
rée1lement sorti de l'urne A; ce qu'il s'agissait de déterminer. 

Le produit représenté par X peut être rempfacé par celui-ci : 

X=h, h
,,. 

h3 • • •  h
,,
, 

en faisant, pour abréger, 

k _(1-lc,,)=h. " 1n- I :,; 

Le nombre m étant toujours plus grand que un, et k"' désignant ·une 
fraction positive qui ne peut pas surpasser l'unité, il s'ensuit que cha­
cun des facteurs de X pot11'l'a être positif ou négatif, sans sortir jamais 
des limites±: 1. Lorsque le nombre x des facteurs sera très grand, ce 
produit sera insensible; et tout-à-fait nul, si ce nombre était infini, en 
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exceptant toutefois les cas particuliers où les facteurs li,, h., hs, etc., 
formeront une série de fractions continuellement convergentes vers 
l'unité.· Cela étant, si l'o� néglige dans l'expression de f@'n, les 

termes qui contiennenJ X, elle se réduira à �; d'où il résulte qu'en 
ft 

général, la probabilité d'un événement qui nous est transmis par une 
chaîne ti•aditionnelle d'un très grand nombre de témoins, ne diffère 
pas sensiblement de la chance propre de cet événement, ou indépen­
dante du témoignage; tandis que l'attestation d'un grand nombre de 
témoins directs d'un événement rend sa probabilité très app1·ochante 
de la certitude, lorsqu'il y a pour chacun· de ces témoins plus d'un 
contre un à parier qu'il ne nous trompe pas (n• 57 ). 

Dans le cas particulier où l'urne A ne contient qu'une seule boule 
de chaque numéro, et où l'on a, en conséquence, a,. = 1 etµ.= m, 
la valeur de f@',. se réduit à 

'fir
,, = !... [1 + (mp,.- 1) X], 

m 

en vertu de l'équation du numéro précédent 

p,. + (m - 1) p, = I, 

Cette probabilité coïncide donc alors avec y,0 c'est-à-dire, avec la 
probabilité de l'annonce du n° n par le témoin T.,,, dans l'hypothèse Cn 

que ce numéro est réellement celui qui a été extrait de A. Mais on ne 
pouvait pas, comme dans la solution que Laplace a donnée de ce pro­
blème (*), prendre à priori l'une pour l'autre, ces deux probabilités 
r

"' et r.;r
0

, qui ne sont d'ailleurs identiques que quand le rapport de 
µ.- a

,. à a,. est égal à celui de m- 1 à l'unité. 
(4o ). On peut, si l'on veut, exprimer chacune des quantités/,•,, k., 

k3 , etc., au moyen du nombre ,n et des probabilités que le témoin 
auquel elle se rapporte, ne se trompe pas et ne veut pas tromper. 
J'appellerai Ur, la probabilité que le témoin quelconque T �; appartenant 
à la chaine traditionnelle, ne s'est pas trompé, et V.c, la probabilité 

{'") Théorie analytique des probabilités; page 457 . 
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qu'il n'a pas voulu tromper. Si ces deux circonstances ont concouru, 
le témoin n'aura pas trompé; il aura pu aussi ne pas tromper, s'il s'est 

trompé et qu'il ait voulu tromper; mais dans ce second cas, -1
- est · 

m-1

la chance qu'il aura annoncé Je n° n, parmi les m - 1 numéros qu'il 
ne croyait pas sortis de A; et ces deux cas étant les seuls oû il n'aura 
pas trompé, en �nnonçant ce numéro, la valeur complète de kz, sera 

k _ 

··+ ( I - U.rt) ( 1 - V,..,)• 
zt - lt&t()zl' ----- • 
. . m-, 

pour x' = o, eJJe coïncide avec la valeur-de p,. du numéro précédent, 
en prenant u, et v, pour les quantités u et Pque celle-ci renferme. 

Cette quantité kz, est la. p,·obabilité qu'on doit attacher au témoignage 
de T.,.,, ou la valeur; de ce témoignage, considéré en lui-même, c'est­
à-<lire, la raison qu'on a de croire à ]a sortie d'un n• n, d'une urne A, 
qui peut contenir un nombre ,n d'espèces de _numéros différents, lors­
que l'on sait seulement que cette sortie est attestée par un témoin T .,, 
pour lequel Uz, et Vz, sont les probabilités qu'il ne se trompe pas et 
qu'il ne veut pas tromper. Si l'on est certain que T

.,, se trompe et 
veut tromper, on aura Uz, = o et v ., = o ,  et la probabilité !.:r, que Je 
n

° 
n est sorti, résultante de son témoignage, sera nêanmoins égale à 

m 

1 

1 
• Ce sera la certitude, dans Je cas de m = .2; ·et, en effet, le té­

moin annonçant celui des deux numéros qu'il ne croit pas sorti, et 
croyant sorti le numéro qui ne l'est pas, se trouvera avoir annoncé né­
cessairement la vérité. Dans le cas de m= 5, il y aura un contre un à 
parier pour la sortie de celui des trois numéros que Je témoin aura an­
noncé; ce qu'on vérifiera aisément par l'énumération de toutes les 

combinaisons possibles; et l'on véri(iera 4e même la valeur 
m 

. 
1 

1 
de 

la probabilité h,.
, relative à un nombre que1conque m.

On ne doit pas confondre le cas d'un témoin qui se trompe et veut 
certainement tromper, avec celui où la chaîne traditionne1Ie est in­
terrompue, de manière que le témoin T

z,_, qui précède Tz
, n'existe pas. 

Il est certain qu'alors le témoin. T"', veut tromper, puisqu'il suppose 
l'existence de Tz,_,; on a donc Vr, = o; mais la probabilité que T,.., ne 

15 
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se trompe pas, n'est point nulle: ce témoin n'ayant, dans ce cas, au­
cune notion sur l'événement arrivé, la probabilité qu'ff annonce le 
numéro réellement sorti, est ..: r par la même raison ; c'est aussi la 

m 

valeur de son témoignage ; et en effet, si l'on fait Uz, = -;;; et 

""' =,o, dans la formule précédente , il vient k"', = �- Cette v;leur de 
li·,,, rend nul le facteur hz, de X, et réduit, par conséquent, la proba­

bilité t?U. de la sortie du n° n à On' c'est�'à-di:re, à la ·chance propre de 
' t' 

cet événement, comme cela doit être évidemment. 
(41 ). Au moyen de la règle relative à la probabilité des causes, 

nous pouvons actuellement compléter ce qui a été d�t à la fin du n° 7,

sur la tendance de notre esprit à nè pas douter que certains événements 
n'aient une cause spéciale, indépendante du hasat·d. 

Lorsque nous avons observé un événement qui avait en lui-même une 
très faible probabilité ; s'il ·présente quelque symétrie, ou quelque autre 
chose de remarquable, nous sommes naturellement portés à penser 
qu'il n'est pas l'effet du hasard, ou plus généralement de la cause unique 
qui lui donnerait cette faible chance, mais qu'il est dû à une cause 
pins puissante, telle que la volonté de quelqu'un qui aurait eu un but 
particulier en le pr�duisailt. Si, par exemple, nous trouvons sur une 
table, en caractères d'imprimerie, les· .26,lettres de l'alphabet, rangées 
dans l'ordre naturel a, b, c,, . •.. x, r, z, no.us ne faisons aucun doute 
que quelqu'un ne les ait ainsi disposées par un acte de sa volonté; ce­
pendant cet arrangement n'est pas en. lui-même plus improbable que 
tout autre qui ne nous présenterait rien de remarquable, et que pour. cette 
raison nous n'hésiterions pas à attribuer au seul hasard. Si ces .26 let­
tres devaient être tirées successivement et au hasard, d'une urne où 
elles seraient renfermées, ilyaurait la même chance qu'cllesarriveraient 
dans l'ordre naturel, ou dans un ordre déterminé d'avance; comme 
celui-ci b, p, w, .. . q, a, t, que je choisis arbitrairement: cette chance 
serait aussi. petite, mais: pas. moindre·, pour le premie1· arrangement 
que pour le second. De même, si une urne renferme, en nombres 
égaux, des boules. blanches et des houles noires, et qu�on en doive 
extraire, successivement 5o boules, en y remettant à chaque fois· la 
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boule extraite, la probabilité que ces 5o houles seront blanches , aura 
pour valeur lâ 30° puissance de;, c'est-à-dire, à peu près l'unité divi­
sée par un milliard. Mais la probabilité de la sortie de 5o houles, les 
unes blanches et les autres noires, dans tel ordre et dans telle propor­
tion que l'on voudra assigner d'avance, ne sera ni plus grande ni plus 
petite que celle del' extraction de 5o houles blanches; et il y aura éga­
lement environ un milliard à parier contre un que cet autre arrange­
ment déterminé n'arrivera pas. Cependant, si nous voyons sortir de 
l'urne 5o fois de suite une boule blanche, nous ne pourrons pas croire 
que cet événement·soit dü au hasard, taudis que nous lui attribnerons 
sans difficulté l'arrivée de 5o boules qui ne nous offrira rien de régu­
lier et de remarquable. 

Ce que nous appelons hasard ( n° 27), produit-, pour ainsi dire, 
avec la même facilité , un événement que nous trouvous remarquable 
et celui qui ne l'est pas. Les événements de la première espèce sont 
beaucoup plus rares que ceux de la seconde, lorsque tous les événemcn ts 
également possibles sont très nombreux. Pour cette raison, l'arrivée 
des premiers frappe d'avantage notre esprit; ce qui nous porte à leur 
chercher une cause spéciale. L'existence de cette cause est , en effet, 
très probable; mais sa grande probabilité ne résulte pas de la rareté 
des événements remarquables : elle est fondée sur un autre principe au­
quel nous allons appliquer les règles précédemment démontrées. 

(42). Appelons E, , E., E3, etc., les événements remarquables qui 
peuventavoir lieu, et F., Fa

, Fa, etc., les événements non remarqua­
bles. Lorsqu'il s'agira , par exemple, de 5o boules extraites d'une urne 
qui contient des nombres égaux de boules blanches et de boules noires, 
les événements E,, Eu . E3' etc., seront l'arrivée de 5o boules de la 
même couleur , ceUe de 5o boules alternativement blanches et noires, 
celle de 15 boules d'une couleur suivies de 15 boules de l'autre cou­
leur, etc. Dans le cas d'une trentaine de caractères d'imprimerie, rangés 
à la suite l'un de l'autre, les événements E,, E., E3, etc., seront ceux 
où ces lettres se trouveront ùisposées, soit dans l'ordre alphabétique, 
soit dans l'ordre inverse , ou bien ceux où elles formeront une phrase 
de la langue française, ou d'une autre langue. Dans tous lcs,cas, dési­
gnons par m ieur nombre, et par n celui des autres événements F,, 

15 .• 
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F., F31 etc.; supposons qu'ils soient tous également possibles, lors­
qu'ils sont dus uniquemE:nt au hasard; de sorte qu'en représentant 
alors par p la probabilité dé chacun d'eux, on ait 

l 

p= m+n'
aussi bien quand il appartient à la première sene, que quand il fait 
partie de la seconde. Il n'en sera plus de même, si ces événerncnts 
doivent être produits par une cause particulière C, indépendante de 
la probabilité p, et qui sera, pour fixer les idées, la volonté d'une per­
sonne et le choix qu'elle fera de l'un d'entre eux. Nous admettrons 
que ce choix sera déterminé par les diverses circonstauces qui rendent 
remarquable une partie des événements possibles. Ainsi, il y aura une 
certaine probabilité p., que le choix de cette personne se portera sur E., 
une autre probabilité pA qu'il se portera sur E,, etc.; il n'y aura au­
cune probabilité qu'il doive se porter sur un des événements F 1, F., 
F3, etc.; et ces divers événements étant les seuls possibles, il faudra 
qu'on ait 

p, � + p. + pa + etc. = x. 

Si les probabilités p,, p., Pa, etc., sont toutes égales, leur valeur com­
mune sera �, et, par conséquent, très grande relativ_ement à p, quand
le nombre total m + n des cas possibles sera très grand en lui-même 
et par rapport au nombre m des cas remarquables. Généralement, ces 
probabilités pourront être fort inégales; nous n'avons aucun moyen 
de les connaître; mais il i1ous suffira qu'elles soient très grandes eu 
égard à la probabilité p; ce qui ne peut manquer d'avoir lieu, lorsque 
celle -ci est extrêmement petite, ou le nombre m + n excessive­
ment grand, comme dans les exemples qu'on vient de citer. 

Tel e·st le principe dont nous partirons pour déterminer la probabi­
lité de la cause C ,  d'après l'observation de l'un des événements E1 , 

E
,., 

E3 , etc. , F,, F., ·Fa, etc., ou, du moins, pour faire voir qu'elle 
est très 'grande, quand l'événement observé appartient à la première 
ser1e. 

Supposons que �. soit cet événement. On pourra foire deux hypo­
thèses, la première qu'il est dû à la cause C, la seconde qu'il est le ré-
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sultat du hasard .. Si la première hypothèse était certaine, p, serait la 
probabilité de l'arrivée de E.; si c'était la sef!:onde qui le fût, cette pro­
babilité aurait p pour valeur; en appela�t donc r la probabilité de la 
première hypothèse après l'observation, et regardant les deux hypo­
thèses comme également probables à priori, nous aurons, par la règie 
du n• 28,

Or, il suffit queb probabilité p, soit tt·ès grande eu égard à la très petite 
chance p, pour que cette valeur der diffère très peu de l'unité ou de la 
certitude. Dans l'un des exemples précédents, où le nombre des événe­
ments possibles surpassait un milliard, el où p était au-dessous de l'u­
nité divisée par mille millioi.is; si l'on suppose que rnoo soit le nombre 
des événements assez remarquables pour déterminer une personne à 
choisir l'un <l'entre eux, et si l'on prend l'unité divisée par ce nombre 
pour la valeur de p,, celle der <liffèrera de l'unité, de moins d'un millio­
nième, et de beaucoup moins encore, si, comme on peut le croire, la 
probabilité p, est au-dessus d'un millième. Lors donc que l'un de ces 
événements remarquables, aura été observé, par exemple, l'extrac­
tion de 5o houles d'une même couleur, tirées d'une urne qui contient, 
en égale proportion, <les houles de deux couleurs différentes, on devra 
l'attribuer, sans aucun scrupule, comme on le fait naturelJcment, à la 
volonté de quelqu'un, ou à toute autre cause spéciale, et ne pas le con­
sidérer comme un simple effet du hasard. 

Toutefois, la probabilité r de la cause C serait beaucoup diminuée, 
si avant l'observation, son existence et sa non-existence n'étaient pas 
également possibles, comme le suppose la formule précédente, et que 
ce soit sa non-existence qui füt primitivement la plus probable. C'est 
ce qui aura lieu dans l'exemple qu'on vient de citer, lorsqu'on aura pris, 
arnnt le tirage, beaucoup de précautions pour soustraire l'extracrion 
iles houles à l'influence d'aucune volonté. En ayant égard à cette cir­
constance, antérieure à l'observation, la règle du u• 54 rendra sensible 
la diminution de la valeur der. Cette probabilité sera aussi augmentée 
ou diminuée, quelquefois dans de très g1·ands rapports, quand tous les 
événements E1 , E.., E3 , etc., F,, F., F1, etc., ne seront point égale-
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ment possibles : augmentée, si la chance propre de chaque événement 
-est plus petite pour ceux de la première série que po.ur les événe­
meuls de la seconde série; diminuée, dans le cas contraire.

L'harmonie que nous observons dans la natm·e n'es( sans doute pas
l'effet du hasard; mais par un examen attentif et long-temps prolongé,
on est parvenu, pour un très grand nombre de phénomènes, à en dé­
couvrir les causes physiques qui donnent a leur arrivée, sinon une
Cflrtitude absolue, du moius une probabilité très approchante de l'u­
nité. En les regardant comme des choses E 1 , E�, E3 , etc., qui présen­
tent des circonstances remarquables, ce serait le cas où ces choses ont
par e1les-mêmes une assez forte probabilité, pour rendre très impro­
bable et tout-à-fait inutile à considérer, l'intervention de la cause que
nous .avons appelée C. Quant aux phénomènes physiques, dont les
causes nous sont encore inconnues, il est raisonnable de les attrihue1·
à des causes analogues à celles que nous connaissons, et soumises aux
mêmes lois. Leur nombre diminue au ·reste de jour en jour, par le
progrès des sciences : aujourd'hui, par exemple , nous savons cc qui
produit la foudre, et comment les planètes sont retenues dans leurs
orbites , connaissances que n'avaient pas nos prédécesseurs; et ceux

· qui viendront après nous, connaitront les causes d'autres phénomènes,
actuellement inconnues.

(45 )· Lorsque le nombre de causes distinctes auxquelles on peut at­
trihue1· un événement observé E est infini, leurs probabilités, soit
avant, soit après l'arrivée de E, devienoent i11finirnent petites, et les
sommes � contenues dans les formules des n•• 52 et 54, se changent
en des intégrales définies.

Pour effectuer cette transformation, supposo11s que l'événement ob­
servé E soit l'extraction d'une houle blanche, d'une urne A qui conte­
nait une infinité de boules blanches ou noires. On pourra faire sur le
rapport inconnu du nombre de houles blanches au nombre total des
boules, une infinité d'hypothèses que l'on prendra pour autant de
causes distinctes de l'arrivée de E, et exclusives les unes des autres.
Désignons ce rapport pu x, de sorte que x soit une quantité suscepti­
ble de toutes les valeurs croissantes par degrés infiniment petits, et
comprises depuis x infiniment petit, qui répond au cas où la houle
extraite serait la seule houle blanche que A renfermait, jusqu'à x= 1, 
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qui· répond à l'autre cas extrême où cette urne ne contiendrait que 
des ·boules blanches. 

Représentons aussi par X la: probabilité que ce rapport, si sa valeur 
x était certaine, donnerait à l'arrivée de E,  de manière que X soit , 
dans chaque question, une fonction connue de x. En considérant donc 
cette valeur comme une des causes possibles de E, il s'agira de déter­
miner la probabilité infiniment petite de x, soit quand toutes ces cau,­
scs sont également probables avant l'observation, soit quand elles ont, 
à priori, des chances différentes. 

Dans le premier cas , la probabilité demandée se déduira de la 
quanti lé tür • du n• 28, en y supposant m infini, et y mettant pour p

1 
, 

p�, p3, etc.,--,,Jes valeurs de x relatives à toutes celles de X. 
En faisant d'abord usage du signe l: , comme dans le n° 52 , et ap­

pelant rr.1' la probabilité de x, nous aurons donc 

X 
'1iJ°= l:X'

Mais, d'après le théorème fondamental. des intégrales définies, on aura 
aussi 

l:Xdx= .r, 1

Xdx;

par conséquent, si l'on suppose.constante la différentielle dx, et qu'on 
multiplie par d.--c les deux termes de la fraction précédente, il en ré­
sultera 

En même temps, si l'on désigne par X' la probabilité correspondante 
à x, d'un événement futur· E' qui dépend des mêmes causes que E, 
et par tüJ'

1 la probabilité complète de l'arrivée de E', on aura, d'après 
la règle du n° 5o, 
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ou , ce qui est la même chose ; 

f
1

XX'dx 
1 Jo 

fli1' = f_o_1_X_d_x_, 

en substituant pour ffiJ' sa valeur précédente, et changeant la somme� 
en une intégrale. La quantité X' sera dans chaque exemple une fonc­
tion donnée de x.

Dans le cas ·où les diverses valeurs de x seront inégalement proba­
bles avant l'observation de E, on désignera par Ydx la probabilité in­
finiment petite et antérieure à cette observation, de la chance x de E; 
et en mettant Ydx au lieu de q,. dans les formules du n• 54, on en 
conclura 

pour la probabilité de cette chance x après l'arrivée de E, et 

_f 1

XX'Ydx 
lw''- o ___ _ 

-f
0

1 

XYdx '

pour la probabilité de l'a1·rivée future de E'. 
(44)· Si l'on est certain, à priori, que la valeur de x ne peut pas

s'étendre depuis x.:_ o jusqu'à x = r, et qu'elle doit être comprise 
entre des limites données, on prendra ces limites pour celJes des 
intégrales définies que ces formules renferment , ou bien, si l'on veut 
conserver leurs limites zéro et l'unité, on supposera que Y soit une fonc­
tion discontinue de x, qui sera nulle en dehors des limites �onnées de 
cette variable. Soit que x soit susceptible de toutes les valeurs depuis 
zéro jusqu'à l'unité , soit que cette.variable doive être renfermée en­
tre des limites données; si l'on appelle A la probabilité que sa valeur 
inconnue est effectivement comprise , d'après l'événement observé E, 
entre d'auti·es limites plus resserrées que les premières, À sera la somme. 
des valeurs de fli1' relatives à celles de x qui sont contenues entre ces 
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autres limites; en sorte qu'en désignant celles•ci par a et �, on aura 

. _l' XYdx 
À=-----. 

fo
1 

XYdx 

Dans un calcul d'approximation, on pourra employer celte for­
mule, lorsqùe le nombre de causes auxquel1es l'événement E peut 
être attribué, au U.-eu d'être infini, sera seulement très considérable. 
Supposons, par exemple, que E soit la sortie den boules blanches, 
tirées successivement et sans interruption, d'une urne B qui contient 
un très grand nomb1·e de boules, tant 1llanches que noires, et dans la­
quelle, on remet à chaque fois la boule qui en a été extraite. La pro­
babilité X de E, correspondante à un rapport x du nombre de houles 
blanches au nombre total de houles contenues dans B, sera la puis­
sance n de ce rapport. Si l'on demande la probabilité que le nombre 
de houles blanches qu'elle renferme excède celui des boules noires, 
on prendra tt = ¼ et b = 1, dans l'expression de cetle probabilité A. 
Si, de plus, toutes les valeurs possibles de x étaient également proba­
bles avant les tirages, Y ne variera pas avec x, et disparaitra, en con­
séquence, de cette expression. On aura donc 

fi 

'1 Xdx=-+ , 
o n 1 

J:
1 

Xdx= n.;. 1 (1 - :,.n�,),

et, par conséquent, 
1 À = 1 - n+Ï , 2 

avec d'autant plus d'exactitude que B contiendra un plus grand nom­
bre de boules noires ou blanches. Avant les tirages, il y avait un con­
tre un à parier que le nombre des blanches excédait celui des noires; il 
suffira qu'en tirant une boule de B, elle soit blanche pour qu'on ait i'.= ¾,
ou qu'il y ait trois à parier contre un pour la supé�iorité du nombre de 
boules de cette couleur; et quand ou aura tiré de· B un nombre un peu 
considérable de boules blanches, sans en amener de noires, la proba­
hi�ité À que les blanches y sont en plus grand nombre que le� nofres, 
approchera beaucoup de la certitude. 

16 
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(45). Ainsi que je l'ai déjà dit ( n• 5o), on peut considérer E et E' 
comme des événements composés d'un même événement simple G, et 
liés l'un à l'autre par leur dépendance commune de cet événement. 

La chance de G est inconnue; la probabilité qu'elle a x pour valeur 
est Ydx avant l'arrivée de E, et (r;J' après cette arrivée; et comme cette 
chance a certainement une des valeurs comprises depuis x= o jus­
qu'à x = 1, il faut que la somme des valeurs col'respondantes de Ydx 
soit l'unité, comme cela a déjà lieu pour la somme des valeurs de (f,;J', La 
fonction donnée Y de x, quelle qu'elle soit d'ailleurs, continue ou dis­
continue, devra donc toujours satisfaire à la condition 

fYdx= 1. 

D'après la règle de l'espérance mathématique (11° 25), appliquée à 
la chance de G, on devra prendre pour sa valeur, avant l'observation 
de E, la somme de toutes ses valeurs possibles, multipliées par leurs 
probabilités respectives, c'est-à-dire, la somme de tous les produits de 
x et de Y<!;c, depuis x = o jusqu'à x = 1. En désignant par J,, cette 
chance de G, ou, plus exactement, ce qu'on doit prendre pour sa va­
leur inconnue, avant que E ait été observé, on aura donc 

J" = la' !iYdx;

et l'on peut remarquer que si l'on considère x et Y comme l'abscisse et 
l'ordonnée d'une courbe plane, et si l'on observe que l'aire entière de 
cette courbe, ou l'intégrale fYdx est l'unité, :,, sera l'abscisse du centre 
de gravité de cette même aire. C'est d'après cette valeur de Î' prise pour 
la chance de G, que l'on devrait parier pour une première arrivée de cet 
événement, mais non pas pour plusieurs arrivées successiv�s; car selon 
que G aura eu lieu ou n'aura pas eu lieu dans une première épreuve, la 
probabilité de son arrivée sera augmentée ou diminuée dans les épreu­
ves suivantes .. 

Si, par exemple , toutes les valeut•s de x sont également probables 
à priori; la quantité Y devra être indépendante de x; d'après les deux 
équations pt·écédentes, on aura donc 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 1.23 

et, en effet, ·nous n'avons alors aucune raison de croire, dans une. 
première épreuve, à l'arrivée de G plutôt qu'à celle de l'événement 
contraire. Mais si l'on prend pour chacun des événements E et E' l'évé­
nement simple G, auquel cas on aura, 

X=x, X'= x, 
il en résultera 

r• XX'dx
' JO • 

(@' = f:,xt1z = Î' 

pour la probabilité que G étant arrivé une première fois, arrivera 
encore une seconde fois, de manière que Ja probabilité de son arrivée, 
aura augmenté de ¾, de Ja première à Ja seconde épreuve. ElJe di­
minuera de la même fraction, et se réduira à ¾ - ¾, ou ½, à la seconde 
épreuve, lorsque l'événement contraire aura eu lieu à la première; 
car en prenant celui-ci pour E, et toujours G pour E', c'est-à-dire en 
faisant 

X = l - X' X'= X,

on en conclura 

.fo' ( 1-x)xdx 
ftil''- 0 '-.!. 

-r: (1 -x)dx .-

3
' 

pour la probabilité que G n'ayant point eu lieu la première foi!ll, ar­
rivera à la seconde épreuve. 

A priori, la probabilité que G arrivera deux fois de suite sera, par 
la règle du n• g, le produit de la probabilité ¾ qu'il aura lieu une 
première fois, et de la probabilité i qu'étant arrivé cette fois-là, il 
arrivera encore à la seconde épreuve; elle sera donc ½, au lieu de ¾,

qui serait sa valeur si la probabilité de G était ¾ à la seconde épreuve 
comme à la ·première. La similitude des deux événements qui arri­
veront dans les deux premières épreuves, aura une probabilité double 
ou égale à j; car cette similitude aura lieu, soit par la répétition de G, 

16 .• 
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soit par celle de l'événement contraire,· qui sont toutes· deux égale­
ment probables. 

En comparaut i ou ¾ ( 1 + 1) , à la probabilité ¼ ( t + J'") de la 
similitude, que nous avons trouvée dans le n• 27, on aura J = V

1 

_. 

- 3 

Lors donc qu'à priori nous n'avons aucune donnée sur )a chance d'un 
événement G, de sorte que nous puissions supposer également à x 
toutes les valeul's possibles, la probabilité de la similitude dans 
deux épreuves consécutives, est la même que s'il y avait, entre les 
chances de G et de l'événement contraire, une différence Va, sans 

que l'on connût la chance Ja plus favorable. Nous déterminerons 
tout à l'heure la probabilité de la similitude dans les cas où l'on sait 
à priori que toutes les valeurs possibles de x, au lieu d'être également 
possibles, s'écartent très probablement fort peu d'une fraction connue 
ou inconnue. 

(46). Maintenant, l'événement simple dont la chance est inconnue, 
étant toujours désigné par G, appelons H l'événement contraire dont 
la chance sera l'unité diminuée de celle de G, et supposons : 1

°

, que 
l'événement observé E soit l'arrivée de G un nombre m de fois et de H 
un nombre n de fois, dans un ordre quelconque; 2

°

. que l'événement 
futur E' soit l'arrivée de G un nombre m' de fois et de H un nombre n'

de fois, aussi dans un ordre quelconque. 
Pour la valeur x de la chance de G et 1 - x de celle de H, les 

probabilités X et X' de E et E' seront (n• 14) 

X = Kxm (, - x)", X'= K'xm'(1 - x)•'; 

K et K' désignant des nombres indépendants de x. On aura donc 

Kfo
1 

Yx"'+•'(1-x)n+11'dx 

f:Yxm (1 - x)"dx ' 
rr;r' =

pour la prob�hilité de E' après l'observation de E. Le nombre K a 
àisparu de cette formule; la valeur qu'on y mettra pour K', sera 
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K'- 1,2,3 •.• m'+n' 

- 1.2.3 ... m'.1.2.3 ... ,i'' 

Si E' était l'arrivée de m' et n' événements G et H dans un ordre déter­
miné, il faudrait remplacer K' par ]'unité. 

Lorsque avant l'observation de E, on n'aura aucune raison de 
croire aucune des valeurs de ,r plus probable qu'une autre, on pren­
dra l'unité pour la quantité Y. Au moyen de l'intégration par partie, 
on a d'ailleurs 

(' "'( 
)"'d _____ n __ ._n_-......,1_,n-=----2_._.,...·2_._1 ___ � 

J0X i-x x=m+1.m+2.m+3 ... m+n.m+n+11

ou , plus simplement , 

en faisant, pour abréger, 

I . 2. 5 •.• i - 1. i = P,'

pour un nombre quelconque i. On aura de même 

J:
I 

1 ) + 'dx Prn+m' P n+nt , 

0 

x"'+"' ( 1 - x • " = 

Pni+m'+n+n'+• 
1 

et à cause de 

K' = Pmr+n' 

. P.,,P.,' 

il en résultera; dans le cas dont il s'agit, 

Afin que cette formule comprenne les cas où l'un des nombres m, 
n; m', n', est zéro, il y faudra faire P.= 1. Cela étant, si l'on an =o 
et n' == o, on aura simplement 

rr.;,1- m+r i,• 
- m+m'+� 
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ce qui exprimera la probabilité que G arrivera m' fois sans interrup­
tion, après être déjà arrivé m fois sans q.ue l'événement contraire H 
ait eu lieu. 

Pour m' = ï et n' = o, la valeur de '7JJ'1 relative à Y = 1 , se ré­
<luira à 

tri"'= m + r 
m,tn+2; 

et pour m' = o et n' = 1 , elle devient 

1 n+ r
'7.11' -

- m+n+2•

La somme de ces deux fractions est l'unité; ce qui doit être: effective­
ment, puisque ]a première exprime la probabilité qu'après m + n 
épreuves , G arrivera à l'épreuve suivante·, et la seconde la probabi­
Ji té que cet événement n'arrivera pas. La première est plus grande ou 
moindre que la seconde, selon qu'on a m > n ou m < n, c'est-à-dire 
selon que dans les m + n premières épreuves, G est arrivé plus sou­
vent ou moins souvent que l'événement contraire H: elles sont égales 
entre elles et à ½, comme avant. les éprcu-vtis,, quand ces. deux évé­
nements ont eu lieu le même nombre de fois. Mais il n'en sera plus de 
même, en général, lorsque l'on saura à priori, soit par la nature de 
l'événement G, soit par le résultat d'épreuves antérieures à l'événe­
ment E, que les valeurs de la chance inconnue de G ne so.nt pas 
toutes également probables, de telle sorte que l'on n'ait pas Y= 1 

non-seulement dans ce cas , la fraction ,- du numéro précédent que 
l'on devra prendre pour la chance de G avant les m.+ n nouvelles 
épreuves ne sera point 1, mais à l'épreuve suivante, fa probabilité de G 
pourra être moindre que Î', quoique G soit arrivé plus souvent que 
l'événement contraire H, ou plus grande, quoique ce soit G qui aura 
eu lien, le moindre nombre de fois; c'est ce que l'on verra dans 
l'exemple suivant. 

(47). Je suppose-qu'il soit lrès probable, à priori, que la·chancc 
de G s'écarte fort peu, en plus ou en moins, d'une certaine fraction r,

de so1·te qu'en faisant 

x=r+z, 
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1a quantité Y soit une fonction de z, qui. n'a d.e valeurs sensib]es que 
pom· de très petites valeUl's de cette variable, positives ou négatives. 
La courbe p]ane dont x et Y sont les coordonnées courantes, ne s' é­
cartera sensiblement de l'axe des abscisses x, que dans un très petit 
intervalle, de part et d'autre de. l'ordonnée qui répond à x = r; le 
centre de gravité de l'aire de cette course tombera donc dans cet in­
tervalle; par conséquent l'abscisse de ce point différera très peu <le r; 
et en négligeant cette différence, r sera la valeur de la quantité )' du 
n• 45.

Cela posé, les limites des intégrales relatives à z seront les valeurs 
z = -r et z = 1 -r, qui répondent à x = o et x = 1 ; si donc on 
fait m' = 1, n' = o, dx = dz , dans la premicre expression. de füJ'

1 du 
numéro précédent, il en résultera iB.i 

pour la probabilité que G arrivera une fois, ap1·ès avoir eu lieu m fois, 
et l'événement contraire n. fois, dans m + n épreuves. Mais, par la 
nature du facteur Y c.·ompris sous les signes f, on peut, si l'on veut, 
borner ces intégrales à des valeurs très petites de z. Alors, en déve­
loppant les autres facteurs en séries ordonnées suivant les puissances 
de z; ces séries se1·ont généralement très convergentes : il n'y aurait 
d'exception que sir ou 1 -r était aussi une très petite fraction; dans 
tout autre cas, il nous suffira d'en conservér les premiers termes; et

en négligeant le carré de z, nous aurons 

x"'(J -x)■= r"' (1 - r)n + [mr"'-1 (1-1/- nr"' (, - r)•-•]z 
+¾[ m( m-1 ),.m-•c 1-r)•-2mn,""-1

( 1-r/-•+n(n-1 )rm( 1-r)11-•Jz•;

d'où l�on déduira la valeur de .r11+• (1 -x)", en y mettant m + r
au lieu de m.

Je substitue ces valeurs de x"' (1 -x/ et de xm+ • (1 - x)" dans 
l'expression de iZU!_; j'observe que l'on a 

fi-r 
fi-r 

-r Ydz = 1, -r Yzdz = o; 
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et je fais, pour abréger, 

fl -rY2.-dz=h.
-r 

En négligeant le carré de h, qut ne pourra être qu'une très petite 
fraction, il vient 

tti1'
1 
= r + c�- _n_)n; r 1 -r 

ce qui montre que la probabilité ra,' de l'arrivée de G après les m + n 
épreuves, est plus petite ou plus grande que la fraction r ou Î', que 
l'on aurait dû prendre pour )�_chance de G avant ces épreuves : plus 

grande, quand� surpasse _!_; plus petite, dans le cas contraire.
r 1 - r 

S'il était certain que r füt la chance de G, et que ,n et n fussent de 
grands nombres, G et H seraient très probablement arrivés proportion­
nellement à leurs chances respectives r et 1 - r, et l'égalité des rap• 

,n n d · l h h'l· ' ' ' ) ' l h ports -;: et ;-=,. ren rait a pro a 1 1te f@' ega e a a c ance r, comme

cela devrait être. 
(48). En faisant m = 1 et n = o dans la valeur précédente de triJ'1

, 

il vient 

h tr.ù''= r + -,
r 

pour la probabilité que G ayant eu lieu dans une première épreuve, 
arrivera encore dans la suivante; et comme r était la probabilité de 
l'arrivée de cet événement à la première épreuve, le produit der et 
de rrJ1'1

, ou r" + h, exprimera la probabilité de sa répétition dans les 
deux épreuves. En y mettant 1 -rà place der, on aura (1 -r)•+h 
pour la probabilité de la répétition de l'événement contraire; et si 
l'on ajoute cette quantité à r� +li, il en résultera 

pour la probabilité de la similitude des résultats dans les Jeux 
épreuves. 
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Si l'on fait m = o et n = 1 dans la valeur de tr.iJ'
1 du numéro précé­

dent,. on aura 

I@"' 
h =r-ï=,.,

·pour la probabilité que G n'ayant pas eu lieu à la première épreuve,
ce sera cet événement qui arrivera à la seconde; le produit r ( 1-r)-h
de cette valeur de tüf

1 et de 1 - r, exprimera donc la probabilité de
la succession des deux événements contraires G et H; et en la d«m •
hlant, on aura

2r - 2r• - 2h,

pour la probabilité de la dissimilitude des .résultats dans les deux 
épreuves, que l'on déduit aussi de celle de )a similitude, en retran­
chant celle-ci de l'unité. 

L'excès de la probabilité de la similitude sur celle de la dissimilitude 
sera donc 

(, - 2r)• + 4h; 

où l'on voit que cet excès se trouve augmenté par la circonstance que ,. 
n'est pas précisément la chance de G, et que l'on sait seulement que 
cette chance s'écarte très peu de r ;-de telle sorte que si l'on savait aussi 
que ,. ft'it ¾, il y aurait encore de l'avantage à pariér un contre un pour 
la similitude. C'est ce qui a lieu au jeu de croix et pile où l'on em­
ploie une pièce de monnaie pour la première fois : l'égalité de 
chance pour les deux faces de cette piècè est physiquement impossible; 
mais d'après le mode de &a fabrication, il est très probable que la chance 
de chaque face s'éca1·te très peu de i· 

(4g). Je vais énoncer dès à présent un théorème dont la démons­
tration sera donnée dans le chapitre suivant , et qui servira à déter­
miner, par l'expérience, non pas avec certitude et rigoureusement, la 
chance d'un événement, mais avec une très grande probabilité, une 
valeur de cette chance, aussi très approchée. 

Soit g la chance connue ou inconnue d'un événement G, c'est-à­
dire le rapport du nombre de cas favorables à .cet événement èt éga,-

17 
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lement possibles, au nombre de' tous les cas·•qui ·peuvent avoii• lieu 
et sont aussi également possibles. Supposons que l'on fasse un· nombre 
µ d'épreuves, pendant lesquelles cette chance propre de G et distincte 
de sa probabilité (n° 1), demeurei;a constante. Soit r le rapport du 
nombre de fois que G arrivera clans cette série d'épreuves, à Jeur 
nombre totàl µ;. Tant <jrië µ, ne se1'a pas très considtfr�ble, Je rapport r 
variei-a:- àvec µ, et pourra· différer beaucoup• de g � en plus ou en 
moins'; nfais quand µ., sera devenu un grand no111bre , la différence 
r - g diminue1:a de plus èri plus :, abstraction faite du signe, à mesure 
que p. augmentera encore davantage; de telle sorte que si µ pouvait 
devenir infini, on aurait rigoureusement r - g = o, et qu'en dési­
gnant pare une fraction aussi petite qu'on voudra, on pourra tou­
jours atteindre un non�bre µ,•assez grand pour que la probabilité 
de r -g moindre- que €, approche autant qu'on voudra de la certi­
tude. Nous donnerons par la suite l'expression de la probabilité 
de r --- g < e, en fonction de µ, et de e. 

Ainsi l'urne A renfermant a boules blanches et b boules noires; 
si l'on en extrait successivement un très grand nombre µ, de boules , 
en remettant dans A la boule extraite à chaque fois, et si dans ce 
nombre µ, de boules extraites, tt est celui des boules blanches et , le 
nombre cles boules noires, on aura 

d. a 

«+<;
=

a+b' 
" . a 

t
=

b, 

avec d'autant plus d'exactitude et de probabilité que (-',, ou t:t + b, 
sera un plus grand nombre. Réciproquement, si le.rapport du nom­
bre de boules blanches au nombl'c de boules noires contenues dans A, 
est inconnu, et que dans un très grand nombre d'épreuves pendant 
lesquelles ce rapport n'ait pas varié, il soit sorti de cette urne, 
rJ. boules blanches et � boules noires, on pourra prendre, avec une 
très grande probabilité, pour les valeurs approchées de ce rapport in­
connu et de la chance inconnue de l'extraction d'une houle blanche , 
les quantités i et • .:;_ ,, quel que soit d'ailleurs Je nombre de -boules

contenues dans A. Toutefois, on doit remarquer que si le nombre de 
houles blanches à que cette tirne renferme, est très petit par rapport au 
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au nom br,� ,b 4e boul�s noires, li, sera au11si �rès ,petit par, rap,por, ii. �, 
' . . 1 d l' d fi · "' t a ' l' et rec1proquement; mais e rapport e une es raclions � e 7j a au-

tre, pourra différer beaucoup de l'unité, à moins que )a série des 
épreuves n'ait été poussée excessivement loin : quand la chance connue 
ou inconnue de l'extraction d'une boule blanche est très faible, l'é-

. · h' "' a · "fi 1 " a l' quatJon approc ee ë = b s1gm ie seu ement que ë et ïi sont une et 
l'autre de très petites fractions. 

La règle que l'on vient d'énoncer convient également aux chances 
de diverses causes, qui s'excluent mutuellement et auxquelles on 
peut attribuer un événe�ent E, observé un très grand. nombre de foi:c;·
Si Î' est la chance connue ou inconnue de l'une cle ces causes C, le 
rapport 

1 

,, 

,, 
ser.�, avec un_(;? grande approxiµiat_io� �t. µne grande 

probabilité, celui du nombre de fois que E est effectivement arrivé en 
vertu de C, au nombre de fois qu'il aura été produit par toute autre 
cause ; ce - qui fera connaitre le rapport de ces deux nombres, quand 
la chance Î' sera connue à priori, ou la valeur de cette chance, si l'on 
parvenait à déterminer ce rapport par l'expérience. 

L'événement E étant, par exemple, la sortie d'une houle blanche 
qui a pu être extraite d'une urne A contenant a boules blanches et a'
houles noires, ou d'une urne B renfermant b boules blanches et h' hou­
les noires; la chance Î' de A, d'avoir été la cause .de E ou l'urne d'où 
l'on a extrait la boule blanche, a pour valeur, d'après la règle du 
n• 28, 

a (b + b') 
Î' 

= a(b+b')+b'(à+a')' 

et la chance contraire, ou celle qui se rapp9rtç � _B, est ge ,xpê.�ne . 
b (a+ p')

1 
- Î' 

= a (b +b') + b (!J -:f- ,/)' 

Or, si l'on a tiré ·un très grand-nombre µ de •houles blanches, de l'une 
ou de l'autre des deux urnes, en remettant à chaque épreuv�, �ans 
l'urne dont elle est sortie, la houle blanche ou noire qui en a été ex­
traite, le rapport du nombre de houles blanches sorties de A à celui 

I 7 .. 
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des boules blanches extraites de B, s'écartera très probablement fort 
peu du rappo1·t de y à 1 -)'; de sorte qu'en appelant f' le premier de 
ces deux rapports, on pourra prendre 

'>' a (b + b') 
f' = 1 - '>' = b ( a + a')•

Cette valeur de p se réduit à i, lorsque les nombres a+ a' et b + b'

de boules blanches ou noires, sont égaux dans A et dans B. Dans ce 
cas, on peut réunir toutes �es boules dans une même urne D ( n• t o), 
sans changer le rapport du nombre de boules blanches provenant de A 
ab nombre de houles blanches provenant de B, qui seront extraites 
·de D : sur une très grande quantité de houles de cette couleur, le
premier de ces deux nombres sera donc à très peu près au second,
comme a est à b; ainsi qu'on pourrait le vérifier en faisant une marque
particulière aux boules provenant de A ou de B, et remettant après
chaque tirage dans D, la boule blanche ou noire qui en aura été
extraite.

(5o). On trouve dans les œuvres de .Buffon (*) les résultats numé­
riques d'une expérience sur le jeu de croix et pile, qui nous fourni­
ront un exemple et une vérification de la règle précédente.

A ce jeu, la chance d'amener l'une ou l'autre des deux faces de la
pièce dépend de sa constitution pl1ysique qui ne nous est pas bien
connue; et quand bien même rrous la connaitrions, ce serait- un pro�
blème de mécanique que personne ne pourrait résoudre, d'en con­
clure la chance de croix: ou de pile. C'est donc de l'expérience que la
valeur approchée de cette chance doit être déduite pour chaque pièce
en particulier; de sorte que si dans un très grand nombre u d'épreuves,

croix est arrivée un nombre m de fois, le rapport� devra être pris pour
,,,

la chance de croix. Ce sera aussi la probabilité ou la raison de
croire que cette face arrivera dans une nouvelle épreuve faite avec
la même pièce; et, d'après le résultat de cette série d'épreuves, on

('") Arithmétique morale, article XVIIL
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pourra parier à jeu égal, m contreµ - m pour l'arrivée de croix. C'est 

aussi au moyen de cette probabilité � de l'événement simple que l'on 
µ, 

ùevra calculer les probabilités des événements composés, du moins 
quand elles ne seront pas très faibles par la nature de ces événe­
ments. 

Cela étant, supposons que l'on ait fait un très grand nombre ,n de 
séries d'épreuves, en continuant chaque série, comme dans l'expé­
rience citée, jusqu'à ce que croix ait eu lieu. Soient a,, au a3, etc., 
les nombres de fois que croix estarrivée au premier coup, au deuxième, 
au troisième, etc. Le nombl'C total µ, des coups ou des épreuves, sera 

µ = a, + 2a. + 3a3 + etc.; 

le nombre m des arrivées de croi:x· sera, en même temps, 

m = a, + a., + a3 + etc.; 

et si l'on appelle p la chance de cette face, on aura 

m 

p = -,
µ, 

avec d'autant plus d'approximation et d'exactitude queµ sera un _plus 
grand nombre. 

Les probabilités de croix au premier coup, au deuxième coup 
sans avoir eu lieu au premier, au troisième coup sans être arrivée aux 
deux premiers, etc., seront p; p(1 _:p), p(i -p)•, etc. Or, les 
nombres de fois que ces événements ont eu lieu étant par hypothèse 
a,, aH a3 , etc., dans un nombre m de séries d'epreuves, on devra 
donc avoir, à très peu près, 

a,

p-= m' 
. a p(1 -p)=,;;, p(i-p)'=�, etc.,. 

m 

si ce nombre est très grand, et lorsque ces probabilités ne seront pas 
devenues de très petites fractions. En divisant chacune de ces équations 
par la précédente,, on en conclut différentes yaleurs de , - p, et, 
par suite, 
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a, a, a3 

P - p - 1 p = 1 - -, etc.
-;;;, - -;;;, a, 

Ces valeurs de p, ou du moins un certain nombre des premières, dif­

féreront d'autant moins entre elles .et du rapport�, que m et p. seront 
fi, 

de plus grands nombres: pour qu'elles fussent nécessairement égales, 
il faudrait_ que ces nombres fussent infinis. En employant pour p, la 
moyenne de ces fractions tt·ès peu inégales, ou bien en faisant usage de 

la valeur� cie p, résultante de l'ensemble des épreuves, on aura 
fi, 

a, = mp, as 
= mp(1 - p), a3 = mp(r - p)•, etc. 

pour les valeurs calculées des nombres a, , a., a3 , etc., qui devront 
très peu s'éçart.er des nombres observés, du moins dans les premiers 
termes de cette progœssion géométrique décroissante. 

Dans l'expérience de Buffon, le nombre m des séries d'épreuves 
était 

m = 2048. 

On peut conclure de la manière dont elle est rapportée par l'auteur, 
que l'on a eu 

a,·= 1061, a
,. = 494, a, = 252, 

a, = 29, a, = ·25, ai = -8, 
a4 

= 157, a5 - 56, 
a

9 
= 6.

Les nombres a .. , a,., etc., n'ont point .eu lieu, c'est-à-dirl;l que le 
nombre m des séries d'épr�uves n'a pas.été assez.grand.pour que.croix

n'arrivât pas dans une ou plusieurs séries. Ce ,nombre est la somme des 
valeurs de a, , a., a,, etc.; on en déduit aussi 

et, par conséquent , 

p = �-=·o,50695. 
fi, 

Au moyen de cette valeur de p, on trouve 
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a, - 1058, 
a6 - 5o,

a., = 512, a3 - 252, 
a1 = 15, aa - 7, 

as - 61, 
a,o= ,, 

en négligeant les fractions: les nombres suivants a11 , a
u

, etc., seraient 
au-dessous de l'unité. Or, si l�on compare cette série des v:ileurs cal­
culées, à celles des nombres a,, a., a,, etc., qui résultent de l'obser­
vation, on voit qu'elles s'écartent peu l'une de l'autre dans leurs pre­
miers termes. Les écarts sont plus grands dans les termes suivants; par 
exemple, la valeur calculée de a1 n'est que les trois cinquièmes de la 
valeur observée; mais ce nombre a

7 
répond à un événement dont la 

probabilité est au-dessous d'un centième. En s'arrêtant aux trois pre­
miers termes de la série des nombres obser,•és, on en déduit 

p= �=o,51806,· p=1-�=o,55441, p= 1-�=0,55055; 
m a, a, 

quantités qui diffèt·ent très peu entre elles, et dont la moyenne, ou le 
tiers de· leur somme, est 

qui diffèl'e à peine de 0,02, de la valeur� de p, résultante de l'en-
. �

semble des épreuves. 
J'ai choisi cette expérience à cause du nom de l'auteur, et parce que 

l'ouvrage où elle se trouve, la rend authentique. Chacun en peut faire 
beaucoup d'autres de·la même espèce, soit avec une pièce de monnaie, 
soit avec un dé à six faces. Dans ce dernier cas, le nombre de fois que 
èhaque face arrivell.i SUI" un très grand nombre· d'épreuves·, sera à 
très peu près un si�e de celui-ci, à· moins que le dé ne soit faux ou 
mal construit. 

(51 ). Le théorème sur i'tuel est· fondée la règle précédente est dû à 
Jacques· Bemouilli, qui en avait médité la démonstration peudant 
vingt années. Celle qu'il a donnée. se déduit de la formule du hinome 
au moyen des propositions suivantes. 

Soient, à chaque· épreuve, p et q les chances données des deux évé­
nements contraires E et F; soient aussi g, h, k, des nombres entiers, 
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tels que l'on ait 

désignons par m, n, µ., d'autres nombres entiers, liés à g, h, k, 
p·al' les équations 

m=gh, n=hk, µ.=m+n=(g+h)k, 

de manière que les chances p et q soient enti·e elles comme les nom­
bres met n, que l'on pourra rendre aussi grands qu'on voudra en 
augmentant convenablement g, li, k, sans changer leur rapport. 
Cela posé : 

1 ° . Dans le développement de (p + q'f, le terme le plus grand 
sera celui qui répond au produit pm

q", et coinme ce terme est la 
probabilité de l'ar1·ivée de m fois E et de n fois F ( n° 14), il s'ensuit 
que cet événement composé, c'est-à-dire, l'arrivée des événements 
en raison directe de leurs chances respectives, est le plus probable de 
tous les événements composés qui peuvent avoir lieu dans un nombre 
quelconque µ. d'épreuves. 

2° . Si ce nombre µ, est très grand, le rapport du plus grand terme 
du développement de ( p + q 'f à la somme de tous les termes, ou à 
l'unité, sera une très petite fraction, qui diminuera indéfiniment 
à mesure queµ. augmentera encore davantage; par conséquent, dans 
une longue série d'épreuves, l'événement composé le plus probable, 
le sera cependant très peu , et de moins en moins à mesure que les 
épreuves seront plus long-temps prolongées. 

5° . Mais si l'on considère dans le développement de ( p+ q )'"', son 
plus grand terme, les l termes qui le suivent ees l termes qui le 
précèdent, et si l'on désigne_ par;. la somme de ces 2l + 1 termes con­
sécutifs, on pourra toujours, sans change.i p ni q, prendreµ. assez 
grand pour que la fraction ;. diffère de l'unité, d'aussi peu qu'on vou­
dra; et à mesure queµ, augmentera encore davantage, 71. approchera 
de plus en plus d'être égal à un. On conclut de là que dans une longue 
série d'épreuves, il y a toujours une grande probabilité 71. que l'évé­
pement E arrivera uu nombre de fois compris entre les limites m±l,
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et F un nombre de fois compris entre n =F l; de telle sorte que sans 
changer l'intervalle 2l des limites de ces deux nombres, on pourra 
rendre le nombreµ des épreuves assez grand pour que la probabilité il. 
soit aussi approchante qu'on voudra de la certitude. Si l'on prend les 
rapports de ces limites au nombre f', des épreuves, que l'on ait égard 
aux équations précédentes, et qu'on fasse 

� = J', p ± J' = p'' q =+- J' = q',
p. 

ces rapports seront p' et q'; et comme la fraction J' diminuera indéfi­
niment à mesure que µ, augmentera, il s'ensuit que ces rapports, va­
riables avec µ,, approcheront aussi indéfiniment, et avec une très 
grande probabilité, des chances p et q de E et F; ce qui est l'énoncé 
du beau théorème de Jacques Beraouilli. 

Nous renverrons pour la démonstration <le ces propriétés des'termes 
ùu développement de (p + qY,- aux ouvrages où elle est exposée(*). 
Celle du théorème même, que l'on trnuvera dans le chapitre sui­
vant• est fondée sur l'emploi du calcul intégral. En attendant, on ne 
doit pas perdre de vue que ce théorème suppose essentie1lement l'in­
variabilité des chances des événements simples E et F, pendant toute 
la durée des épreuves. Or, dans les applications du calcul des probabi­
lités, soit à divers phénomènes physiques, soit à des choses morales, 
ces chances varient le plus souvent d'une épreuve à une autre, et le 
plus souvent aussi, <l'une manière tout-à-fait irrégulière. Le théorème 
dont il s'agit ne suffirait donc pas dans ces sortes de questions; mais il 
existe d'autres propositions plus générales. qui ont lieu quelle que soit 
la variation des chances successives des événements, et sur lesqucJJes 
sont fondées les plus importantes applications de la théorie des proba­
bilités. Elles seront également démontrées dans les chapitres suivants; 
on en va maintenant donner l'énoncé, et en déduire la loi des grands 

nombres, que l'on a considérée dans le pt'éambule de cet ouvrage, 

(•) .Ars conjectandi; pars quarta. Traù,J élémentaire dt'S probabilités de M. La­
croix; 1" section. 

18 
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comme un fait général , résultant d'observations de toutes natures. 

(52). Dans un très grand nombreµ, d'épreuves consécutives, repré­
sentons la chance de l'événement E de nature quelconque, par p, à la 
première épreùve, par p. à la seconde, •.. par Pµ à la dernière. Soit 
aussi p' la moyenne de toutes ces chances , ou leur somme divisée 
par leur nombre, c'est-à-dire, 

p'= i (p, + Ps +Pa+• .. + P,); 

en même temps, la chance moyenne de l'événement contraire F sera 
la somme des fractions 1 -p,, a -p,., ... 1 -p

,..
, divisée parµ; et 

en la désignant par q', on aura p' + q' = 1. Cela étant, l'une des 
propositions générales que nous voulons considérer, consiste en cc 
que si l'on appelle ,n et n les nombres de fois que E et F arriveront 
ou sont arrivés pendant la série de ces épreuves, les rapports de m 
et n au nombre total µ ou m + n, seront, à très peu près et avec une 
très grande probabilité, les valeurs des chances moyennes p' et q', et 

' •  I 1 
} l h' d m n rec1proquement, p et q seront es va eurs approc ees e - et -.

µ. µ. 

Lorsque ces rapports auront été déduits d'une longue série d'é­
preuves , ils feront donc connaître les chances moyennes p' et q', de 
même qu'ils déterminent, par la règle du n° 49, les chances mêmes p 
et q de E et F, quand elles sont constantes. Mais pour que ces valeurs 
approchées de p' et q' puissent servir, aussi par approximation , à 
évaluer les nomb1·es de fois que E et F an·iveront dans une nouvelle 
série d'un grand nombre d'épreuves, il faut qu'il soit certain, ou du 
moins très probable, que les chances moyennes de E et F seront 
exactement, ou à fort peu près les mêmes , pour cette seconde série, 
et pour la première. Or, c'est ce qui a lieu effectivement en vertu 
<l'une autre proposition générale dont voici l'éuoncé. 

Je suppose que par la nature des événements E et F, celui qui 
a.-rivera à chaque épreuve puisse être, dû à l'.une des causes C,, 
c., C3 , • • •  C,, dont JI est le nombre, qui s'excluent mutuellement, 
et que je regarde1·ai d'abord comme également possibles. Je désigne 
par Ci la chance que la cause quelconque Ci donnera à l'arrivée de 
l'événement E; de manière qu'a une épreuve déterminée, à la pre-
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mière, par exemple, la chance de E soit c, quand ce sera la cause C, 
qui interviendra, c. quand ce sera Cs

, etc. S'il n'y avait qu'une seule 
cause possible, la chance de E serait nécessairement la même à toutes 
les épreuves; mais dans notre hypothèse, elle sera susceptible, à cha­
que épreuve, d'un nombre� de valems également probables, et va­
riera, en conséqu':!nce, d'une épreuve à une autre. Or, si l'on fait. 

Î' = !. ( C, + C • + Cs • • . •  + C ) 1 
y V 

la somme des chances que E aura eu, dans un très grand nombre <i'é­
preuves déjà effectuées, ou que cet événement aura dans une longue 
série d'épreuves futures, divisée par leur nombre, sera, à très peu près 
et très probablement, égale à la fraction Ï', dont la grandeur est indé­
pendante de ce nombre; par conséquent, la chance moyenne p' de E 
pourra être regardée comme étant la même dans deux ou plusieurs 
séril.!s , dont chacune sera composée d'un très grand nombre d'é­
preuves. 

En combinant celle seconde proposition générale avec la première, 
on en conclut que si m est le nombre de fois que l'événement E arri­
vera ou est arrivé dans un très grand nombre µ, d'épreuves, et m' 
dans un autre très grand nombre µ', on aura, à très peu près et très 
probablement, 

m m' 

,;
= 

,,.·· 

Ces deux rapports seraient rigoureusement égaux entre eux, et à la 
quantité inconnue Î', si les nombres µ. et µ.' pouvaient être infinis. 
Lorsque leurs valeurs données par l'observation différeront notable­
ment l'une de l'autre, il y aura lieu de penser que dans l'intervalle 
des deux séries d'épreuves, quelques-unes des causes C,, C., C,, etc., 
auront cessé d'être possibles, et que d'autres le seront devenues; 
ce qui aura changé les chances c,, c., c3 , etc., et par suite la valeur 
de)', Toutefois, ce changement ne sera pas certain, et nous donne­
rons dans la suite l'expression de sa probabilité, en fonction de la 

. , , m' m , , , d1fference observee , - -, et des nombres d epreuves µ etµ.
f' f' 

On fera rentrer cette conséquence des deux propositions précéclen-
18 .. 
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tes, dans le théorème même de Jacques Bernouilli, en observant que 
dans l'hypothèse sur laquelle la seconde est fondée, la fraction ')' e.st 
la chance de E, inconnue, mais constante pendant les deux séries d'é­
preuves. En effet, cet événement peut arriver ù chaque épreuve, en 
vertu de chacune des causes C 1 , C1 , C3, etc., qui ont toute une même 

probabilité 2 ; la chance de son arrivée en vertu de la cause quelcon-
• 

que C,, serà le produit� c1, d'après la règle du 0° 5; et d'après celle du 
' 

11° 10, sa chance complète aura pour valeur la somme des produits 
I I I , l , l , , - c., - c., - c3 , etc., ega e a a qnantlte )'• ' ' ' 

Pour plus de simplicité, nous avons regardé toutes les causes 
C 1 , C., CH etc._, comme également possibles; mais on peut supposer 
que chacune d'elles entre une ou plusieurs fois dans leur nombre 
total ;, ; ce qui les rendrn inégalement probables. On désignera alors 
par V')'; le nombre de fois que la cause quelconque C1 sera répéttie dans 
ce nombre v; la fraction')'; exprimera la probabilité de celte cause; et 
l'expression de')' deviendra 

)' = )', C, + Î'• C0 +}3 C3 +,,., +Ï'' c,.

On aura, en même temps, 

7'.+')'.+')'s+···•+')', = 1, 

puisque l'une des causes auxquelles ces probabilités se rapportent, 
devra avoir lieu certainement à chaque épreuve. Lorsque le nombre 
des causes possibles sera infini, la probabilité de chacune d'elles de­
viendra infiniment petite; en représentant, dans ce cas, par .x l'une des 
chances c1 , c0 c3 , • • • •  c, , dont la valeur pourra s'étendre depuis 
x = o jusqu'à :x: = 1 , et par Ydx, la probabilité de la cause qui 
donne cette chance quelconque x à l'événement E, on aura, comme 
dans le n° 45, 

')' = J: Yxdx, J: Ydx = 1. 

(53). Supposons actuellement qu'au lieu de deux événements possibles 
E et F, il y en ait un nombre donné J,,,, dont un seul devra arriver à cha-
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que épreuve. Ce cas est celui où l'on considère une chose A d'u11c 11ature 
qlld.conque, susceptible d'un nombre li. de valeurs, connues ou in­
co)ff.ues, que je représenterai par a, , a. , a31 • • • •  a

i 
, et parmi les-

queiles une seule devra a voir lieu à chaque épreuve, de sorte que 
celle qui sera arrivée ou qui arrivera sera, dans cette question, l'événe­
ment observé ou l'événement futur. Soit aussi c1,1, la chance que la 
cause C;, si elle était certaine, donnerait à la valeur a1, de A. Les 
valeurs de c1,1,, 1·clatives aux divers indices i et i', depuis i = , jusqu'à 
i= v et depuis i' = 1 jusqu'à i' = À, seront connues ou inconnues; 
mais pour chaque indice i', on devra avoir 

C1, 1 + C1,s + C1,! + • • • . + C1,>. = l ; 

ca1· si la cause C; était certaine, l'une des valeurs a,, a., a3 , • • • •  a;., 
arriverait certainement en vertu de cette cause. Désignons, en outre, 
par at.1,, la somme des chances de a11, qui auront ou qui ont eu lieu dans 
un très grand nombreµ, d'épreuves consécutives, divisée par ce uom­
hre, c'est-à-dire, la chance moyenne de cette valeur a;, de A, dans 
cette série d'expériences. En considérant a,, comme un événement E, 
et l'ensemble des A- 1 autres valeurs de A comme l'événement con­
traire }\ on pourra prendre, d'après la seconde proposition générale 
du numéro précédent, 

J' a , ')'., ')'s, •.. )',, étant toujours les probabilités des diverses cause� 
qui peuvent ame11er les événements pendant la série d'épreuves � ou 
autrement dit, qui peuvent produire les valeurs de A que l'on a ob­
servées ou que l'on observera. Cela posé, la troisième proposi tiou gé­
nérale qui nous reste à faire connaitre, consiste en ce que la somme 
de cesµ valeurs de A, divisée par leur 11omb1·e, ou la valeur moyenne 
de cette chose, différera très probablement fort peu de la somme de 
toutes ses valeurs possibles, multipliées respectivement par leurs drnn­
ces moyennes. Ainsi, en appelant s la, somme des valeurs effoctives 
de A, on aura, à très peu près et avec une grande probabilité, 
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de telle sorte que si l'on désigne par cf' une fraction aussi petite que 
l'on voudra, on pourra toujours supposer le nombre µ, assez gfiied 
pour rendre aussi peu différente que l'on voudra de l'unité, la prona­
bilité que la différence des deux membres de cette équation sera 
moindre que J'. Observons de plus que d'après l'expression précé­
dente de a1,, et les valeurs de œ., a.,. , œ3 , etc., qui s'en déduisent, le se­
cond membre est indépendant de µ,; quand ce nombre est très grand, 
la sommes lui est donc sensiblement proportionnelle; par conséquent, 
si l'on représente par s' la somme des valeurs de A dans une autre 
série d'un très grand nombre µ,' d'épreuves, la différence des rap-

ports : et � sera très probablement fort petite; et en la négligeant, 
f'- " 

on aura 
s s' 

"ï,,
=

-;;· 

Dans la plupart des questions, le nombre À des valeurs possibles 
de A est infini; elles croissent par degrés infiniment petits, et sont 
comprises entre des limites données; et la probabilité que la cause 
quelconque C1 donne à chacune de ces valeurs devient, par consé­
quent, infiniment petite. En l'eprésentant ces limites par l et l', et 
par Z1dz la chance que donnera C, à une valeur quelconque z, qui 
pourra s'étendre depuis z= l jusqu'à z = l', on aura 

f/z1dz = 1; 

la chance totale de cettevaleurz, ou à très peu près sa chance moyenne 
pendant la série des épreuves, sera Zdz, en faisant, pour abréger, 

,,,z, + )·.z. + ,,3za + ... + ,,.z, = Z; 

et il en résultera 
l' 

: = ( Zzdz. 
p. j l 

La quantité Z sera une fonction conn�e o� in�o�n�e �e z : mais la
somme des fractions Î'•, Î'•, Î'3, etc. , etant l umte, a10s1 que chacune 

l' rl' rl' 
des intégrales.

/: Z,dz, J I 
Z,.dz, J I 

Zsdz , etc., on aura tou1ours

l' J
1 

Zdz = 1, 
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soit qn 'il n'y ait qu'un nombre limité v de causes possibles, soit qu'il 
y en ait un nombre illimité, ou qu'on ait v = <Y:J • 

(54)• Maintenant, la loi des grands nombre rési• dans ces deux 
équations 

s s' 

- ::::;: ,,
,,. "'

applicables à tous les cas d'éventualité des choses physiques et des 
choses morales. Elle a deux significations diflërentes dont chacune ré­
pond à l'une de �s équations, et qui se vérifient constamment l'une 
ét l'autre, comme on a pu le voir par ]es exemples variés que j'ai 
cités dans Je préambule de cet ouvrage. Ces exemples de toute espèce 
ne pouvaient laisser aucun doute sur sa généralité et son exactitude; 
mais il était bon, à cause de l'importance de cette loi, qu'elle fût dé­
montrée à priori; car eJle est la hase nécessaire des applications du 
calcul des probabilités , qui nous intéressent le plus; et d'ailleurs sa 
démonstration, fondée sur les propositionsdesdeux numéros précédents, 
a l'avantage de nous faire connaitre la raison même de son existence. 

En vertu de la première équation, le nombre m de fois qu'un évé­
nement E, de nature quelconque, a lieu dans un très grand nombre µ., 
d'épreuves, peut être rega1'Cl.é comme proportionnel àµ,. Pour chaque 

nature de chose, le rappo1·t �a une valeur spéciale Î', qu'il atteindrait 
f' ' 

rigoureusement, si µ, pouvait devenir infini; et la théo1·ie nous montre 
que cette valeur est la somme des chances possibles de E à chaque 
épreuve, multipliées respectivement par les probabilités des causes 
qui leur correspondent. Ce qui caractérise l'ensemble de ces causes, 
c'est la relation qui existe pour chacune d'elles entre sa probabilité et 
la chance qu'elle donnerait, si elle était certaine, à l'arrivée de E. Tant 
que cette loi de probl!bilité ne change pas, nous observons la perma-

nence du rappo1·t ;, dans diverses séries composées d'un grand nombre 

,l'épreuves; si, au contraire, entre deux séries d'épreuves, cette loi 
a changé, et qu'il en soit résulté dans la chance moyenne Î', un chan­
gement notable, nous en serons avertis par un changement semblable 

dans la valeur de � : lorsque, dans l'intervalle de deux séries d'ob-
,,. 
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servations, des circonstances quelconques auront rendu plus probables 
les causes, physiques ou morales, qui donnent les plus graI)des chances 
à l'arrivée de Eii;il en résultera une augmentation de la valeur de Î' 

dans cet intervalle, et le rapport� se trouvera plus grand dans la se-
f' 

conde série qu'il n'était dans la première; le contraire arrivera, quand 
les circonstances auront augmenté les probabilités des causes qui 
donnent les moindres chances à l'arrivée de E. Par la nature de cet 
événement, si toutes ses causes possibles sont également probables, on 
aura Y= 1 et Î' = ¼; el très probablement, le ndfnbre de fois q\ll! 
E arrivera dans une longue série d'épreuves s'écartera très peu de la 
moitié de leur nombre. pe même, si les causes de E ont des proba­
bilités propo1·tionnelles aux chances que ces causes donnent à son ar­
rivée, et que leur nombre soit encore infini, on aura Y = ax; pour 

que l'intégrale J:
1 

Ydx soit l'unité, il faudra que l'on ait a=2; il en ré­

sultera donc Î'=î; par conséquent dans une longue série d'épreuves, il y 
aura une probabilité. très approchante de la certitude. que le nombre des 
arrivées de E sera à très peu près double de celui des arrivées de l'événe­
ment contraire. Mais dans la plupart des questions, la loi de probabi­
lité des causes nous est inconnue, la chance moyenne Î' ne peut être 
calculée à priori� et c'est l'expérience qui en donne la valeur appro­
chée et très probable, ea prolongeant la série des épreuves assez loin 

pour que le rapport � devienne sensiblement invariable, et prenant 
� 

alors ce rapport pour cette valeur. 

L'inva1·iabilité presque parfaite de ce rapport� pour chaque nature 
f' 

d'événements, est un fait bien digne de remarque, si l'on considère 
toutes les variations des chances pendant une longue séries d'épreuves. 
On serait tenté de l'attribuer à l'intervention d'uhe puissance occulte, 
distincte des causes physiques ou morales des événements, et agissant 
dans quelque vue d'ordre et de conservation; mais la théorie nous 
montre que cette permanence a lieu nécessairement tant que la loi 
de probabilité des causes, relative à chaque espèce d'événements. ne 
vient point à changer; en sorte qu'on doit la regarder, dans chaque 
cas, comme étant l'état naturel des choses, qui snbsiste de lui-même 
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.sans Je secou1·s d'aucune cause"'étrangère, et aur�it, au contraire, he­
soin d'une p�reille cause pour éprouver un notable changement. On 

' peut le comparer à l'état de repos des corps, qui subsiste en vertu de 
la seule inertie de la matière tant qu'aucune cause étrangère ne vient. 
le troubler. 

(55). Avant de considérer la seco_nde des deux équations précé­
dentes, il est bon de donner quelques exemples relatifs à la pre­
mière, et propres à éclairer la question. 

Supposons qu'on ait un nombre v d'urnes C.,. Ca, C,, ... C,, contenant 
des houles blanches et des boules noires. Désignons par en, la chance 
d'amener une boule blanche en tirant dans l'urne quelconque C.; la­
quelle chance pourra être la même pour plusieurs de ces urnes. On 
prend au hasard une de ces uroes que l'on remplace par une urne 
semblable; on en prend ensuite une seconde, aussi au hasard et que 
l'on remplace également par une semblable; puis une troisième que 
l'on remplace de même; et ainsi de suite, de manièi·e que l'ensemble 
des urnes C,, C., C31 etc., demeure toujours le même. On forme ainsi 
une série d'urnes B1 , B:a, B3 , etc., indéfiniment prolongée, qui ne 
renferme que les urnes données C1 , C., C,, etc., plus ou moins répé­
tées .. Désignons Ja chance .d'extraire une boule blanche de B, par 
h,, de B .. par h., de B3 par. h3 , .etc., de .sorte que la série indéfinie 
h., h., b3, etc., ne contienne aussi que les chances donnéesc.,c1, c,, etc., 
qui pourron_t y être répétées. Cela étant, on tire une boule de B,, une 
de B., une de B3 , etc., jusqu'à l'urne B

,.. 
inclusivement. En appelant , 

la chance moyenne de l'extraction d'une boule blanche dans ces rn ti­
l'ages successi_fs, .on aura 

' = !. ( b, + h. + b3 + ... + h,..). 
I' 

Or, les urnes C" C., C3 , etc., représentent les v seules causes possibles 
de l'arrivée d'une boule blanche à chaque épreuv:e; par conséquent, 
si µ, est un très grand nombre, que l'on fa�se, comme plus haut, 

,-= !.. (c, + C8 + c3 + ... + c,), , 
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et que l'on désigne p�r m le nombre d!boules blanches qui seront ex-
. 

. d' ' . ' 'd traites, on aura,, •apre.�.ce qu1.prece e, 

m m = /J-'}', 

à très peu: près et avec mie grande probabilité. Ainsi le nombre m ne 
changera pas scnsih]ement si l'on répète· les tirages sur les mêmes 
urnes B1 , B .. , B3 , • • •  B

,_.
, ou sur· un nombœ µ d'autres urnes consécuti­

ves, et' si on les effectue sur un autre très grand nombre ,u' d'urnes, le
I 

nombre de boules blanches qui arriveront aura l' m pour valeur ap­,-
pfod1ée et très probable. 
· Si l'on extraitµ fois de suite· au hasard, une houle de l'ensemble

des urnes C, , C., Cs, etc. , en remettant à chaque fois la houle extraite 
dans l'urne dont elle est sortie, la chance d'extraire ·une houle blanche 
sera la même à toutes les épreuves, et égale à Î' d'après la règle du 
n° IO; lorsque leur nombre sera lt·ès grand, celui des houles blanches 
que l'on amènera -sera donc, en vertu de la règle du n• 49, à très peu 
près et très probablement égal au produit /J,')', comme dans la question 
précédente; mais ces deux questions sont essentiellement distinctes; 
et les deux résultats ne coïncident que dans le cas où µ est un très 
grand nombre. Quand i] ne l'est pas; la chance d'amener un nombre 
donné m de houles blanches dépend, dans la première question, non­
seulement clu système des.urnes donnêes C,, C.,C3, etc., mais aussi du 
système cles urnes B,, B., B3 , etc;, que l'on en a déduit au hasard. Je 
réduis, par exemple, les urnes données à trois C,, C., C,, el je prends 
µ, = 2 et m = 1, de sorte qu'il s'agisse de savoir quelle est la chance 
de tirer une boule blanche <le l'une des deux urnes B, et B., et une 
boule noire de l'autre. Relativement à ces deux urnes, il peut arriver 
neuf combinaisons différentes qûe j'indi,1uerai de cette manière : 

B, =B.,=C,, B1 =B., =C.,, B,==B. =C3,

B, = C.' et B., =-C.� B1 = C,et B. == C3, B1 = C. et B.= C,, 
B, = c. et B.= C,, B, = C3 et B. =C,, B1 = C, et B.= C •. 

Pour chacune de ces neuf combinaisons, la chance demandée aura une 
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' valeur déterminée; ses ne,valeurs possibles selon la combinaison 

qui aura eu lieu, seront · 

pour les trois premières; 

c,( 1-c�)+c.( 1 -c,), 

pour les trois intermédiaires; et les mêmes que celles-ci, pour les trois 
dernières. IJ est aisé de voir que la valeur moyenne de ces neuf chances, 
ou leur somme divisée par neuf, doit être la chance d'amener une 
blanche et une noire, en tirant une première fois au hasard .dans le 
groupe des trois urnes C, , C�, Cs, puis une seconde fois après avoir re­
mis la première houle extraite dans l'urne d�où elle serait sortie. Et, 
en effet, cette chance serait le double du produit de H c, + c. + c3J et 
de 1 - 1 (c, + c. + c3); quantité égale au neuvième de la somme des 
neuf chances précédentes. 

Avant que le système des urnes B,, Bu B3 , etc., soit formé et dé­
duit du système des urnes données, nous n'aurions aucune raison de 
croire que la n11m

• urne B,. sera plutôt l'une que l'autre des urnes C, , 
C., C3 , etc.; pour nous, la probabilité de l'extraction d'une houle 
blanche au n11m

• tirage serait donc la somme des chances c,, e
u 

c
3

, etc., 
djvisée par leur nombre, c'est-à-dire la quantité ,- ; mais quoique 
elle soit la même p·our tous les tirages, et que leur nombreµ, fût aussi 
grand qu'on voudra, nous ne serions pas autorisés à en conclure, en 
vertu de la seule règle <lu n° 49, que le nombre m-des extractions de 
houles blanches, des urnes B.,· B., Bs, etc., devra s'écarter très proba­
blement fort peu du produit ·µ')t; car on ne doit pas perdre de vue 
que cette règle est fondée sur · la . chance propre de l'événement que
l'on considère, et non sur sa probabilité, ou la raison que nous pou­
vons avoir de croire qu'il arrivera. 

(56). Pour second exemple, je suppose que l'on ait un très grand 
nombre de pièces de cinq· francs, que j'appellerai A,, A., A3 , etc., et 
dont chacune présentera une de ses deux faces , en retombant à terre 
après avoir été projetée en l'air. Relativement à la pièce quelcon­
que A11 je désignerai par a, la chance de l'arrivée de tête, qui dépen-

19 .. 
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?ra de la ,con�tit_ution ph�siqu� de ·cej �ièce: �a val�ur d� a; serit
rnconnue a prwn; on la determ1nera par l experience en proJetant A,, 
un très grand nombre de fojs_.m..; et comme cette chance demem·el'a 
constante pendant cette série· a'épreuves, si tête arrive un nombre n;
de fois, on pourra pl'Cndre, par la règle du n ° 49, 

pour sa valeur approchée et très probable. On s'en servira ensuite 
pour calculer les probabilités des divers événements futurs, relatifs à là 
projection de la même pièce A; : on pourra parier à jen égal , m con­
tre m - n, que tête arrivera dans une nouvelle épreuve, m• con­
tre m• -n,S qu'il arrivera deux fois dans deux épreuves successives·, 
2n; ( m-n,) contre m•;__2n1 (m--1li) que tête am·a lieu une fois seule­
mênt dans ces deux épreuves, etc. Dans une nouvelle série d'un très 
grand nombre m' d'ép,·euves, le nombre de fois n/ que tête arrivera, 
aura, à très peu près et avec une g1·ande probabilité, le produit m'a; pour 

I . d' ' l ' l d 4 l d n, n; va eur, t0UJOUrs apres a reg e u n° g; es eux rapports ;;jet m' ,
<levront donc s'écarte r très peu l'un de l'autre; mais, toutefois à raison 
de ce que cette valem· de a1 . donnée pat· l'expérience, est seulement 
très probable et non pas certaine, la probabilité· du· peu de différence 
de ces deux rapports ne sera pas si grande, comme on le verra par 
la suite, que si la valeur de cette chance a, était certaine et' donnée 
à priori. 

Au lieu de projeter la même pièce un très grand nombre de fois, 
supposons que l'on emploie successivement un très grand nombreµ., de 
pièces de cinq francs, prises au hasard parmi celles qui proviennent 
d'un même mode de fabrication, et soit n le nombre de fois que tête
arrivera. Appelons a la chance moyenne de l'arrivée de tête, non pas seu­
lement pour toutes les pièces dont on aura fait usage, mais pour toutes 
les pièces de la même espèce et provenant de la même fabrication. En 
vertu des deux propositons générales du n° 52, nous aurons, à très 
peu près et très probablement, 

n
QI -

. f',' 
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tomme si les chances inconn�§ a,, a�, a,, etc., étaient toutes égales 
entre elles. 

· · 

Selon que l'on trouvera�> ! ou�< bon en conclura que dans 
. 

. 

,.,, ,.,, 

les pièces de cinq francs de cette fabrication, la chance de l'arrivée 
de tête est généralement plus grande ou moindre que celle de l'arri­
vée de la face opposée. A l'égard d'une pièce A, en particulier, la chance 
a, étant différente de a., il pourra arriver qt1e l'on ait � < } en même 

n b' n1 1 • 
n temps que - > h ou 1en -<. en meme temps que - > i.

� m 
. 

f'-

Si l'on projette de nouveau les mêmes pièces de cinq francs, ou, plus 
généralement, un très grand nombre µ/ d'autres pièces de la même 
espèce; provenant de Ja même fabrication, et à la même effigie, la 
quantité a., telle qu'elle a été définie, ne changera pas; par consé­
quent, n' étant le nombre de fois que tête arrivera dans cette nou .. 
velle série d'épreuves, on devra avoir 

de même que l'on a 

n' ,i 
,=-, 
,.,, ,.,, 

, 

n, n; 

m
=

m'' 

pour une même pièce A, dans deux séries d'épreuves difiërentes, Mais 
ces rapports� et il' se1·ont inégaux en général, lorsque les pièces em-
ployées dans les deux séries d'épreuves ne seront pas d'une même 
espèce, ou proviendront d'une fabrication différente, de même 
que le rapport � varie d'une pièce A; à une autre. 

(57 ). Quoique les chances constantes et les chances moyennes des 
événements se déterminent de la même manière et avec la même pro­
habilité par l'expérience, il y a cependant des diffùences essentielles 
dans les usages que l'on en peut faire. La chance moyenne comme la 
chance constante fait connaitre immédiatement la probabilité de l'ar­
rivée, dans une nouvelle épreuve isolée, de l'événement que l'on con-
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sidère; mais il n'en est pas toujours de �ême , quand il s'agit de l'arri­
vée d'un événement composé de celui-là. 

Je prends pour exemple la similitude des résultats dans deux pro­
jections successives d'une pièce de cinq francs. Il y aura alors deux cas 
différents à examiner. On pourrà. supposer que ce. couple d'épreuves 
aura lieu avec deux pièces , différentes ou non, p1·ises au hasard pàrmi 
toutes les pièces A

1
, A., As, etc., d'une même fabrication et dont je 

désignerai par À le nombrê total, ou bien avec une même pièce prise 
également au hasard; dans le premier cas, la probabilité �e la simili­
tude ne dépendra que de la quantité a. du numéro précédent, et sera 
la même que s'il s'agissait de chances constantes; dans le second cas, 
elle dépendra, en outre, .. d'une autre quantité inconnue, par laquellé 
elle différera de sa valeur relative à des chances invariables. 

Pour le faire voir, j'observe que relativement à deux pièces quel­
conques A, et A,,, la probabilité de la similitude des résultats dans 
deux épreuves consécutives, a pour valeur 

Dans le premier des deux cas que nous voulons considérer, chacune 
des pièces A, , A., As, etc., pouvant être combinée avec elle-même et 
avec toutes les autres, le nombre de ces combinaisons également possi­
bles sera le carré de À, et en désignant pars la probabilité complète de 
la similitude, nous aurons, d'après la règle du n° 

1 o, 

les sommes � s'étendent depuis i=1 et i' = 1 jusqu'à i = À et i' = ?i. 

Je fais 

k, J;, J\,, k + J;, k + J;,, désignant des fractions positives ou négati.;. 
ves, dont la première se déduira du rapport� du numéro précédent, 

f' 

donné par l'observation, et les autres varieront · d'une pièce à une 

., 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 1 5 r 

autre, de telle sorte que l'oifttit 

l:J'. = o, 
On aura , en même temps, 

1 - ai = ¾ ( I - k - J'1), 1 - ai, = ¼ ( r - k - J'i,); 

au moyen des équations précédentes, les sommes l: qui entrent dans 
_l'expression des se réduiront à 

.l:a1 = ¾ ..\ ( r + k) ; 

.:I ( 1 - ai) = ½ ..\ ( 1 - k), 
�ai, = ¾..\ ( 1 + k); 

.:I ( 1 - ai,) = ¾ À ( 1 - k) ; 

et il en résultera 

quantité qui ne dépend que de k, ou de la chance moyenne u de 
l'arrivée de tête, et nullement des inégalités de chances J',, J'�, J'3, etc. 

Si l'on répète Ja projection de deux pièces prises au hasard, un très 
grand nombre a de fois, s sera aussi 1a chance moyenne de la similitude 
dans cette série d'épreuves doubles; en désignant par b le nombre de 
fois que la similitude arrivera, on aura donc approximativement, <l'a_ 
près le n° 52, 

b = as;

ce qu'on pourra vérifier par l'expérience. 
Dans le second cas , où chaque couple d'épreuves doit être fait avec 

une même pièce� la probabilité de la similitude relativement à la 
pièce quelconque Ai , aura pour expression 

et si l'on appelle s' 1a probabilité complète de la similitude, on en 
conclura 

, ·� ·�c s = À ""ai• + À • 1 - a,)' ; 
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équation qui se réduit à ••• 

s' = { ( 1 + k• + h•), 

en ayant égard à l'expression de a,, et faisant, pou1· abréger, 

Or, on voit que cette p1·obabilité s' surpasse la probabilité s qui avait 
lieu dans le premier cas, et qu'elle dépend d'une nouvelle inconnue h, 
dépendante elle-mêm� des inégalités J',, J\, J'3 , etc. 

Si l'on répète un très grand nombre de fois a', la projection deux 
fois de suite d'une même pièce prise au hasard, s' exprimera la pro• 
habilité de la similitude dans cette série d'épreuves doubles; en repré­
sentant par b' le nombre de fois que la similitude arrivera, nous au­
rons donc à très peu près, 

b' = a's'; 

ce qm servira à détermine1· la valeur de h, celle de k étant déjà 
connue. 

(58). Je ferai remarque1· que si l'on projette trois fois de suite une 
même pièce prise au hasard parmi A,, A,., A3 , etc., la probabilité de 
la similitude des trois résultats s'exprimera au moyen de la probabilité 
précédente s', et sera connue, par conséquent, sans recourir à de 
nouvelles e.xpériences. En effet, relativement à la pièce quelconque A,, 
cette probabilité sera 

a,3 + ( 1 - a1 )3 ; 

en appelants• sa valeur complète , on aura donc 

et d'après les notations précédentes, il en résultera 

s" = ¾[1 + 5 (k" + .h•)], 
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ou , ce qui est la même chose, 

s• = � ( 5s1 
- 1 ) •

2 

Cette quantité s'' sera aussî la chance moyenne de · la similitude 
dans une très longue série de triples épreuves; si donc on désigne 
par a'' leur nombre, et par b" le nombre de fois que la similitude arri­
vera , nous aurons 

b" = a"s". 

b' b" En mettant, et ., au lieu des' et s'' dans l'équation précédente, on en 
a a 

déduira celte relation 
a'a'1 = 3b'a" - 2b•a1

, 

entre les nombres a', a", b', b", qui sera d'autant plus approchée et 
d'autant plus probable qu'ils sero�t plus grands. 

Puisqu'elle est indépendante de la loi des quantités a,, a�, a3 , etc., 
elle subsistera également quand ell�s�eront toutes les mêmes, c'est-à­
dire, lorsqu'au lieu de changer de pièce à chaque épreuve double et à 
chaque épreuve triple, ou emploie1·a toujoürs la même; par consé­
quent, si l'on projette une même pièce un très grand nombre de fois 
que je représenterai par 6c; que l'on partage cette série d'épreuves 
simples, en épreuves doubles composées de la première épreuve simple 
et de la seconde,.,. troisième et de la quatrième, et ainsi de suite; 
qu'on la divise aussi en épreuves triples, composées de la première, la 
deuxième, la tW>isième, épreuv�s simples ,de la quatrième, la cinquième, 
la sixième, et ainsi de suite; et qu'on applique l'équation précédente à 
ces deux séries d'épreuves doubles et triples , on aura 

a'= 5c, a'' = 2C, 

ce qui réduira cette équation à celle-ci 

C = b' - b"' 

qui signifie que le nombre des similitudes doubles moins celui des si­
militudes triples, sera égal au sixième du nombre total des épreuves 

, simples, 
20 
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On obtiendrait des relations analogues enti·e les nombres de ces si­

militudes et de ceiles qui seraient composées de plus de deux ou trois
épreuves simples.

( 5g). Ces c_onsidérations s'appliquent immédiatement aux naissances
masculines et féminines; il ;uffit , pour cela, de remplacer les pièces
A,, A., As, etc., par autant de mariages différents, et de prendœ pour ai,
la chance de la naissance d'un garçou dans le mariage quelconque dési­
gné par Ai.

En Franc�, le nombre des naissances des deux sexes s'élève annuelle­
ment à près d'un million; et dans ce nombre total, l'observation montre
que le rapport des naissances masculines aux naissances féminines
excède l'unité d'environ un quinzième: pendant les dix années écoulées
depuis 18I 7 jusqu'à 1826, sa valeur moyenne a été de 1 ,0656, dont ses
valeurs extrêmes se sont à peine écartées d'un demi-centième, en plus
ou en moins. C'est sur les observations de cet intervalle de temps que
sont fondés les résultats de mon mémoire sur la proportion des nais­
sances des deux sexes(*)· De 1�17 à 1855 inclusivement, le rapport
moyen a été 1 ,o6i g; ce qui ne diffèi·e pas non plus d'un demi-centième
de sa valeur pendant les dix premières de ces dix-sept années.

La cause de la prépondérance des naissances masculines nous est in­
connue; il y a lieu de croire qu'elle varie beaucoup d'un mariage à un
autre, et que les chances a,, a,., a3, etc., sont très inégales, de telle sorte
que beaucoup d'entre elles s'abaissent, sans doqM., au-dessous de¾•
Cependant, comme on voit, la proportion des na-&es annuelles des
deux sexes a très peu varié pendant une pél'iode de dix-sept ans; ce qui
présente un_e vérification ren�arquahle de la loi des granJs nombres.

En pr�nant ; � pour le Tapport d'un g1·and nombre de naissances mas­
culines au nombre correspondant des naissances des deux sexes, cc rap­
port sera aussi la chance moyenne de la naissance d'un garçon, et l'on
aura 3

1

1 
pour ]a va1t:m· de 1a quantité k du n° 57. Nous ignorons si ]a

chance d'une naissance masculine restera la même à chaque enfant qui
naitra d'un même mariage, ou bien si elle variera, par exemple, comme

• 

_ (•) Mémoires de l' .Académie des Sciences, tome IX.
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elle variera d'un mariage à un autre. Dans le second cas, la chance 
moyenne de la similitude du sexe des deux premiers nés sera¾ ( 1 +k•), 
et n'excédera¾ que d'à peu près un demi-millième. Par conséquent, le 
nombre de fois que cette similitude aura lieu, dans un très grand nombre 
de couples de premiers nés, surpassera d'un demi-miiiième la moitié de 
celui-ci. Dans le premie1· cas, le premier de ces deux nombres pourra 
surpasser de beaucoup plus la moitié du second, à raison de la quantité 
inconnue !tque renfermera alors l'expression¾ (1+lc•+h•) de la chance 
moyenne de la similitude. La relation du numéro précédent aura tou­
jours lieu entre les nombres des similitudes de sexe des deux pre­
mie1·s-nés et des trois premiers-nés , observées dans un .très grand 
nombre de mariages. 

(60). En vertu de la seconde équation du n° 54, si A est une chose 
quelconque, qui soit susceptible de différentes valeurs à chaque 
épreuve, la somme de ses valeurs 'que l'on observera dans une longue 
série d'épreuves, sera à très peu près et très probablement, proportion­
neli'e à leur nombre. Le rapport de cette 'somme à ce nombre, pom· um: 
chose déterminée A, convergera indéfiniment, à mesure que ce nom­
bre augmentera encore davantage, ver:; une valeur spéciale qu'il attein­
drait si ce nombre pouvait devenir infini, et qui dépend de la loi de pro­
babilité des diverses valeurs possibles de A. On fera sur ce rapport <les 
remarques semblables à celles que nous avons faites dans le n• 54, en 
considérant la première équation de ce numéro. 

La seconde équation , on plutôt celle-ci 

:. =J t' Zzdz,
fit t 

donnera lieu comme la première, à de nombœuses et utiles applications. 
Je suppose, par exemple, que �soit un angle que l'on veut mesurer. 

Cet angle existe; sa grandeur est unique et détermi,née; mais l'angle
que l'on mesure à chaque opération, est une chose susceptible d'un 
nombre infini de valeurs différentes , à raison des erreurs inévitables et 
variables des observat�ons. Je prends cet angle, qui sera mesuré succes­
sivement un grand nombre de fois, pom· la chose A, de sorte que Zdz 
exprime la chance d'une valeur quelconque z de A, résultante de la 
construction de l'instrument et de l'adresse de l'observateur. Soit k 

20 •• 
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l'abscisse du centre de g1·avité de l'aire d'une courbe plane. dont z et z
sont !'�bscisse et l'ordonnée, et qui s'étend depuis z= z ju�qu'à z= l', 
en des1gnant, comme dans le n• 53, par l et l' les limites des valeurs 
possibles de A. Faisons

z= k + x, l = k + h; l' = k + h'; 

et représentons par X ce que Z devient quand on y met k+x au lieu 
de z; nous aurons 

lir 
J:h' · Zdz = Xdx = 1, 

l h · 

et par conséquent, à très peu près , 

s - k,
,. 

rh' 
J h 

Xxdx =o,

en vertu de l' équation citée, dans laquelle s est la somme des valeurs de A 
que l'on obtiendra dans un grand nombreµ, d'épreuves. C'est donc vers 
la constante k que sa valeur moyenne � convergera de plus en plus, à 

� 

mesure que µ. augmentera davantage; mais lors même que ce rapport
sera devenu sensiblement constant, c'est-à-dire, lorsqu'il sera sensi­
blement le même dans plusieurs séries d'autres grands nombres de me­
sures, il pourra quelquefois arriver que cette moyenne diffère beaucoup 
de l'angle cc. qu'on veut déterminer : elle sera toujours la valeur ap­
prochée de la constante Î' qui peut ne point coïncider avec cet angle. 

En effet, soit 
z = (t + u, l = tt + g, z, = (t + g'; 

appelons U ce que devient Z quand on y met tt +u au lieu de 2 ;­

nous aurons 
l' 

(' _ (if f,_ Zdz = J / Udu = 1, k=cc.+J c 
Uudu.

La différence u, entre l'angle tt et une valeur possible .z de l'angle 
mesuré A, est l'une des erreurs possibles de l'instrument et de l'obscr- .. 
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vateur; elle peut être positive ou négative, et s'étendre depuis u = g
jusqu'à u = g'; sa probabilité infiniment petite est Udu. Or, s'il n'y a 
dans la construction de l'instrument aucune cause qui donne aux er­
reurs positives de plus grandes chances qu'aux erreurs négatives, ou 
réciproquement, et qu'il en soit de même pour la manière d'opérer 
de l'observateur, les limites g et g' seront égales et de signes contrai­
res, la fonction Usera égale pour des valeurs de la variable u égales 
et de signes contraires, et il en résultera 

1:uudu = o, k - a,.

Dans ce cas, qui est le. plus commun, le rapport : sem donc la va-
f' 

leur approchée de a,. Mais, si l'instrument par sa construction, ou l'obser­
vateur par sa manière de viser, donne quelque prépondérance, soit aux 
chances des erreurs positives, soit à celles des er,·eurs négatives, l'in­
tégrale précédente ne sera plus nulle, les constantes a, et k différeront 
l'une de l'autre, et le rapport� s'écartera notablement, en général, 

de la véritable valeur de a,. On ne pourra s'apercevoir <le cette circons­
tance, qu'en mesurant le même angle, soit avec d'autres instruments, 
soit par d'autres observateurs. Je me bornerai ici à indiquer cette ap­
plication du calcul des probabilités : en ce qui concerne les erreurs 
des observations, et les méthodes de calcul propres à en diminuer et 
évaluer l'influence, je renverrai à la Théorie analjtique des probabili­
tés et aux mémoires sur ce sujet que j'ai insérés dans la Connaissance
des tems (*). 

(6x). Pour second exemple de l'équation citée au commencement 
du numéro précédent, supposons que les causes désignées par C,, 
CA, C3, etc., soient toutes celles qui déterminent les chances de durée 
de ta vie humaine dans un pays et à une époque déterminés. Ces causes 
sont, entre autres, les diverses constitutions physiques des enfants 
qui naissent, le bien-être des habitants, les maladies qui abrègent cette 

("') Années 1827 et 1832. 
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durée, et sans doute aussi quelques causes résultantes de la vie elle­
-même, qui l'empêchent de se prolonge1· au-delà de limites qu'elles n'a 
jamais dépassées : il y a Heu de croire , en effet , que si les maladies 
étaient les seules causes de mort, et qu'elle fùt, pour ainsi dire, -acciden­
telle, quelques-uns des hommes parmi le nombre immense de ceux qui 
ont vécu, auraient échappé à ces dangers pendant plus de deux siècles; 
ce qu'on n'a jamais observé. La chose A sera alors le temps que vivra 
un enfant qui vient de naître; z exprimera une valeur possible de A ,  
et Zdz la chance de z résultante de toutes les causes , que1les qu'elles 
soient, qui peuvent la déterminer, non pas pour un enfant en particu­
lier. mais pour l'espèce humaine, dans le lieu et à l'époque que l'on 
considère. Ainsi , concevons qu'une certaine constitution physique en 
naissant, donne une chance Z'dz de vivre précisément un temps égal 
à .::; , qu'une autre constitution donne une chance Z"dz de vivre jus­
qu'au même âge, etc.; soient aussi Ç', t, etc., les probabilités de 
ces diverses constitutions : à raison de ces causes , la fonction Z sera 
la somme '(,'Z' + ("Z" + etc., étendue à toutes les constitutions possi­
bles; et si ce nombre est infi_ni, Z se changera en une intégrale définie, 
qui aura une valeur inconnue, mais déterminée. Dans le pays où les 
hommes naissent le plus forts ou le mieux constitués, cette intégrale aura. 
sans doute la plus grande valeur; dans chaque pays, èlle pourra n'être 
pas la même pour les deux sexes; sans doute aussi les valeurs de Z', 
Z'' , zm, etc., dépendront d'ailleurs des rnalaêlies possibles et du bien­
être des habitants da fonction Z sera différente, et par suite, l'inté­
grale de Zzd'll le sera aussi, à deux époques éloignées l'une de l'autre, 
si dans l'intervalle quelque maladie a disparu,. ou que le bien-êtrn 
du peuple ait augmenté par le progrès de la société. On pourra, si 
l'on veut, prendre zéro et l'infini pour les limites let l' de cette inté­
grale, en considérant Z comme une fonction qui s'évanouit au-delà 
d'une valeur de z, inconnue aussi bien que la forme de Z. Cela étant, 
les valeurs observées de A seront les âges auxquels sont morts en.très 
grand nombre fA, d'individus nés dans un même pays et vers la même 
époque; et en appelants la somme de ces âges� on aura, à très peu 
près et très probablement, 

- = Zzdz; s J:CY.) 
f< 0 
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par conséquent,.ce rapport!., ou ce.qu'on appelle la vie moyenne, de-
� 

meu� constant pour chaque pays, tant qu'aucune <les causes C,, C., 
C3 , etc., connues ou inconnu'es , n'éprouvera· pas un changement no­
table. 

En France, on suppose la vie moyenne d'environ 29 ans; mais 
cette évaluation est fondée sm· des observations anté1·ienres à l'usage 
de la vaccine, et déjà très anciennes; elle doit être aujourd'hui sensi­
blement plus ltmgue_; et il serait à désirer qu'on la déterminât de nou­
veau, séparément pour les hommes et pour les femmes, pour les dif­
férents étals, et pour les diverses parties du royaume. On considère 
aussi la vie moyenne à partir d'un âge donné : s est alors le nombre 
des années qu'oi.1t vécu au-delà de cet âge , un très grand nombre µ, 

d'individus; le rapport·:. est la vie moyenne relative à cet âge, avec 
f' 

lequel elle varie, en demeurant constante pour un même âge : on sup-
pose qu'elle atteint son maximw'n enh'e 4 et 5 ans, et qu'elle s'élève 
alors à 45 ans: Les tables de mortalité ont un autre objet : sur un très 
grand nombre 1.1., d'individus nés dans un même pays et à la même épo­
que, elle font connaitrè les nombres de ceux qui vivent encore au bout 
d'un an, de deux ans, de trois ans, etc. ,jusqu'à ce qu'aucun n'existe plus. 
En désignant par m le nombre des vivants qui ont un âge donné, c'est en 

vertu de la première équation du n° 54, que le rapport� est sensible-
" 

ment invariable, du moins tant qu'il ne s'agit pas d'un âge très avancé, 
et que m n'est pas·devenu un nombre très petit: vers cent ans, par exemple, 

cette invariabilité consiste en ce que le rapport� est toujom·s une très 
f' 

petite fraction. 

Dans l'intégrale J:
00 

Zzdz, au lieu de foire varier z par degrés infi­

niment petits, si l'on fait croitre cette variable par des intervalles très 
petits; que l'on prenne, pour fixer les idées, chacun de ces intervalles 
de temps pour unité; et que l'on désigne par h,, h., h3 , etc., la sé­
rie des valeurs de z, et par H, , Hu H3 , etc., les valeurs correspon­
dantes de Z, la somme des produits H,h,, H

,.
h., .ff3h3 , etc.; sera, 

comme on sait, la valeur approchée de celte intégrale. En désignant 
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par " la vie mqyenne, à partir de la naissance, on aura donc aussi 
' 

v = H
1

h, + H.h� + Hshs + etc.

Or, H,. exprimant ici la cha uce àe mourir à un âge h,. 1 
il .s'ensuit 

que relativement à la durée de la vie humaine, on peut considérer la 
vie moyenne ,, comme l'espérance mathématique ( n° 25) d'un enfant 
qui vient de naitre el dont la constitution physique nous est in­
connue; mais d'après les tables de mortalité, sur un très grand 
nombre d'enfants, plus de la moitié meurt avant d'avoir atteint cet 
âge v.

(62). Supposons, pour dernier exemple, que pour un lieu donné et 
pour un jour de l'année aussi donné, on ait calculé l'excès de la haute sur 
la basse mer qui aurait lieu en ve1·tu des actions simultanées du soleil et 
de la lune. Prenons pour la choi;e A, la différence entre cet excès calculé 
et celui qui est observé clans le même lieu et à la même époque de cha­
que année. Les valeurs de A varieront d.'une année à une autre, à rai­
son tles vents qui peuvent souiller en ce lieu et à cette époque, et qui 
déterminent les chances de ces diverses valeurs. Or, si l'on considère 
toutes les directions et les intensités possibles de ces vents, leurs proba­
bilités respectives, et les chances que ces causes donnent à une valeur 

j
l
' 

quelconque z de A, l'intégrale l Zzdz aura une valeur inconnue, mais

déterminée, et qui demeurera constante, tant que la loi de probabilité 

de chaque vent possible ne changera pas. Le rapport� sera donc aussi 
f' 

à très peu près invariable; s étant la somme des valeurs de A, obser-
vées pendant une longue suite d'années. 

Nous ne savons pas .. à priori, si: est zéro ou une fraction qu'on 
f' 

puisse négliger, c'est-à-dire ,  si l'influence des vents sur les lois 
générales des marées est insensible; l'expérience seule peut nous 
faire connaître la vale.ur de ce rapport, et nous apprendre s'il varie 
aux di0ë,rentes époques de l'année , et poul' les lieux différents 
où les observations sont faites, -sur la côte, dans les ports, en 
pleine me1·. Pour connaitre J'influence de t_el ou tel vent en par-
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ticulier, il faudrait n'employer que des va1eurs de A observées sous 
cette influence; toutefois, afin de n'avoir pas besoin d'un trop grand 
nombre d'années d'observations, ces valeurs pourraient répondre à 
plusieurs jours consécutifs, pendant lesquels la direction du vent au­
rait peu changé. Plusiem·s savants s'occupent maintenant de cet exa­
men, qui exigera un long travail, et ne manquera pas de conduire 
à des résultats intéressants. 

(63). L'exposition des règles du calcul des probabilités et de leurs 
conséquences générales, qui a été faite dans ce chapitre et dans le pré­
cédent, étant actuellement complète, je reviens sur la notion de cause 
et d'effet, qui est seulement indiquée dans le n° 27. 

La cause propre d'une chose E est, comme on l'a dit dans ce numéro, 
une autre chose C qui possède une puissance de produire nécessaire­
ment E, quelles que soit d'ailleurs la nature de ce pouvoir et la manière 
dont il s'exerce. Ainsi, ce qu'on appelle l'attraction de la terre est 
une certaine chose qui a la puissance de faire tomber les corps situés à 
la surface clu globe, dès qu'il ne sont pas soutenus; et <le même, dans 
notre volonté , résicle un pouvoir de produire, par l'intermédiaire 
des muscles et des nerfs, une partie de ces mouvements que l'on 
nomme, pour cette raison, mouvements vo1ontaires. Quelquefois, dans 
la nature, la chose E n'a qu'une seule cause C qui puisse la produire, 
de sorte que l'observation de E suppose toujours l'intervention de C. 
Dans d'autres cas, cette chose peut être attribuée à plusieurs causes dis­
tinctes, qui concourent ensemble., ou qui s'excluent mutuellement de 
manière qu'une seule ait dû produire E. 

Telles sont, en ce qui concerne le principe de la causalité, les idées 
les plus simples et que je crois généralement admises. Cependant l'il­
lustre historien <le l'Angleterre a émis sur ce point de :métaphysique, 
une opinion différente qu'i] convient d'examiner, et sur laquelle le cal­
cul des prohabi1ités peut jeter un grand jour. 

Selon Hume (*), nous ne pouvons avoir d'autre idée de la cau­
salité que celle d'un concours et non d'une connexion nécessaire entre 

('") Essais pliilosopliiq11es sur l'entendement humain; �eptième essai : de l'idée 
de pouyoir ou de liaison nécessaire. 

2l 



RECHERCHES 

ce que nous appelons cause et eflét; et ce concours n'est pour nous 
qu'une forte présomption, résultant de· ce que nous l'avons observé 
un grand nombre de fois : si nous l'eussions observé un nombre de 
fois peu considérable, ce serait juger de la nature sur un trop petit 
échantillon, que de présumer qu'il se reproduira désormais. D'autres 
ont partagé la même opinion, et l'ont appuyée sur les règles de la pro­
h�bilîté des événements futurs, d'après l'observation des événements 
passés. Mais Hume va plus loin; et sans même recourir à ces lois de 
probabiÜté, il •pense que l'habitude de voir l'effet succéder à la cause, 
produit dans notre esprit une sorte d'association d'idées qui nous 
porte à croire que l'effet va arriver quand la canse a eu lieu; ce qui 
peut ètrn effectivement Vl'ai pom· Ja plupart des hommes , qui n'exa•• 
minent pas le principe de leur croyance et son degré de probabilité : 
pour eux, cette association d'idées doit être comparée à celle qui se 
fait dans notre esprit, entre le nom d'une chose et la chose même, et 
qui est telle, que le nom nous rappelle la chose, indépendamment de 
notre réflexion et de notre volonté. 

Un des exemples que l'auteur choisit pour expliquer son opinion est 
le choc d'un corps en mouvement contre un corps libre el en repos, et 
le mouvement de ce second corps à la suite de sa renconkepar le pre­
mier. Ce concours du choc et du mouvement du corps choqué est, en ef­
fet, un événement que nous avons observé un très grand nombre de fois, 
sans que l'événement contraire se  soit jamais présenté; ce qui suffit, 
abstraction faite de toute autre considération; pom· que nous ayons une 
forte rai.son de croire, ou, pour qu'il y ait une très grande probabilité 
que le concours dont il s'agit aura encore lieu désormais. Il en est 
de même de tous les concours de causes et d'effets que nous observons 
journellement et sans exception : leur probahiiité s'alimente, pour 
ainsi dire, par cette expérience continuelle, et la raison ou le calcul, 
d'accord avec l'habitude, nous donne une grande assurance qu'à l'a­
veni1· ces causes seront toujours suivies de leurs effets. Mais dans le 
cas d'un phénomène que nous avons seulement observé un nombre de 
fois peti considérable, à Ja suite de la cause que nous lui assignons, il 
n'y aurait, d'après les règles précédemment exposées, qu'une p1·oha­
hiJ ité qui. ne serait pas très grande, pour le concours futur de cette 
cause et cle cet effet. Néanmoins, il arrive souvent que nous ne faisons 
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aucun doute de la reproduction de ce phénomène, lorsque sa cause 
aura lieu de nouveau. Or, cette assurance suppose que notre esprit at­
tribue à la cause une puissance quelconque ùe produire son effet , e·t 
qu'il admet une liaison nécessaire entre ces deux choses , indépen­
damment du nombre, plus ou moins grand, de leurs concours observés. 

Ainsi, lorsque M. OErsted découvrit qu'en faisant communiquer les 
deux pôles d'une pile de Volta, au moyen d'un fil métallique, il arri­
vait qu'une aiguille aimantée , suspendue librement dans le voisinage 
de ce circuit voltaïque, déviait de sa direction naturelle; l'illustre phy­
sicien fut sans doute convaincu , après avoir répété un petit nombre 
de fois cette expérience capitale , que le phénomène ne manquerait 
pas de se reproduire éonstamment par la suite. Cependant, si notre 
raison de croire à cette reproduction était uniquement fondée sur le 
concours du circuit voltaïque et de la· déviation de l'aiguille aimantée, 
observé une dixaine de fois, par exemple, la probabilité que le phé­
nomène arriverait encore dans une nouvelle épreuve, ne serait que 

.!..: (n• 46) : dans une nouvelle série de I o épreuves, il y aurait à parier 1 1 
12 

contre I o, ou à peu près un contre un , que l'événement aurait encore 
lieu sans interruption; el dans une plus longue série d'expériences fu­
tures, il deviendrait raisonnable de penser que le phénomène ne se 
reproduirait pas à t(?utes les épreuves. 

Je citerai encore pour exemple l'heureuse application à la com­
position chimique des corps , que M. Biot a faite récemment de 
la polarisation progressive de la lumière dans un sens déterminé, 
dont il avait depuis long-temps constaté l'existence dans des mi­
lieux homogènes et non cristallisés ( * ). Lorsque dans un nom-

(•) Le principe de cette application est exposé clairement et en peu de mots dans 
la note suivante que M. Biot a bien voulu me communiquer: 

,, Un rayon lumineux de réfrangibilité fixe a été polarisé par réflesion dans uu 
n certain plan. On l'analyse après sa réflexion, en lui laissant traverser un rhom­
" hoïde de chaux carbonatée rendu légèrement prismatique par sa face posté­
• rieure; et l'on s'assm·e qu'il possède tous les caractères de la polarisation relati­
" vement au plan dont il s'agit. Ainsi, lorsque la section principale du prisme 
,. rhomboïdal est par-dllèle au plan de réflexion, le rayon passe simple et subit 
n tout entier la 1·éfraction 01·dinaire. Mais, si l'on tourne cette section, soit à 

21 •• 
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bre peu considérable d'observations faites avec soin, on a reconnu 
qu'une substance donnée, dévie l� rayon polarisé à droite de l'obser-

» droite, soit à gauche, il se partage entre les deux réfractions, exactement
» comme s'il avait d'abord ti-aversé un premier rhomboïde dont la section prin­
,, cipale serait parallèle au plan dans.lequel la réflexion a eu lieu, Et généralement
" toutes les propl'iétés du rayon polarisé sont symétriques autour de ce plan.

» Ceci reconnu, on interpose dans le trajet du raJon polarisé, un tube creux
,, terminé par des glaces minces, et successivement rempli de liquides divers, qui, 
li tous, se présentent ainsi au 1'aJon sous l'incidence normale. Puis on analyse 
» de nouveau ce rayon après sou émergence; et l'on observe les phénomènes
" suivants.

n L'eau , l'alcool, l'étbe1· et beaucoup d'autt·es liquides ne trnublcnt pas scnsi­
" blement la polarisation primitive d�l nyon. Car on lui 1·eti·o11ve toutes les pl'O­
n priétés physiques qui la caractérisaient. 

• Mais d'autres liquides, par exemple les essences de citron et lie térébenthine,
» certains corps solides non cristallisés, et même cct·taincs vapeurs, tt·oublent
" cette pola1·isation. Car le rayon, qui les a traversés sous l'incidence normale,
» donne des images doubles, dans les mêmes positions du prisme rhomboïdal où
li il en donnait primitivement de simples. Alors, en tournant graduellement la
» section principale du prisme vers la droite ou vers la gauche de l'observateur,
» on trouve toujours une certaine position ou l'image extraordinaire disparaît. Et,
» pom cette position, le rayon présente de nouveau tous les caractères d'une po­
li larisation complète. De sorte que le plan de polarisation primitif a été seule­
" ment dévié angulairement pat· l'action du corps interposé. 

» Pour chaque substance, prise dans un même état physique, el agissant sur un
» même ,·aJon, la quantité absolue de la déviation est proportionnelle à l'épais­
" seur de matière traversée; de sorte que le sens dans lequel elle croît, fait con­
,, na1tre de quel côté elle s'exe1·ce. Ce1·taines substances l'opèrent vers la droite 7 

n d'autres vers la gauche de l'observateur, pour les mêmes rayons; et, si on les 
,, mêle ensemble, sans qu'il s'exerce entre elles de réaction chimique qui les dé­
., nature, la déviation résultante est toujours la somme des déviations partielles 
,, qui auraient été opérées isolément par les mêmes quantités pondérables de cha­
" que substance. 

" C�s phénomènes d_e déviations progressivement c1·oissantes, opét-écs dans uu 
li sens propre, par des milieux homogènes agissant sous l'incidence normale , ont 
,. été présentés à l'Institut le 23 octobrn 1815. Cc sont les p1·emiers faits de ce 
n genre qui aient été découverts, et reconnus dans leur cat·actère progressif. La 
>> découverte de M. OErsted, qui présente un semblable caractère, leur est posté­
H rieure de plusieurs années, li 
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y,�teur, pour fixer les idées, el que les déviations observées ont été as­
sez grandes pour ne laisser aucune incertitude sur le sens dans le­
quel elles ont eu lieu, cela suffit pour que nous soyons assurés, comme 
on l'est d'une chose'dont personne ne doute, que dorénavant la même 
substance fera toujours dévier la lumière à droite; et cependant Je 
concours de cette substance et d'une déviation à droite, observé un 
nomhre de fois qui n'est pas très grand, ne donnerait �u'une faible pro-

babilité, et m�me une probabilité iniërieure à ; , que dans un pareil 

nomb�e ou ·un nombre un peu plus grand d'épreuves nouvelles, au-
. cune déviation à gauche n'aurait lieu. 

Ces exemples et d'autres qne l'on imaginera aisément montrent, ce 
me semble, que la confiance de notre esprit dans le retour des effets à 
la suite de leurs causes ne peut avoi1· pour unique fondement l'obser­
vation antérieure de cette succession, plus on moins répétée.On va voir, 
en effet, qu'indépendamment d'aucune habitude de noh'e esprit, la 
seule possibilité d'une certaine aptitude de la cause à produire nécessai­
rernent son effet, augmente de beaucoup la raison <le croire à ce 
retour, et peut rendre sa probabilité très approchante de la certitude, 
quoique les observations antérieures soient en nombre peu consi­
dérable. 

(64), Avant qu'un phénomène Pait été observé et qu'on sache s'il 
at·rivcra ou s'il n'arrivera pas dans toute une série d'expériences que 
l'on va faire, nous admettons donc que l'existence d'une cause C ca­
pable de le produire nécessairement ne soit pas impossible. Nous con­
cevons aussi qu'avant ces expériences, l'existence d'une telle cause 
avait une certaine probabilité , résultant de. considérations particu­
lières qui la rendaient pins ou moins vraisemblable, et que nous re­
présenterons par p. Supposons ensuite que P soit observé à toutes ces 
expériences dont le nombre sera désigné par n. Après cette observa­
tion, la probabilité de l'existence de C aura changé; il s'agira <le la dé­
terminer, et nous la désignerons par rr.;r. 

Quelque soin que l'on ait mis à dimiuuer l'influence des causes au­
tres que C, susceptibles de produire le phénomène P à chaque épreuve, 
si C n'existait pas; on peut croire, néanmoins, que l'on n'a pas rendu cette 
influence tout-à-fait nulle. Supposons donc qu'il exisle certaines causes 
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B., B
a
, •.. . Bn , connues ou inconnues, qui ont pu aussi, à défaut 

de C, donner naissance à· ce phénomène en se combinant avec le ha� 
sard ( n° 27 ), savoir : B, clans 1a première expérience, B

,. dans la se-• 
coude , ... , Bn dans la demière. Soit généralernenl: r1 la probabilité de 
l'existence de J31 , multipliée par la chance que cette cause, si elle était 
certaine, donnerait à l'at·rivée <le P. En faisant, pour abréger, 

,., , r. • 1'3 • • • • 1'n = f , 

ce produit serait la probabilité de l'arrivée de ce phénomène dans 
toutes les n expériences, résultante de l'ensemble des causes B,, Bs

, 
Bs, etc., et si la cause C n'exislait pas; et comme 1-p est la probabilité 
de la non-existence de C, il en résulte, dans l'hypothèse que C n'existe 
pas, ( 1 - p) I' pour la probabilité de l'événement obse1·vé, qui est ici 
l'ari·ivée constanle de P. Dans la supposition contraire, sa probabilité 
est p, c'e_st-à-dire, qu'elle n'est :wtre chose que celle <le l'existence de C, 
antérieurement à l'oJJservation, puisque cette cause produirait nécessai­
rement l'arrivée de P à toutes les épreuves. Par conséquent, d'après la 
règle du n° 28, la probabilité ùe cette seconde hypothèse, ou cle l'exis­
tence de C après l'ob3ervation, a pour valeur 

f@' -
p

- P+(1 -p)p'

et ceJJe de sa non - existence est 
(1 -p)p 

l - I'@' = p+(1-p)p

On parvient également à ce résultat, en ayant égard successivement 
aux n expériences, au lieu de les considérer toutes à la fois, comme 
nous venons de le faire. En effet, la probabilité <le J'existence de C 
étant p, par hypothèse, avant la première expérience, désignons ce 
qu'elle devient successivement , par p' après cette expérience et avant 
la seconde, par p'' après la seconde et avant la troisième, etc.; nous 
aurons 

P' - p
- p + ( l -p) r, 1 

P,,_ p' 
- p' + (1-p') r,' 

etc.; 
•.

, ( 1 -p) r, 
1-p-

- p + ( 1-p) r,' 

• ( 1-p') r, 
l -p -

- p' + (1 -p')r.' 
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et en éliminant d'abord p' et 1-p' des valeurs de p'' et 1 -p'', ensuit.e 
p'' et 1 -p'' des valeurs de p'" et , -p"', etc., on obtiendra les expres­
sions précédentes de (ëiJ' et de 1-ir;r, pour les probabilités de l'existence 
et de la non-existence de C après la nil"" expérience. 

Maintenant, soit ftil'1 la probabilité que le phénomène P arrivera, sans 
interl'Uption, dans une nouvelle série den' expériences. Quel que soit 
ce nombre n', la probabilité pour que cela ait lieu en vertu <le la cause C, 
si elle était certaine, est la probabilité t7i1' cle l'existence de C, conclne 
des n premières expériences. A défaut de cette cause , l'arrivée de P 

pourra aussi être duc à d'autres causes B',, B'�,· ... li'.,, pareilles à 
celles que nous avons désignées tout à l'heure par B,, n., .... Bn, et 
<lont on ne pourra pas évitct· entièrement l'influence. Représentons, 
relativement à ces cnuses futures, par r',, r'A ,-•••• r'n,, ce que devien­
nent les quantités précédentes r,, rA , .••. l'n, de sorte que r'; soir 
à l'égard de B',, ce que r1 était par rapport à B, Faisons aussi 

r' 1 • ,., A • f'
I 

3 • • • • f'/ nf = r' • 

La probabilité de l'arrivée de P dans les n' expériences futures, sera 
( 1-,z;r) f1

, si la cause C n'existe pas. Nous en concluons clone 

pour l'expression complète de ,z;r', ou bien , en mettant pour ,z;,- et 
1 - mr leurs valeurs précédentes , 

,z;r' =p + (r-p)pp'� 
p+(1-p)p 

Cela posé, ces exp1•essions de l'uJ' et ftil'1 montrent comment la proba-· 
hilité de l'existence de C, qui pouvait être très faible avant l'observa­
tion de P, a pu devenir très grande après que ce phénomène a été ob­
servé un nomhrn de fois peu considérable , et donner ensuite une 
probabilité très approchante de la certitude, à l'arrivée constante de 
ce phénomène dans les expériences futures. Supposons; par exemple, 
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que par des raisons quelconques, et, si l'on veut, par une prévention 
de notre esprit , la probabilité de C à priori, n'était qu'un cent­
miJlième; admettons aussi que l'influence des causes accidentelles, 
malgré les précautions prises pour l'éviter, puisse encore être telle 

. que chacune des quantités r, , r1 , r3 , etc. , soit un dixième, on 
une fraction moindre; si Pa été observé seulement dix fois sans 
interruption, on aura 

p = 0,00001 1 f < p ( 0,00001), 

et , en même temps , 

Par conséquent1 la p1·obabilité <le l'existence de C, après l'observation, 
différerait de l'unité, de moins <l'un cent-millième, et la non-exis­
tence de celte cause serail devenue moins probable que son existence 
ne l'était auparavant. Quel que soit le nombre n', la probabilité ,'liï' 

que P aura lieu constamment dans une série <le n' expériences futures, 
surpasserait encore cel1e de l'existence de C, ou ne pourrait pas être 
moindre. 

(65). Dans cette application du calcul des probabilités, la, cause C 
est considérée d'une manière abstraite, c'est-à-dire, indépendamment 
d'aucune théorie qui ramènerait le phénomène P à des lois plus géné­
rales, et en fournirait une explication exacte, d'après la cause qu'on 
lui attribue, ce qui augmenterait encore la probabilité de l'existence 
de celte cause. Nous consi<lér:ons ce phénomène P comme ayant eu lieu 
sans interruption; et le calcul précédent a eu pour objet de montrer que 

· uotre croyance à sa reproduction future, quand il n'a été observé qu'un
petit nombre de fois, ne peut être fondée que sm· l'idée que nous avons
d'une cause capable de produire nécessairement un phénomène de
cette nature. Le calcul des probabilités ne peut d'ailleurs nous faire
connaitre quelle est cette cause efficace, ni déterminer quelle est la
plus probable, parmi celles qui pourraient produire :q.éc�ssairem�nt le
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phénomène, quand il y en a plusieurs auxquelles on pourrait l'attri-
bue,;. 

· ' 

Lorsque P n'a pas eu lieu dans une ou plusieurs épreuves, et que 
l'on est certain, cependant; que la cause C capable de le produire né­
cessairement, si elle existait, aurait dû agir da�s toutes ces exP,érien­
ces, il est évident que cette cause, ni aucune autt·e cause de celte es­
pèce, n'existe pas. Mais outre les causes de cette nature, il en existe 
d'autres qui agissent à to�tes les épreuves, et sont seuJement capables 
de donne,· une certaine chance à l'arrivée d'un phénomène P ( n° 27 ),
en se combinant, soit avec le hasard, soit avec des causes variables, 
qui tantôt agissent et tantôt n'agissent pas. Ces causes variables et irré­
gulières, que l'on ne doit pourtant pas confondre avec Je hasard, peu­
vent influer sur la chance moyenne de l'arrivée de P <lans une longue 
suite d'expériences, et par suite ( n° 52), sm· le nombre de fois que P a 
eu lieu ou aura lieu, divisé par le nombre total des· épreuves; mais 
si l'on a pris soin de diminuer, autant qu'il est possible, l'influence 
des causes accidentelles, de sorte qu'on puisse la supposer sensiblement 
nulle, et si le phénomène P a été observé un nombre m de fois dans 
un très grand nombreµ, d'épreuves, il y aura une très grande probabi­
lité qu'il existe une cause permanente, favorable ou contraire à la pro­
duction de ce phénomène, selon que m sera notablement plus grand 
ou plus petit que la moitié deµ. 

Ainsi, en prenant pour exemple 7 le cas d'un coi·ps à deux faces, 
projeté en l'air un très grand nombre de fois, l'existence d'une cause 
favorable ou contrai1·e à l'arrivée d'une face déterminée 

7 
peut être re­

gardée comme extrêmement probable, lorsque les nombres de !ois que 
les deux faces sont arrivées diffèrent notablement l'un de l'auh'c, 
comme dans l'expériencè de Buffon précédemment citée ( n• 5o ). 
Quelle est ce�te cause pei'manente? Le calcul des probabilités nous en 
montre seulement la nécessité, et ne peut nous en indiquer la nature. 
Cc sont les lois de la mécanique qui nous font voir qu'elle doit être 1a 
supériorité du poids dans une des parties du corps projeté, sans nous 
apprendre toutefois, à raison de la complication du problème, à déter­
miner les effets d'une pareille cause, et la chance qu'elle donne à l'arri­
vée de chacune de� deux- faces, qui ne peut être connue que par 
l'expérience. 

22 
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C'est 'p'lli' 1ün seimblabiiq>YO'ccidé'qtte ·Fon pout·1'liit,constater, ainsi que 
Laplace l'a proposé (*), l'existence ou la non-existence de certaines 
causes occultes.•, qui •he sont )pas :absolument impossibles ,à priori, et 
n'ont :pas, 'non plus/)-e pouvoii• de produire nécessairement les phé­
no111èrte�ra:uxque)s elles ·se �àppOi.'tettl. iPour ·cela, il :faud,��it de longues 
séties ·cl?épreuv-es, en éca'1•tant, autant·qu�i'l se1·ait,possili)e, l'influence 
dei,calises accidentelles, et'tenant comptl!, evec·e�act1tude,1du 1nonrbre 
<le fois ·qu'un phénomène a été oh�ervé et du nombre de fois qu!il n'a 
pas eu lieü: si le rappot·t ·du premier de ces nombres au·sec-ond surpas­
sait notablement ·l'ui;iité, l'existence 'd1une -cause quelconque et la 
chance qu7eile donne à fa produ�tion de ce phénomène -auraient une 
très grande probabilité. 

Si deux joueurs A et ·B ont joué ·]'un cotitre 1l'autJ•e · un très grand
nombre (,t de p;irties, que A en ait gagné un nombre m, et que Je rap-

l)ort -� excède -½, <l'une fraction qtii ne soit pas très petite; l'existence 
'f' 

· d'une cause. favorable à A:peut•être-regardée comme-à peu-près certaine.
Lorsqu'aucun des deux joueurs n'a fait un avantage à il'autre , cette

cause est la supériorité de A sur 'B, aon't'le i·apport·�·donne, pour ainsi
f' 

dire , la mesure. A un.jeu de cartes, au piquet �par exemple,. le résultat
de chaque partie ne peut dépendre que de la différence d'habileté des
deux joueurs et de la distribution des cartes entre eux. Si aucun des
deux n'a triché, cette distribution est l'effet du, hasard; elle peut in­
fluer sur la _proportion des nombres de parties gagnées par les deux
joueurs, quand ces nombres sont peu considérables : c'est ce qu'on
peut appeler le bonheur ou le malheur, pourvu que l'on n'attache pas
l'idée de )'un ou de l'autre aux personnes qui jouent; car il serait ab­
surde de supposer qu'il y eût un rapport quelconque entre ces per­
sonnes et les ca1·tes _qu,e le seul hasard leur � distribuées : à chaque
coup, celles qui sont échues à l'un des joueurs auraient; pu également
échoir à l'autre. Mais dans une série de parties suffisamment _prolon­
gée, il n'y a plus que )a différence d'habileté des joueurs qui puisse

-------------------------------

( 1) Essai philosophique sur les probabilités, pase 133.
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influer sui• les chances du jeu : à la longue, les joueurs habiles sont les 
seuls heureux, et réciproquement. Si A et B jouent de nouvean un très 
grand nombre µ.' de parties, il y aura une grande probabilité que Je 

nombre de celles que A gagnera, djfférera très peu du produit p.,1 
�; 

d� sorte que si cela ne se vérifiait pas, on serait fondé à penser qne 
dans l'intervalle des deux séries de parties, la supériorité de A sur B 
aurait augmenté ou diminué. 

• 

2 ?.., 
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CHAPITRE III. 

Calcul des probabilités qui dépendent de très grands nombres. 

(66). Lorsqu'on veut calculer le rapport des puissances très élévées 
de deux nombres donnés, on le peut toujours, sans difficulté, au 
moyen des tables logarithmiques, en employant, s'il est nécessaire, des 
logarithmes qui contiennent plus de décimales, que ceux dont on fait

usage ordinairement. Si a et b sont ces deux nombres, et met n leurs 
puissances, on aura 

l am m.log.aog. bg = n. log. b;

les produitsm.log.a, n.log.b, et leur rapport s'obtiendront aiséme"nt; 
et ce rapport étant le logarithme de celui qu'on demande, on trouvera 
ensuite celui-ci «fans les tables. Mais il n'en est plus de même, lorsqu'il 
s'agit du rapport de deux produits dont chacun .est composé d'un très 
grand nombre de facteurs inégaux, tef que 

a,.a,..a3. • .am.

b,.b,.b3." .. b"' 

les deux nombres m et n étant très grands, l'addition des logarithmes 
de a,, a., as, etc. , et de ceux de b,, b., b3, etc., deviendrait très 
pénible, et même impraticable, ainsi que le. calcul de ce 1·apport. On 
est obligé alors de recourir à des méthodes d'approximation, dont 
Sirling a donné le premier exemple, et qui ont cela de très remar­
quable qu'elles introduisent, dans les valeurs approchées des rapports 
que l'on cons�dère, la circonférence du cercle et d'autres quantités 
transcendantes: quoique lenrs.valem.:s exactes soient des uombres en• 
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tiers, ou des fractions qui ont des nombres entiers pour numérateurs et 
pour dénominateurs. 

Ces rapports de produits d'un très grand nombre de facteurs, et Jes 
sommes de· nombres aussi très grands de semblables rapports, se 
présentent dans la plÙpa1·t des applications les plus importantes du 
calcul des probabilités; ce qui rendrait les règles exposées clans les 
deux chapitres précédents, bien qu'elles soient complètes, très peu 
utiles ou tout-à-°fait illusoires, sans le secours des fo1·mules propres 
:\ en calculer les valelll's numériques avec une approximation suffi­
sante. Ce sont ces formules dont nous allons maintenant nous oc­
cuper. 

(67 ). Considérons d'abord le produit 1 • 2. 5 .•• n, des n premiers 
nombres naturels. 

Ici et dans tout ce chapitre, la lettre e sera employée pour repré­
senter la base des logarithmes népériens. Par le procédé de l'jntégra­
tion par partie, on trouvera 

f
0

":_e-"'x"dx = 1 .2.5 .. . n. (1) 

Le coefficient e-zxn de dx, sous cette intégrale, s'évanouit pour x=o 
et pour x = a:i ; entre ces deux ]imites, il ne devient jamais infü·:, 
et ne passe que par un seul maximum que l'on déterminel'a en égalant 
sa différentielle à zéro: en appelant H sa valeur maxim(l, et h la valeur 
correspondante de x, on aura 

Cela étant, on pourra poser 

t désignant une nouvelle variable que l'on fera croitre depuis t=- a:i 
jusqu'à t = 00 , el dont les valeurs particulières t = - a:i � t = o, 
t = i:.o , répondront respectivement à x = o, x = h, x = co . En 
regardant x c�mme une fonction de t, nous aurons alors 
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On aura aussi 
log.e-..-xn 

= log.Î-1 - t•;

et si l'on fait 
x = h + x',

et qu'on développe suivant les puissances de x', · il en résultera

• + 1 d•.Iog.H '•+ 1 d3 .log.H ,1 + 
t 2 dh• X 2.3. --;J1� X etc. = 0' 

en observant que la dîfféreritielle premiè1·e de log. H est égale� zéro, et 
où l'on fera h = n. après les différentiations. La valeur de x' que l'on 
tirera de cette équation pourra être représentée par une série de la 
forme 

x' = h't + h"t• + h111t3 + e.tc.;

h', h", h111
, etc., étant des coefficients indépendants de t, que l'on dé­

terminera, les uns au moyen des autres�- en substituant cette valeur 
dans cette équation, et égalant ensuite à zéro la somme des coefficients 
de chaque puissance de t dans son premier membre. On aura, de cette 
manière, 

+ 1 d•. Iog.H h'•
}

I 2 dh• = 
0

' . d'.log.H h" + ! d3 .log.H h'•-
dh• 6 dh� - o,

etc. 

En désignant par i un nombre entier et positif, on a 

On a aussi; comme on sait, 

f
'° 

e-1'dt = \ln, 
- CO 
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7T désignant toujours le rapport de la circonférence .au diamètre. 
Donc , à cause de 

nous aurons 

dx dx' 

di = Tt= h' + 2h"t + 5h111t• + etc.,

Il suflira donc de déterminer les coefficients ·h', ,h111
, h•, etc., de rangs 

impairs; or au moyen des équation·s ( 2), on trouve 

h' = •.• ·l 2n , ·hlll- :v' 2n
V - 18n '

'h,v :.\12n t =-s--· , e c,; 
10 on• 

par conséquent, en ayant égal'd·à 'l'équation '('1)-et à la v.aleur de H, 
on aura ·finalement 

- ( l 1 ) 1.2.5 ... n=n"e-n \12'7rn \ 1+- + ..--8 ' +etc .. 
.\ 12n -2u n 

(5) 

(68). La série contenue entre les parenthèses sera d'autant plus con­
vergente dans ses premiers termes, qu'.il.s'agira d'un plus grand nom­
bre n. Toutefois, elle est du genre des séries qui finissent par devenir 
divergentes, en les prolongeant convenablement; mais en réduisant 
cette sél'Ïe à sa partie convergente, on pouri·a toujours faire usage de 
la formule (5) pour calculer une valeur approchée du produit <les n 
premiers nombres naturels; et il ne sera pas mêm.e ,nécessaire que n 
soit fort considérable pour que l'approximation soit très grande. En 
prenant, par exemple, n = 1 o, la formule réduite à ses trois premiers 
termes, donne 56!:a88oo à moins d'une unité-près, ·et ce nombre en­
tier se trouve être aussi la valeur exacte du produit des , o premiers 
nombres naturels. 

En mettant 2n au.lieu den dans·ta formule (?), il vient 

,. '( ) /-·c l •I 

) 
1 . :;? • :1 ••• 2n� 1 • 2n= 2 2n '"e�•n \. -,r,t 1 �2,

4.n + 115�11, + etc: ;
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mais on a identiquement 

l • 2, 5 • , , 2ll - l, 2ll = 2n, I , 2.:), , , Tl, 1 , 0, 5, , , 2ll - l ; 

on aura, par conséquent, 

et en divisant cette équation membre à membre par l'équation (5), on 
en conclut 

J.5,5,,,2Tl-I=(21l)8e-nv2(1--
4

1 + -5�+etc.); (4)
:i n 11 2n 

en sorte que l'expression en série du produit des nombres impairs ne 
renferme plus la quantité \l.'.i°, qui se trouve dans celle du produit des 
nombres pairs et impairs. 

Si l'on fait n = r dans cette équation et dans )a formule (5), on en 
déduit 

e 1 1 

--;-/-
= .1 - -

4 
+ -r: + etc.,

2 y 2 2 11;,,2 

e 1 1 --= = 1 + - + -8 + etc. 
v2,.. 

12 2 8 

Par le calcul direct, on a 

e 

0,96' o5 ... , ---:7= = 1 ,08444. , .. ; 
y 2?1" 

et ces séries réduites à leurs trois premiers termes, donnent 0,95920
et 1,08680; ce qui diflëre très peu des valeurs exactes. Ces exemples 
numériques, joints au précédent, montrent quel degré d'approxima­
tion on peut attendre des formules de ce genre, dont on fera un con-
tinuel usage dans ce chapitre. 
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En multipliant par 2" ]es deux membres de l'équation (5) , les 

élevant ensuite au carré, et les divisant par 2n, il vient 

2.2.4.4.6.6.:.2n-.2.2n-2.211=?T(2n)••e-•"(1+-1
- + -88� +etc.)";

12n ?. n 

en élevant ]es deux: membres de l'équation (4) au carré, et supprimant 
dans le premier un f�cteur égal à l'unité, on a de même 

1.3.5.5.5 ... 2n-1.:m-1=2(2n)1"e-u (1+-4
1 +-5

1

-+ etc.). 
2 n I t 2n• s 

De cette manière, les premiers membres de ces deux: équations sont 
des produits composés d'un même nombre de facteurs, égal à ::rn-1; 
et si l'on divise ces équations membre à membre, on en conclut 

1 
( 

1 + t ) ?..2 4,fi.6 ..... . 2n-2.2n-2.211 - 7f ,-- e c. =--------=---------·
2 1 2n 1 • 3. 3. 5. 5 ... 2n - 3. 2n - 1 • 2n - 1 ' 

résultat qui coïncide dans le cas de n infini, avec la formule connue de 
,v allis , savoir : 

1 2.2.4.4.6.6.8 ... . 
2 7f = 1.3.3.5.5.7.7 .... .

C'est à Laplace que l'analyse est redevable de la méthode que nous 
venons d'employer pour réduire les intégmles en séries convergen­
tes dans · Jeurs premiers termes , et propres à en calculer des va­
leurs approchées, lorsque les quantités soumises a l'intégration sont 
affectées de très grands exposants. Nous en verrons dans la suite 
une autre application. 

(69). Maintenant, soient E et }' deux événements conh'aires, de 
nature quelconque, dont un seul arrivera à chaque épreuve; dé­
signons par p et q leurs probabilités que nous supposerons cons­
tantes; appelons U la probabilité que dans un nombre µ d'é­
preuves, E arrivera un nombre m de fois, et F un nombre n de 
fois; nous aurons (n° 

1 4) 
1.2.3 . . .  µ 

--=----�--- p•q" 1.2,3, . .  m.1.2,3 . . . n ' (5) 
.25 
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où l'on devra faire 

m+n=µ,, p+q=i. 

Or, siµ,, m, n, sont de très gl'ands nombres, il faudra recourir à 
la formule (5) pour calculer la valeur numérique de cette quan­
tité U. En supposant chacun de ces trois nombres assez grand pour 
qu'on puisse réduire cette formule à son p1:emier terme , nous 
aurons 

et par conséquent 

I • 2, 0, , , fJ., .= µf V 27fJJ, 1 

r • �. 5 ... m = mm \/ ·:vrrm, 
7 "V--

1 • 2 • :, ••• n = n 21Tn, 

U = ("P)m ("q)n ✓ F' (6) 
m n 2.,,-mn' 

pom· la valeur approchée de U. 
Il est facile d'en conclure que l'événement composé Je plus pro­

bable, ou celui pour lequel cette valeur de U sera la plus grande, 
répondra au cas où Je rapport des nombres m et n approd1era 
Je plus possible d'être égal au rapport des deux probabilités p et q. 
En effet, si l'on considère, au contraire, met n comme des· nombres 
donnés et p et q comme des variables dont la somme est l'unité , 
mais qui peuvent croitre par degrés infiniment petits, depuis zéro 
jusqu'à l'unité, on trouvera, par la règle ordinaire, que le maximum

de U répond à p = � e·t q = !!, Mais vu le grand nombre des 
ft ,.,. 

autres événements composés, moins probables que celui-là, sa pro­
babilité sera néanmoin•s peu considérable et diminuera à mesure 
que le nombre FA. des épreuves, que l'on suppose très grand, aug-

mentera encore davantage. Par exemple, si l'on a p = q = ;, et que 

µ, soit un nombre pair, l'événement composé le plus probable ré­

pondra à ,n = n = �; et d'après la formule (6), sa probabilité U aura 
2 
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pour valeur 

laquelle décroitra, comme on voit, en raison inverse de la racine 
carrée du nombre µ._. En prenant µ, = 1 oo, on aura 

u = 0,07979, 1 - u = 0,92021; 

en sorte qu'on pourra parie1· un peu plus de 92 contre 8, que dans 
1 oo épreuves, les événements contraires E et F, tous les deux égale­
ment probables, n'arriveront pas néanmoins un même nombre de 
fois. Si l'on eût conservé le second terme de la formule (5) , cette der-

nière expression de Use trouverait multipliée par 1 - 4�; ce qui di­

minuerait U d'un 4uo" de sa valeur, dans le cas deµ.= 100. 
(70). Non-seulement l'événement_ composé pour lequel les nombres 

m et n approchent le plus d'être entre eux comme les fractions 
pet q, est toujours le plus probable, mais dans un nombreµ. d'épreuves, 
donné et supposé très grand, les probabilités des autres événements 
composés ne commencent à décroitre rapidement que quand le rap-

port � s'écarte de !!. , en plus ou en moins, au-delà d'une certaine li-
n q 

mite dont l'étendue est en raison inverse de V�
. 

l G 

En effet, prenons encore pour exemple le cas de p = q = 2; 1'1t

g une quantité donnée, positive ou négative, et moindre que y--,;, abs­
traction faite du signe; si nous faisons, dans la formule (6), 

nous en déduirons 
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Or, si B' est une fraction ou un nombre très petit par rapport à Vµ, 
on aura, par la formu1e du binome ( n° 8), à très peu près, 

et en prenant sous le radical, f' au lieu deµ- g•, il en résultera 

pout· la loi du décroissement de la probabilité U, dans une petite 
étendue� cle part et d'autre de son ;naximum. En faisant, par exemple, 

l µ, = 200,. g =
Vi, 

on en conclura que dans 200 épreuves, la probabilité que les évé­
nements E et F, dont les chances sont égales, auront lieu le premier 
1 05 fois et le second 95 fois, est à la probabilité qu'ils arriveront cha-

' 

cun I oo fois, comme e - 4 est à l'unité, ou à peu près, comme 5 est à 4. 
La formule (6) suppose que chacun des trois nombres µ., m, n,

0 

e ... très grand; cette condition étant remplie, et si le rapport � 
n 

s'écarte beaucoup de l.!.. , cette formule donne pour U une valeur très 
q 

petite relativement à son maximum; mais il est bon d'observer que si 
1'on suivait une autre méthode d'approximation, la valeur toujours très 

petite de U que l'on trouverait, lorsque la différence '!!! - l!. est une 
1Z q 

très petite fraction, pourrait ne pas coïncider avec celle qui se déduit 
de la formule (6), de telle sorte que le rapport de l'une de ces valeurs 
approchées à l'autre pourrait différer beaucoup de l'unité. 

Pour le faire voir, j'observe qu'en vertu d'une formule qui se trouve 
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dans l'un de mes mémoires sur Jes intégrales définies(*), on a 
1 

'.J. f; ,,. ' 1. 2 . 3. .. 1-" 1 - cos"' x cos ( m - n) x d.-c = --------''-- . -. 
r. ,, ' 1. 2. 3 .... nz. 1 • 2. 3 ...• n 2µ

Quels que soient les nombres met n, et leur somme p., on aura donc, 
,l'après l'équation (5), 

l 

U= :.fi
"" 

cos,. x cos (m-n) xdx,
'li' 0 

dans le cas de p = q = ;-, qu'il nous suffira de considérer. Or, si µ, est 

un très grand nombre, et si, dans un ca1cu.l ·d'approximation, on le 
trnite comme un nombre infini , Je facteur cos µx de dx sous Je 
signe d'intégrntion, s'évanouira dès que 1� variabJe x aura une gran­
deur finie; et l'autre facteur cos ( m - n) x ayant toujours une valeur 
finie, il s'ensuit qu'on pourra, sans altérer la valeur de l'intégrale, 
l'étendre seulement depuis x = o jusqu'à x =a., en désignant par a,
une quantité infiniment petite et positive. Entre ces limites, on aut·a 

1 l" _ !_µ x' cos X=::: 1 - - x•, cos X = e 2 
2 

et, par conséquent, 
1 

U = =-[,,. 

e - 2 P. r' cos ( m - n) x dx.
,r 0 

--µx::1 

Mais actuellement, le facteur e :i s'évanoui�sant pour toute valeur 
finie de x, on peut aussi, sans altérer Ja valeur de cette nouvelle inté­
grale, l'étendre au-delà de x= œ, et si l'on veut jusqu'à x = Ct:) ; et 
comme on a, d'après une formule connue, 

('") Journal de l' Jtcole Polytech!1iq11e, , 9• cahier, page figo.
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il en résultera 
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( m- n)• 

7.fA 

Cela posé, si l'on fait, comme plus haut, 

m-n=g\lµ,,

cette valeur de U coïncidera avec celle qui se déduit de la formule (ô), 
seulement lorsque g se1·a un très petit nombre relativement à V,¼.; et 
pour d'autres valeurs de g, le rapport de l'une à l'autre de ces deux 
valeurs de U différera beaucoup de J'unité, et pourra même devenir 

J 
-

un très grand nombre. En prenant, par exemple, g = - Vµ. el 
2 

m - n = � f.t, la formule précédente donne 
7. 

On déduit de la formule (6) 

1 J 1 

U = ( r - D- 2 ,.. 

( 1 - ;)4 ,.. ( 1 + ; )- 4 ,.. ✓ 3!
f' ;

ou bien, à cause que le second facteur est� très peu près égal au troi­
sième , il en résulte 

9 -;_fA 8 -
1 ✓-

0
= Cs) 3,,..,.· 

Or, ces deux valeurs de U s'accordent en ce sens qu'élles sont toutes 
deux très petites, et qu'elles montrent, en conséquence, que dans un 
très grand nombreµ. d'épreuves, il y a une probabilité U extrêmement 
faible que les deux événements E et F, dont les chances sont égales, 

arriveront des n�mbres de fois ¾ µ., et i µ., ou dont l'un sera triple 

de l'autre. Mais si l'on divise la derniè�e valeur de U par ta pre-
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quantité qui croit indéfiniment avec µ,, et surpasse déjà 800 pour 
µ,= 100. 

(71 ). Supposons toujours les chances de E el F constantes, mais in­
connues. On sait seulement que dans un nombreµ, ou rn + n d'é­
preuves, E et F sont arrivés m fois et n fois. On demande la proba­
bilité que dans un nombreµ,' ou m' + n' d'épreuves futures, E et f 
arriveront m' fois et n' fois. En la représentant par U'; désignant par 
P1 le produit des i premiers 1_1omhres naturels, de sorte qu'on ait 

P, = I . 2 • 5 •••. l; 

et faisant, pour abréger , 

. 1.2.3 ...• ,.., 
_ H 

1 .2,3 .... m'. r .2.3.; . . n' - ' 

nous aurons ( n° 46) 

Quels que soient m' et n', si met n sont de très grands nombres, et 
que l'on réduise, comme plus haut, la foi·mule (5) à son premier 
terme, nous aurons 

les valeurs des auti:�s produits P n + 11,, P µ + , , etc., se déduiront de
celle de P

n 
en y mettant n +n', l"+ 1, etc., au lieu de n; et il en 

résultera 

U
'
= HK 

(m+m')111+m'(n+n')0+:'<.u+
, 

1)-" 
1 

m" n• (f' + ,..•+ 1)f'+µ 
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pour la valeur approchée de U', dans laquelle on a fait, pour abréger, 

,u+ 1 J(m+m')(n+ n')(,u+1) _ K 
,u+,u' + I mn ( ," + tt' + 1) 

- • 

On peut aussi mettre cette expression de U' sous uue autre forme : 
à cause de la grnndeur deµ, on a, à très peu près, par la formule du 
binome, 

( I + Dµ = ( I + f' �,",y�,/;

et i1 cause deµ'= m' + n', il en résulte 

Si m' el n' sont de très petits nombres par rapport à m et n, on aura, 
à très peu près, 

( 1n')m ml 

1+-· =e , 
' m 

( n')n ni ( ,u'
)

-µ -µ'
1+

;;-
=e , 1+; =e , 

soit par la formule du binome ( n° 8), soit par la considération des 
logarithmes; on aura également, à très peu près, 

(m + �i'
)
m' = c�)m'' (n + n:) = c�)"' ; 

,u+,u ," �+," ,u 

et l'on pourra aussi remplacer le facteur K par l'unité dont il différera 
très peu. Par conséquent, nous aurons 

et d'après la formule (5), nous voyons que cette expression de U' coïn­
cide avec la probabilité que les événements E et F arriveront des 
nombres·de fois m' et n'.-dans un nombre d'épreuves m' + n', lorsque
les chances p et q de E et F sont données à priori., et ont pour valeurs 
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certaines p =; et q = �- Dans Je cas particulier de. m' = 1 et n'- o,

on a H=1 et U'. ri en sorte que la probabilité qu'un événement E 
qui a eu lieu un nombre m de fois dans un.très grand nombre p. d'é­
preuves, arrivera encore une foi�. dans une nouvelle épreuve, a pour 
valeur approchée le rapport de 11-._, ·.\ p.; ce qui est conforme à la règle 
du no 49• 

Mais lorsque ]es nombres m' et n' ont des grandeurs comparables à 
celles de met n, la probabilité U' n'est plus Ja même que si les chances 
de E et F étaient données à priori ., et certainement égales à � et �-

,,,, f< 

Pour le faire voir par un exempJe, je désigne par h un nombre entier, 
ou une fraction qui ne soit pas très petite, et je prends 

m' = mh, n' = nh, p.'= p.h; · 

1 . ' ' l • I la quantité K est a ors à tres peu pres ega e a ./-·; et à cause de
y I +fi 

µ, =m+n, la formule (7) se réduit à 

U' = • H (�)m' c�)u'. 
V•+'' "' "' 

En 1a comparant à la formule (5), et désignant pa1· U, · ce que devient 
celle-ci quand on y fait 

m n 

P = ;, q= ;_ ,_ 

et que l'.on y met m' et n' au lieu de m et n, o_n en conclut 

U,_ 1 u. 
-v,+1i ,, 

d'où il résulte que U' est moindre que U,, dans le rapport de l'unité à 
\/'r+li, et que, par conséquent, U' est une très faible probabilité, 
lorsque h est un très grand nombre. • 

Ainsi, il y a une différence essentielle entre les probabilités p et q 
des événements E et F, qui sont données par hypothèse, et Jeurs 

24 
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probabilités� et �, déduites des nombres de fois que E, et F sont 
"' µ, 

arrivés dans un très grand nombre d'épreuves : la probabilité que E 
et F arriveront des nombres de fois donné.; dans une autre série d'é­
preuves, est moindre dans le second cas que dans le premier; diffé­
rence qui tient à ce que les probabilités de E et F, concJues de l'obser­
vation, quelque grands que soient les nombres m et n sur lesquels 
elles sont fondées, ne sont cepcn<l:ant elles-mêmes que probables, tan­
dis que les probabilités de E et F; données à priori, ont des valeurs 
certaines. Si l'on sait, par exemple, qu'une urne A renferme des 
nombres égaux de houles blanches et de boules noires, il y aura une 
probabilité à très peu près égale à 0,07979 , comme on l'a vu plus 
haut, que dans a oo tirages successifs, et en remettant à chaque fois 
dans A la houle qui en est sortie, on amènera 5o houles de chaque cou­
leur; mais si la proportion des boules blanches et des houles noires 
contenues dans A n'est pas donnée 

I 
et que l'on sache seulement que 

dans 100 tirages il est arrivé 5o houles blanches et 5o houles noires, 
la probabilité que la même chose aura lieu dans 100 nouvelles épreuves 
ne sera plus que la fraction 0,07979, <li visée par \1'2, ou 0,05658, en 
faisant h = 1 dans l'équation précédente. 

(72). Pour donner un exemple du cas où les chances des événements 
E et F varient pendant les épreuves; je suppose qu'une urne A con­
tienne un nombre c de boules dont a houles blanches et b boules 
noires; qu'on en tire successivement un nombre µ de houles, sans 
remettre dans A les boules qui en seront extraites; et j'appelle V la 
probabilité que dans f" tirages, on amènera, suivant un ordre quel­
conque, m boules blanches et n boules noires. D'après la formule du 
n° 18, en désignant par a' et b' les nombres de boules· blanches et de 
boules noires qui resteront dans A après les tirages, et leur· somme 
par c', de so1·te qu'on ait 

a'= a - m,

faisant, pour abréger,• 

b' = b - n, c' 

1.2.3 ... . c' 
H' 

1 • 2. 3 ..• a'. 1 • 2 . 3 ... b' = ; 

C 
- µ,;.
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et conserva.nt la notation du numéro précédent, nous aurons

V_ 1 
Pa Pb P

_.. 

- H Pa, P,. p,•

Si a, b, m, n, sont de très grands nombres, les valeurs des six produits 
P., Pb, etc., seront données par la formule (5); et en la réduisant à 
son premier terme, et observant qu'on a 

µ, = m + n, c =a+ b, 

on en conclura 

pour la valeur approchée de V; Jaquelle est exacte et égale à l'unité; 
dans le cas où l'on a 

n = b, "' = c, 

et où l'on doit prendre, en conséquence, l'unité pour Je facteur ff! : 
elle exprime alors la probabilité que dans un nombre c d'épreuves, 
on tirera de A, les a houles blanches et les b houles noires que cette 
urne contenait; ce qui est la certitude. 

Dans le cas où les nombres m et n sont entre eux comme a et h, on 
a aussi 

et si l'on fait 

a m 

- =-,
C f', 

a b 1 

-;; = p', ë = q'

l'expression de V devient 

V 
1,2,3 • . . .  c' lai lbf ✓-;; 

= , , p q -.1.2.3., .a . I .2.3 •• • b µ 

En la comparant à la formule (5), et désignant par V' la probabilité que 
deux événements dont les chances seraient constantes et égales aux 

24 .. 
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chances � et� des extractions d'une boule blanche et d'une houle noire 
C C 

à l'origine des tirages., arriveraient des nombres de fois a' et b' dans 
un_ nombre c' ou a'+ b' d'épreuves, on aura 

V = V' J�; 
ce qui montre que la probabilité V est plus gt·ande que V' dans le rap­
port de \lë à Vµ,, quel que soit le nombre c' de boules qui restent 
dans A après les tirages , et pourvu seulement que le nombre µ, de 
houles qu'on en a tirées soit très grand. 

On peut rema1·quer que l'on a 

a' = p' ( C - µ.), b' = q' ( C - µ,) ;

de sorte que les nombres a' et b' de houles des deux couleurs qui re:;­
tent dans A, sont entre eux comme les p1·obahilités p' et q', ou comme 
les nombres a et b de pareilles houles que cette urne contenait pri­
mitivement. Si l'on a, pa1· exemple, p' = q' =¼,et conséquemment 
a' =b' = ¼ c', on aura (n° 69) 

V'-J2. -

'!Tc'' 

et à cause de-;, = c - µ,, il en résultera 

V • / 7.C 
= V ?r�cc-,,.); 

Lorsque _µ,=½ c, celte quantité a pour valem· 
.
.

J
T V= ..!.. = V'\/2; 
?rf' 

d'ou l'on conclut que quand une urne A renferme des 11omhrcs très 
g1·ands et égaux, de boules blanches et de houles noires, et qu'on en tire 
1a moitié de leur nombre total , sans y remettre les boules sorties, la 
probabilité d'amener autant de boules blanches que de boules noires, 
surpasse; dans le rapport de \/2 à l'unité , la valeur qu'elle aurait si 
J'on eût remis dans l'urne, la boule extraite à chaque épreuve. 
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(75). Je reviens actuellement au cas où les chances pet q des deux 

événements E et F sont constantt::S, et je· vais considérer la probabilité 
que dans un nombreµ, ou m+n d'épreuves, E afrivera au moins m 
fois et F au plus n fois. Cette probabilité sera la somme des m p1·e-
micrs termes du développement de (p + q )"',·ordonnée suivant les 
puissances croissantes de q; de sorte qu'en la désignant par P, on aura 
(n° 15)

' 

. . . . (8) 
; ' - >' .• 

+ 
f'·I' - 1 .•• ri·"':"" + 1 14-11 • 

••. 
3 ·  p q; 

1 .2, • • • n 

mais sous cette forme, il serait difficile de la transformer en une inté­
grale à laquelle on puisse ensuite appliquer la méthode du u• 67, 
lol'sque m et n seront de très grands nombres. Cherchons donc d'abord 
une autre expression de P qui ·convienne mieux à cet objet. 

On peut aussi dire que l'événement composé dont il s'agit consiste 
en ce que F n'arrivera pas plus de n fois dans les µ, épreuves. En le 
considérant de cette manière, je l'appellerai G. Il pourra avoir lieu 
clans les n + 1 cas suivants : 

1 °. Si les m premières épreuves amènent toutes l'événement E; car 
alors, il ne restera plus que µ, - m ou n épreuves qui ne pourront 
pas amener F plus de n fois. La pl'Obahilité de ce premier cas sera pm. 

2°. Si les m+ 1 premières épreuves amènent m fois E et une fois F, 
sans que F occupe le dernier rang, condition nécessai1·e pour que ce 
second cas ne rentre pas dans le premier. Il est évident que les n - 1 

épreuves suivantes ne pouvant amener F que n - 1 fois au plus , cet 
événement n'arrivera pas plus de n fois dans la totalité des épreuves. 
La probabilité de l'arrivée <le m fois E et de une fois F, qui occuperait 
un rang déterminé, étantp"'q, et ce rang pouvant être les m premiers, 
il s'ensuit que la probabilité du second cas favorable à G, sera mp"'q . 

5°. Si les m+2 premières épreuves amènent m fois E et deux fois F, 
sans que F occupe le deuxième rang, ce qui est nécessaire et suffisant 
pour que ce troisième cas ne rentre ni dans le premier, ni dans le se­
cond. La probabilité de l'arrivée de m fois E et de deux fois F, dans 
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des rangs déterminés, serait p•q•; en prenant deux à deux les m + 1 

premiers rangs pour y placer F, on a -¾ m ( m + 1 ) combinaisons dif­
férentes; la probabilité du troisième cas· favorable à G aura donc 
¾ m ( m 

+ 1) p"'f· pour valeur. 
En continuant ainsi, on arrivera enfin au n + 1 ""'' cas, dans le­

quel lesµ, épreuves amèneront m fois E et n fois F, sans que F occupe 
le dernier rang, afin que ce cas ne rentre dans aucun des précédents; 
et sa probahili té sera 

m.m+1.m+2 .... m+n-r
., • 

1.2,3 .. . .  n P q ·

Ces n + 1 cas étant distincts les uns des autres, et présentant toutes 
les manières différentes dont l'événement G puisse avoir lieu, sa pro­
babilité complète sera la somme de leurs probahilités_respectives ( n• I o ); 
en sorte que nous aurons 

p = Pm [ 1 + mq + m.m +__!, • + m.m + 1.m +2 3 + ( �
1.2 q 1.2.3 q . . . 91 

+ m.m+1.m+2.,.m+11-1 •] • • • 1.2.3 . . .  n q ; 

expression qui doit coïncider avec la formule (8), mais qui a l'avan­
tage de pouvoir se transformer aisément en intégrales définies, dont 
les valeurs numériques pourront être calculées par la méthode du 
n.0 67, avec d'autant plus d'approximation que m et n seront de plus 
grands nombres. 

· 
. · 

(74). Pour effectuer cette transformation, j'observe qu'en intégrant
n + 1 fois de suite par partie, et désignant par C une constante arbi­
traire, on aura 

n.n-1 .n-2 • •• 2.1 1 

•••• -
3 + 

. 
f',- l,f(,-2,f'-.- •• ,f(,- n 1.,..-n (• +z)l-'-n 

Comme on a µ, > n, tous les termes de cette formule, excepté C, dis. 
paraissent quand x = co ; si donc on · désigne par � une quantité 
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positive quelconque, ou zéro, on en conclura 

f.,, :r•dx -- "-" n ct"-1 n.n-1 a.•-•
µ. " (1 +:e)P+ = (1+«)11 + ;;=ï (1 +«r-• + µ-l.f,'-2 (1 +•)l-'-:1

+
n.n-1.n -2 ... 2.1 1 

• • • f'- 1.µ-2.µ-3 .. •f'-n+r ,µ-n (i + a);=;.· 

Dans le cas de œ = o, cette équation se réduit à 

et en divisant l'équation précédente par celle-ci, et faisant, pour 
abréger 

on obtient facilement 

f
00

Xdx,,_ t [ a m.m + 1 •• 

f.00
Xdr = (1+afm 1 + m 1 +2 + 1,2 (1+a.) 2 + • ...

Or, si l'on prend 

+m,m+ 1.m+2 ... m+n-1
�-] • • • • 1.2.3, . .  n (1 + et)" 

•

et si l'on observe qu'on a p + q = 1, le second membre de cet:te der­
nière équation coïncidera avec la formule (9); pour cette .valeur de a., 
nous aurons donc 

frt.00 Xdz

P= J:<»Xdx�
(10) 

Dans le cas den= o et m= µ,,Fest la probabilité que E arrivera 
au moinsµ, fois, ou a toutes les épreuves; par conséquent, P doit 
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avoir r' pour valeur; et, en effet, pour n = o ,  on a, 

frn

Xdx=-1-=!..pµ, r:xdx= !..,
et !' ( I + a)µ f' O f' . 

p = p"· 

Dans le cas den= µ, -- 1 et m = 1 , P est la probabilité que E ar­
rivera au moins une fois� ou que F n'arrivera pas à toutes les 

•épreuves; on doit donc avoir

p = l - ql-' ;

ce que l'on peut aussi vérifie1·. Pour cela , je fais 

x = !. , dx = - d�, 
.Y .r 

pour n = µ, - 1 1 il eu résulte 

b - .1 _J:.. 
- ;-q, 1 + C

= q, 

la formule (rn) coïncide avec la valeur précédente de P. 
(75). Appliquons d'abord la méthode du n° 67 àl'intégralefo

cn 

Xd:i:.

En appelant, comme dans ce numéro, h la yaleur de x qui répond au 

maximum de X, etH laval�u�correspondante de X ,  l'équation !=o, 
qui servira à déterminer h sera 

n ( 1 + h) - (_µ, + 1) h = o; 

d'ou l'on conclut 
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Si l'on fait, dans les équations ( 2 ), 

hn li:= ---
(1 + hf-+1' 

et qu'après avoir effectué les différentiations relatives à h, on y mette 
pom· cette quantité, sa valeur précédente, on en déduit 

h' _ . h ( f' + 1) n 

- V <m + 1y1 , 

h
'' _ 2 (f,' + 1 + n)

-
3 (l'U + 1}' ' 

.etc.; 

et lorsque m, n, µ, seront de très grands nombres et du même ordre 
de grandeur, il est aisé de voir que ces valeurs des quantités h', h'',

h"', etc., fol'lueront une série très rapidement décroissante, dont le 
premier terme h' sera du même ordre de petitesse que la fraction � , 

V"' 
le second h'' de l'ordre de�, le troisième }/" de l'ordre de-!-=, et ain-

"' "'V"' 
si de suite. 

Cela posé, nous aurons, pour la valeur en s·érie de l'intégrale 
donnée, 

f "° Xd l·I • ,- (h' + '-
3 

"" 1 
1 

• 
3 

· 
5 h• t ) x= y71' -,l -r-

4
- e c ..

o 2 
(II). 

(76). L'expression de l'autre intégrale J: Xdx contenue dans la

formule (10) sera différente selon qu'on aura et.> h ou a,< h, en dé­
signant toujours par h la valeu1· de x qui répond au maximum de X.

En effet, la variable q.ue l'on a représentée part dans la transfor­
mation du n° 67, doit être positive pour.toutes les valeurs de x su­
périeures à h, et négative pour toutes les valeurs de x moindres que
h; or, si l'on appelle 8 et A les valeurs de t et de X, qui répondent à 
x=�, on aura 

a.• A = ---, A = He- 6'; 
(1 + •}-"+• 
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à cause de œ= î, et en ayant égard à la valeur précédente de H, on 
p 

en déduit

e-9• = [q (f' + r)Jn [P (F- -1- r)J"'+•.
n m + 1 ' 

d'où l'on tire9 =:±:: k, en faisant, pour abréger, 

k• l 
n 

( ) 
m+ 1 = n ogq(

F-
+i) + m + 1 logP(F-+ r). (12)

En considérant k comme une quantité positive, il faudra donc pren• 

dre S = k, lorsqu'on aura r_ > h, et 9 = - k, quand on aura '!. < h; 
p p 

par conséquent, d'après la transfom1ation du numéro cité, nous au­
rons, dans le premier cas, 

foo roo dx' 
... 

Xdx = H J k e-1' dt dt,

et, dans le second, 

Xdx=H e-t•_ dt= H e-1• - dt- H e-1•- dtr.00 !00 dx' J: dx' J:" d:r:' 
"' - k dt -oo dt -oo dt ' 

en faisant, comme dans ce n• 67 , 

On a d'ailleurs 

dx' 
-= h' + '.lh"t + '5h•t• + etc. 
dt 

i étant un nombre entier et positif, ou zéro. Si donc on fait générale­
ment 



SUR LA PROBABILIT.t DES JUGEMENTS. 195 

et si l'on observe que H � e-1' d
d
x' dt est l'expression de r� Xdx, il 

J-� l )o 
en résultera

fd.� Xdx = H(h'K0 + 5h•K, + 5h"K. + etc.)

+ H ( 2h"K,: + 4h"'K: + 6h'"K; +etc.),

pour le cas de <J. > h, et 
p 

fd.�Xdx= J.xdx-H(h'Ko+5h111K,+ 5h"K�+etc.) 

+H (2h"K; + 4h'"K: + 6h"K: + etc.),

pour le cas de <J. < h.
p 

( I 3) 

Chacune des séries contenues dans ces formules aura, en géné1·al, 
Je même degré de convergence que la série ( 11 ). Les valeurs des inté­
grales désignées par K; ne pourront s'obtenir que par approximation, 
lorsque k sera différent de zéro. Celles qui sont représentées par K';
s'exprimeront toujours sous forme finie, et l'on aura 

KI 1 -k'(k"' . k•'-•+. . k•'-4+ +. . • . k•+. . ) i=iie +t. l,l-1, ... z.z-1 ... 2. l,l-1. .. 2.1 • 

Quand on aura a.= h, les formules (15) et (14) devront coïncider. 
En effet, on a1,1ra en même temps 

q n 

p = m+ i' 
Il m + l 

q =
f-'+ 1' p =

f-' +I; 

ce qui rendra nulle la valeur de k tirée de l'équation ( 12). Il en résul­
tera 

v; K ,. 5 . v;; K' 1 K' 
� . 1 

K =--, ,=1.:'.> • ••• .21-1. 7+ï, =-, ;=1,2.:, ... 1.-; 
o 2 2 2 2 

et d'après l'équation ( 1 1), les formules ( 1 5) et ( 14) se réduil'Ont l'une 
25 .. 
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et l'autre à 

r: Xdx = HV;;:.
(
h' + �h111+ 1.3,5 h• + etc.)

2 2 . 4 

+ H(h'' + 1.2./in.+ 1 .2.5.li" + etc.).

(77). Nous supposerons actuellement les nombres m, n, µ, assez 
grands pour qu'on puisse négliger dans ces différentes formules, les 
quantités h111

, h .. , etc. D'après les valeurs de h' eth'' données plus 
haut, on aura 

h" (.u+ 1 + n)V;: 

1l = 3Vntm + 1) (,u + 1); 

et au moyen de J'équation ( 1 o) et des formules ( 11), ( 1 5), ( 14), nollS 
aurons 

•• 

la première ou la seconde de ces deux valeurs de P ayant lieu, 

selon que l'on a <J. > hou 1. < h, et k étant une quantité positive, 
p p 

donnée par l'équation (12). Pour plus de simplicité, on a misµ. et m
au lieu de p.+ 1 et m + 1 dans les derniers termes de· ces formules; 
elles feront connaitre, avec une approximation suffisante, la probabi­
lité P qu'il s'agissait de déterminer. 

Si p. est un nombre pair, que l'on fasse m = n = -:; p., et qu'on 
suppose q > p, on aura 

li = +'" , 9- > h. 
fi, 2 p 

Ce sera donc Ja première équation (15) qu'il faudra employer; cette 
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formule et l'équation ( 12) deviendront 

et P exprimera la probabilité que dans un très grand nornln·c pair 
d'épreuves, l'événement F le plus probable n'arrivera c_ependant pas 
plus souvent qne l'événement contraire E. En appelant U la probabi­
lité qu'ils arriveront tous les deux le même nombre de fois, P - U 
sera la probabilité que F arrivera moins souvent que E. Dam le cas 
de p = q = ¾, il est évid«;mt que P - U sera aussi la prohabili!é 
que E arrivera moins souvent que F; le double de P- U, ajouté à 
la probabilité U, donnera donc la certitude, ou, autrement dit, :.iP - U 
sera l'unité; d'où l'on conclut 

U 2 J:
00 l'd + 2\12 -h 

= -- e- t - ,
-= i:-· ; 

Vw- k V,,-,u 

et c'est, en effet, ce que l'on peut aisément vérifier. 
En réduisant en série, on a 

µ.log-'"-=-,u.log(1+!.)=- 1 +....!..- etc., 
,u + l ,U 2,U 

,u+2 
( 1 ) 1 

("+2)log
.u+• =-(u+2)log 1-.u+ 2 = 1 + 2C.u+2) +etc.,

et, :rar conséquent, 
I I 

k• =
4

1' + 
4<1'+2) +etc.;

doue en conservant seulement les tet·mes du même ordre de petitesse 

que la fraction ?
-=;,
, nous aurons 

A - �- e-k•= 1. - \12,u' 
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Nous aurons, en même temps, 

e- 1'dt = e-1 'dt - e-1•dt = - V7T - -=;
;:co ;:OO fa" 1 - I 

" o • o 2 V 2.u 

au moyen de quoi la valeur précédente de U se réduira à 

U=·/2. 
V w-,,,'

ce qui coïncide, effectivement, avec celle que l'on déduit de la for-
mule (6), dans le cas de m =net p = q.

Si p. est un nombre impair, que l'on fasse m =¾(p.- 1), et qu'on 
suppose toujours q > p, on aura encore ·<J. > h; la première for­

p 

mule ( 15) et l'équation ( 1 2) deviendront 

I j"" ;-; P = -= e-1'dt + \1 - e-"',
vl'I" . le l'I"/' 

k• - " - 1 lo P. - 1 
" + 3 lo µ. + 3 · 

2 g 2q( p. + 1) + 2 g 2p (f' + 1) ' 

et P sera la probabilité que dans un très grand nombre p. d'épreuves, 
l'événement le plus probable se présentera cependant le moins sou­
vent; car p. étant impair, le cas de l'égalité des a:rrivées de E et F sera 
impossible. Dans le cas de p = q = ¼, cette probabilité P devra être
égale à ¼; et c'est aussi ce que nous allons vérifier. • 

Nous aurons 

(µ- 1)log"- 1 
=-(f-'-1)log(1+-2-)= -2+-2

- - etc.
µ.+1 µ.-I f'-1 1 

(µ+5)log;!!=-(µ+5)1og(•-,,,�3)= 2+ f'�
3 
+ etc.,

et, par conséquent, 

k• =�+-•-+etc. 
Ft- 1 f,< + 3 
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En négligeant, comme plus haut, le terme de l'ordre de petitesse 
de la fr�ction .!. , il en résultera 

f', 

. .  

v; k=--, 
f', 

r� 1• 1- v; e-k• = , , J k e-1•dt =; V '7T - ,,,-;

ce qui réduit à ¾ la valeur précédente de P. 
( 78). Supposons maintenant que le nombre n diffère du produit 

(p.+ 1 )q, d'une quantité p, positive ou négative, inais très petite par 
rapport à ce produit. A cause de p + q = 1 et m + n = p., on aura à 
la fois 

n = (p. + 1)q - p, m + 1 = (P. + 1)p + p.

La valeur correspondante de h sera 

et, par conséquent, moindre que i,en regardant d'abord p comme une p 
quantité positive. Si l'on développe le second membre de l'équa­
tion (12) suivant les puissances de p, on trouve 

ka - p• [ 1 + (p--q), +etc]· 
- 2 V'+ 1) pq 3 (f', + 1) pq . ,

et, r étant une quantité positive, si l'on fait 
f = r\12 (µ, + 1)pq,

on en déduit 
l,; = r[1 + (p-q) r +etc.]· 

3 V 2 V' + 1) pq 

En excluant le cas où l'une des deux fractions pet q serait très petite, 
la série comprise entre les parenthèses, est très convergente, puis-
qu'elle procède suivant les puissances de -r _, ou de -+P�. En ne 

V.u+ i " ' 
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conservant seulement que les deux premiers termes, et faisant, pour 
abréger, 

- (p-q)r' - J'
3 V 2 eµ + 1) pq - ' 

on aura simplement k=r+ J'. On aura, en même temps, 

n =:= (µ + 1) q - r \12 (µ + 1) pq; 

mais dans le second terme de la première formule ( 15), il suffira de 
faire k = r, et d'y mettre pµ, et qµ,, au lieu de met n; elle deviendra, 
de cette manière, 

P = �J. oo e-t• dt + ( I + �� e-r•.
V7T r+ t 3V '!S"f'pq 

Considérons actuellement f' comme une quantité négative, auquel 

cas on aura h > <J.. En désignant par r' une quantité positive, et prc-. . p 
nant - r' \! 2 ( µ, + 1) pq po�r la valeur de p, celle de n sera 

n = (µ, + 1) q + r' \/2 (p, + 1) pq; 

mais la valeur de k tirée de l'équation (J2) devant toujours être po­
sitive, on aura k = r' - J'', en faisant, pour abréger, 

(p - q ) r'• 
- J'' .

3V2 (.u + 1) P'l;; 
' 

et la seconde formule (15), que l'on devra employer, deviendra 

Si l'on retranche de celle- ci� la précédente valeur de P, et qu'on 
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appelle R la différence, il vient 

.201 

R=1..:... � r00 e-1•dt- �J,00 e-1• dt 1 (, + q) V2
(
e�1·'•-e-r'). ( 16)VIS'J r+t v,,. r-.r 3V;,r.upq 

, 

et d'après la signification de ces deux probabilités P ,  il est aisé de 
voir que R sera la probabilité que l'événement F arrivera dans un très 
grand nombreµ, d'épreuves, un nombre de fois qui n'excèdera pas la 
seconde valeur de n, et surpassera la première au moins d'une 
unité. 

(79). Pour simplifier ce résultat ,  soient N le plus grand nombre en­
tier contenu dans p.q, et f l'excès de p.q sur N; désignons paru, une 
quantité telle que u \12 (µ, + 1 )pq soit un no�bre entier, très petit 
par rapport à N; et faisons ensuite 

q + j - r V 2 (µ, + I) pq = - U v:;c;+ I) pq - I, 
q + f + 11 \/2(µ, + 1)pq = u\12 (µ., + r)pq.

Les limites des valeurs de n auxquelles se rapporte la probabilité R, 
deviendront 

n = N - u \/2 (µ, + 1) pq - 1, n = � + u \!2(µ.,+ 1) pq;

par conséquent, la formule (16) exprimer:! alors la probabilité que n 
excèdera au moins d'une unité cette première limite, et ne surpassera 
pas la seconde, c'est-à-dire la probabilité que ce nombre sera con• 
tenu entre les limites 

N � U V 2µ,pq 1 

équidistantes de N, et dans lesquelles on a misµ, au lieu de µ, + 1, ou 
qu'il sera égal à l'une d'elles. 

D'après les équations qu'on vient de poser, et les expressions de J 
et J', on aura 

r+J'=u+E+
v 

1 , r'-d''=u-Ej 
2 (,u + 1) pq 

€ él�t une quantité de l'ordre de petitesse de la fraction J:· Or, en 

26 
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désignant par v une quantité quelconque de cet ordre, dont on né ... 
glige1•a le carré , on a 

f.oo e-'' dt = f oo e--11 <;lt-ve-u';
u+••' u 

si donc on applique cette équation aux deux intégrales contenues 
dans la formule (16), et si l'on fait r' = r, dans les termes compris 
hors du signe f, qui sont déjà divisés par V�, il en résultera 

2 J.oo r 
R. = 1 - ./= e-1'dt+

V 
. e-

.,
•, 

y w u 2��pq 

où l'on a aussi mis, dans le dernier terme, (.t. nu lieu deµ.+ 1, 

Si l'on eût voulu que l'intervalle des valeurs de n dont la probabi­
lité est R, ne comprît pas sa limite inférieure, il aurait fallu aug­
menter d'une unité la plus petite des deux valeurs précédentes de n; 

ce qui aurait fait disparaître le dernier terme V 
I de la valeur 

2 (�+ i)pq 

de r+J', et, par suite, le dernier terme de la formule (17). De même, 
pour que cet intervalle ne comprît pas sa limite supérieure, on aurait 
dû diminuer d'une unité la plus grande de ces deux valeurs de n; ce 
qui aurait diminué de V 

I la valeur de r'. -J'', et encore 
2(�+1)pq 

fait disparaître le dernier terme de cette formule ( 17). Enfin, on de­
nait changer le signe de ce terme, si l'on voulait que l'intervalle des 
valem·s de n que nous considérons ne renfe1·mât ni l'une , ni l'autre, 
de ses deux limites. Il suit de là que le dernier terme de la formule ( 17) 

doit être la probabilité que l'on ait précisément 

n = N + u V 2p.pq ;

u étant une quantité positive ou négative, telle que le second terme
de n soit très petit par rapport au premier. C'est aussi ce qui résulte
de la formule (6).

En effet, en négligeant les quantités de l'ordre de petitesse de la 
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fi . 1 racllon -, on aura 
ft 

d'où l'on conclut 

ou , ce qui est la même chose, 

�=p- u ✓2pq_p p ' 

or, en développant ces logarithmes, et négligeant toujours les termes de 

l'ordre de.!., on trouve-u• pour la valeur du second membre de cette 
f' 

équation ; par conséquent, nous aurons 

et comme on a aussi, d'après les équations précédentes, 

mn 
,; = p.pq, 

la formule (6) deviendra 

ce qu'il s'agissait de vérifier. 
La première vale!lr de P du numéro précédent, étant la probabilité 

que Je nombre n ne surpassera pas la limite µq - r v' 2p,pq, dans la­
quelle je metsµ au lieu deµ.+ 1, il s'ensuit que si l'on fait u= r dam; 
la valeur de U et qu'on la retranche ensuite de celle de P, la diffé-

.26 .. 
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rence P- U sera la probabilité que n n'atteindra pas cette même li­
mite. De même, si l'on fait u = r' dans la valeur de U et qu'on la 
retranche ensuite de la seconde valem· de P du numéro précédent, la 
difJërence P - U sera la probabilité que n sera au-dessous de la limite 
µq+1' \!2µpq. En appelant Q en Q' ces différences, on ti·ouve 

i J <:/:) d q-p . (Q' = 1 --- e- 1• t + __ e-r •. \ 
V 1r r'-t' 3 V 21r,..pq 1 

On se rappellera que, dans ces formules, r et r' sont des quantités po4 
sitives, très petites par rapport à v' µ; en sorte que les limites de n 
auxquelles ces probabilités Q et Q' se rapportént diffèrent peu du pro­
duit /Ml, l'une en plus et l'autre en moins. En même temps, les valeurs 
des quantités J' et J' qu'elles renferment, seront très petites par 
rapport à r et r; et si l'on y met µ. à la place de µ. + 1, on aura 

J' - (p-q) r'•
- 3V2,..pq. 

( 80 ). En divisant par µ. les limites de n auxquelles se rapporte 
la formule ( 17 ), et ayant égard à ce que U représente, on aura 
q - .[_ =J= • 12119 pour les limites du rapport � , dont la proba-

,.. V " P . 

hi lité est R. Si donc, on néglige la fraction [_, il en résultera que cette 
f' . . 

quantité R, déterminée par la formule ( 17), est la probabilité que la 
différence � � q, se trouvera comprise entre les deux limites 

,.. 

=J= u ✓2�q' 

qui seront aussi, en changeant leurs signes, avec la même probabi­
lité, celles de la différence� -p, puisque la somme m + n·-p-·q,

f' � 

de ces deux différences , est égale à zéro. 
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On pourra toujours prendre u assez grand pour que cette probabilité 

R diffère aussi peu qu'on voudra de la certitude. Il ne sera pas même 
nécessaire de donner à u une grande valeur pour rendre très petite la 
différence 1 - R : il suffira, par exemple de prendre u égal à quatre ou 

cinq, pour que l'exponentielle è-u•, l'intégrale fu
00 

e- 1
• dt

) 
et pa1· suite

la valeur de 1 - R, soient presque insensibles. La quantité u ayant 
reçu une pareille valeur et demeurant constante, les limites de la 

différence '!!:.-p se resserreront d·e plus en plus à mesure que le nom-
,,,_ 

bre p., qu'on suppose déjà très grand, augmentera encore davantage; 

le rapport'!!:. du nombre de fois que E arrivera au nombre total des 
,.. 

épreuves, différera donc de moins en moins de la chance p de cet évé­
nement; et l'on poùna toujours multiplier assez le nombre p. des 

épreuves, pour qu'il ·y ait la probabilité R que la différence �- p sera 
aussi petite qu'on voudra. Réciproquement, en augmentant tontinuel­
lement le nombre p., si l'on prend pour chacune des limites précé­
dentes, une grandeur constante et donnée l, c'est-à-dire, si l'on fait 
croitre u dans le même rapport que \l/1-, la valeur de R approchera 
indéfiniment de l'unit é; en sorte qu'on pourra toujours augmenter 
assez le �omhœ p. des épreuves, pour qu'il y ait une probabilité aussi 

peu différente qu'on voudra de la certitude, que la différence '!!:. -p
,,,, 

tombera entre les limites données±: l. C'est en cela que consiste Je 
théorème de Jacques Bernouilli, énoncé dans le n• 49• 

(81 ). Dans le calcul précédent, nous avons exclu ( n• 78) le cas où 
l'une des deux chances p et q est très petite, qui nous reste, .en consé­
quence, à considére1· en particulier; 

Je suppose que q soit une très petite fraction , ou que ce soit l'évé­
. ment F qui ait une très faible probabilité. Dans un très grand nom-

bre p. d'épreuves, le rapport � du nombre de f�is que F arrivera à cc 
" 

nombre p. sera aussi une très petite fraction; en mettant p.- n à }j 

place de m dans la formule (g), faisant 
OI 

qp. = (,J ' q = ;; '
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et négligeant ensuite la fraction �, la quantité contenue entre les 
f' 

parenthèses, dans cette formule, deviendra• 
· 

-� �3 �m 

1 +"' +-. +--3 + .... + 3
I ,2 1 ,2, 1.2. , • . ,n 

En même temps, on aura 

on pourra remplacer par l'exponentielle e - "', le premier facteur de 
cette valeur de pm, et réduire le second à l'unité; par conséquent,. 
d'après l'équation (g), nous aurons , à très peu près, 

( ,,. f,J
'l 

..,. ) p = I + (t) + - + --3 + ,. .. + . 3 e - a,,
1.2 1.2. 1.2, . •• • n 

pour la probabilité qu'un événement dont la chance à chaque épreuve 

est la fraction très petite�, n'arrivera pas plus de n fois dans un très 
fJ, 

grand nombre p. d'épreuves. 
Dans le cas de n =o, cette valeur de P se réduit à e - œ; il y a donc 

celte probabilité e-œ que l'événement dont il s'agit n'arrivera pas une 
i.eule fois dans le nombre p. d'épreuves, et conséquemment, la proba­
bilité , - e_,. qu'il arrivera au moins une fois, ainsi qu'on l'a déjà vu 
dans le n° 8. Dès que n ne sera plus un très petit nombre, la valeur 
de P diff�rera très peu de l'unité, comme on le voit , en observant 
que l'expression précédente de P peut être écrite sous 1a forme 

P= 1 - --- 1 + --+----+etc .. llln + 1 e - a, ( Ill 111• 

) 1.2,3.,.n+1 n+2 n+2,n+3 

Si l'on a ,  par exemple, &J == 1, et qu'on suppose n = 1 o, la différence 
1 - P sera à peu près un cent-millionième , de sorte qu'il est presque 

certain qu'un événement dont la chance très faible est � à chaque 
f' 
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épreuve, n'art·ivera pas plus de dix fois, dans le nombre /J. d'é­
preuves. 

(82), L'intégrale contenue dans la formule (17) se calculera, en gé­
néral, par la méthode des quadratures. On trouve à la fin de !'Analyse 
des réfractions astronomiques de Kramp, une table de ses valeurs qui 
s'étend depuis zt = o, jusqu'à u= 5, et d'après laquelle, on a 

pour u = 5. Au moyen de l'intégration par partie, on trouve 

·100 ·
1
• d e-u•c 1 1.3 1 .3.5 ) e- t = -- 1 - -. + .---: - -. T + etc. ; 

u 2U 2U 2 U• '}.'U 

pour u > 5, la série comprise entre les parenthèses, sera suffisamment 
convergente; du moins dans ses premiers termes, et cette formule 
pourra servir à calculer les valeurs de l'intégrale. On a aussi 

f oo • • ; - (" t• 

u 

e - 1 dt = ¾ v 7T -J O 

e - dt;

et en développant l'exponentielle e-1• suivant les puissances de t•,

on aura 

f" 0 � � 
e- 1

• dt= u - -3+--5 - 3 +etc.;
0 1, 1.2, 1.2. ·7 

série qui sera très convergente pour les valeurs de u moindres que 
l'unité. 

Si l'on veut calcule1· la valeur de u pou1· laquelle on a R = ¾, on 
fera usage de cette dernière série; et d'après l'équation ( 17) on aura 

u 
u3 u5 u7 1 - e-u�
- +--- --- + elc. = -V-7"---=· =1.3 1.2 5 1.2.3.7 4 2V2,upq 
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En désignant pat· a la valeur dè u qui satisfait -à cette équation, 
abstraction faite du deuxième terme de son second membre, nous au­
rons ensuite 

u =a__;---­
:.-.V2ftpq' 

aux quantités près de l'oi·dre de petitesse de �- Après quelques essais, 
. fi, 

on trouve a= o ,4765 pour la valeur approchée de a; d'où il résuJte 
qu'il sera également probable que la différence � -p tombera en de-

, fi, 

hors ou en dedans <les limites 

Pour une valeur quelconque de u, il y a la probabilité R que la 
· ' d d . ' m 11 1· . l d1ffcrence es eux quantiles - -p et - - q, aura pour 1m1te e 

fi, fi, 

double de ::f:: u J2�q; si donc on a p=q =¾, il y aura une probabi-

lité égale à f que la quantité�, sera comprise entre 1-es limites 
fi, 

par conséquent, lorsque les événements E et F ont la même chance , 
i l  sera également probable qne la différence m- n entre les nombres 
de fois qu'ils arriyeront, surpassera 0,6759. '+/µ.-1, ou sera moindre, 
abstraction faite du signe. 

Ainsi, quand deux joueurs A et B jouent l'un contre l'autre à jeu 
égal, un très grand nombre de parties, un million par exemple, il y a 
un contre un à parier que l'un d'eux, sans dire lequel, gagnera tJ74 
parties de plus que l'autre. C'est dans cette différence qui peut égale­
ment favoriser le$ deux joueurs, que consiste la part du hasard. Mais 
si, à chaque partie, la chance p de A surpasse 1a chance q de B, il y 
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aura une p1·obahilité R ,  toujours croissante avec le nombreµ., que A 
gagnem de plus que B, un nomb1·e µ, ( p-q) :±: 2u v' 2µ,pq ; et comme 
le terme µ. ( p - q ) , qui résulte de la différence d'habileté des deux 
joueurs , croit proportionneHement au nombre des parties, tandis que 
le ter�e ambigu croit seulement dans le rapport de la racine carrée de 
ce nombre, il s'ensuit que le jouem· le plus habile, ou qui a le plus 
de chance à chaque partie, finira toujours par l'emporter sur l'autre ,. 
quelque petite que soit la différence p-q.

(85).Dans ce qui précède, nous avons supposé connues les chances pet q

des événementsEetF, et nous avonsdéterminé,avecune grande proba-

bilité et une grande approximation, les rapports !!!. et �, quand le nom-
f' f' 

hre ,u. des épreuves est très grand. Réciproquement, lorsque ces chances 

d 
' ' · · 

1 
m n 

t 't ' ne seront pas onnees a prwrz, et que es rapports - et - auron e e . 
f' f' 

observés , les formules que nous avons trouvées feront connaitre les 
valeurs très probables et très approchées des inconnues p et q. Ainsi, 
il y aura la probabilité R, donnée pa1· la formule ( 17 ), que la chance p 

de E est comprise entre les limites � ::t:: u V'J.pq. Si R diflère très peu
µ f' 

de l'unité, la fraction p sera donc à très peu près et très probablement 

' l"' m 
,,i 

d m n,l l d d I cga e a -, et q a - ; en mettant one - et - a a p ace e p et q ans e 
f' fi, f' � 

terme ambigu de ces limites et dans le dernier terme de la formule ( 1 7 ), 
qui ont déjà v''i,t pour diviseur, il en 1·ésultera 

pour la probabilité que la chance p de E est comprise entre les limites 

Lorsque m, n, µ,, seront de très gra�ds nombres, on pourra, en géné­

ral, se servir des valeurs approghées � el � de p et q, pour calculer la 
" f' 

27 
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probabilité d'un événement futur, composé de E et F; par exemple, la 
probabilité de l'arrivée m' fois de E et n' fois. de F, dans un nombre (A,1 

ou m'+n' de nouvelles épreuves, pour\'U qne µ.' soit très petit par rap­
port à f.l,; et cela étant, si µ,' est néanmoins un très grand nombre , on 

pourra employer la formule ( 17) : en mettantµ,', �, �. au lieu .de µ., 
fi, fi, 

p, q, dans cette formule et dans les limites auxquelles elle se rapporte, 
· elle deviendra

el elle exprimera Ja probabilité que le nombre n' sera compris entre 
les limites 

f1-1n u --­
- = - \l 211.'mn 
,.,,-.-fi- r '

où l'on a mis fl-'n au lieu du plus grand nombre entier contenu dans ce 
fi, 

Q , h' . l ni nd rapport. ueJque approc ees que s01ent ces va eurs - et - e pet q, 
. ,.,, fi, 

comme elles ne sont que probables et non pas certaines, on n'en pourra 
plus faire usage , ainsi qu'on l'a vu précédemment (n• 71 ), qu;md Je 
nombre µ.' des épreuves futures aura une grandeur comparable à celJe 
du nombreµ,. C'est pourquoi , nous allons considérer d'une autre ma­
nière la question des chances p et q de E et F, déduites des événe­
ments observés, et appliquées ensuite à la probabilité des événements 
futurs. 

(84). On suppose toujours que l'événement observé soit l'arrivé m 
fois de E et n fois de F, dans un très grand nombreµ, ou m + n d'é­
preuves, pendant lesquelles les chances p et q de E et F n'ont pas va­
rié. Il y aura alors, d'après ce qui précède, une très grande probabilité 

h · d" œ' · , d m nque ces c ances mconnues 1ueraient tres peu es rapports - et -
fi, f', 

qne l'on pourra prendre, en conséquence, pour les valeurs approchées 
de pet q. Ces chances étant d'ailleurs susceptibles d'une infinité de va­
leurs croissantes par degrés infiniment petits, la probabilité d'une va­
leur exacte de pet de la valeur correspondante de q sera une quantité in-
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finiment petite, qu'il s'agira de déterminer, <lu moins pour chacune des 

I d . ,, d m n 1 va eurs epetq,qmsccartent peu e -et- et que nous aurons sen e-,,. ,,. 
ment besoin de connaitre. 

La quantité Q, déterminée par la première formule ( 1 8), étant la 
probabilité que le nombre n est inférieur à µq-r\l 2µ,pq, elle est égale­
ment la probabilité que la chance inconnue q de l'événement F, arrivé 

e • d 
, , . , 11 I 2pq b" . n 101s ans �t epreuves , est super1eure a - + r V - , ou 1en a ,,. ,,. 

" r Jzmn b . d l . d 1· · ' -+ - --, en su stituanl ans e secon terme de cette 1m1tc, a la 
f' ,,. ,.. 

place de pet q, leurs valeurs approchées !!!.. et �- Si l'on met r-dr an ,,. ,,. 
lieu der dans cette formule, et que l'on conserve seulement les infini-

ment petits du premier ordre, Q-!� dr sera donc aussi la probabilité 

n rJ2m1z ✓wm dr , dQ que q surpasse-+- -..--- - -- - ; par consequent, - -
d 

ex-
,,. ,.. ,,. ,,. ,,. I' 

primera la probabilité infiniment petite que l'on a précisément 

- n+ r ✓WJnq - - -
- ,,. ,.. ,.. '

pour toutes les valeurs de r positives et très petites par rapport à Vµ,
comme le suppose l'expression de Q. De même, la seconde formule ( 18)

. l h b"l" 'Q' 1 h ' · · n r �mnexprimera a pro a 11te que ac aoceqest super1eure a--- --
,,. ,.. ,.. 

en y mettant r' +dr' au lieu de 1', on aura donc Q' + ��'. dr' pour la pro-

. . , n r' ✓wi"ii 
J
2nm dr' bab1hte que la valeur de q surpasse--- -- -- -; par con• 

,,,, ,. ,,,, ,,,, f' 

séquent, !�: dr' sera la probabilité que q est supérieure à la seconde li­

mite sans l'être à la première,.ou que l'on a précisément 

n ,: ✓2mr1 q 
= ;;-;; -;-;

:27., 
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r' étant aussi une quantité positive et très petite par rapport à v' µ,._ Mais 
par les règles connues de la différentiation sous le signe f, et en substi-
tuant m et � à la place de p et q dans les derniers termes des for-,,. µ 
mules (18), on a 

-!� == v; c 1 

dQ' - - .;: ( Idr' - y,. 

+ d.J>) e-(r+J')' + 2 (n- m) r e-r•,dr 3 V2?rµmn 
d.J'')e-Cr'-J'')• 2 (n-m)r'e-r'• 

- dr -3V27Tµmr1 · 

D'après les valeurs de Jet J'', et en y faisant les mêmes substitutions, 
on a aussi 

d.J' 2 (m- n) r 
dr = 3 V2µmn' 

d. JI 2 (m - n) r'
dr' = 3 V2µmn ;

d'ailleurs, en bornant, comme précédemment, l'approximation aux 
termes de l'ordre de petitesse de la fraction �, et négligeant, enVu 
conséquence, ceux qui ont µ, pour diviseur ., nous aurons 

e-(r+J'J' = ( 1 - 2rJ') e-r• = [1 - 2 (m - n)_rJ J e-r•,
3 V2µ mn 

e-(i·'-J")• = ( I + 2r J'') e-•·'• = [1 + 2 (m -n) r3 J e-r'• ;3 V2µmn 

et de ces diverses valeurs, nous déduirons 

- dQ = _1 _ e-r•dr V?T 

dQ'
- - _!__ e-,J' 
dr' - v;;.

2 (m-n)r3 ., --===- e-, 
3V 27Tf'mn 1 

+ 2 (m-n)r' 3 ,,, -------- e-, . 
3y' 21rµmn '·

Or, ces deux expressions ayant la même fol'me, et se changeant l'une 
dans l'autre par l'échange de ret-,✓, il s'ensuit que si l'on désigne par y
une variable positive ou négative, mais très petite par rapport à '+/µ,,
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et qu'on fasse 
r 2(m-n)v1 

V = y;· e-••' - 3 V 2'1l�m11 e-v'' (.2r)

on aura V dv pour la probabilité de 

à cause de p= 1 -q et m = µ. -n, cette probabilité infiniment petite 
sera, en même temps, celle de 

✓-
m v 2mn 

p = ;; -; ,;-· 

Cette quantité V décroît, comme on voit, très rapidement à mesure 
que v augmente; et avant que cette variable ait acquis une grandeur 
comparable à\/;;,, celle de V peut être extrêmement petite à raison du 
facteur e-v'. Si l'on exprime de la même manière au moyen de cette va-

riable, les valeurs de pet q très différentes de� et�, et que l'on repré-
µ, µ, 

sente par V'dv leur probabilité; V' sera une fonction de v, différente 
de V, dont les valeurs numériques seront encore beaucoup moindres 
que celles de V qui répondent à la limite où peut s'étendre la for­
mule (.21 ). On pourra donc regarder ces valeurs de V' comme étant tout­
à-fait insensibles,ce qui nous dispensera de chercher l'expression de 
cette quantité V' en fonction de v •.

Cela posé, soit E' un événement futur, composé de E et ·F; dési­
gnons par Il la probabilité de E' qui aurait lieu si les chances de E et F 
avaient des valeurs certaines, de sorte que Il soit une fonction donnée 
de pet q; désignons aussi par IT' la probabilité véritable de E', en ayant 
égard à celle des valeurs quelconques de p et q que l'on subsituera 
dans IJ : en multipliant O par cette probabilité infiniment petite de p 
et <J, et intégrant ensuite le produit depuis p= o et 'l = , jusqu'à 
p= 1 et q =o, on aura l'expression den'. Mais, d'après ce qu'on vient 
de dire, on pourra négliger la partie de cette intégrale qui répond aux 
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1 d · '' t th d m n ' ·va eurs e p et q qut s ecar en eaucoup e - et - ; par conseqnent, s1
p, p, 

l'on met dans II les valeurs précédentes de pet q, on aura simplement 

II' = fIIV dv, 

en étendant l'intégrale aux valeurs positives ou négatives de v, mais très 
petites par rapport à v�-

Ce résultat s'accorde avec celui qui a été obtenu plus directement, 
dans le second paragraphe de mon mémoire sm· la proportion des nais­
sances des deux sexes. 

(85). Pour donner une première application des formules ( 21) 

et (22), je suppose que TT' soit la probabilité que dans un très grand 
nombre 11-' ou m' + n' de nouvelles épreuves, les événements E et}' 
auront lieu des nombres de fois m' et n' qui seront entre eux, à très 
peu près, comme les nombres de fois ni et n qu'ils sont arrivés dans les 
fL épreuves déjà faites; ou, autrement dit, je suppose qu'on doive 
avmr 

m'=mh-a.\lP-', n'=nh+ a.\/?, /J-'=p.11; 

h et a. étant des quantités données , dont la seconde pourra être po­
sitive ou négative, mais sera très petite par rapport à vil. 

D'après la formule (6), et en faisant 

nous aurons 

U' - . 1-;z-
- V 2,rm'n'' 

n = U' (i.I!)m' f p,' q)•' 
m' \n' ' 

où l'on peut déjà remarquer que U' serait la probabilité de l'évé-
E' 'd ' . m n ' • l l nement que nous const erons, s1 - et - eta1ent es va enrs exac-

p, p, 
tes et certaines des chances pet q de E et F, et que l'on eût a.= 0• 

D'ailleurs, à cause de 
n' n <t. 
,=-+ v-·
p, µ p,' 
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et, en faisant aussi 

les valeurs de p et q du numéro précédent pourront s'écrire sous 
cette forme : 

m' n' 
P = " q- +" µ,' - ,, - ïl , . 

• 

En les substituant dans la valeur de Il, il vient 

n = U' (1 - F:,J'' (r + "';,,f. · 

• , p/v µ'v l Les quantites m,' et -' étant de l'ordre de petitesse de a frac-
"' 

t. 11 

1 ou I on aura, en séries très convergentes, 
10 

V� Vïl' 

- µ,'v,) = 

m' 

µ,' v, f''•v / µ/3v ,3 - -, - -,. - -3 ,� - etc., 
m 2m m 

log(• 

log(• 
+ µ,

n
'v1,) _ f''v, µ,'•v,• + µ.'3v,3 

• _ -, - -,-, -3 ,1 -etc., 
n 2n n · 

d'où l'on déduit 

1-� =
( 

'v )"'' 
m' 

µ.''v,'I ,,,_�1v,3 

e -µ.'•, e - 2m' e- 3m'• etc., 

Mais à cause du facteur U' de Il', qui est déjà de l'ordre de pe­

titesse de Vïl , on pourra négliger les quantités de cet ordre dans 

les deux autres facteurs; ce qui permettra de réduire toutes les 
exponentielles à l'uni..�, à partir de la troisième, dans chacun de ces 
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deux produits. A ce degré d'approximation, on aura donc 
µ'lv,s 

n- U' 
-2m'n' 

- e 

Par la même raison , on pourra négliger le second terme de la for­
rn ule (21); au moyen de quoi la formule (22) deviend1·a 

t,t'lv s 

n, - � U' f -.v•-2m':' d 
- v; 

e "· 

• 

Quoique celle intégrale ne doive s'étend1·e qu'à des valeurs de v 
très petites par rapport à \/�; si l'on observe qu'à raison du fac­
teur exponentiel, le coefficient de di, sous le signe f devient tout-
à-fait insensible pour les valèurs de v comparables à y'p., on en 
conclura que sans altérer sensiblement cette intégrale, on peut 
l'étendre à de semblables valeurs de v, et la prendre, comme nous 
le ferons effectivement, depuis v = - co jusqu'à v = ct::J • Or, en 
mettant mh et nh au lieu de m' et n' dans la valeur de ",, 
on a 

v•+ ,il",• =· v• (1 + h) - 2vor,u'\lh + ••.u:•,;
2m'n' y2m'n' 2mn 

cela étant, si l'on fait 

.. ,-- •,u' V h d:r 
"V 1 +h- V 

_ = x, dv-
V , 

2m'n' (1+ h) 1 + h 

les limites de l'intégrale relative à la nouvelle variable x seront en­
core ::c co , et il en résultera 

n, _ _!-01 e-2m'n'(1 +h) 

- V1+h ' 

a.•
p.

's 

pour la probabilité qu'il s'agissait de déterminer. 
:Oao·s le cas de at = o, on aura simplement 

n, i U' = ./-
-= 

; y 1 +h 
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ce qui coïncide, d'après ce que U' représente, avec le résultat qu'on a 
trouvé d'une autre manière dans le n° 7 1 • 

(86). Pour le second exemple de l'application des formules (21) 
et ( 22), nous supposerons que Il' soit la pl'Ohabili té que la diffé-

d n � rence , - - n'excédera pas la quantité v--=- qu'elle devait atteindre
fi, fi, � 

dans l'exemple précédent. 
La quantité n sera en fonction des chances p et q de E et F, 

la probabilité que dans les p.' épreuves futures, F n'arrivera pas 
'

plus d'un nombi·e n' de fois, égal à nµ. + a. \lil, et que E aura lieu 
fi, 

un nombre m' de fois, au moins égal à mµ.' - a. V p.'. Sa valeur sera 
fi, 

donc donnée par l'une ou l'autre des formules ( 15), en y met­
tant p.', m', n', au lieu de p., m, n. Pour ces valeurs extrêmes 
de m' et n', on aura 

n' n ( "fi-• ) 
m' +i = m i + mn Vµ.' ' 

en bornant toujours l'approximation aux quantités de l'ordre de 
petitesse de v

--;_
' ou de v

-;;:
· D'après les valeurs de p et q du nu­

méro précédent, on aura, en même temps , 

'l.. = !!.. (, + "\/ 2µ. );
p m mn 

s1 donc on limite la variable v de manière qu'on ait 

q n' q n' 
abstraction faite du signe, on aura - < -,-+ , ou - > -,+- , selonp m I p m r 
que la constante œ sera positive ou négative; par conséquent , 

28 
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dans le premier cas; nous aurons 

[1 = I - ___!= r
'XJ 

e-t•dt + 2 (.u'+n') e-k''
V ?r J k 3 V 27rf'1 m' n' 

en vertu de la seconde équation ( 1 5), et dans le second cas,

fJ = � r
<» e-t'dt+ 2 <.u� n') e-k•, 

V vr J k 3 \i 2vr.u m' ,i' 

en vertu de la première; k étant uue quantité positive donnée par

l'équation (12), ou dont le carré est 

, n' , m' -:- 1 fî,s = n log ( '+) + (m + 1) log ( , )'q.u I p.u+r 

Des valeurs extrêmes de ,n' et n', et de celles de p et lJ, qui doivènt 
ètre employées les unes et les autres dans ces formules, il résulte 

n' 
q -

µ'+1 

en faisant, pour abréger, 

v;-

/· 
- v,

vV2mn 
... v� 

m'-/- I 
p =

,u.
'+1 + 

Tl 1 

,u'(.u'+ 1) = V. 

v' ' 

Cette quantité v' sera de l'ordre de J::, ; on aura donc, en séries très

convergentes, 

J I n' (1t.'+ 1)v' 1 (.u'+1)'v'• , (,u'+ 1)V' ogq- og, + - , -- ,,--3--,-, -- etc.: F' 1 n 2 n n - ·•
m' + 1 (µ,' + 1)v' r (µ,' + 1)'v'·, 1 (.u'+ 1)V 1 

logp =log�'+ 
I 

+ m' + i -;_- (m' + ïY +3 (m'+ÏY- etc.;

d'où l'on déduit, au degré d'approximation où nous nous arrêtùns, 

et ensuite 

µ.'3v'• (m' - n')µ.'.fv'� k• = --- '-----';..:__-
2m' n' 3m'•,l• ' 

k .±k'[1 - 2 (m��J
. 

3 v·2,u' m' n' 
' 
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en ayant égard à la valeur de v', et faisant, pour abréger, 

,./,-"fi- V f'- mn = k'.
f'-Vf'-m'n' 

A cause de la limite qu'on vient d'assigner à v, cette quantité k' 
sera de même signe que a; pour que la valeur de k soit positive, 
il faudra donc prendre le signe supérieur ou inférieur devant son 
expression, selon que a. sera une quantité positive ou négative. 
Le second terme de cette valeur de k sera aussi de l'ordre de pe-
. d I 1 , 11tesse e v; ou V�; par consequent, nous aurons

e-1'dt = e-1•dt :±: =- e-•k'•. fioo f oo 2(m' n')J;;'• 

k ± 3 V 2,,,.1m'n' 

En même temps, les valeurs précédentes de TI deviendront 

et, en vertu des formules (21) et l22), les valeurs correspondantes 
de· n' seront 

., 

TI'= �Je-••dv-.!.f;fe-t•-••dtdv+ '2r,,' Je-k''-"'dv 

V ,;r ,;r k' V 2,;r,u'm'n' 

_ 
2(m - n) (Je-••v3dv - � f�fe-1•-•

1v3dtdv), 
3V'2'll/,l,mn \f .,..J k 

n' = .!. r fe-·1'-•'dtdv+ �--. fe-"''-•'dv 
.,..J -k' \12,;rp,ni'n 

- 2 (m- n) r' fe-1•-••v'dt.dv. 
3.,.. \12p,mnJ -k' 

Les exponentielles e-v•, e-1'-•' , e-k'•-v•, rendant insensibles les 
�8 .. 
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coefficients de dv sous Jes signes f, au-delà de la limite assignée 
à 11, il s'ensuit que sans altérer sensiblement les intégrales rela­
tives à cette variable, on pourra les étendre, comme plus haut, de­
puis v = - oo jusqu'à ,., = oo . Soit, en outre, 

:l.ff,, --==±b,
V2m'n' 

,,:Vff,'mn 
e 

--:-r , , = ,-, t = e ::p ,,,., , dt= d ;
uy f'm n 

b étant une quantité positive, et les signes supérieurs ou inférieurs 
ayant lieu selon que et sera une quantité positive ou uégative. 
Dans la première expression de Il', qui suppose a positive, on 
prendra donc 

k' = b - )'Y, t = 8 - ),V; 

et les limites des intégrales relatives à la nouvelle variable 9 se­
ront e = b et e = oo . Dans la seconde expression de n', qui se 
rapporte au cas de et négative , on devra prendre 

1..' = - b - ,,,., , t = e + ),";

et les limites de cette intégrale seront encore 8 = b et 0 = oo . 
De cette manière, on aura 
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Les intégrations reJitives à " s'effectueront sans difficulté, en sorte 
que la probabilité n' qu'il s'agissait de déterminer ne renfermera 
plus qu'une intégrale simple relative à 9. A cause de 

la premlère valeur de Il' sera la probabilité que le nombre n' n'excè-
n ' V2m'n' n ' dera pas 1!... + b --, -, qui surpasse très peu _!!.. , et sa seconde va-
,. ,. ,,. 

. . . , , , nu' ✓2m'n' leur exprimera 1a probab1hte que n' n excedera pas - - b -,- '"' 
, ,. µ, 

qui est un peu moindre que n,-. 
,,,. 

(87). On peut remarquer qu'à raison des limites±: Q;), relatives 
à ", les deux premières intégrales sont les mêmes dans les deux 
valeurs de n', et la troisième est la même au signe près. Il en 
résulte qu'en appelant q, l'excès de'' la première valeur sur la se­
conde, on aura simplement 

et cette quantité q, sera la probabilité que le nombre n' surpassera 
nu.' ✓2m' n' , ni'' ✓2m' n' --b -, • sans exceder -+b --. 
,,. ,. ,, ,. 

Si nous faisons 

les limites relatives à la nouvelle variable z seront toujours :::t:: co, 
et nous aui·ons 

a• 

J:<,:) --2 1+,-'J'1 q, = 1 - -;:=== e aa, 
V 7T(l +,-•) ' 

ou, ce qui est la même chose, 

q, = 1 - J;J,,<,:) 

e-1 'dt, 
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en faisant aussi 

e = t v 1 + ')t., do = v x + -;,•dt, b = u v 1 + ')'".

En ayant égard à la valeur de '}', on verra que <P exprime ac­
tuellement la probabilité que n' sera compris entre les limites 

n,.,,• u V z ( ,.,,-'m' n' + ,.,,• ·'mn) 
- =F ------ , ' 
fi, ,.,,v.u,.,, 

ou égal à la limite supérieure. Si l'on veut que cet intervalle des 
valeurs de n' contienne aussi la limite inférieure, il faudra ajouter 
à ip la probabilité que n' sera précisément égal à cette limite; 
laquelle probabilité sera donnée par la formule (25), en y faisant 

De cette manière, si l'on désigne par@ la probabilité que le nom­
bre n' tombera entre les deux limites précédente�, ou sera égal à 
l'une ou à l'autre, on aura

,z;;- = l - v2
;: 

fu� e-t•dt + V;:;;2 -e 
,. v·21rm'n'(,.,,+,,.') 

u•(,-.3m'n'+µ'lm11) 
,-.•m'n' ( p. + µ') 

En comparant cette valeur de ((,iJ" à celle de R qui est donnée par la 
formule ( 20), on voit que ces deux probabilités ne diffèrent l'une de 
l'autre que par Jeurs derniers termes, et sont, en conséquence, à peu 
près égales. Mais quand le nombre µ/ des épreuves futures n'est pas 
très petit par rapport au nombre µ, des épreuves d�jà faites, les termes 
ambigus des limites de n' auxquelles répondent ces probabilités ((,iJ" 

et R ne sont pas les mêmes, et les limites dont @ est la probabilité
peuvent être beaucoup moins resserrées que celles dont la probabilité 
est R. 

En effet, si la probabilité f@' diffère peu de la certitude, on pourra, 
ùans les limites auxquelles elle se rapporte, mettre pour n' et m' leurs 
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valeurs approchées et très probables nµ,' et ml; ce qui changera ces li� 
. ,.,, ,.,, 

mites en celles-ci : 
' llf', Il 

v--,-, ---,(--1 --;;- =t= ;_ 
2µ, mn 1 + ,z J ; 

-- h étant le rapport de µ/ àµ. Or, en les comparant à celles du n• 85, 
auxquelJes répond la probabilité R, on voit que pour une même va-
leur de u , elles sont plus étendues dans le rapport de V 1 + h à l'u­
nité. Pour les rendre aussi étroites que celles de ce numéro, il fau-
drait diminuer u dans le rapport de l'unité à v' 1 + h; ce qui dimi­
nuerait aussi leur probabilité et la rend1·ait moindre que R. Quand h 
sera une très petite fraction, les formules (.20) et (24), coïncideront à 
très peu près, ainsi que les limites correspondantes des valeurs de n'. 
Ce résultat s'accorde avec celui que j'avais déjà trouvé d'une autre ma­
nière, dans le mémoire cité plus haut. 

La formule (24) exprime aussi la probabilité que la différence 
' 

n 11 • l 1. . , - - sera comprise entre es 1m1tes 
" f' 

ou égale à l'une d'elles, et qu'il en sera de même à l'égard de la diffé­

rence �' - �, en changeant leurs signes. Si donc on a pris pour zt un 
fi, fi, 

nombre tel que trois ou quatre, qui rende la probabilité '7'.iJ' très ap­
prochante de la certitude (n° 80), et si, néanmoins, l'observation 

m' m 11' n . ,,donne pour , - - ou -, - - des valeurs qm s ecartent notablement 
,.,, fi, ,.,, ,.,, 

de ces limites, on sera fondé à en conclure , avec une très grande pro­
babilité, que les chances inconnues des événements E et F ont changé, 
dans l'intervalle des deux séries d'épreuves, ou même pendant ces 
épreuves. 

Ou peut remarquer que pour une même valeur de u, et, par �on­
séquent, à égal degré de probabilité, les limites précédentes ont la 
plus grande amplitude, quand p. et p.' sont égaux, et la moindre, lorsque 
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l'un de ces nombres est très grand par rapport à l'autre. Dans le cas 
de p.'= p., on a aussi à très peu près m' =met n' = n; ce qui réduit le 

ffi . d , 2 v' mn- s· . , , d l . coe 1c1ent e u a -V--. 1, au contraire,µ, est tres gran re ahve­
,.. ,.. 

. ' , , I , m,.. ' nµ , , , ffi ment a p.; a cause ce m = - et n = - , a tres peu pres, ce coe 1-
-- ,.. ,.,, 

. 'd . , V 2mn 

• d I , 'd d l c1ent se re mra a - v- , et sera morn re que e prece ent, ans e 
,.. ,..

rapport de l'unité à \12. 
( 88 ). Généralement, les deux événements contraires E et :F, 

dont les chances inconnues sont p et q, étant arrivés les nombres 
de fois m et n dans le très grand nombre p. d'épreuves; si deux 
autres événements contraires E1 

et F1 , dont les chances également 
inconnues seront désignées par p, et 91 , ont eu lieu des nombres 
de fois m1 et n, dans un très grand nombre p., ou m, + n1 d'é-

preuves; et si les rapports � et m, diffèrent considérablement l'un 
,.. f', 

d ), . 1· . Il 11' d d e autre, ce qui &ura 1eu aussi pour - et - , on evra regar el' 
f' ,.., 

comme certain, ou à très peu près, que les chances pet p, sont inéga-

les , ainsi que q et q,. Mais quand les différences � - m, et � - � , 
,.. ,.,,, ,.. ,.., 

sont de petites fractions, il est possible que les chances p etp,, q et q,,

ne soient pas sensiblement inégales, et que les différences observées 
proviennent de ce que, dans les deux séries de p. et p., épreuves, les 
événements ne sont point arrivés rigoureusement en proportion de 
leurs chances respectives : il sera donc utile de déterminer, comme 
nous allons le faire, la probabilité d'une inégalité entre les chances in­
connues p et p,, q et q1 , correspondante à des différences données, 
peu considérables, égales et de signes contraires, entre les rapports 
m t m, n t n, - e - , -e -.
,,. µ,, f,I, µ,, 

Je désigne, comme dans le n° 84, par 

m V ✓unn 
p=--- -, 

f' f' ,.. 

une valeur de p qui s'écarte peu de ; , de sorte que v soit une va-
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riable positive ou négative, mais très petite par rapport à \fµ.. Soit 
de même 

m, v, ✓2m,n, 

p, = --- --, 
F'-1 µ, µ, 

une valeUI' de p, peu différente de p, et dans laquelle la variable v,, 
positive ou négative, est très petite par rapport à yµ,. Supposons
qu'on ait 

m, -�-J'· 
µ, .. - ' 

J' étant une petite fraction, qui pourra aussi être positive ou négative. 
Nous aurons 

. n+ V 12mn V, v2ffl
1

11
1 p,-p=o -\ --- --;

f' µ f't f', 

en désignant cette diffé1·ence pa1· z, on en déduira 

et si € est une petite fraction positive, et qu'il' s'agisse de déterminer 
la probabilité que p, excédera p d'une quantité au moins égale à € , 

il ne faudra donner à la variable z que des valeurs positives qui ne 
soient pas moindres que E. 

Cela posé, les probabilités infiniment petites des valeurs précédentes 
de p et p,, seront Vdv et V 1dv1 ; le coefficient V étant donné par la 
formule ( .2,), et V I désignant ce que cette formule devient quand on 
y met p.., m., n., v,, au lieu de p., m, n, v. La probabilité du con­
cours de ces deux valeurs sera le produit de V dv et V 1dv1 ; et si l'on 
appelle "A la probabilité demandée, elle serà exprimée par une in­
tégrale double, savoir : 

;>..=ffVV,dvdv,.

Pour plus de simplicité. je négligerai le second terme de la formule 
.29 
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( 2 1 ) ; et il en résultera 

Ji.=!... f f e-•'-v,• dvdv, . 
.,,. 

Si l'on veut substituer, dans cette intégration, la variable z à v,, il
faudra prendre pour dv1 la différentielle de la valeur précédente de v,, 
relative à z; et, la variable v, étant ici supposée croissante, il faudra,
pour que z le soit aussi, changer le signe de dv,; en sorte que l'on
aura 

On aura, en outre, 

d ,,,,, y',,,_ , d v, = ./-= z.
y 2m,n, 

s + • _ 0 ( + ,,,_, 3m n) + 21/ (J'-z),,,,,3 y' mn + (J'-z)°,u, 3 

V v, -V I ""T- ------=,--,,,_. m,n, m, n, ,,,_ \/ 2,,,_ 2m, n, 

L'intégrale relative à v pourra s'étendre, comme dans les questions 
précédentes, depuis v = - co jusqu'à v = ex>. En faisant 

.. V ,,,, .. m,n, +,u/mn 
+ 

cJ>-z),,,,,3v'mn 
,/ v' 1/ 3 3 =x, f'V µm,n, 2m,n, v ,u m,n, +.u, mn 

d ,u v' ,,,_m,n, dx 
V.= -;-::::;==-===;=='\1/ ,.,.:im,n, + p,/mn 

les limites relatives à la nouvelle variable x seront encore ± co ; 
l'intégrale relative à z"' ne devra s'étendre que depuis z = e jusqu'à
z = C0; et comme on aura 

(J' z)·• � ,, .1 

v• + V • -
-

P,, r·• + x• 
' - 2 (f,<'1m,n, +f'-,:'mn) ' 

la valeur de ,, deviendra 

roo 
-

· e-x· dx= \/71',
� -oo 

,/- (z-J)'l'-'µ, l 

'A= �f',Vf',"• ;i foo e -:i(,-'m,11,+,-,'nm)dz . 
\/ 2..- (wm,n, + ,.., mn) • 
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Soit actuellement 

(z-J'),u,u, v;;;-
- t 

\12 (,u3m, n, +.u,3mn) - '
.u.u,VMdz =dt• 

\I 2 (,u:•m,n, + ,u, �mn) ' 

faisons aussi 

( e - J') ,u,u; v;:;.
= ± u . 

• / ( 3 3 ) 
7 v 2 ,u m,n, + ,u, mn 

u étant une quantité positive, et en prenant le signe supérieur ou le
signe inférieur selon que l'on aura e > J ou e < J. Les limites de
l'intégrale relative à t seront t = ± u et t = oc:i ; et si l'on observe
que l'on a

e-• dt= e-1• dt- e-1•dt= \/71' - e-1• dt,
foo foo 1-u - Joo 

-r,. - 00 -oo u 

011 en conclura finalement 

.,. • foo t•d 
,�= v;;: "

e- t
, 

1 ;:oo 
À= I - v; u e-1·dt;

la première valeur ayant lieu quand la différente e - J sera positive, 
et la seconde, lorsque cette différence est négative. 

On doit observer qu'ayant négligé le second terme de la formule 
( :u), la probabilité du cas où la différence p, - p serait précisément 
égale à e se trouve aussi négligée; en sorte que À est la probabilité 
qu'on a p,-p> e, et non pas qu'on ait p,-p>1:, oup,-p=E. 
Dans le cas de e = J', la quantité lt est nulle, et les deux valeur� de 

, 11. sont À= i, c'est-à-dire, qu'il y a un contre un à parier que p, ex­
cède p d'une quantité plus grande que J. 

Les formules (26) serviront aussi à calculer la probabilité que la 
chance inconnue p. surpasse une fraction donnée. Poar cela, je fais, 
dans l'équation ( 25), 

t-t=oo, m -=(l), 
... 

m 

J= ...-! -rv; 
,., 
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ce qui la change en celle-ci 

u= ±(é + GJ - 7�) .... v;, .
.,., V2m,11, 

Mais le nombre p. étant supposé infini , la chance p est certaiuement 

égale au rapport � ou à la fraction cJ;. par conséquent , ?l est alors la 
... 

probabilité <ru'on a p, > é + GJ. En prenant, pour plus de simplicité, 
a, au lieu de é + w, et mettant aussi p., m, n, à la place de p.,, m,, n.,

on aura 

u=± (w- �) uv,;;_;
f' v�m11 

et selon que la différence GJ - � sera positive ou négative, la pre-
f' 

mière ou la seconde formule (26) exprimera la probabilité que la 
chance inconnue d'un événement arrivé m fois, dans un très grand 
nombre p. ou m + n d'épreuves , excède la fraction donnée w. 

(89). Afin de donner une application numérique des diverses for­
mules qu'on vient d'obtenir, je prendrai pour exemple l'expérience de 
Buffon qui nous a déja servi dans le n° 5o. 

L'évènement E sera alors l'arrivée de croix, et F l'arrivée de pile,

dans une longue série de projections d'1,me même pièce. D'après cette 
expérience, on a eu ,, 

pour les nombres de fois met n que E et F sont arrivés dans le nombre 
µ. d'épreuves successives. En substituant ces nombres dans la formule 
(19), el prenant u = 2, on aura 

2 foc -t• 
--= e dt = 0,00468, 
v,,. " 

On trouvera, .en même temps, 

R=o,gg555. 

o,50693 =t= 0,02225, 
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pour les limites de la valeur de p, auxquelles cette formule se rap­
porte; en sorte qu'il y a ]a probabilité 0,99555 , ou à très peu pl'ès 
2.24 à parier contre un, que la chance inconnue p de l'arrivée de

croix, est comprise entre o,48468 et o,52918. Si l'on veut conuaitre 
la probabilité qu'elle surpasse;, ou que la chance de croix est supé­
rieure à celle de pile, on substituera les valeurs précédentes de I'·, 

m, n, dans la formule ( 27), et l'on y fera ,.,, =;; en prenant le signe 
inférieur, et par conséquent la seconde formule (26), on aura 

U = 0 ,62298, À= 0 ,810/45, 1 -:--- Î\ = 0 ,  18957; 

ce qui montre qu'il n'y a pas tout-à-fait cinq contre un à parier que la 

chance de croix soit plus grande que;· 

L'expérience dont nous nous occupons peut être divisée en deux 
parties, l'une composée de 2048 épreuves, l'autre en contenant 1992; 
dans la première partie, croix a eu lieu 1061 fois et pile 987 fois; 
'dans la seconde partie, croix est arrivé 987 fois et pile rno5 fois : or, 
d'après le résultat de l'expérience totale, ei au moyen de la formule 
(.24), on peut aussi calculer la probabilité que les nombres des arri­
vées de Ùoix ou de pile ont dû être compris entre des limites don­
nées, dans les deux expériences partielles. Pour cela, on fera, dans 
cette formule et dans les limites auxquelles elle répond, 

ni' m n' n 5 
-, = -=o,50695, ·, = -= 0,49 07; 
µ µ p. µ 

, ' 
' d' l' l m t 11 • 

c'est-a- ire que on y metti·a pour es rapports -, e , , qm ne sont 
" ,,. 

pas censés connus, leurs valeua·s approchées, résultantes de l'expé-
rience totale; ce qui est permis , attendu que m' et n' n'entrent que 
dans des termes qui sont de 1'ordœ de petitesse de ��- On y mettra

aussi pour fJ, Je nombre total 4040. Relativement à )a première partie 
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de l'expérience, on aura, �n outre, 

et si l'on prend , comme plus haut, u = 2 , on trouvera 

'w'=o,99558, 

pour la probabilité que le nombre n' des arrivées de pile a dû être 
compris entre les limites 

ce qui a eu lieu effectivement, puisque pile s'est présenté 987 fois dans 
cette première partie. 

Relativement à la seconde partie, on aura 

µ.' = 1992; 

et en prenant toujours u = 2, on trouvera 

q;J' = 0,99560, 

pour la probabilité que pile .a dû arriver un nombre n' de fois, com­
pris entre les limites 

982 =F= 77; 

qui renferment, en effet, le nombre de fois 1005 que pile est réellement 
arriyé. On néglige les fractions dans ces limites et dans les précé­

dentes. 
Supposons que l'on ne sache pas si la même pièce a été employée 

dans les deux parties de l'expérience, et que l'on demande, d'après 
leurs résultats, la probabilité À que la chance de crnix, dans la 
première partie, excède d'une fraction donnée, la chance de croix, 
dans la seconde partie. On fera d'abord, dans l'équation (25), 

(-'=•992, 

µ., = 2048, 
m = 987 , n = 1 005 , 
m, = 1061 , n

1 = 987 , 
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et en outre 

m 

--= 
.. 

Cette équation deviendra 
' 

u = ± ( é - 0,0.2.257) (44,956). 

Si l'on fait, par exemple, e = o,o�, il faudra prendre le signe infé­
rieur, et faire usage de la seconde formule ( 26); on aura de cette 
maùièi·e 

U = 0
1 

l 1553, À= o,56589, I - À= 0,4541 l; 

de sorte qu'il y aurait à peine quatre à parier contre trois , que la 
chance de croix serait plus grande d'un cinquantième, dans la pre­
mière partie de l'expérience que dans la seconde. En faisant 1e=o,025, 
on devra prendre le signe supérieur et employer la première formule 
( 26); on aura alors 

u = o, 10925, À= o,45861, 1 - À= o,56i 59; 

et· il y aurait moins de un contre un à parier, que l'excès dont il s'a­
git surpasserait un quarantième. 

(go). Je placerai ici la solution d'un p1·oblème, susceptible d'une 
application intéressante, et qui sera. fondée sur les formules précé­
dentes et sur un lemme que je vais d'abord énoncer (*). 

Une urne A renfe1•me un nombre c de boules, dont a boules 
blanches et b boules noires, de sorte qu'on ait a+ b = c. On en 
extt·ait d'abord au hasard un nombre l de boules, successivement et 
sans les remettre, ou toutes à la ·fois; ensuite, on en extrait de même 

('") Depuis que la note de la page 61 est impl'imée, on m'a fait remarque!' que 
la proposition qu'elle renfea·me est comprise dans ce lemme, dont j'avais déjà fait 
usage pou1· la solution du problème du trente-et-quarante, citée à la page 70. 
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uu nombreµ, ou ,n + n d'autres boules; je dis que dans cette seconde 
opération, la probabilité d'amener m boules blanches et n boules noires, 
est indépendante du nombre et de Ja couleur des boules sorties dans 
la première, et la même que si l était zéro. 

En effet, supposons que l'on effectue les l + µ, tirages successifs; 
:-oient i le nombre total des combinaisons différentes de z+ µ, bou­
les qui pourront arriver, i' le nombre de ces combinaisons dans les­
quel1es les µ. dernières houles se composeront de m blanches et de n 
noires , i, le nombre de celles dans lesquelles ce seront les f' pre­
mières boules qui en renfermeront m blanches et n noires; la chance 
d'amener m boules blanches et n boules noires, après une extrac-

tion de l boules quelconques , sera f, et la chance d'amener ,n

boules blanches et n boules noires, avant qu'aucune boule ait été 

extraite de A , aura � pour valeur; or, les deux nombres i' et i, sont 
l 

égaux; car, en général, une combinaison qui se compose de l boules 
déterminées, suivies de µ, boules aussi déterminées, et celle où ces µ, 
dernières houles précèdent, au contraire, les l premières, sont toutes 
deux également possibles; et, en particulier, pour chaque com­
binaison dans laquelle les µ. dernières des l + µ, boules extraites de 
A renferment m blanches et n noires, il y a toujours une autre com­
binaison dans laquelle ce sont les µ, premières boules qui contiennent 
ces nombres de blanches et de noires, et réciproquement. Lesfractions 

i: et � , et conséquemment les probabilités qu'elles expriment, sont 
l l 

donc aussi égales; ce qu'il s'agissait de démontrer. 
On peut vérifier celte proposition de la 1:11anière suivante. 
Les nombres de boules blanches et de boules noires contenues dans 

A étant a et b, la chance d'amener m boules blanches et n noires 
dans les m + n premiers tirages , est une fonction de a , h , m , n,

que je représenterai par J(a, b, m, n). Celle d'amener g boules 
blanches et h noires dans les fJ + h premiers tirages sera de même 
J(a, b, g, h); ces tirages ayant rédnit à m-g et n-h, les nomh1·es 
de boules blanches et de boules noires que A renferme, la chance d'en 
extraire ensuite m blanches et n noires dans m +n ou µ. nouveaux 
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tirages, aura pour expression f(a -g, b -h, m, n); le produit de 
ces deux dernières fonctions sera donc la chance d'ameuer m boules 
blanches et n noires, après avoir déjà extrait de A, g boules blanches 
et h houles noires; par conséquent, si l'on fait la somme des l + 1

valeurs de ce produit, qui répondent à toutes les valeurs entières ou 
zéro de g et h, dont la somme est l, on aura l'expression complète 
de la chance d'amener m houles blanches et n noires, après avoir 
extrait de A un nombre l de houles quelconques. Cela étant, il s'agira 
de faire voir que cette chance est indépe�dante de l, et égale à 
f(a, b, m, .11), c'est à-dire de montrer que l'on a 

f(a,b, m, n)=�f(a,h,g,h)J(a-g,b-h, m,n); 

la somme� s'étendant depuis g = o et h = l, jusqu'à g =l et h=''· 
.Ponr cela, j'observe qu'on a, d'après le n• 1 8, 

f( b 
, _ _q,(m, nH(a-m, b- n) a� , m, n,. - <p'a, b) , 

en faisant, pour abréger , 

, .2.3 .. . c 
( b) ·r .2.3 .. . a. r .2.3 .. . b = (() a, ' 

relativement à des nombres quelconques a et b, dont la somme est c.
Il en résultera 

n b I) n b h ) ,(g, h)ip(a-g,b-g) ,Cm,n)q,(a-g-m,h-h-n)J\a, ,g, i J\a-g, - ' nz,n = 

tp (a, b) . 

<p (a -g, b- /1) ' 

ou, ce qui est la même chose, 

'f b tp(m, n)
f (a, b, g, n) (a-g, -li, m, n) = tp (a� .tp (g, h) tp (a-g-m, b-li-n); 

au moyen de quoi, et de la valeur de f(a, b, m, n ), l'équation qu'il 
s'agit de vérifier deviendra 

�(a-m, b-n)=�cp(g,h)(()(a-g-•m, b-h-n), 
5o 
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en supprimant le facteur ��;/ ;; , commun à tous les termes de ses 

deux membres; el comme a et b sont des nombres quelconques, on 
y pourra, si l'on veut, mettre a+n et h+m au lieu de a et b; ce qui 
la changera en celle-ci 

q,(�, b) =�q>(g, h)q,(a-g, b-h). 

Or, son premier membre.est le coefficient de x• yb, dans le dévelop­
pement de (x +y)<; son second membre est le coefficient de :x·• y6

, 

dans le produit des dé':cloppements de (.x +y)1 et (x + y)<-: 1
, ou dans 

le développement de (x + y)', comme le premier membre; par con­
séquent, les deux membres de cette équation sont identiques; ce qu'il 
s'agissait de vérifier. 

(g 1). Supposons actuellement (f ue les nombres a, b, a-m, a-n, 
soient très grands; les valeurs appl'Ochées de q>(m, n), q,(a-m), b-n),

<P (a, b), et ensuite celle de J(a, b, m, n), se calculeront au moyen 
de la série (3); et si l'on réduit cette série à sou premier terme, on 
en déduira une valeur de f(a, h, m, n), que l'on pourra mettt·e 
sous la forme 

(a,-,. )m (b")" (a (c -,-,.) )•-m ( b (c - f'))b-n 
J(a b m n)=H - - --- ---' ' ' cm en c (a - m) c (b - n) ' 

en faisant, pour abréger , 

✓ ab"(c - ,,,.) = 

27rcmn (a -m) (b- n) 
H. 

Lorsque m et n, et par conséquent aussi a - m et h - ", seront 
entre eux comme a et b , chacun des quatre derniers facteurs 
atteindra son maximum et aura l'unité pour valeur. Ils décroitl'ont 
très rapidement à mesu1;c que m et n s'écarteront de. ce rapport , et 
deviendl'ont tout-à-fait insensibles, dès que le rapport � ne différera 

n 

plus très peu dei; en sorte qu'il suffira de considérer la probnhilité 
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exprimée par f(a, b, m, n), pour des valeurs de m et n, à très 
peu près entre elles comme a et b. Si donc nous faisons 

et conséquemment 

(c - I') a 9 .. 1-a - m = --- + vc, 
C 

b (c-,,.)b 9.,--n=----- yc;
C 

nous pourrons considérer 9 comme une quantité positive ou négative, 

mais très petite par rapport .à y'ë, de manière que :ë soit une très
petite fraction, dont nous négligerons le carré, ainsi que loufes les 

quantités de l'ordre de petitesse de �-

Cela posé, nous aurons 

cm ec Ve 
-·= 1 - --

Ofl 
. 

. aµ· .. 1 

c (a - m) 
a(c- �) 

ec Vë
-

1 +ale-----)' 
. ' " 

en 

+
ec Vë 

"" ·!= I
bµ '

�c Vë 
1---· 

b (c - ,-) ' 

et en négligeant les carrés dessee<>nds termes de ces binomes,on trou­
vera d'abord , par un calcul semblable à celui du n• 85, 

En mettant pour m et n leurs valeurs précédentes, cette formule 
devient ensuite 

(af,4- )m (b"')n [ 
W ;_:;; = l -
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On trouvera de même 

(a(c-�)o-m (b(c -µ.))
6-• =[

r 
+ ! (a- h)c4Vë]e- :i(c - /')ab.

c(a-m) c(b -n) 3(c-µ.)'a'h' '

équation qui se déduit aussi de Ja précédente par le changement 
de m, n, p., en a - m, b - n, c - p., et du signe de 9. De là 
on conclut, au degré <l'approximation où nous nous arrêtons, 

f(a,b,m, n)= H [1 
ou bien , en faisant 

on aura, rlus simplement 
[I _ 4t3 (a - b) (c - 2,e)J e-t•,f(a, b, m, n) = Il 

V 3 2 (c -µ.) µ.abc 

pour la chance d'amener les nombres m et n de houles blanches et 
de houles noires, exprimées par 

,,.a t V 2(c -µ.)µ.abc l m=-;; -
c• , 

n = ,,J, + t v'-2-(c---f')_µ.
_,abc 

C C' 

Selon que le nombre p. sera pair ou impair, 1a différence n - ,n 
· sera aussi paire on impaire. Si l'on désigne par i un nombre entier
et positif, et qu'on représente l'excès de n sur m par 2i ou :ii - 1, 

l'expression correspondante de t devra être, d'après ces équations (.29),

en faisant, pour abréger, 

C' 

-----:;===::;::: = ; , 
:a V 2 (c- f'),,,ahc 
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et désignant par Î' l'une de ces deux quantités 

(a - b)f'C
'}'= , 

2 V 2(c - f'-)f'abc 
(a - b)f'C n '}' = --;-======;::: - a , 

2 V -i (c - f',)f'abc 

savoir : la première quand p. sc1·a pair, et la seconde quand il sera 
impair. La formule (28), après qu'on y aura substitué celte valeur 
de t, exprimera donc la probabilité que dans les p. tirages successifa, le 
nombre des boules noires surpassera celui des boules blanches, d'un 
nombre d'unités égal à 2i ou 2i - 1; pat· conséquent, si l'on y fait 
successivement i= 1, =2, = 5, ... jusqu'à cc <1ue l'exponentielle e-" 
soit devenue insensible, ou, si l'on veut, jusqu'à i = co, et que 
l'on prenne ensuite la somme des résultats ; cette somme sera Ja 
probabilité que dans ces p. tirages, le nombre des houles noires �x­
cédera celui des blanches, dfun nombre pair ou impair quelconque 
d'unités. En la désignant par s, nous aurons 

'Oè' H [ 4t3(a - b) (c- 2u)J S - � I - 77-=:::::::::::::::::::..=== e-t•.-
3 V 2 (c - µ,)("abc ' 

:i: indiquant une somme qui s'étend à toutes les valeurs·de t; comprises 
depuis t = 'r + 2J' jusqu'à t = co, et croissantes par des différences 
constantes et égales à 2J'. Or, 2J' étant, par hypothèse, une très 
petite fraction, la somme :E pourra s'exprimer en série très conver­
gente, ordonnée suivant les puissances de cette différence. En effet, 
si l'on représente par T la fonction de t contenue ·sous le signe ::E � 
et si l'on observe que cette fonction et toutes ses différentielles s'é­
vanouissent à la limite i = co·, on aura , au moyen d'une formule 
due à Euler, 

l:T=.!- r� Tdt - !._ k - 2
" k' + (Û')3

· k111 � clc. • 
Û' J '), 2 12 720 ' 

/. k' k111 l 't t l I d T clf d3T . , ,., , , !! c., _e.an es va eurs e , dt , dtj , etc., qm repondent
7à t = Î'· D'après les équations (29), on a d'ailJeurs, au même ùegré 
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d'approximation que ·précédemment, 

( ) (b ) 
(c-fl,)'ab t (c - fi-) (a - b) V 2 (c - fl,)fl,abca - m , - n = c' 

-
"-ë"'i- ; 

en ayant égard à Ja .valeur de I, il en résulte 

_!_
H = �-[, _ t(a - b) (c- 2f1,)J 

,.I' v; V 2 (c -f'),,abc 
1 

les termes dépendants de k', k"', etc., étant multipliés par H dans

l'expression de s, auront J•, J'4, etc., pour facteurs, et devront être 
négligés; et à cause de 

/,°" r · r: r e-1' tdt = - e-,•, e-''t3dt = - (1 + ,-•)e-,•,
,- 2 'l' 

2 

on conclura de ces diverses valeurs 

, r,,. 
s = 

y; J,, 
e-''dt- re-,,',

en faisant, .pour abréger, 

(a- b) (c - 2f1-) (7 + 4 :r") + 3c' 
_ f 

6V2w(c-1')1'abc 
- •

Soit " une quantité positive; selon que la quantité 'Î' sera po­
sitive ou négative, prenons " = :f::: ')'; à cause de 

foo - [.
'°

_" e-1'dt = V'lr - " e-1•dt,
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nous aurons finalement 

la première valeur <le s ayant lieu quand on a Î' < o, et la seconde 
dans le cas de Î' > o. 

En faisant t = Î' dans la formule (28), et désignant le résultat 
par ff , on aura 

(f = --;=== 
V2ir(c - p,)p,abc'

pour la p1·obabilité que dans le nombre p. de tirages, les nombres m 
et ,i de houles des deux couleurs seront égaux entre eux, et à la

moitié de p.; ce qui n'est possible que quand p. est un nombre pair. 
(92). Après avoir extrait p. boules de A, supposons que l'on en 

extraie p.' autres, puis p." autres, et ainsi' de suite, jusqu'à ce qu'on 
ait épuisé le nombre c de boules que cette urne renferme, de sorte 
qu'on ait 

c = p. + p.' + p." + p.111 + etc. ;

supposons, de plus, que chacun de ces nombres p.', p.'', elc , soit 
très grand, ainsi que p.; et désignons pars', s'',etc., ce que devient s, 

t 
• t ' '' t 1 · d r · 

en y mettau success1vemen p., fl· , e c., au 1eu e p., et 1a1sant
usage de la première ou de la seconde formule (5o), selon qu'à l'o­
rigine des tirages, le nombre b des boules noires sera plus grand ou 
plus petit que le nombre a des houles blanches , contenus l'un et 
l'autre dans A; ce qui remka la quantité Î' négative ou positive. D'a­
près le lemme du n° go 1 les chances d'amener plus de boules noi t·es 
que de blanches, dans ces tirages successifs des nombres de houles 1-'-, 

, 1-. ·t , 1 ,, ' 1 p.', p.', etc., seront � quanlt es s, s, s , etc.; en sorte qu el es ne
varieront qu'à raison de l'inégalité de p., p.', p.'', etc., et seraient toutes 
égales, si ces nombres étaient égaux. Soit r la moyenne des valeurs
d , " ' , d' 

e s, s, s , etc., c est-a- 1re,

r =: (s + s' +.r'' + s';,+ etc.), 
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en repl'éseatant par a le nombre total des tirages. Si l'on suppose encore 
que a. soiL très grand, et si l'on appelle j le nomb1·e de ces a tirages 
dans lesquels les boules noires excéderont les blanches, la pt'oba­
bilité que j se trouvera compris entre des limites données, sera la 
même, en vertu de la première proposition du n° 52, que si toutes 
les chances s, s', s'',etc., étaient égales entre elles et à leur moyenner. 
Par conséquent, en mettant.a, .r, 1 - r,_au.lieu de p., q, p, dans la
formule ( r 7), nous aurons 

R = 1 - �J,00 

e-1'dt + 
' e-"' 

V?I' u V27T<tr(1 - r) ' 

pour la probabilité que Je nombre j sera contenu entre les Ji­
mites 

ou égal à l'une d'elles; zt étant un petit uombre par rapport à \1;, 
Telle est la solution du problème que nous nous proposions de 

résoudre. L'application dont elle est susceptible se rapporte aux 
élections des députés dans un grand pays, comme la France, par 
exemple. Voici en quoi eJJe consiste. 

-Le nombre des électeurs, dans la France entière, est représenté
par c; celui des électeurs qui ont une opinion, par a; celui des 
électeurs de l'opinion contraire, par b ou c - a. On partage le 
nombre total c en un nombre t.t de colléges électoraux, dont cha­
cun élit un député, de telJe sorte que le député élu dans un col­
lége soit de la seconde ou de la première opinion, selon que le 
nombre des électeurs appartenant à l'une ou à l'autre y sera pré­
pondérant. -Cela étant, on demande la probabilité R que le nom­
bre -j des députés qui appartiendront à la �onde opinion, sera 
compris entre des limites données, en supposant que le partage des 
électeurs en un nombre t1, de collèges, soit fait au hasard, c'est-à­
dire en supposant qu'on prenne au hasard sur la liste générale, 
un nombre p. d'électeurs pour former un premier collége, un nom­
bre 11-' pour former un. second collége , un autre nombre p.'' pour 
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en former un troisième, etc. ; et si l'on prend pour les limites. de j 
celles que l'on vient <l'écrire, la prohahiJité demandée R s'expri­
mera par la formule précédente. 

Quoique chaque collége électoral se compose des électeurs d'un 
même arrondissement, et non pas d'électeurs pris au hasard sm· 
la liste géné1·ale, ainsi que nous le supposons, il peut être utile 
cependant de savoir ce qu'il arriverait dans cette hypothèse; c'est 
ce que nous allons montrer par des exemples. 

(g5). En France, le nombre des colléges électoraux, égal à celui 
des députés, est 459, et l'on peut évaluer à environ .200000 le 
nombre total des· électeurs. Je supposerai que tous les nombres /1·, 
p.', /1-", etc., soient égaux_; en prenant pour l'- un nombre impair, je 
ferai 

et= 459, /J- = 455, C = ap. = 199665. 

Je supposerai aussi qu'on ait 

a= 94835, b = 104850; 

de sorte que la différence entre la majorité et la minorité soit à très 
peu près le vingtième du nombre total des électeurs. La quantité Î'

sera négative; on fera donc v = - ,-; en prenant la seconde des 
deux valeurs de Î' du n° 91, il en résultera 

1) = 0,77596, 
l foo 

. r c-1'dt= 0,15684;
y w p 

et, en vertu de la première formule (3o), on aura 

s = o,85426, 1 - s = o, 14574. 

La chance d'une élection dans le sens de la majorité des électeurs 
surpasserait donc :; ; et la minorité, quoiqu'elle ne diffère pas 
beaucoup de la majorité, ne pourrait guère espérer d'élire plus 
des ïïÎ des députés. En mettant ces valeurs de s et 1 - s à la 
place de r et 1 - ,. dans l'expression de R du numéro précédent, 

51 
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faisant (1, = ,459, et prenant u = 2, on trouve 

R = 0,9968.2 

pour la probabilité que le nombre des députés élus par la majorité, 
serait compris .entre les limites 592 =t= 2·1, et ceux de la minorité 
entre les nombres 67 ::c 2.1 . L'amplitude de ces limites est considé­
rable relativement au nombre a., parce que .:t· n1est pas extrême­
ment grand. 

Je suppose toujours que la différence b - a soit à peu près le 
vingtième de c; mais je prends pour I'- un nombre pair. Je fais, 
en conséquence , 

l:t = 459, /1-= 456 , C =et!'-= 200124, 

et, en. outre., 

a = 950 64, b = I0 5o6o. 

On aura toujours " = - Î'; ·mais il faudra prendre pour )' la pre­
mière valeur du numéro 91. ·De cette manière, on trouvera 

et il en résultera 

s=o,84279, 1-s=o,15rA1, 

Mais I'- étant un nombre pair , le cas de m = n est .possible; d'a­
près la formule t 51) , sa chance est rr = 0 ,0.2.2 18; et si l'on en 
ajoute la moitié à la valeur de s, on a s = o,85588; quantité très 
peu inférieure à celle qui a lieu quand p. est impair. 

Afin de montrer l'influence de l'inégalité des nombres d'électeurs 
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dans les différents colléges, je supposerai que la moitié du nombre 
total des électeurs soit répartie également dans le tiers des coJléges, 
et l'autre moitié dans les deux autres tiers. 

Pour appliquer les formules précédentes au premier tiers, je ferai 
alors 

½ œ = 155 , p. = 654 , ½ œ11-= 1 00062 ; 

et, pour les appliquer aux deux derniers, 

Je supposerai, _en outre, 

a= g5ofri, b = 105062, _c = 2001 24; 

de manière que la différence entre la majorité et la minorité soit tou­
jours à peu près un vingtième du nombre total des électeurs. Dans le 
premier cas, où /J- est un nombre pair, on trouve 

dans le second, oû /J- est impair, on obtient 

s = 0,81981; 

il en résulte donc 

r = ¼(0,90117 + 0,81981) = 0,86049, 

pour la chance moyenne d'une élection dans le sens de la majorité; 
laquelle surpasse un peu, comme on voit , celle qui a lieu quand tous 
les colléges sont composés d'un même nombre d'électeurs. 

Lorsque la différence b - a entre la majorité et la minorité vient 
à augmenter, la chance des élections dans le sens de la minorité 
diminue très rapidement, de telle sorte qu'elle est bientôt presque 
nulle. Pour le faire voir, je suppose les électeurs répartis en nom-

31 .. 
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bres égaux dans tous les colléges; je prends pour tt, µ,, c, les mêmes 
nombres que dans le premier exemple ; et je fais, en outre, 

a= 89835 , b = IOg83o; 

ce qui rend la différence b - a à très peu près le dixième du nom­
bre c, et double de ce qu'elle était dans cet exemple. Je trouve 
alors 

en sorte que la chance d'une élection dans le sens de la minorité n'est 
plus que d'à peu près un soixantième. A cause de la petitesse des, c'est à 
la formule du n° 81 qu'il faudra recourir pour déterminer la proba­
bilité P que le nombre de. fois qu'une telle élection aura lieu dans Je 
nombre total des collégcs électoraux, ne surpassera pas un nombre 
donné n. En faisant, dans cette formule, 

ou en déduit 

p = 0,98713' 1 - p = 0,01287; 

.,. 

cc qui fait voir qu'il y aurait à peu près cent à pa1·ier contre un 
que la minorité n'élira pas plus de 15 députés. En élevant la diffé­
rence entre la majorité et la minorité à 50000, c'est-à-dire aux trois 
vingtièmes du nombœ total des électeurs, on trouve que la chance 
1 - s s'abaisserait au-dessous d'un millième, et qu'il serait fort pro­
bable que la minorité n'élirait pas un seul député. 

S'il en était ainsi, le gouvernement représentatif ne serait plus 
qu'uue déception, puisqu'une minorité de 90000 sur 200000 électeurs 
ne serait représentée que par un très p'etit nombre de députés, et 
qu'une minorité de 85000 n'aurait plus qu'une très faible chance d'a­
voir un interprète dans la chambre élective. Il suffirait que dans l'in­
tervalle de deux sessions, trois vingtièmes de la totalité des électeurs 
changeassent d'opinion, pour que la chambre _entière passât de la 
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droite à la gauche, d'une opini_on à l'opinion contraire. Mais les 
électeurs dont chaque collége est composé ne sont pas pris au hasard, 
comme notre calcul le suppose, sur la liste des électeurs de toute la 
l7rance; .et dans chaque arrondissement, l'opinion prépondérante se 
forme et se maintient par des causes particulières, telles que les inté­
rêts de la localité, l'influence du Gouvernement et celle de quelques 
citoyens. Toutefois, il était .bon de signaler l'extrême mobilité que 
le hasard pourrait produire dans la composition de la chambre élec­
tive, pour de très petits changements dans la proportion des électeurs 
qui ont une opinion et de ceux qui appartiennent à l'opinion con­
traire. 
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CHAPITRE IV. 

Stii.te du calcul des probabilités qui dépendent de très grands nombres. 

(94). Nous allons maintenant nous occuper des formules relatives 
aux chances variables; ce qui nous conduira à démontrer les trois pro­
positions générales énoncées dans les n•• 52 et 55 , et dont nous avons 
conclu la loi des grands nombres. 

Considét'ons une série de µ, ou m + n épreuves successives, pen­
dant laquelle les chances des deux événements contraires E et F va­
rient d'une manière quelconque. Désignons ces chances par p, et q, à 
la première épreuve, par p. et q� à la seconde, par p 1-' et q,,, à la der­
niè1·e; de sorte qu'on ait 

Appelons U la probabilité que E et F arriveront suivant un ordre 
quelconque, m fois et n fois. D'après la règle du n° 20, U sera le 
coefficient de u"'vB dans le développement du produit 

(up, + vq,) (up. + vq.) . •. (up,. + vq
l-' 

).

Or, si l'on fait 

le terme Uumvn de ce produit deviendra Ue(m - nJxV=i, et tous les autres 
termes renfermeront des exponentielles différentes de e(m - n)r V=ï; 
d'où l'on conclut qu'en désignant ce produit par X, en le multipliant, 
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ainsi que son développement, par e- (m - n).rV=ï dx , et intégrant 
ensuite depuis x = - '11' jusqu'à x = 7T, tous ces autres termes 
disparaitront, et l'on aura simplement 

l'if Xe- (m - n).rV=ï = 211'0 ; 
-'If 

ce qui résulte de ce que si i et -i' exprimant deux nombres entiers, 
positifs , négatifs ou zéro, dont le premier sera i = m - n, on aura 

f� 'If e•'.rV=ï e-i"' V-•dx f:_ Jcos(i'-i)x+sin(i'-i)x \1- 1]dx=o,

quand i et i'-différeront l'un de l'autre, et, en particulier, 

dans le cas de i' = i.
Nous aurons , en même temps , 

ap1 + vq,= cosx + (p; -q,) siax\l-1; 
et si nous faisons 

cos2 x + (p, - q,)• sin• x . pi", 

il y aura un angle réel r;, tel que l'on ait 
1 1 ( . ) • , - cosx = cosr0 

- p, -n, smx=stnr1 ; 
Pi Pl ., 

d'où il résultera 
up, + vq, = r, e"; V=-ï. 

Le signe fi sera ambigu; pour fixer les idées, nous regardel'ons 
cette quantité comme positive. En faisant, pour abréger, 

f'1fap,. • •P
µ 
= Y, 

r,+r.+r,+ ... + r
,.. 

=y, 
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le produit désigné par X deviendra . 

et nous aurons, en conséquence, 

J f" v'=7J" 
U=- Ycos[.r-(m-n).:r]dx+-- Y sin[.r- ( m- n)x]dx.

21'1" - ,r 27T - 7T 

Poui· des valeurs de x égales et de signes contraires, les valeurs de r, 
le seront aussi, et cel1es de F• seront égales; par conséquent, la seconde 
intégrale définie s'évanouira, comme étant composée d'éléments deux 
à deux égaux et de signes contraires; et cela devait être, en effet, 
puisque U est une quantité réelle. Pour des angles x suppléments 
l'un de l'autre, les angles r1 le seront également , d'après les expre�­
sions de cosr1 et sinr1; la somme des deux valenrs de y - (m - n)x 
qui leur conespondront, sera donc f-'71' - (m - n)7t ou 2n'1l", et 
conséquemment le cosinus de y - (m - n)x ne changera pas : 
il en sera de même à l'égard des valeurs de Y; en sorte que les élé­
ments de la première intégrale définie , correspondants à x et 
7T - x, seront égaux, aussi bien que ceux qui répondent à x et -x. 
En supprimant donc la deuxième intégrale, réduisant les limites de 
la première à zéro et ¾ .-,r, et quadruplant le résultat, nous au­
rons simplement 

2!�" U = -
2 Y cos[y-(m-n)it>]dx. 

,,,. 0 

L'intégration indiquée s'effectuera toujours sous forme finie, par les 
règles ordinaires. Mais quand p. ne sera pas un grand nombre, cette 
formule ne pourra être d'aucune utilité pour calculer la valeur de U; 
quand, au contraire, ce nombre sera très grand, on déduira de 
cette formule, comme on va le voir, une valeur de U aussi ap­
prochée qu'on voudra. 

(95). Chacun des facteurs de Y se réduit à l'unité pour x = o, 
et est moindre que l'unité pour toute autre valet�r de x, comprise 
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dans les limites de l'inté�ration; il s'ensuit que quandµ,. sera un très
grand nombre, cc prodmt sera généralement une très petite quantité, 
pour toutes les valeurs de x qui ne seront pas très petites, et que Y 
s'évanouirait, pour toutes les valeurs finies de x, si µ, devenait infini. 
Il n'y aurait d'exception que si les facteurs. de Y convergeaient indéfi­
niment vers l'unité; car on sait que Je produit d'un nombre �nfini de 
semblables facteurs, peut avoir pour valeur une quantité de grandeu1· 
finie. A cause de 

cette circonstance supposerait que l'une des chances des deux évé­
nements E et F, ou leur produit p,q,, décrût indéfiniment pen­
dant la série des épreuves. En excluant ce cas particulier, on 
pourra donc, dans le cas où µ, est un très grand nombre, considérer 
la variable x comme une très petite quantité, et négliger la partie 
de l'intégrale précédente, qui répond aux. autres valeurs de x. 

En développant alors suivant les puissances de x•, on aura, en 
série très convergentè, 

et, par conséquent , 

log fi = - 2p1q,x• + (½ p,q. - 4P.-qt)x4 - etc.; 

d'où l'on conclut 

logY = - µ,k•x• + µ, (½ k• - k'•)x4 - etc., 

en faisant, pour abréger, 

2�p1q1 = fl-k", 4�p,•q,• = p./c'•, etc., 

et étendant la somme � depuis i = jusqu'à i = p.. Si l'on fait 
aussi 

z 

X-

v;,
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que l'on considère la nouvelle vai·iahle z comme une quantité très pe­
tite par rapport à \/p. , et qu'on néglige Je; quantités de l'ordre de 

Petitesse de � il en résultera 
ff,' 

y= e-"•�•.

D'après les valeurs de r, et de sinr,, on aura de même 

.Te désignerai par p et q les chances moyennes de E et F pendant 
toute la sétie des épreuves, de sorte qu'on ait 

I I 

p = - :Sp,' q = - �q,' p + q = 1 ; 
ft, ff, 

la somme :S s'étendant toujours depuis i = 1 jusqu'à i = I'-• Je ferai 
aussi, pour abréger, 

l�n conservant seulement les quantités de l'ordre de petitesse de �,
V.,, 

on en dédui1·a d'abord

et ensuite 

cos[y-(m-n)x]=cos (zg V,u)- �! sin (zg \/µ),. V.u 

où l'on foi t, pour abréger, 
ni ( n) 

p--,.- q-; =g.

Je substitue ces valeurs de Y et cos [T - (m - n).x'] dans la for-
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mule ( , ) , et j'y mets J; dz au lieu de dx; il vient 

U = -3-= [fe-k•z• cos(zg \l'µ,)-_l_'=-= fe-k•::•z3 sin (zg \lµ,)dz].
'71'Vfl Vfl 

Le cas où les valeurs de p1 et q1 décroltraient indéfiniment ayant été 
exclu, k• ne peut être une très petite quantité; pour des valeurs de z
comparables à V�, l'exponentielle e-k•z• sera donc insensible; et quoi­
qu'on ne doive donner à cette variable que des valeurs très petites par 
rapport à Vp., on pourra maintenant, sans altérer sensiblement 
l'intégrale, l'étendre au-delà de cette limite, et la prendre, si l'on 
veut, depuis z = o jusqu'à z = cr., • D'après une formule connue, on 
aura alors 

- l'ff' 

r rn ( -) V '71' -: l,k• 

J O 

e-h• coszg Vµ, dz = 2k e 1 
; 

en différentiant successivement par rapport à g et à k, on en déduit 

pg"

f,
rn 

e-k'Z'z' (sin Z{J vi)dz=g�t (3 + :f) e-
4
*';

et au moyen de ces valeurs, celle de U devient 

pg• l'ff' 

U 
1 - 4k• gh ("' 

+ 
flff') e - 4k•

= kv''71'u e 
- 4k5V '71'f'- :'.> 2k' 

pg• 

A raison de l'exponentielle e- 4k•, celte probabilité sera insensible 

dès que g ne sera pas de l'ordre de la fraction V�; mais à cause de 

p + q = 1 et m + n =p., cette quantité g ne peut être de cet ordre de 

petitesse, à moins que cela n'ait lieu séparément pour p - � etq- �,
fi, ,.,. 

qui sont d'ailJeurs des quantités égales et de signes contraires; si donc 
3.2 •• 



on fait 
m I.e

P - ; = v�,
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la probabilité U n'aura de valeu1·s sensibles que pour des valeurs de 6, 
positives , négatives ou zél'O, mais très petites par rapport à YI'·, et 
il en résultera finalement 

I 

pom· ]a probabilité que les nombres m et ,z auront pour valeurs

m = Pl'- - Bk V�, n = q/1. + 8k V�, 

c'est-à-dire, des valeurs qui s'écarteront très peu d'être proportionnelles 
aux chances moyennes p et q et au nombre /1. des épreuves. 

(96). Pour que met n soient des nombres entiers, il fauùra que 8

soit un multiple de -V
1 

_ou zéro, En faisant G= o dans la formule (2), 
k ft 

on aura 
V

1 

_ pour la probabilité que met n seront précisément enll'e
k 'Ir/./, 

eux comme pet q. En désignant part une quantité positive , multiple

de -1
--; faisant successivement dans cette formule 8 = - t et 6 = t; 

kV,u 
et ajoutant les deux résultats, leur somme 

V
2 =e-1• exprimera la pro-

- k � 

habilité que m sera l'un des deux nombres pµ, =i= kt\!µ, et n l'un cle­
deux nombres qµ, :±:: kt \!µ.. Soit 

désignons paru un multiple donné de J'; faisons successivement, clans 
la somme précédente, t =cf',= 2J', = 5J, .••. jusqu'à t .= u; repré­
sentons par R la somme des résultats, augmentée de .la valeur clc U 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. .253 

qui répond à 8 = o; nous aurons 

R _ 1 
+ 

2 ..._. _,. 
- ./- ./-= "e ' 

k V,,,,.,, k V,,,,.,, 

pour 1a probabilité que les nombres· m et n seront compris entre les 
limites 

pµ, =J= uk\/µ, q µ, ± uk 'y1µ, 

ou égaux à l'une d'elles. 
La somme� se· rapportera aux valeurs de t comprises depuis t = J' 

jusqu'à t = u, et croissantes par des différences égales à J'; mais on 
pourra la remplacer par la différence· des sommes de e-1•, prises de­
puis t = J' jusqu'à t = oo , et depuis t = zt + J' jusqu'à t = Cl':) • Au 
moyen de la formule d'Euler, déjà employée dans le· n° 91, cette 
demi ère somme, multipliée par J', aura pour valeur, 

e- dt - -e-u' f,:r;, 

J, 

u 2 ' 

au degré d'approximation où nous devons nous arrêter, c'est-à-clire 
en négligeant le carré de J'. Si l'on y fait 11, = o, on aura aussi 

pour la somme étendue depuis t = J' jusqu'à t = oo et multipliée 
par J'. Par conséquent, si l'on retranche de cette dernière quantité la 
précédente, et qu'on divise par J', on aura 

�e-1• =- v 7T- - e-1•dt- - + - e-"'r • 1- if ,:r;, r r 

21' l u  2 2 '

pour la somme comprise dans l'expression de R; et en ayant égard à 
la valeur de J', cette expression deviendra 

R = I - 3 -J.rf;) 

e-1'dt + -
1

_ e-u•. (5) 
V ,;r u ky,,,,.,_ 

Lorsque les chances p, et q, sont constantes et conséquemment 
égales aux moyennes p et q, on a k = \! 2 pq; ce qui fait coïnci­
der cette formule (5), et les limites précédentes de m et n, avec 
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la formule ( 17) du n° 79, et les limites auxquelles elle répond, Cette 
coïncidence de deux résultats obtenus par des méthodes aussi diffé­
rentes, pourrait servir, au besoin, de confirmation à nos calculs. 

En prenant pour u un nombre peu considérable, tel que trois 
ou quatre, on rendra la valeur de R très peu différente de l'unité. 
Il est donc à peu près certain que dans un très grand nombre µ, 

<l,, 1 m ,1 ,. • d b epreuves, es rapports - et - s ecarteront tres peu es c anccs 
µ fi, 

moyennes pet q, dont ils approcheront de plus en plus, à mesure 
queµ. augmentera encore davant�ge, et avec lesquelles ils coïncide­
raient rigoureusement si /1. pouvait être infini; ce qui est déjà la pre­
mière des deux propositions générales du n• 52. 

(97 ). Soit maintenant A une chose quelconque, susceptible de 
plusieurs valeurs positives ou négatives, et que nous supposerons 
des multiples d'une quantité donnée GJ. Ces valeurs seront CQm• 
prises depuis etf.ù jusqu'à bw inclusivement, de sorte que b - et + 1 
soit leur nombre; et et b désignant des nombres entiers ou zéro, dont 
le second surpassera le premier, abstraction faite du signe : on aurait 
b = et., si A n'était susceptible que d'une seule valeur. Non-seulement 
à chaque épreuve que l'on fera pour déterminer A, toutes Jes valeurs 
possibles seront inégalement probables, mais on supposera, pour plus 
de généralité, que la chance d'une même valeur varie d'une épreuve 
à une ·autre. Si n est un nombre quelconque, compris entre a. et �, 
ou égal à l'une de ces limites, on désignera donc la chance de la va­
leur nGJ de A, par N, à la première épreuve, par N. à la seconde 
épreuve, etc. Cela posé, s étant la somme des valeurs de A qui au­
ront lieu dans un nombre /1. d'épreuves successives, il s'agira de déter­
miner la probabilité que celte somme sera comprise entre des limites 
données. 

Appelons d'abord n la probabilité qu'on aura précisément s = mw, 
en désignant par m un nombre donné, compris entre a et�, ou égal à 
l'une de ces limites. Si l'on forme le produit 

::EN,t""' • ::EN.t""' . ::EN3t""' ••• :EN,./
"',

dans lequel t est une quantité indéterminée, et les sommes � s'éten­
dent à toutes les valeurs den, depuis n = œ jusqu'à n = b; et si l'on 
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développe ce produit suivant les puissances de t,.
, il est aisé de voir que IT 

ser:i. le coefficient de tm<» dans ce développement. Cela est évident, dans le 
cas de p.=1. Quand p.=2, si l'on représente par n1Cdet n''Cddeux expo­
sants de t pris, l'un dans ·1a première et l'autre dans la seconde somme�. 
il est évident que la valeur m� de A pourra arriver d'autant de manières 
différentes que l'équation n' +· n" = ,n aura de solutions distinctes, 
en prenant pour n' et 71:" des nombres compris depuis a jusc1n'à b; la 
probabilité de chacune de ces manières sera le produit des valeurs 
de N, et N., qui répondent à chaque couple de nombres n' et n";
par consëqueut , la probabilité totale de s = mw aura pour e�ressî-;;n 
le coefficient de t

m

œ dans le produit des deux premières sommes �- Ce 
raisonnement s'étendra sans difficulté aux cas de µ. = 5, = 4, etc. 
Lorsque toutes les qmmtités N., N., N3 , etc., sont égales, leur pro­
duit se change dans 1a puissance (-(, de l'un des polynomes qui répon­
dent aux sommes �,  et cc cas a été consi'<léré dans le n• 17. 

Cela étant, par une considél'ation semblable à celle qu'on a employée 
plus haut, si nou:; faisons 

et si nous désignons par X ce que deviendra le produit desµ, sommes�, 
nous aurons 

Il=.!... f., Xe- mo V=îd8.
211' -11' 

Soient actuellement iet i' deux nombres: donnés, et P la probabilité 
que la somme s sera comprise enb·e iCd et i' Cd, ou égale à l'une de ces 
limites; la valeur de P se déduira de celle de fi en y faisant suc­
cessivement m. = i, = i + 1, = i + .2, •••• = i'; et la somme 
des valeurs correspondantes de e- m6 V=ï ayant pour expression 

il en résultera 
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Pour simplifier cette formule, je supposerai que Cd soit un infiniment 
petit; je prendrai, en même temps, pour i et i' des nombres ii;ifinis; 
et je ferai 

it:d = c - e, i' Cd = c + e, 8 = t:dX', dG = œdx; 

cet;; étant des constantes données, dont la seconde sera positive, afin qu'on 
ait i' > i, comme le suppose l'expression de P. Les limites de l'intégrale 
relative à la nouvelle variable x seront ± c:o • On aura sin¼ 9 = ½ t.,JX; 

et en négligeant ± ¾ par rapport à i et à i', cette valeur de P deviendra 

1 frn 
X 

v- . dx p = - e -c.r - 1 Sln éX -,
l'I' -<n X (4) 

Les valeurs possibles de A croissant actuellement par degrés infiniment 
petits, il faudra supposer leur nombre infini, et la probabilité de cha­
cune d'elles infiniment petite; en désignant par a et b des constantes 
données, et par z une variable continue, on fera donc 

a.œ = a, bGJ = b, nœ = z; 

on aura, en même temps, 

et l'on fera aussi 

N, = œf,z , N. = t:dj.z, N3 = t:d/3z, etc. 

Chacune des sommes� contenues dans X se changera en une intégrale 
définie, dont a et b seront les limites; et en prenant a, pour la diffé­
rentielle de z, on en conclura 

Î b :r:e V=ï f b :r:e V=ï rb :rzv=i X = 
J 

a e f.zdz. 
a 

e f,zdz., . . .  

J 
a e f

,.,. 
zdz, (5)

pour le produit deµ, facteurs qu'on devra substituer dans la formule (4) 
à la place de X. 

(98). Cette formule exprimera la probabilité que dans le nombreµ 
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d'épreuves, la somme des valeurs de A se trouvera comprise entre les 
quantités données c - i et c + ê, A la n}•m• épreuve, la chance 
infiniment petite d'une valeur z de A estf,.zdz; et toutes les valeurs 
possibles de A étant, par hypothèse, comprises entre a et h, et l'une 
d'elles devant avoir lieu certainement à chaque épreuve, il faudra 
qu'on ait 

la fonction f ,.z pourra d'ailleurs êtrn continue ou discontinue, pourvu 
qu'entre ces limites a et b, elle soit une quantité positive. 

Si la chance de chaque valeur de z ne change pas pendant les 
épreuves, la fonction f .z sera indépendante den; et en la représen­
tant par f z on aura 

Si, de plus les valeurs de A sont également probables, fz sera une 

constante qui devra être �
b

, pour satisfaire à la dernière équation. a-
En faisant 

on aura donc 
1 

fz = 2g' 
erz -1Jzdz= -- eh.rV-1 • fb v- singx -

" gx ' 

au moyen de quoi la formule (4) deviendra 

P _ 1 

f

a:, (singx)P. sin ex ( h ) d - - -- -- COS p. -c X X
7r -<S:J {JX X 

+ V=ï"
f

a:, (singx),.. sin,x . ( h ) d -- -- --smp. -cxx 
7r -oo (JX X ' 

ou simplement 

!f· smgx sm,x 
•'i'

1c 
a:, • /A . 

P = ;;: 0 ( g;-) -x- cos(p.h-c)xdx,

55 

(6)
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parce que la seconde intégrale s'évanouit comme étant composée d'é­
léments qui sont deux à deux égaux et de signes contraires, et que 
ceux de la première sont deux à deux égaux et de mêmes signes. 

L'exposant µ étant un nombre entier et positif, je vais faire voir 
que cette valeur de P s'obtiendra toujours sous forme finie, en rédui­
sant la puissance /J, de sin gx, en sinus ou cosinus des multiples de gx, 
au moyen des formules connues, savoir : 

:(14-1)[, 
, ( ) 

f'-•fl,-1 , 

2"'sin"'gx=(-1)2 srn/J,gx-p.sm /J,-2 �x+----;-:-;-
sm(P.-4)gx 

- t,t,•"- 1 ·;--2 sin ( p. - 6)gx +etc.],
1 ,2. 

qui sont co�posées chacune d'un nombre fini de termes, et dont la 
première a lieu quand le nombre /J, est pair, et la seconde lorsqu'il est 
11npa1r. 

(gg). Pour cela, j'observe que l'on a, comme on sait, 

en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que la 
constante Î' sera positive ou négative. Soient a, et b, deux autres quan­
tités positives; mettons bX et bdx à la place de x et dx, ce qui ne 
changera rien aux limites de l'intégrale; nous aurons 

f c:o sin(;,yx d ± r 
-- x= -71"·

o X 2 
1 

•-V

et en multipliant par d�, et intégrant ensuite depuis b = 1 jusqu'à 
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b = a, il en résultera 

foo 
dx 1 (cos,,.x- cosa,-x) � = =F - 7f (1 -a)J"• 

o X 2 
(8)

Cette équation subsistera évidemment pour ,- = o, quoique celle 
dont elle est déduite n'ait pas lieu dans ce cas particulier. Son premier 
membre est la différence des de!x intégrales r

,,:, 

cos a.Î'x dx etJO :c'J 

(
"° 

cosÎ'x d�, dont chacune a une valeur infinie. Pour cette raison, 
}o X 

il n'est pas permis de les considérer isolément, et de changer la va­
riable x dans l'une, sans la changer dans l'autre. Ainsi, en mettant 
-= et dx à la place de x et dx dans la première, elle deviendrait 
" " 

J:
= 

dx d" . 1 d h d l' ' . ' et cos ,-x --. ; et en 1v1sant es eux mem res e equat1on pre-
o X 

cédente par 1 - a., on aurait 

("° dx 1 
j 

O 

COSJ1X x• = =f= 2 71'')'; 

ce qui serait absurde. La même remarque s'applique à toute intégra1e, 
comme le premier membre de l'équation (8), qui a une valeur finie, 
résultante de la différence de deux intégrales infini,s. 

Je multiplie cette équation (8) par � dJ" ; puis j'intègre ses deux 
?I" 

membres, en assujétissant leors intégrales à s'évanouir quand Ï' = o; 
ce qui donne 

2 f 00( • sin-,,x) d:c 'l'' - Slll).2."--- ....,..==J=:(1-œ)-. 
?1" o et X3 1. 2 

En intégrant une seconde fois de la même mani�re, il vient 

2J:� ( 
COS•')'X 1 - ce') d.r 1'3 

- COSJ1X- --. - + -- - = ::t:: (1 - a.)--• 
7r O ce' -c' xi 1 • 2. 3' 

55 .. 
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une troisième et une quatrième intégration donneront de même 

2;:a:,[ . sin"'yx + (1-.. ')y] dx ...1.. ( ) ,yl 

- s1n-,,.x•---.- --,- _, =� 1 -œ �3 4',r o , •3 "' ;x;- l '2. • 
2 f «> [ 

cos ctyx 1 -a.' ( 1 -<1.")y'J d:r 
( ) 'Y� 

- COS"l,X---+--+-- __, .. =i i-a. _3_4_5;,.- o , ct4 tt4 2ct• x6 1.2, • • 

et en continua�t ainsi, on parvi(jdrait à des équations de cette forme

2fo:,[ sin«yx J dx 2fl "IP. - sin:rx----+ (1 -"')C -- =±(-1) (1 -"') --3--,,r o · t:1.p.-1 ,rµ+1 I .2 .•• •fi, 
1 2;:00[ cos«y.1:" '] dx ;(µ-,) '}µ - COS')IX---- + (1-t:1.)C --=:+(-1) (1-t:1.)----- • 

71' 0 a,f<-l ;rfl+I 1,2,3,.,fl,• 

la première répondant au cas oùµ. est un nombre pair, et la seconde au 
cas où µ. est impair. Les quantités C et C' sont des constantes déter­
minées, qui dépendent de a. et)', et dont les expressions, faciles à 
former, nous seront inutiles à connaitre. 

Je mets successivement, dans chacune de ces équations, J' + e et')'- E 

au lieu de-;,; et pat· la soust raction des résult ats, j'en déduis 

' . 

4 f. 0:, [ ..... • cos .. yx sin IIIX+( ·n] dx - COS r, Slll EX - --"-- 1-a.) --
,.. 0 etµ-• . etµ+• 

.. 

2,,. 
± (- i) (1-.. ) [(,-+a),,. - ( Î' - e)fl],1.2.3 ...... 

4fo:, [. . sin«yxsin«1x+( 'D'] dx - SID"l,X SlllEX - ---- 1-CIIJ 
--,.- o 1 «µ--• x�:;� 

. .!.(µ-1) 
-+ (- 1)2 (1 -«) [( fi - - t.2,3, .. .,. Î'+e) - (')t - eY,]; .

D et D' étant des constantes diflërentes de C et C'. Je mets enco1·e suc­
cessivement Î' + ( µ - 2n )g et )'- ( µ - 2n )g à la place de I'; et par 
l'addition des résultats dans la première équation, et la soustraction 
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dans la seconde, il vient 

� J,, ao [ cos(,u-2n)gxcos')'XSÎ111x cosot(,"-2n)gxcos«,yrsincux 

( ) EJ dx --+ •-· --
,:1.P.-I xP.+r 

1 
-i,< 

(1-œ)(-1? 
= -

3 [ + (,y+.ug- 2ng+ 1)1'- ± (-,, -,ug + 2ng + ,),.1,2, , .. ,.. 

+(,y+ ,-g- 2ng_- 1)-"+ ('.}l-.ug+2ng-1).U], 
8!00

[
. 

( ) 
• sin..:(,u-2n)g.-rcostt>rsin«1x + (. )E'] dx 

- Slll p-2n gcOSJ,XSllllX- 1-œ � -
7r O • r1,f'-I x/A+1 

!_(1<-l) 
(1-•) (-1)2 

c::"----'---'---[±('l' f pg- 211g+1)P. ::j::(,.--,ug+2ng+1).U 
1.2.3 .. ,,.. 

+ (,y+,-.g- 2ng- 1)1-' ± (>-,ug+ 211g-1)f'];

E et E' désignant aussi des constantes différentes de D et D'. En c.lon­
nant à n les valeurs successives o 7 I , 2, 5, et..;.; faisant, pour abré-

ger, 

u=[cosf,tgx-µ,cos (µ,-2)gx+ ,u,.u-r cos(µ,-4)gx 
I , 2 

f,<,,u-1 .,u-2 
( 6) + t J COS')':t' sin1:r: 

-
3 

COS µ, - gx C C, ; 
. I ,2, . xP.-1 

v=[sin·µgx-µ_
sin(µ,-2)g.x+ '"-;.

2 

1 sin(µ,-4)gx 

p,,u-1,,u-2 . 
( 6) + l J cos,,.x sin1x .

-'--'----'--- sm /J. - gx e c. ,1.2.3 xf-'- 1 

et désignant par u' et v' ce que deviennent zt et v, quand on y change
.:t: en (J.X, on déduit des équations précédentes 

1 -p. 
� ( .,, [u - u' + (1-«)FJ �� = 

(1-ct)(-1)2 

(f + f'-f-f'),
1r) o xf<-1 X 1,2,3, .,,.. ; ' , 

. !..(,u-1) 
� (00 [v -v' + (l-�F'J �;= (t-e1.) (- 1)2 

1f-f'-f,+f') i 
1r j o xi'- 1 X 1 , 2 • 3, , ,fi, \ • 
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F et F.' étant encore des constantes différentes <le E et E'. On a fait, 
dans ces dernières équations, 

et l'on a désigné par r', ce que r devient quançl on y change le signe 
de g, et par r, et r;, ce que deviennent r et r' par le changement du 
signe de€, Or, en renversant l'ordre des termes der' et r/, qui sont en 
nombre fini, il est facile de voir que l'on a r' � r et r,' = r, quand p. 
est pair, r' = -r et r,' = - r, quand p. est impair; au moyen de 
quoi les équations précédentes deviennent plus simplement 

l 

-,.. 

1 Î
rJJ 

[u-u'+(1-�)F]�=(1-)(-1)2 (r-r,)
'71"• f o xl-'-1 x• 1,2,3 •• ,fi- ' 

(g) 

Dans chacune des deux quantités r et r, que ces équations renfer­
ment, on devra, d'après l'origine des doubles signes de leurs différents 
termes , prendre le signe supérieur ou le signe inférieur d'un terme 
quelconque, selon que la quantité qui s'y trouve élevée à la puis­
sance p. sera positive ou négative. 

Maintenant, en vertu des équations ( 7), on a 

1 fao udx = _,,. f ao 
dx 

( )2 • • 
- 1 2/A smf'gxcOS)tX SlU€X --

0 x·• o :z:1-'+1• 

1 

lcao d -(p.-•) f"° 
d 

� = ( - l ra 2 /A SÎnf'.oX COSi'X sin €X _
+
x . 

0 X' 0 0 xf' l 

Les intégrales conte�ues dans les seconds membres de ces équations 

d . , fi • l • , l fao 11dx {, ao vdx . sont es quauhtes mes; es mtegra es -. et -. ,et par su1te, 
o X � o X 
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celles qui s'en déduisent en y mettant u' et ,,/ au lieu de u et v, ont 
donc aussi des valeurs finies; par conséquent , la remarque relative 
à l'équation (8) ne s'applique plus aux équations (9). Or, en met-
tant � et �x à la place de x et dx, dans les intégrales qui répondent 
à u' et v', nous aurons 

f 00 u'dx _ , (
00 udx 

o -:x.-- a.J o x• t 

au moyen de quqi et des formules précédentes, les équations (g) se 
changent en celles-ci : 

4 
[ '/: 

00 • • dx 21-< j 00 dx 
] r-r 

- 2P. sm.«'gxcos.,,xsm,x-- +(-1) F -·-·- =--·-'-,
.,.- o xf'+l o :,;f'+l 1,2.3,,,,U 

1 

4 [ '/:
00 dx 2 (}'-i) f 00 dx J r-r

- 2f' sinf'g.rcos.,,xsin1x -+ +(-1) F' -+ 
=--3-� . .,.- o xi' 1 o :,;f-< 1 1.2, ... ,,. 

Mais l'intégrale J:
00 

;:. étant infinie, ces dernières équations ne pour­

raient pas subsister, si les constantes F et F' n'étaient pas nulles; il faut 
donc qu'on ait identiquement F = o et F' = o; ce qu'on pourrait 
d'ailleurs vérifier, si cela était nécessaire. Cela étant, les deux dernières 
équations se réduiront à une seule, savoir : 

4 · f '° . . dx r-r -.2ts sm,.
gx COSÎ'X SlDéX -+ = 3 ' ,'Ir o x" 1 1 .2 • •• •P. 

qui aura lieu pour les deux cas deµ. pair et de P. impah·; et si l'on y fait 

7--�p.h-c, 

ét qu'on ait égard à la formule (6), on en conclur� fin?,lement 
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pour l'équation qui fera connaitre la valeur de P sous forme finie, et 
qu'il s'agissait d'obten'ir. 

( 1 oo ). Dans le cas de p.= 1 , ou d'une seule observation, P est la 
probabilité que la valeur de A quÎ doit, par hypothèse, être comprise 
entre les limites données a et b, ou h-g et lt+g, le sera, d'après l'obser­
vation, entre les limites aussi données c �e etc+ e. Si ces dernières 
1 imites renferment les premières, on dévra donc avoir P = 1 ; si , au 
contraire, ce sont les dernières limites qui sont renfermées dans les 
premières, P devra être le rapport de l'intervalle 2ë des dernières à l'in­
tervalle 2g des premiè1·es; si les dernières limites tombent Ioules deux 
en dehors de l'intervalle des premières, il faudra qu'on ait P = o; si 
c - E tombe dans l'intervalle de lz - g et h + g, et c + 6 en dehors, 
P devra être le rapport de l'excès de h+ g sur c - e à l'intervalle 2g; 
et enfin, si c'est c + e qui tombe dans l'intervalle de h- g eth+ g, 
et c - e en dehors, il faudra que P soit le rapport de l'excès de c + e 
sur h - g à l'intcrvaJle 2g. Ces cinq valeurs différentes de P, savoir 

P P 
I p p -- �+s-c+i p __ c+1-lt+g=1, = ;;, =o, , o 2g 2g • 

se déduisent effectivement de l'équation ( 10), qui donne 

P = 4.
g 

(r - r,)' 

pom· p.= i. On aura , en même temps , )' = h - c '. et par sui le

r = ± (h + g - C + e) =F (lt - g - C + E)'
r, = ::::1:: (h + g - C - e) =F (h - g - C - e). 

Dans le premier des cinq cas qu'on vient d'énoncer , on aura 
c + e > h + g etc - e < h - g; les quantités comprises entre les 
parenthèses seront positives dans r et négatives dans r,; il faudra,. en 
conséquence, prendre les signes supérieurs dans r et Jes signes infe:.. 
rieurs dans r, ; et il en résultera 
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Dans le second cas, on aura h + g > c + € et h - g < c - €; on 
devra prendre lés signes supérieurs des premiers termes der et r,, et les 
signes inférieurs de lem·s seconds termes ; de sorte que l'on aura 

P= -=. 
g 

Dans le troisième cas, nous aurons h - g > c + E; on devra prench-e 
les signes supérieurs dans r et dans r,; ce qui donnera 

On pourra aussi avoir, dans ce troisième cas, h+ g < c - €; ce qui 
exigera qu'on prenne les signes inféricms; les valeurs der et r, chan­
geront donc de signe, et l'on aura encore P = o. Dans le quatrième 
cas, nous aurons c -e > h -g, c-ê< h +g, c+ € > h+ g; il 
faudra prendre les signes inférieurs des deux termes de r,, le signe 
supérieur du premier terme de r, et le signe inférieur de son second 
terme; d'où il résultera 

P
= 

Ti+g-c+, 
2g 

Enfin, dans le .cinquième cas, on aura c - e < h - g, c + é> h- {J , 
c + e < h +. g. On prendra, en conséquence , les signes supérieurs
des deux termes de r, le signe supérieur du premier terme de r,, et le 
signe inférieur de son second terme; ce qui donnera 

La vérificat_ion de la valeur de P relative au cas d'une seule ob­
servation, peut aussi se faire sur cette valeur générale, donnée par la 
f01,.mule (4). Dans ce cas, si l'on regardefiz comme une fonction dis­
continue, qui soit nulle pour tout�s les valeurs de z non comprises 
entre les limites données a et b; la probabilité P que la valeur de A 

54 
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devra tomber entre les limites c =i= s, sera évidemment 

rc+, 
p = J C _ 1 

f,zdz, 

Or, pour p.= 1, on a, d'après les formules (5) et (4),

X-f b 
x::V-1 i'zd p If'° (fb 

x::V=ï
j, 

d) -cxV=-ï . dx - e 
JI 

z , = - e ,z z e sm EX -:- ; 
a ?l'"-co a X 

et en intervertissant l'ordre des intégrations relatives à x et z, et faisant 
d!sp�raître Jes imaginaires, cette expression de P pourra s'écrire 
ams1 

P=.:j,,[ ( '° sin(c+,-z)x d
x

- ( '° sin(c-1-z)-:dx ]J,zdz . 
7r a }o X Jo X 1 

i.\Iais on a, co.mme plus haut, 

00 • 

le sm ')IX d _ ::1::: , -----;- X - 2 7T'
. 0 

selon que la constante Î' est positive ou négative; la différence des 
deux intég..ales relatives à x sera donc nulle ou égale à 7T, selon que 
les deux quantités c + e -z et c - e- z seroo t de mêmes signes ou de 
signes contraires; par conséquent, l'intégrale''relative à z se réduira à 
zéro pour toute valeur de z qui sera, ou plus grande que C + E, ou 
plus petite que c - s; elle ne devra donc s'étendre qu'aux valeurs de z 
comprises à la fois entre a et b, et entre c ;_ e et c + e; et puisque 
nous regardonsf;z comme nulle potir toutes les valeurs de z qui tom­
bent hors des limites a et b, la valeur de P se rédui1·a à l'intégrale 
def,zdz, prise depuis z=c- ejusqu'à c + E.; ce qu'il' s'agissait de 
vérifier. 

( 1 o 1 ). Lorsque /1- sera un très grand nombre, on pourra, par des 
transformations semblables à celles du n• 95, changer la formule ( 4 )
en une autre qui fera connaitre la valeur approchée de P. 
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Observons d'abord que la formu]e (5) peut s'écrire ainsi 

Faisons ensuite 

(fi, )a (J'b . . 
)' a f,.z.cosxz.dz,. + aj.z,. smxz,.dz. = p,.•;

il y aura un angle réel r,. , tel que l'on ait 

1 1·. bf. d: I f bf. . - ,.z,.cosxz. z,.=cosr., - ,.z,. s1nxz,.dz. = s1nr
,.

; 
Pn a · Pn a 

et si l'on fait aussi, pour abréger, 

f,fafa· · •P,.,_ = Y, 
r1 + r. + r, . . •  + r

,,. 
=y,

la valeur précédente de X deviendra 

X= Y e.rV=ï. 

En la substituant dans la formule .(4), on aura donc · 

,/- 0Ô 
1 w . d:r v - 1 • • dx P =;[_"" Y cos(J'.':--cx)smex ;-+ -:;;-j-«> Ysm(y-cx)srnex -;- ;

et comme les éléments de )a seèonde intégrale sont deux à deux 
égaux et de signes contraires, et ceux de la première , deux à deux 
égaux et. de mêmes signes, cette valeur de P se réduira à

P 2 J:"° 

y ( . 
) 

. dx 
· 

=- cos y- ex smex-. 
� o X 

(li) 

P�)Ur x = o, on a p,. = 1; et pour toute autre valeur de x, celle 
54 .. 
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de p., est moindre que l'unité. En effet, l'expression de p• n peut 
évidemment se changer en celle-ci : 

laquelle est équivalente à 

fb (b l. ,. n = a 
J 

a J nz.fnz' cos X (.::; - z')dzdz'; 

quantité moindre que J,.bJ,.bJ�z.f�z'dzdz', ou que .f>.zdz. J,.bJnz'dz', 
pour tout_e valeur de x différente de l'unité; et, par conséquent, moin­
dre que l'unité, puisqu'on doit avoir J:J,.zdz = 1 et J,.bJ�z' dz' = 1. 

Cela posé, le nombre p. étant très grand, il s'ensuit que dès que 
la va1·iable x ne sera plus très petite, le produit Y, égal à l'unité 
pour :x: = o, se réduira, en général, à une très petite fraction 
qui serait tout-à-fait nulle si µ, pouvait devenir infini. En faisant 
abstraction, comme dans le n° 95, du cas particulier où Y con­
vergerait vers une quantité différente de zéro (*), · nous pourrons 
donc ne donner à x, dans l'iritégrale ·que contient la formule ( 1 1), 
que de très petites valeurs, à la limite desquelles la valeur de Y 
soit insensible; de sot·te qu'en faisant 

y= e-6''
la variable 9 pourra être supposée il)finie à cette limite; et qu'en subs­
tituant cette variable à x dans l'intégration, ·on.devra prendre zéro et
l'infini pour les limites de-l'intégrale relative à.9. ·, 

Pour exprimer x et dx au moyen de 6 et d9, je développe les valeurs 
précédentes de p., cosrn et p., sinr,. suivant lès .puissances de x. En 

c•i Pour l'examen de ce cas particulier et des singularités, qu'il présente, je ren­
vel'l'ai à mon mémoire inséré dana la Connaissance des Tems, de 1827, et que 
j'ai déjà cité ( n° 60 ). 
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· mettant la lettre z au lieu de z. sous _les signes f, et faisant

nous aurons, en séries convergentes, 

.x• k' xi k"'faCOSr,. = I - - n +---
3 4 

a-etc,,
. 1 .2 1. 2. • 

J 

. k X k'' + p,. smr,. = x � - --
3 11 

etc. 
1 .2. 

En faisant aussi 

;: (k'
,. 

- k•,.) =h,. , � (k". - 5k
,.
k',. + 2k3

,.)=g0 , etc.,

on déduira de ces séries 

f,. = 1 - x•h,. + x"l,. - etc.,

r. = xk,. - x'g,. + etc.;

et de cette valeur de f,. , on déduira ensuite 
,• 

logp,. = - x•h,. + x"(l,. - ¼ h•,.) -- etc. 

Faisons encore 

�k,. =p.k, �h.=p._h, �g. = p.g, �(l. -fh•.)=p.l, etc.; 

les sommes� s'étendant, ici et dans tout ce qui va suivre, depuis n=r 
jusqu'à n = fJ-; nous aurons 

logY - - 6• = - x•p.h + x4p.l - etc.;

d'où l'on tire 
. Il 183 

x = ./== + --,/- + etc.,
y µlt 2µh•y !'h 

d:r _ 1,_3 +· l8d6 +
x - Il µh• etc.; 



RECHERCHES 
et l'on aura en même temps 

ge3y-cx=(P-k - c)x---= + etc.,
hVµ,h 

g93 cos(y - ex)= cos(l'-k - c)x + -V- sin(l'-k-c)x+ etc.h µ,h 

Au moyen de ces diverses valeurs, la formule ( 11) devient 
2/:00 

· da P =- e-9• cos(l'-k- c)x sinëx -
'/1" o e 

+ 2

V

g _ r 
00 

e-5' sin ( p.k - c)x sin ,x.6•d8,'/l"h f'hJ o 

en négligeant les termes qui seraient divisés par f'-, et conservant x à 
la place de sa valéur sous les sinus et cosinus.

Si nous prenons 
C = pk, 

cette formule se réduira à 

P 
2 

;:
00 

9, • 1/l d0
=- e- SID-= -, 

11" o Vuh 0 

en · supposant que le rapport de ë à \/ I'- ne soit., pas un grand nom­
bre, ce qui permet de réduire la valeur de EX à son premier. terme 
,() 0 ' . d ' . ' d' ' c ---='• r, a. etant une constante m eternunee, on a, apres une 1or-

V� , . 

mule connue , 
... 

J. 
00 ctfJ · 1 a / - -4/Ah e-&• cos-= d8= - v '7T' e ; 

o yµ,h 2 · 

�n multipliant par • ;
et , et intégrant depufr, et= o jusqu'à œ = i, on

V f'h 
en déduit 

... !00 • 19 dB 1 ✓-J• -4µh e-9• sm -= - = - _ e da. ;
o V ,,,_h e 2 ... µ,h, o 

et en faisant 

a, = 2t \lp.h, da.= 2\11-'-h dt, e - 2zt \11'-h, 
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et observant qu'on a 

il en résultera enfin 

2 /00 
P = 1 - v- e- 1'dt, 

'ïr ll 
(15) 

pour la probabilité que dans un très grand nombre p. d'épreuves, la 
somme s des valeurs de A sera comprise entre les ]imites 

p.k =1= 2U \lp.h, 

ou, ce qui est la même chose, pour la probabilité que les limites 

k =. 2u\/h-r- v- , 
. fi-

• 

comprendr�nt ]a valeur moyenne� de A, résultante de ces p. épreuves 

successives. 
( 102). En donnant à u une valeur peu considérable, qui rende néan­

moins )a formule ( 1 5) très peu différenle de l'unité, on en conclura que le 
rapport : différera probablement fort peu de la quantité k; et comme 

fi- . ,. 

cette quantité représente la somme des valeurs .possibles de A, multi-
pliées par leurs chances respectives à chaque épreuve, et divisées par 
1e nombre p. des épreuves, c'est.;;à-d}re la somme de ces valeurs mul­
tipliées respectivement par leurs chances moyennes, il s'ensuit que 
cette condusion coïncide avec _là, proposition du n° 55, qui se trouve 
ainsi démontrée dari.s toute sa généralité. 

Ainsi, dans un très grand nombreµ, d'épreuves, il y aura toujours 
une probabilité très approchante de la certi�ude, que la valeur moyenne 
de A différera très peu de la quantité k : la différence: - k diminuera 

f'-
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ndéfiniment à mesure que I'- augmentera de plus en plus, et serait tout­
à-fait nulle si ce nombre devenait infini. 

Si l'on construit une courb_e plane dont z etj�z soient les coor­
données courantes, elle représentera la loi de probabilité des valeurs de A 
dans la n'"u épreuve, en, ce sens que l'élément j�zdz de _l'aire de cette 
courbe sera la probabilité infiniment petite de la valeur de A exprimée 
par l'abscisse z. La courbe dont les coordonnées courantes sont z 
et f;. �j�z représentera de même la loi de pr_obabilité moyenne des 
valeurs de A, relative à la série des p. épreuves; l'intégrale J,.b J

,.
zdz 

étant l'unité , l'aire totale de cette c"ourbe, depuis z = a jusqu'à z = b, 
sera aussi l'unité; �t si l'on appelle ( l'a�cisse de son centre dè gra­
vité, on aura 

• 

. 1 rb . , k= - � zf,.zdz=(; 
ff, ' {l 

en sorte que celte abscisse est la quantité k vers laquelle �on verge, 
dans tous les cas , la moyenne des valeurs de A. Cette quantité sera 
zéro toutes les fois que par la nature de la chose A, ses valeurs 
égales et de signes contraires seront également p1·obables dans chaque 
épreuve, c'est-à-dire lorsque l'on aura f,. ( - z) . f,.z, pour toutes 
les valeurs de n et de z. · · · 

La constante h devra être une quantité positive , pour que les li-
mites de !.. soient réelles. C'est aussi ce que l'on peut facilement véri-

,. ' " ' . ,, 

fier. En effet, d'après ce.que h,. représente; et ·parc_e que J:j',.z'd_z' = 1, 

on peut écrire 

f,
b . 

.r
b . 

f
i, .. J,b 2h. = z"J,.

zdz. f,.z'q.z' - · .zf,.zdz. z'j�z'dz', 
. a a J_ a a 

ou , ce qui est la même chose, 

ou bien encore 
2h,. = f b 

r
b (z• _ .. ,zz')J,.zj�z'dzdz', a}" 

rbrb 2h,. = J a}" (z'• -z'z)f,.z'j,.zdz'dz_;
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ce qui donne, en a,ioutant ces deux dernières équations, 

Or, cette valeur de 4h. est évidemment positive, et ne peut pas non 
plus être :Q.ulle , puisque tous les éléments de l'intégrale double sont 
positifs; par conséquent, il en sera de même à l'égard de la somme "2-h. 
et de h. 

Le cas le plus simple est celui d'une égale probabilité de toutes 
l_es valeurs possibles de A, pendant toute la série des épreuves. Quel 
que soit n, on aura alors 

f,.z = b�' -a 

afin que cette valeur constante de .fnz satisfasse à la condition J,,Y�zdz=-r; 
et il en, résultera 

Les limites de : do�t la probabilité est P, seront , en conséquence, 
" 

� (a+h) 
u(b-a)

2 =F V6� ' 

'd . . 2ub I ' b E t et se re mront a =F V6
/ orsqu on aura a= - . n prenan , par

exemple (n° 8.2), 
u =· 0,4765, 

il sera également probable que la moyenne : se trouvera comprise"' 
en.dedans ou en dehors .des limites (o,389) :�; et si l'on art=6oo,

il y aura un contre un à parier que � ne s'écartera pas de zéro, d'une 
µ 

quantité plus grande que la fraction °3�;:
5 de b, à très peu près égale 

à (o,otG)h. 
55 
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Ce cas est celui d'un point 1\1 qui doit tomber à chaque épreuve sur 
une droite dont la longueur est 2h, et où l'on suppose toutes les po­
sitions de M sur cette droite également probables : Pest alors la pro­
babilité que dans un très grand nombre µ, d'épreuves, la distance 
moyenne de M au milieu de cette droite n'excèdera pas la fraction 

J:,.. de sa demi-longueur h. Si M devait tomber à chaque épreuv·e 

sur la surface d'un cercle du rayon b, et que l'on supposât également 
probables toutes les distances égales du point M à son centre, il est 
évident que la probabilitéJ,.zdz d'une distance z serait proportionnelle 
à z; en la supposant constante pendant les épreuves , et observant que 
toutes les distances possibles seraient comprises entre zéro et h, il fau-
drait prendre f.z =�:pour satisfaire à la condition J:,J:.zdz = 1 ; de 

cette manière, on aurait 

k.= k = 2
3
°, 2'1,. = 2h = '!... b• _ 1 b•; 

2 9 

el P serait la probabilité que dans le nombreµ. d'épreuves, la moyenné 
des distances du point M au centre serait comprise entre les limites 

2b uti 

-+--3 3V�· 

( 1 o5 ). Quoique nous ayons supposé ( n° 97) la chose A susceptible de 
toutes les valeurs comprises entre les limites a et b, mais inégalement 
probables, les formules que nous avons obtenues n'en sont pas moins 
applicables au cas où le nombre de valeurs possibles de A est limité; 
et pour cela, il suffira <le considérer comme des fonctions disconti­
nues, les fonctions/. z, f.z ,j,z, etc;, qui expriment les lois de pro­
babilité des valeurs de A dans les µ épreuves successives. 

Soient, en efl"ct, c., c,., c3 , • • •  c,, un nombre v de valeu1·s de z 
comprises entre a et b; supposons que la fonction f.z soit nulle 
pour toutes les valeurs de z qui ne sont pas infiniment peu différentes 
de l'une de ces quantités c,, c.., Ca , ••• c,; en désignant par J' un in­
finiment petit, supposo�1s aussi qu'on ait 

Je, +I I.e, +Ir d I.e' +1_,. d 
f,.zdz=y, J11Z Z=i'-,···· JnZ z= Î',i 

c,-1 c,-J r, -J 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 275 

de cette manière, A ne sera susceptible que des v valeurs données c,, 
c., C3,, , .  c0 dont les probabilités respectives serontÎ',,Î'a,Î'S>·"Î', 
à la ni••• épreuve, et pourront varier d'une épreuve à une autre, c'est­
à-dire avec le nombre n. Mais l'une cle ces valeurs devant avoir lieu 
certainement à la n1

'"" épreuve, il faudra que l'on ait 

Î'• + Î'• + Î'3 + • • • + Î'v = 1 , 

pour toutes les valeurs den, depuis n:::; 1 jusqu'à n = µ.. Cette somme 
des quantités,,., Î'., Î'u etc., sera d'ailleurs la valeur de l'intégrale 
f

11

J,.zdz, et cette équation remplace lacoaditioofa�/.zdz= 1. 

Pour un indice quelconque i, on a identiquement 

fzf�zdz = c1ff,.zdz + f(z - c1)f,,ulz, 
fz1,.zdz = c,Sfj�zdz + 2c,f(z - c,)f.zdz + f(z - c,)-J,.zdz. 

Si l'on prend ces intégrales entre les limites c1=,= J-, celles qui renfer­
ment le facteur Z - C1 sous le signe f s'évanouiront, puisque entre ces 
limites, ce facteur est infiniment petit, et les autres auront Î'• pour va­
leur. On aura do_nc 

d'où l'on conclut 

au moyen <le quoi les quantités désignées par k et h dans le n° 
1 or, de­

viendront 

k = .!.. l: (Î',c, + Î'•c• + • . . +)', Cv), 
,,. 

h = !... � [(?-,c•,+✓.c•.+·. •+Î'v c•, )-(c,)',+c•Î'•+ ... +c,Î', )•];,,,,,. 
55 .. 
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les sommes X s'étendant au nombre µ, des épreuves. Par conséquent, 
la formule (15) exprimera la probabilité que la sommes des valeurs 
de A, dans cette série d'épreuves, sera comprise entre les limites 
µk =r:, 2-u V µh, dans lesquelJes on mettra pour k et h les valeurs que 
l'on vient d'éc1·ire, et qui seront faciles à calculer, quand les v valeurs 
possibles de A et leurs probabilités respectives seront données pour 
chaque épreuve. 

Si ces probabilités sont constantes et, de plus, égales entre elles; 

leur valeur commune sera !. , et l'on aura simplement , 

k = !. ( c. + c. + C3 + • • • + c,), 
• 

h= ..!.... [v (c,•+c.• +c3• +· . . +c,•)-(c,+c.+c3+ ... +c,)•].
2• 

Supposons , par exemple , que les valeurs possibles de A soient les six 
numéros marqués sur les faces d'un dé ordinaire, que l'on projette 
successivement un h'ès grand nombre de fois représenté par p.; absfrac­
tion faite de la petite inégalité qui peut exister entre les chances de 
ces six faces , on aura 

v=6, c,=1, c� = 2, c3 = 5, c4 =4, cs=5, c6 =6; 

d'où il résultera 
35 h

= 24;

en sorte que la formule ( 1 5) exprimera la probabilité que la somme s 
des numéros qu'on amè�ra dans les p. épreuves successives, sera com­
prise entre les limites 

En preeant u = 0,4765 et f.t = JOO, il sera également probable que 
dans 100 épreuves, la somme s sera comprise en dedans ou en de­
hors des limites 350 =F 1 1 ,5. 

( 104). 'Maintenant considérons, comme dans le n• 52, un événement E 
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d'une nature quelconque, dont l'arrivée puisse être due à un nombre v de 
causes distincles, qui s'excluent mutuellement et qui sont ]es seules 
pJssibles. Appelons ces causes C,, c., C3 , • • •  C, ; soient c, Ja chance que 
la cause C, donnera à l'atTivée de E, quand ce sera cette cause qui inter­
viendra, et )1 la probabilité de son intervention. La chance de E pourra 
varier, en conséquence, d'une épreuve à une autre: ce sera une chose 
susceptible de v valeurs différentes, c., c., c3 , • • •  c0 dont les pro­
babilités respectives seront Î'•, Î'•, i1s, . .. Î'" et demeureront les

mêmes tant que les causes C., c., Cs, ••. C., ne changeront pas. Rn 
prenant donc cette chance pour A, il y aura la probabilité P, donnée 
par la formule ( 15), que sa valeur moyenne, dans un très grand nom-
h d', 

. l 1· . I'. 2U Vh ' l' re f', eprcuves , sera comprise entre CS m11tes If =F v,;- 1 OU On
mettra pour k et 11, leurs premières valeurs du numéro précédent, ap­
pliquées au cas oùlesquantitésc., c., c3, etc., Î'u Î'•' y3, etc., demeurent 
constantes pendant les épreuves; ce qui changera ces valeurs en colles-ci: 

k = '.)'1
C1 + Î'•C• + • • • + 7", Cv, 

h = Hi'1c,•+ ,,.c .. + • • • +,-, cv•)-¾ (:,,,c, + )'.c.+ • • • +:, y Cv )·, 

et les rend, comme on voit, indépendantes du nombre µ,, quels que 
soient d'ailleurs Je nombre et l'inégaJité des quantités qu'elles renfer­
ment. Et comme on peut donner à u une valeur peu considérab]e , 
qui rende la probabilité P très approchante de la certitude, il s'ensuit 
que la moyenne des chances de E qui auront lieu pendant �a série 
d'épreuves, différera probablement très peu de la somme des v pro­
duits y,c,, Î'•c•, etc., dont elle s'approchera indéfiniment à mesure 
que le nombre p. augmentera encore d'avantage; ce qui est 1a seconde 
des deux propositions générales du n• 52, qui nous restait à démon­
trer. 

Dans deux séries composées de très grands nombres p. et p.1 d'épreuves, 
si l'on représente par met m' les nombres de fois que l'événement E ar-
:·ivera, les rapports �et�• s'écarteront p1·obahlement fort peu (11° 96) 

µ. f' 

des chances moyennes de E dans ces deux séries; il est doue aussi 
très probable qu'ils différeront très peu de la valeul' précédente de k, 
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et; par conséquent, l'un de l'autre; puisque cette valeur de k sera corn• 
mune aux deux séries d'épreuves, si , toutes les causes C,, C., C3, etc., 
n'ont pas changé dans l'intervalle. Mais quelle sera la probabilité d'une 
petite différence donnée entre ces rapports � et m,'? C'est une question 

µ, " 

importante dont nous nous occuperons dans un des numéros sui-
vants. 

( 1 o5). Dans Ja plupart des questions auxquelles la formule ( 15) est 
applicable, la loi de probabilité des valeurs de A est inconnue , et, 
par conséquent, les quantités k et /z, contenues dans les limites de 
la valeur moyenne de A, ne peuvent se déterminer à priori. Mais au 
moyen des valeurs de A observées dans une longue série d'épreuves, 
on pourra éliminer les inconnues que renfermeraient ]es ]imites de 
sa valeur moyenne, dans d'autres séries également composées d'un 
grand nombre d'épreuves, et pour lesquelles les diverses causes qui 
peuver_it amèner toutes ]es valeurs possibles de A ,  sont Jes mêmes 
que pour la sJrie dont on aura employé les résultats, en entendant 
par de mêmes causes, celles qui donnent la même chance à chacune 
de ces valeurs, et qui ont elles-mêmes une égale probabilité. La so­
lution complète de ce problème est l'objet des calculs suivants. 

Je fais c = e dans la formule ( 12); il en résulte 

11:00 . . dfJ 1;:00 8 • ( )dJP= - e-S•sm(µ. k x)-+- e- • sm 2.x - µ,kx -
l'S' O (i l'S' 0 !I 

- g r
00e-S•cos(µ.kx)81d81- g r

00
e-8·cos(2Ex-µ,kx)9•d8,

l'S'h V ,,,.1iJ O 1rh V ,,,.1zJ 0 

pour la probabilité que la somme s desµ, valeurs de A sera comprise 
entre zéro et 2e. On en conclut que la différentielle de P par rapport 
à E, savoir : 

exprimera la probabilité infiniment petite que s aura précisément :;ie 
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pour valeur. Je fais aussi 

je désigne par f@'dv la valeur corrrespondante de (:. dé, dans laquelle 

je néglige les quantités de l'ordre de petitesse de .!., cc qui permettra d'yI' 
réduire x au premier terme-'- de sa valeur en série (n° 101 ); il vient 

il ,uh 

f@'dv= 2d" rrn 
e-8•cos(2v9)d9- '.J.gdv f

er, 
e-B•sin(2v0)93d9,

r,r J O 'lrh V ,.,1 J O • 

et à cause de 

cette valeur de fufdv prendra la forme 

fliJ'dV = J
;;: 
(1-J� V) e-v•dv; 

V désignant un po1ynome qui ne contient que des puissances impaires 
<le v, et qui n'influera pas, quel qu'il soit d'ailleurs, sur le résultat de 
nos calculs. Cette expression de f@'dv sera donc la probabilité de la 
somme s égale à la valeur précédente de 2E, ou bien en divisant, parµ, 
ce sera la probabilité de l'équation 

s 2"Vii -=k+ -
,,. -v,;,

<lans laquelle v est une quantité positive ou négative, mais très petite 
par rapport à\!'µ,,

J'appellemi maintenant C,, C., C., .•• C,, toutes les causes, connues 
ou inconnues; qui s'excluent mutuellement, et qui peuvent donner 
à A une des valeurs dont cette chose est susceptible; et je désignerai 
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par '1u '1u '1s, •• • Î'v, leurs probabilités respectives, dont la somme 
sera égale à l'unité, et dont chacune aurait une valeur infiniment pe­
tite, si le nombre de ces causes possibles était infini. Les valeurs pos­
sibles de A étant toutes celles qui sont comp1·ises entre a et b, et, con­
séquemment, en nombre infini, la chance de chacune d'elles, provenant 
de chacune de ces causes , sera infiniment petite. Je représenterai 
par Z,dz la chance que C, donnei·ait, si cette cause était certaine, à la 
valeur z de A. L'intégrale !a\J,.zdz, relative à la n1'"'' épreuve, sera 

donc une chose susceptible des JI valeurs fab zZ,dzfa
b 
zZ .. dz, .. J,.

b 

zZ,dz, 
dont les probabilités seront celles des causes correspondantes; en sorte 
que �. exprimera, à une épreuve quelconque, la chance de la valeur 

fab zZ,dz. Par conséquent, la probabilité infiniment petite d'une valeur 

de la moyenne .!. � f b zJ,.zdz, se déterminera par la règle précédente, 
" 'J 4 

qui convient à la moyenne -5. des valeurs d'une chose quelconque, dans 
un très grand nombreµ, d'épreuves : s sera alors la somme des p. va­

leurs inconnues de !a
b 

if,.zdz, qui auront lieu dans cette série d'é­
preuves , et les quantités qu'on devra prendre pour k et h; se déter­
mineront d'après les JI valeurs possibles de cette intégrale, 

Or, en prenant ces II valeurs fa
b 
zZ,dz, J,.

b 
zZ�dz, ... f(Jb zZ, dz,

pour ·celles que l'on a désignées par c,, c., . . .  c, , dans Je n° 1 o5, 
et faisant, pour abréger, 

où la caractéristique S indique une somme qui s'étend à tous l.es in­

dices i depuis i = 1 jusqu'à i = JI, ce sont , d'après les formules de ce 
numéro, les quantités,- et b, indépendantes deµ, ,qu'il faudra prendre 
p,our k et lz. Si donc on désigne par ", une quantité positive ou né� 
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gative, très petite par rapport à \Iµ; que V, soit ·un polynome qui ne 
contienne que des puissances impaires de v,; et que l'on fasse 

cet infiniment petit trir
1
dv, sera la probabilité de l'éqnatiou 

.. 

1 fb . 2P Ve -� zj.zdz =}+ -;-/-=-•
� a 

y� 

En considérant de même la quantité 

1 f b 1 ( ( b 

)• 2 a z"j.zdz - 2 J .. zj.zdz ,

comme une chose susceptible des v valeurs correspondantes aux causes 
C,, C., ... C, , et dont les probabilités, à chaque épreuve, seront 
celles de ces causes mêmes; désignant par �" ul!e quantité positive ou 
négative, telle que le rapport v;; soit une très ·petite fraction, et par

V
11 

un polynome qui ne contienne que des puissances impaires de v,,; 
faisant ensuite 

et, pour abrége1·, 

cette expression de tür1lv
11 

sera la probabilité que la moyenne desµ., va­
leurs de la quantité dont il s'agit, savoir : 

ne différera de ci que d'une quantité déterminée, de l'ordre de peti-
36 
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tesse de v
;;
, et qu'il nous sera inutile de connaitre. D'ailleurs cette

moyenne n'est autre chose que la quantité h du n° 101 ; si donc on né­
glige les quantités de l'ordre de .!. , il suffira de mettre a, au lieu de h., 

"' 

dans le second terme de la valeur précédente de !.. , qui est déjà de l'or­
,. 

d d • d ., re e v; ; e cette mamere, on aura

� = k + 2vV;;_
,. v,;; , 

.. 

et la probabilité de cette équation serait encore mrdv, si la valeur de h 
que l'on a employée était certaine. Mais cette valeur n'ayant qu'une 
probabilité œ,lv

11
, dépendante de Ia variable v

11 
qui n'entre pas dans 

la valeur de !.., il s'ensuit que la probabilité de celle-ci aura pour ex-
/' 

pression complète , le produit de fGJ'dv et de la somme des valeurs 
de fliJ'11dv", correspondantes à toutes celles que l'on .peut donner à v

11
• 

Or, quoique ces valeurs doivent être très petit.es par rappo1'l à V°ii, on 
pouna néanmoins, à raison de l'exponentielle e- v,,• facteur de fliJ'11dv

11, 

étendre l'intég1·ale de fliJ'11dv
11 

sans l'altérer sensiblement , depuis 
"•= - «> jusqu'à v

11 
=a:>; la partie dépendante de V

11 
disparaitra 

comme étant composée d'éléments, deux à deux égaux et de signes 
contraires; et l'on aura simplement fa:, 

rril'
11
dv = 1. Par conséquent, 

-a:, 
• 

la probabilité de l'équation précédente sera toujours tt'iJ'dv, comme si 
la valeur approchée de li dont on a fait usage, eût été certaine. 

On peut aussi remarquer que la moyenne ..!. � (
b
zf,.zdz n'est autre

I' J a 

que la quantité k du n° 
1 or; l'expression de t'fiJ'1dv, est donc la probabi­

lité que la valeur de cet-te quantité sera 

k- + 2v, Vi:.- )' i,l_; 
,
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donc en substituant cette valeur dans celle de ! , ce qui donne 
f' 

la probabilité de cette dernière équation, pour chaque couple de 'f;J­
leurs de v et v,, sera le produit de trirdv et a,d,,,, que je représenterai 
par,,., de sorte qu'on ait 

en négligeant le terme qui aurait p. pour diviseur • 
. Désignons par 9 une variable positive ou négative, très petite, 

comme v et v,, par rapport à V�; on pourra faire 

etsi l'on veut remplacer v, par cette nouvelle variable, dans la formule 
différentielle précédente, il y faudra mettre, au lieu de v, et d11,, les 
valeurs 

ce qui la changera en celle-ci 

_ 1( 1 T) -(
yv
vt'- ·itY- 0

·v�dvdlrI-; 1-v;; e 

v,-
,

dans laquelle T est un polynome provenant de V et V,, et dont chaque 
terme contient une puissance impaire de v ou de 8. L'équation 

s + 2iiV•+' 
- = Ï' ---,=--, 
I' V'" 

ne renfermant plus que la variable 9, il s'ensait que sa probabilité 
56 .. 
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totale sera la somme des valeurs de (J', relative à toutes les valeurs 
positives ou négatives que l'on peut donner à l'autre variable v. De 
plus, à raison de l'exponentielle que renferme l'expression de (J', il 
sera permis d'étendre cette intégrale, sans en alté1·er sensiblement la 
valeur, depuis 1-' =..:. co jusqu'à 11 = co . Alors, en faisant 

·k'

vv'� _ _!Yd _ 11 dvv'� _ zn 

v� v't -
0

'' Vt 
- ( 0'' 

et désignant par T', ce que T deviendra en fonction de O et 0,, nous 
aurons 

les limites de l'intégrale relative à la nouvelle variable 8, seront encore 
± co ; en représentant donc par >1d9 sa valeur infiniment petite, il en 
résultera 

pour la probabilité de l'équation (14); 0 étant un polynome qui ne 
contient que des puissances impaires de 9. 

Il s'agira actuellement d'éliminer l'inconnue et+ b de cette équa­
tion ( 14); ce qui sera possible, comme on va le voir, parce que l'ex­
pression de et+ b se réd.uit à 

1 f b 1 ( r b )' 
et + (; = - S'}', z•Z1dz - -· S:r, zZ,dz ,

2 2 • a 

et se tl'ouve indépendante de la somme S'}', (J,.6 

zZ1dz /, qui était con­

tenue dans chacune des quantités et. et b. 

(106). En appliquant à!. Î
b 

z-.t,,.zdz le même raisonnement qu'à2}a 
cette quantité diminuée, comme dans le n�méro précédent

., 
de 

;: (fab zj�zdz y, et désignant par ; � sa valeur moyenne 7 de sorte 
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1 fb 
- � z':f,.zdz = cp , 

,. 0 

il y aura la probabilité ,r;,/1,1
11 que! S)'1 Î

b 
z•Zdz ne différera de 1

• �, que 
2 ./ o 2 

d'une quantité déterminée et de l'ordre de petitesse de J�· De plus, en 

négligeant toujours les termes qui ont t pour diviseur, on verra aussi, 

comme dans ce numéro, qu'il sera permis d'employer, dans l'équa­

tion ( 14), � cp au lieu de cette partie� S],', Î\•z1dz de la valeur précé-
2 2 J o 

dente de a. + b, sans rien changer à la probabilité >idO de cette équa­
tion. L'autre parlie de la valeur de a. + b étant exactement la 
quantité¾;,•, on aura donc 

Cl+ b = ¾ cp - ¼ )' 0
; 

au moyen de quoi l'équation (14) deviendra d'abord 

s 8 --·----

- = Î' + v- \12cp-2'r"· 
I'- ,. 

Cela posé, soit Zune fonction donnée de z. L'analyse des n° 97 et I01, 
et par suite, l'expression de fl.ifdJ.1 du numéro précédent, s'étendront sans 
difficulté à la somme des valeurs de Z qui auront lieu dans les µ, 
épreuves que nous considérons. Il suffira de prendre au lieu de A , 
une autre chose A, dont les valeurs soient celles de cette fonction Z. La 
probabilité infiniment petite d'une valeur quelconque de A, sera la 
même que celle de la valeur correspondante de z, et s'exprimera, en 
conséquence, par f�zdz à. la n1

••• épreuve; et si l'on désigne par k,, l,,, 
g,, etc., ce que deviennent relativement à A,, les quantités k, li, 
g, etc. , du n• 1 o 1 , qui se rapportent à A, on aura 

Donc, en appelant s,, la somme des I'- valeurs de A, qui auront lieu 
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dans la série d'épreuves, l'infiniment petit rr,;rdv sera la probabilité que 
l'on aura précisément 

�-k+ 2vv'h, 
FI- - I 

v;; • 

Maintenant, si nous faisons Z = z•, nous aurons 

1 fb 
k, = - � z•J.zdz = q>;

f' a 

au degré d'approximation où nous nous arrêtons, on pourra donc 
prendre� pour la valeur de q,, dans l'expression précédente de�; et l'on 

"' � 

s'assurera, comme dans le numéro précédent, que la probabilité de 
cette expression ne changera pas; en sorte que >1d0 sera toujours la 
probabilité infiniment petite de l'équation 

ou de celle-ci , 

s + Il ✓;,;----
,.
.

= ;, v= 
-1. - 2;, , 

" f' ,. 

.J (J ✓2S 2s• 

"i,. = ;, + V_;; ,,,: - ,,,,. , 

qui se déduit de la précédente, en négligeant toujours les quantités de 

l'ordre de petitesse de�. 
p, 

Je représente par 71.. la valeur de A qui a eu on qui aura lieu à la 
n11m

• épreuve; et je fais, pour abréger,

On aura identiquement 

s l 
-'=-�À· 
" ,. 

. ' 

.. 

, s·
1 

1 

'..!.-- = - � ()i. -i\)"· 
" ,., " . ' 
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au moyen de quoi, l'équation précédente deviendra 

s Ol 

- = Î' + -=·" V F< 

Or, on conclut de là qne si l'on désigne par u une quantité positive et 
donnée, l'intégrale de la probabilité ï1d9 de cette équation, prise de­
puis 8= u jusqu'à 9=-u, exprimera la probabilité que la valeur 

de : tombera entre les limites 
,,. 

En appelant r cette dernière probabilité, et ayant égard à l'expression 
de ï1d9, on aura 

f = -- e d9 - ---= e edq ;1 (" - 6• 1 f" - 8• 

V 7( � - .. v' 7rf'- _ .. 

et comme e·est un polynome qui ne contient que des puissances im­
paires de 8, la seconde intégrale sera nuJle, et J'on aura simplement 

r = -== e d9; 
1 f" -6• 

v'l( - .. 

résultat qui coïncide avec la probabilité P donnée par la for­
mule (15). 

Ainsi, cette formule exprime la probabilité que les limites =F 11'_, 

v,. 
qui ne renferment pl us rien d'inconnu après les épreuves, comprendront 

la différence entre la moyenne ! des valeurs de A et la quantité spéciale 
,. 

)', dont cette moyenne approche indéfiniment, et qu'elle atteindrait 
si µ. devenait infini , sans que les causes C,, C., C1 , • • •  C,, des valeurs 
possibles de A chang�assent jamais.

( 107 ). Supposons actuellement que l'on fasse deux séries d'un 
grand nombre d'épreuves, qui sera représenté parµ, dans l'une de ces 
séries et par fA' dans l'autre. Soient s et s' les sommes des valeurs de A 
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dans ces deux séries; soient aussi "• et )/,. les valeurs de A qui auront 
ou qui ont eu lieu à la n"m, épreuve; et faisons 

1 

- �Àa = 
,,.

1 1 
,l:À ,. = ,,. 

À, 

)...' ' 

1 � 
(Àa - À )8 = ¾l•,

,,. 

..;� (X.- r,.')9 = ¾l'•;
,,. 

les sommes l: s'étendant à toutes les épreuves de chaque série, c'est­
à-dire, les deux premières depuis n= 1 jusqu'à ,z = µ,, et les deux der­
nières depuis n = 1 jusqu'à n= µ'. Si les causes C,, C,. , C3 , • • •  C, , ne 
changent pas d'une série d'épreuves à l'autre, la quantité Î' du n° 105 
ne changera pas non plus; en désignant alors par 8 et G' des variables 
positives ou négatives, mais très petites par rapport à \Iµ, et \/ µ.', les 
équations relatives aux valeurs moyennes de A dans ces deux séries, 
seront 

s Bl 

-;. = 
Î' + �'

s' 8' l' 

;: ="+V?; ( 15) 

et leurs probabilités respectives ndG et n'd9' auront pour expres­
sions 

Y:dr. �'�(1 - -'- e) e - &• dr. ;•'dr., = -
1 

(1--' e') e -B'•dfl' ·o v ,.. v � 
o, . o v; v1 11 , 

0 et 0' étant des polyuomes qui ne contiennent que des puissances 
impaires de 8 et 81

• De plus, si les sér.ies se composent d'épreuves diffé-
' 

'd' l d s s d ' , rentes, on pourra cons1 erer ces va eurs e - et , comme es eve-
,,. "' 

nemeats indépendants l'un de l'autre; et par la règle du 11° 5, la pro-
babilité de leur arrivée simultanée sera le produit de >1d8 et n'dG'. Ce 
sera aussi la probabilité d'une combinaison quelconque des deux 
équations ( 15), et, par exemple, de l'équation que l'on obtient en les 
retranchant l'une de l'autre, savoir : 

s' s B' l' el 

ïl - ; = Vil v�· 

Ainsi, en désignant par ._J., le produit >1>1' d6dG', et négligeant le terme 
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qui. aurait \/ µ,µ,' pour divis.eur , nous aurons 

4 = �(x - -1 0- -1-0') e - B• -8'• d6d6'
. w v,; V7 ' 

pour la probabilité de l'équation précédente, relativement à chaque 
couple de valeurs de G et 8'. 

Pour suivre ici, la même marche que d .• ns le n° 105, je fais 

&'l' • ez ' V r•.u +z•.u' 
V '",.- v,; = v,,..u' ; 

. ce qui change cette équation en celle-ci: 

s' s , V t•.u +z•'"' -; - -= -...=--. 
,,,. ,,,. • v' f,tff,' 

Je remplace 9 dans ..j,, par la nouvelle variable t; et pour cela, 
je fais 

6' _ t V�� + 6l V.7 d6' = V l'•µ. -t:_ t•µ.' dt.
- l'V,c tV�' l'V

f' 
, 

d'où il résulte 
( t V� ,.,,., 91 V�')' 

� a,aavz·•.u +z•,.; < n) - 1-v� +rv; _,,
- ---------c=-- I - e • -

�rv� 
' 

Il étant un polynome dont chaque terme renferme une puissance im-
s' s paire de t ou de 8. La valeur de -;_ - ;_; ne renfermant plus que la

variable t , sa probabilité sera l'intégrale de 4 étendue à toutes les va­
leurs que l'on pourra donner à l'autre variable 9; et à cause de l'expo­
nentielle contenue dans {, cette intégrale pourra s'étendre, sans en
altérer sensiblement la valeur, depuis 8 = - � jusqu'à 8= �. En fai-
sant alors, 

tV�'f'' + ozv,;, ' Vt•p.+l·.u'd d' 
r v,; ï·v�- = 

t ,
t' v� 

t = t , 

5-
/ 
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et désignant par Il' ce que Il deviendra, nous aurons 

4, 
= !. ( 1 - Il') e- t'•-t• dt'dt;

'li" 

les limites de l'intég1·ale 1·elative à t' seront encore t1 
= =1= o:,; et si l'on 

t't}présente pa1· (dt la probabilité infiniment petite de la valeur précé-
s' s dente de -, - -

7 
on aura 

,,. f' 

(dt = v; ( I - T) e- ,. dt;

Tétant un polynome qui ne contient que des puissances impai1·es de t.

Enfin, si nous représentons paru une quantité positive et donnée 7 et 
' 

par A la probabilité que cette difféf'ence; _ � tombera entre les li-
f' ,,. 

mites 

nous aurons 
2 ru 

A = V;; J
O 

e - '' di; 

ce qui coïncide avec la valeur de P donnée par la formule ( 15). Par 
conséquent, cette quantité P est la probabilité que la différence entre 
les valeurs moyennes de A dans deux longues séries d'épreuves, tom­
bera entre ces limites qui ne contiennent rien d'inconnu. 

Après avoir pris pour u une valeur suffisante pour reudre celle de P 
très peu difféœnte de l'unité; si l'observation donne pour cette diffé-
rence �- .::, une quantité qui tombe en dehors des limites précé-

,,. ,. 

den tes, on sera fondé à en conclure que les causes C,, C., C3, • • •  Cv , 
des valeurs possibles de A, ne sont pas restées les mêmes dans l'inter­
valle cles deux séries d'épreuves, c'est-à-dire qu'il sera survenu quelque 
changement, soit dans les probabilités Î'•, y., )'3, • • •  y, , de ces causes, 
soit dans les chauces qu'elles donnent aux ditlërentes valeurs de A. 
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D'après ce qu'on a vu dans le numéro précédent, chacune des quan• 

tités let t' devra <liffére1· très prohablement f01·t peu d'une même quan-
tité 2 y'"+{:, inconnue f!t la même dans les deux séries d'épreuves; il
est donc aussi très probabie que les quantités let l' différeront très peu 
l'une de l'auh·e; et sans change1· sensiblement, ni la grandeur des li­
mites précédentes, ni leur probabilité, on y pourra faire l' = l. Dans 
une série d'épreuves futures, il y aura donc la probabilité P, donnée 
par la formule (13), que la moyenne� des valeurs de A, tombera en-

f< 

tre les limites 
s ul\l�. 
-=F V I ' p, f'M 

qui ne dépendent, pour chaque valeur donnée de u, que des résultats 
<le la première sé1·ie d'ép1·euves d�jà faites. 

Pour une même valeur de u, c'est-à-dire à égal degré de proba­
bilité, on voit que l'amplitude de ces limites est plus grande que celle 
<les limites de la différence)' - �, dans le rapport de y'µ,+µ,' à \!ji',,,,, 
et que ces deux amplitudes coïncident à très peu près , lorsque µ,' est 
un très grand nombre par rapport au très grand nombre µ.. 

( r 08) .Si les deux sé1·ies de p.et µ.1 épreuves ont pomohjet la mesure d'une 
même chose, et sont faites avec des instmments différents, pour chacun 
desquels les erreurs égales el contraires soient également probables; les 

s s' , , . valeurs moyennes - et -, , resultantes de ces deux senes, con ver-
,. t' 

geront indéfiniment vers une même quantité qui sera 1a vé1·itahle va­
lem· de A ( 11° 60). Dans ce cas, l'i.nconnue ?' sera donc la même pour 
les <leux séries tl'obse1·vations, etlcs moyennes� et S: ùiffél'eront très 

fi. fi. 

pl'ohahlcment fort peu l'nnè <le l'autre; mais, pour ces deux séries, 
l'inconnue œ + � pourra être très différente; ce qui rendra très iné­
gales les quantités let l'. Les valeurs de ces quantités étant connues, 
on peut demander quelle est la manièl'e la plus avantageuse de com-

, 

biner les moyennes :. et !, , pour en déduire les li miles de )', ou de 
I' f' 

la véritable valeur de A. 



292 RECHERCHES 

Pour trouver cette combinaison; je désigne par g et g' des quantités 
indéterminées dont la samme soit l'unité, et j'ajoute les équations (15), 
après avoir multiplié la première par g et la seconde par_g', ce qui 
donne 

.,, :.,_ {[!_ +g's' _ gla _g'l'
.
9'.

' - f' "'' v- V
,-,

' f' ·" 

équation dont la probabilité est égale à+, d'après ce qu'on a dit plus 
haut, pour tous les couples de valeurs de G et 9'. Or, par un calcul 
semblable à celui qu'on vient d'effectuer, on en conclura que la 
quantité P, donnée par la formule ( 1 5), exprimera la probabilité que 
la valeur inconnue de Î' soit comprise entre les limites 

Si donc on veut que pour une même probabilité P, c'est-à-dire, pour 
chaque valeur donnée de u, l'amplitude de ces limites, soit la plus pe­
tite qu'il est possible, il faudra déterminer g etg' en égalant à zéro la 
différentielle du coefficient de u, par rapport à ces quantités : à cause 
<le g + g' = 1 et dg' =-dg, on en déduira 

l'• 

g-
"' 

- l'•,,,_ + l•µ.' ;
, - Z•µ' •g - l'•µ. + /'14''

et les limites les plus étroites de,- seront celles-ci 

sl" + s' z• ull' 
l'•"' + z•14' =F V z·•,,, + z•f'' ' 

d.ont la formule ( 15) exprimera toujours la probabilité.
On peut facilement généraliser ce résultat, et l'étend1·e à un nombre

quelconque de séries d'un grand nombre d'observations, faites avec 
des instruments différents pour mesurer une même chose A. Les trois 
quantités µ., s, l, répondant à la première série, si l'on désigne les 
quantités analogues parµ.', s', l', d�ns la seconde série; parµ} ', s'', l",
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dans la troisième; etc.; et si l'on fait, d'abord 

et ensuite 

µ' - q' �- '
µ" ,, 

D•t"• = q , etc. ,

la formule (15) exprimera la probabilité que la valeur inconnue de A 
est comprise entre les limites 

sq s' q' s"q" u -;; +7 + 7 + elc. :::p D'

· résultantes de Ja combinaison la plus avantageuse des obset·vations.
Et comme on pourra rendre cette formule ( 15) très peu différente de
l'unité, en prenant pour u un nombre peu considérable, il s'ensuit
que la valeur de A différera très probablement fort peu de la somme

s s' s11 
• • , • des moyennes - , -, , ,,, etc., mult1phees respectivement par les quan­

,.,,, ,.,,, ,.,,, 
tités q, q', q", etc. Le résultat de chaque série d'observations influera
d'autant plus sur cette valeur approchée de A et sur l'ampli-

, 1/ 

d Il d ]' . I . d 
. t µ µ f' • tu e =t= 0 e ses 1m1tes, que ce ua es quot1en s li' y., l"•' etc,, qui

se rapporte à celle série, aura une plus grande valeur.
Lorsque toutes les séries d'observations auront été faites avec un

même instrument , on pourra les considérer comme une seule série,
composée d'un nombre d'observations égal à µ, + µ,'+µ,"+etc. Ainsi
qu'on l'a dit plus haut, les quantités l, l', l'', etc., seront à très peu près
et très probablement égales; en étendant les sommes � à la série to­
tale, ou depuis n= 1 jusqu'à n=µ,+ µ,'+µ,"+etc., el faisant

on pourra prendre l, pour la valeur commune de l, l', l,,, etc.; au 
moyen de quoi les limites précédentes de l'inconnue,-, et dont la 
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formule ( 15) exprime la probabilité, deviendront 

s + s' + s" + etc. 11!, 
,.. + ,.., + f'" + etc. =F \/ ,..+,u'+,.."+etc.; 

ce qui coïncide avec le résultat dn n° 106, relatif à une seule série 
<l.' épren ves. 

( IOg). La question indiquée à la fin du n° 104 se résoudra pa1· des 
considérations semblables à celles dont on vient de faire usage. 

Soit m le nombre de fois que l'événement E, de nature quelconque, 
arrivera dans un très grand nombreµ d'épreuves. La chance de E va­
riant d'une épreuve à une autre, soit p. celle qui aura lieu à la niim , 

épreuve. Faisons 
1 

- �Pn = p,,.. 

1 

- �P"n = q; ,.. 

désignons par v une quantité positive ou négative, mais très petite 
par rapport à\/µ,; et rep1·ésentons par U la pt·obabilité de l'équation 

m · " .. 1 
- = p - .r V 2p - 2q. 
,.. y,.. 

En négligeant, pour simplifier les calculs, le second terme de la for­
mule (2); ayant égard à ce que représente la quantité k qu'eJlc ren­
ferme; et y mettant v au lieu de 9, on aura 

Comme dans le 11° I 04, appelons C,, Cu ... C, , toutes les cause1; 
possibles de l'événement E, qui peuvent être en nombre fini ou in­
fini;.,,., y,., ... jt,, leurs probabilités respectives; c., cA , ... c,, les
chances qu'elles donnent à l'arrivée de E. En considérant Pn comme
une chose susceptible de ces v valeurs c,, c0 • • •  c, , dont jt., )'., ••. ) , , 
sont les probabilités; faisant 

.,,,c, + Ï'�c• +
Î',c,• + -;,.c." +

. . . .  + ')-,c, = r, 
+ Ï',c,• = (';
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et désignant par v, une variable positive ou négative , très petite par 
rappo1·t à y'p,, la probabilité infiniment petite que l'on aura précisé­
ment 
.. 

sera la quantité ,r;,
1
dv

1 
· du n° 105, ou simplement J; e - ,.,. dv,, c11 

négligeant le second terme de son expression. Si l'on désigne encore 
par v,1 une variable très petite par rapport à \Iµ., il y aura aussi la proba-
bilité ,r;,

11
dv

11 
de ce même numéro, ou simplement� e - v,,• dv

11
, que la 

V:r 
quantité p- q ne différera de r- p que d'une quantité déterminée, 
proportionnelle à v,11 et de l'ordre de petitesse de -2:; et l'on verra 

Vµ 
de plus qu'en négligeant les quantités de l'ord1;c del, on pourra, sans 

altérer la probabilité U de la valeur précédente de�, mettre r-p au" 
lieu de p - q; ce qui change1·a cette valeur en celle-ci 

D'ailleurs, si l'on fait 

m vVu--=-;; 
,; = P

V� 

=I== = J',\/2p, (r- p) 

il faudra, pom· que m soit un nombre entier, ne prendre pour v que 
des multiples positifs ou négatifs de cl', qui devront, en outre, être t,rès 
petits par rapport à µ. 

Cela posé, j'ajoute les valeurs précédentes de p et �; cc qui donne 
f' 

m . + y v;;-=-;;:; y v;-;:-=. 2p -;; = r I 

v,; - - V� ;

équation dont la probabilité, pour chaque couple de valeurs de v et v, ,. 
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se1·a le produit de U et de f:,;;: e-",'d111 que je représenterai par e et

qui aura pour valeur 

en mettant r- p au lieu de p -q dans l'expression de U. Je fais 

ri .  /r - r + Y· )� d /� dfl• 
I', � Cl V p _,.. V p - ,.., Y,

= V p - ,.. o, 

il en résulte 

d'où l'on tire 

m +· eV2r- 2r" 
-=r ---=--·

fi, Vft ' 

• 

1 en négligeant les termes de l'ordre de petitesse de-. On aura, en 
fi, 

même temps, 
__ [v• (r-r•)+ :iv9\l(.:=;:;rr,:-=-;j""+ 9• (1· - r•)] 

Jd0 ✓r - r• - p _ ,., 

-

e=- --e , .,, p - r' 

en ayant égard à ce que ; représente. Mais l'expression de r ne ren­
fermant pas Y, sa probabilité en ·est aussi indépendante; elle est égale 
à la somme des valeurs de e correspondantes à toutes celles que l'on peut 
donner à ,, , et qui doivent croitre par des différences égales à ; , dont 
v est un multiple; à cause de la petitesse de cl', on obtiendra une va­
leur approchée de cette somme en mettant dY au lieu de cl' dans e, et 
remplaçant la somme par une intégrale : cette valeur sera exacte aux 
quantités près de l'ordre de ; ou de Vµ" Quoique la variable " doive

êtœ une très petite quantité par rapport à y'µ, on pourra, à raison 
de l'exponentielle contenue dans ,; , étendre l'intégrale, sans en altérer 
sensiblement la valeur, depuis ,, = - «J jusqu'à Y = «J • Alors, si 
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✓- -
r-r• r-p " --.+eJ--�=e,, 
p-r p-r ✓r 

- r• dn --.dv= o,,
p-r 

les limites de l'intégrale relative à 81 seront aussi±: Cl:); et en désignant 
par (d9 la probabilité infiniment petite de l'expression de l', on aura 

Donc u étant une quantité positive et donnée, la probabilité que la 
valeur inconnue de r tombera entre les limites 

m· u\12m(.u-m) 
; =F .uV� ' 

coïncidera avec la quantité P donnée par la formule ( 15), pmsque 
cette probabilité sera 

Ainsi, P est la probabilité que la quantité spéciale r dont s'approche 
indéfiniment �e rappo1·t �, à mesure que le grand nombre p. aug­

mente encore davantage, ne_..,ère de ce rapport que d'une quantité
comprise en les limites 

- u V 2m (.u - m)
=F . /- ' 

"V .U 
• 

qui ne contiennent rien d'inconnu. 
Dans une seconde série composée d'un très grand nombre p.1 d'é­

preuves, soit m' le nombre de fois que l'événement E arrivera. En 
-désignant par 0' une variable positive ou négative, mais très petite
par 1·apport à\!µ,', la probabilité infiniment petite de l'équation

m' I' V 2m' (.u' -m') 

r=7- �'V"' , 
58 
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sera J; e -B'• d6'; celle de l'équation

m' m o'\/2m'(,,l-m') 8 \/2m(f"-m) ---= -·- ' ", " "'V"' "'v,;; 

que l'on obtient en retranchant cette valeur der, de la précédente, sera 

donc le produit de J
;: 

e-B'• d8' et de v; c-B• d0 pour tous les couples

de valeurs de 8 et 81
; et si l'on fait d'abord 

8' \lm'(,/ -m') B Vm (,to -m) t V ,et 1m'(µ'-m') +/fin� 
.u'V "' - ,uV,; = ,.,,,,,v ""' ' 

dS'= V p}m' (,/ -m') + µ''m (f',-m) dt,·
P-V µm'(p,' -m')

et ensuite 

G\f,-,.:lm'\p,'-m')+f'''m(,.-m) + tµ.'Vµ.'m(,u-m) 1 
���-�==��-- ���=--t 

µ\I f'm'(}','-m') f'V µm' (f','- m') - ' 

V-;zim' Ci - m') + ,-,.'3m <" - m) 
d8 = dt' 

,-,. V'pm' ( µ' -m') ' 

c'est-à-dil'e, si l'on remplace d'abord la variable 8' part sans changer G, 
et ensuite 8 par t' sans changer t, cette probabilité de l'équation pré-
cédente deviendra � 

!. e-1•-•'• dtdt'.
1f' 

Cette équation devenant, en mêrrre temps, 
m' m t V 2µ.'m' (µ' - m') + 2f,l,'3m (,-,. - m)
, --- -= ' , ' 
" "" ""'V"'" . 

et ne ·contenant plus que la variable t, sa probabilité totale sera l'ïn­

tégrale relative à t' de celte expression différentielle;. intégrale que 
l'on pouri·a étendre, sans en altérer sensiblement la valeur, depuis 
.i • '' 1 • d 

I d d' ' l' � =- oo JUSqua t = ct:J, ce qui onnera -- e- 1• t; ou on 
v ... 
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conclura enfin que v•·-fu 

e- 1• dt, ou la quantité P donnée par la
?r -u 

fo;mule ( 1 5), exprimera la probabilité que la différence m; - !!! est 
"' "' 

comprise entre les limites 

dans lesque1les u sera une quantité positive et donnée, et qm ne 
contiennent que des nombres connus. 

Ces limites coïncident avec celles que nous avons trouvées dans le 
11

° 87, d'une manière beaucoup plus simple, mais pour le cas seu­
l�ent où la chance de l'événement E est constante et la même dans 
les deux séries d'épreuves. Toutefois la formule (24) <le cc numéro 

contient un terme de l'ordre de • ; ou 
V

1
,, qm ne se trouve pas

. . vµ µ 

dans la formule ( I 5); ce qui tient à ce que, dàns le calcul que nous 
venons de faire, nous avons négligé les termes des probabilités que 
nous avons considérées, qui seraieut de cet ordre de petitesse. 

( 1 IO ). Je ne me propose pas de traiter, dans cet ouvrage, les nom­
breuses questions auxquelles on peut appliquer les formules précé­
dentes, et dont les principales ont été indiquées dans le n° 60 et les 
suivants (JI:} Je me bornerai à prendre pom· exemple de ces applica­
tions, une question connue qui se rapporte aux orbites des planètes et 
des comètes. 

Dans les quantites qui ont été désignées précédemment pa1· r et r
( n• 99), si nous faisons 

/t = g, '}' = µ.g - C , C - € = 2gct, C + & = 2g� , 

I 

c•) Je puis encore indiquer la probabilité du tlr à la cible, crue j'ai considérée 
dans m.1 mémoire écrit avant cet ouvrage, et qui paraîtra rlans le prochain nu­
méro <lu Mërnorial de l'artillerie.

38 •• 
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nous aurons 

...J....f',•t,t-1( '°)µ (,l,,t,t-J.t,t-2
( ,z P)P.:±: f =-- µ.- !1- b =i= µ.-;,-b e c.� 

1.2 1.2.3 

où l'on pre11dra Je signe supérieur ou le signe inférieur de chaque 
terme, selon que 1a quantité qui s'y trouve élevée à la puissance µ, 
sera positive ou négative. Cela étant, en représentant dans ces deux 
formules, par S et T les sommes des termes qui devront être �s 
avec leurs signes supérieurs, et par S, et T, les sommes de ceux qu'on 
devra prendre avec leurs signes inférieurs, on aura doue 

mais quelle que soit la quantité J', on a, d'après une formule connue 
et facile à vérifier, 

,-..u- l.(,l,- 2 ,,,_ l\\p. 
-'----=--- (µ,-J-o1 + etc. =2µ-i • 

1.2.3 ' 

si donc on fait successivement J' = a. et J' = C, on aüra aussi 

d'où il résultera 

T + T _,._µ-•. 
,- .A ' • • •  



SUR LA PROBAillLITÉ DES JUGEMENTS. �01 

ce qui changera la formule ( 1 o) en cc1le-ci 

P= T,-S, . 
1.2.3 ..• ,,, 

Or, en changeant les signes des quantités élevées à la puissance µ, dans 
les termes de S, et T,, ce qui les rendra toutes positi,,es, et exigera 
que l'on change aussi ou que l'on ne change pas les signes de ces 
termes, selon qu� le nombreµ., sera impai1· ou pair; et en intervertis­
sant ensuite l'ordre de ces termes dont le nombre est fini, on verra 
aisément que cette expression de P deviendra 

p = ---- bf'-p.,b-1 ,..+-- b-2
1 

- -- - (b-5) + etc. 1 [p (P ) f',,f',-l
(
p VA ff,,ff,-l,f,',-2 p fA 

1,2,3,, ,f< I ,2 l ,2,3 

"+( )"' f,',,f,',-1( 'f+ff,f,',.-1.,.-?.( 'Z
)
" 

J -a,r fi· et- I - --i:-;- ct-2 �3- et-:., ,.._etc, ;

formule qui coïncide avec celle que Laplace a trouvée(*), <l'une toute 
autre manière, pour le même objet. 

Elle exprimera la probabilité que , dans un nombre quelcouque µ. 
d'épreuves, 1a somme des valeurs d'une chose A sera comprise entre 
les quantités 2etg cl 2(;g, en supposant que toutes les valeurs de A 
soient également possibles depuis zéro jusqu'à 2g, et impossibles en 
dehors de ces limites. On y prolongera chacune des deux parties qui 
la composent jusqu'au terme où la quantité élevée à la puissanceµ., 
cessera d'être positive; en sol'te que si n représente le plus grand 
nombre entier contenu dans�, la première partie de cette formule 
s'arrêtera au n + t 1'"'' terme ou auparavant, selon qu'on aura 
µ. > 11 ou fJ· < n; et il en sera <le même à l'égard de la seconde partie, 
si n est le plus grand nombre entier contenu dans s. 

Cela posé, quelle que soit la cause qui a déterminé la formation des 
planètes, on suppose que toutes les inclinaisons possibles des plans de 
lem:s orbites sur celui de l'écliptique, depuis zéro jusqu'à 90•, ont été 
également probables à l'origine , et l'on demande .de déterminer la 

(") Théorie anaf:Ytique des probabilités, paGe 257. 

( 16)
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probabilité que, dans cette hypothèse, la somme des inclinaisons des 
dix planètes connues, et différentes de la Terre, a clû être comprise 
entre des limücs données, par exemple, entre zéro et 90° . En prenant 
une inclinaison planétaire pour la chose A à laquelle répond la for­
mule ( 16), il faudra supposer l'intervalle 2g des valeurs possibles 
de A, égal à 90° , et foire, dans cette formule, et= o ,  b = 1, 
µ, = ro, ce qui la réduira à 

P-= � 8 • 
1.2.3.4.5. ·7· ·9· 10 

Cette fraction étant à peu près un quart de millionième, il s'ensuit 
qu'une somme d'inclinaisons moindre qu'un angle droit, serait tout-à­
fait invraisemblable, et qu'on peut regarder comme hors de doute que 
cette somme aurait dû surpasser 90°. Or, au contraire, elle ne s'élève 
actuellement qu'à environ 82° ; et comme elle n'éprouve que de très 
petites variations périodiques, il en résulte que l'hypothèse d'une égale 
probabilité des inclinaisons de tous les degrés, à l'époque de la forma­
tion des planètes, est_ inadmissible, et qu'il n'y a aucun doute que la 
cause quelco11"que de cette formation a di'.1 rendre les plus petites incli­
naisons beaucoup plus probables que les autres. Les inclinaisons pla-

. nétaires sont considérées ici indépendamment de la direction du mou-
- vement des planètes, <lans le sens ou en sens contraire du mouvement

de la Terre autour du Soleil; si ces deux sens avaient été égalerilent proba­
bles à l'origine, la probabilité que le mouvement des dix planètes
diflërentes de la Terre aurait eu lieu dans le sens de son mouvement, se­
rait la dixième puissance de ! ; fraction au-dessous d'un millième, ce
qui rend aussi fort peu probable l'égale chance des deux directions
contraires, et montre que la cause inconnue de la formation des pla­
nètes a <lû rendre fort probable les directions de tous les mouvements
planétaires dans un même sens.

Si l'on prend pom· A l'excentricité d'une orbite planétaire , et si l'on
suppose qu'originairemenl toutes ses valeurs depuis zéro jusqu'à l'u­
ni lé étaient également probables, on déterminera la probabilité que 1a
somme des excentricités des planètes connues devait être comprise, par
excmple,entre zéro et¾, en faisant ct=o,b=1 ,25, µ,=11, dans la for-
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mule ( 16), ce qui donne 

P- l [(1,25)11- I 1(0,:l5) 11]. - 1.2.3.4 5 6.7.8.9.10.11

Cette probabilité Pétant au-dessous de trois millionièmes, il est ex­
trêmement probable, au contraire, que la somme des 11 excentricités a 
dû surpasser 1,25; mais cette somme,qui n'est soumise qu'à des variations 
périodiques de peu d'étendue, est maintenant un peu moindre que 1, 15; 
l'hypothèse d'une égale probabilité de toutes les valeurs possibles de A 
est donc tout-à-fait inadmissible; et il est hors de doute que la cause 
quelconque de la formation des planètes était telle qu'elle rendait 
beaucoup plus probables, les plus petites excentricités , de même que 
les plus petites inclinaisons. 

( II 1 ). Les comètes observées depuis l'an 240 de notre ère, et dont 
les astronomes ont calculé les éléments paraboliques aussi bien qu'il a 
été possible , sont aujourd'hui au p.ombre de 138, dont 71 directes et 
67 rétrogrades. Le peu de différence entre ces deux nombres 71 et 67 
montre déjà que la cause inconnue de la forma lion des comètes, ne 
rend pas plus probable leurs mouvements dans un sens que dans le 
sens opposé; la somme des inclinaisons des orbites de ces 158 comètes 
sur l'écliptique s'élève à près dé 675:l0

, c'est-à-dire qu'elle surpasse 
75 angles droits d'à peu près 2•; pour savoir si e11e devrait très peu 
différer de cette quantité, dans l'hypothèse d'une égale probabilité de 
toutes les inclinaisons possibles depuis zéro jusqu'à 90°, il faudrait 
donc prendre pour tt et b, dans la formule (16), des nombre·s peu dif­
férent; de 75 en plus et en moins, ce qui rendrait le calcul numérique 
de cette formule tout-à-fait inexécutable; par conséquent ,  pour con­
naitre, dans· cette même hypothèse, 1a probabilité P que la somme 
des inclinaisons des orbites de toutes les comètes observées, doit être 
comprise entre des limites données, il faudra recourir à la for­
mule ( 15). 

Je suppose donc que la chose A soit l'inclinaison d'une orbite comé­
taire sur le plan de l'écliptique. Les limites des valeurs possibles de A; 
que l'on a désignées généralement par a et b, étant alors a = o et 
b = 90° , et toutes ces valeurs étant regardées comme également pro-
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hables, la formule ( 1 5) exprimera la probabilité P que la moyenne d'un 
grand nombre p. d'inclinaisons obse1·vées, tombera (n° 102) entre les 
nombres de degrés 

gou 

45 =F V6,., 

Ea prenant u = 1 ,92, et faisant µ. = 1 38, il en résultera 

P = 0,99558,

pour la probabilité que dans l'hypothèse d'une égale chance de toutes les 
inclinaisons possibles, l'inclinaison moyenne des 158 comètes observées 
ne sortirait pas des limites 45°

::i::6°; en sorte qu'il y aurait à peu près 
1 5o à parier contre un , que cette moyenne devrait être comprise 
entre 39° et 51 °; et, en effet, on a trouvé 48°55' pour sa valeur; en 
sorte qu'il n'y a pas lieu de croire que la cause inconnue de la forma­
tion �es comètes ait rendu inégalement probables leurs di verses incli­
naisons. 

Sans faire aucune hypothèse sur la loi de probabilité de ces incli­
naisons, la formule ( 15) exprimera aussi la probabilité que l'inclinai­
son moyenne d'un grand nombreµ. d� comètes que l'on observera par 
la suite, ne s'écartera de la moyenne 48°55' relative aux 158 co­
mètes déjà conuues, que d'un nombre de degrés compris entre les li-
mites ( n° 107) 

,,z V 138 + "''

=F V 138 "'' 

On déduit des' inclinaisons calculées de ces 158 comètes, une valeur 
de la quantité l que ces limites renferment, égale à 54°49' (*); et en 
faisant /1-' =p., par exemple, et prenant, comme plus haut, u = 1,92, 
il y aura 150 à parier contre un que la différence entre l'inclinaison 
m�yenne de l 58 nouvelles comètes et celles des 138 comètes ob­
servées, tombera entre· les limites =t= 8°2 1'. Le nombre des comètes 

(',,.) Le calcul en a été fait par 1e neveu de M. Bouva1·cl. 
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existantes étant sans doute extrêmement grand par rapport à celui des 
comètes dont on a pu calculer les orbites; si l'on prend pour p.1 le nom­
bre des comètes inconnues, les limites précédentes se réduiront à très 

' . ' ul d ' 11 1 ' . peu pres a·=F 
V 138

, e sorte qu e es seront p us. etro,tes que pour

/J-1 
= p., dans le rapport de l'unité à V.2; et, en prenant toujours 

·1 ' . ' ' 1 b b'l' ' 150 r.: 
u = 1 ,92, 1 y aura encore a h'es peu pres a pro a 1 1te r:, ou 1 :.JO 

1:n 

à parier contre un, que la différence entre l'inclinaison moyenne des 
comètes inconnues et celle des comètes connues, est comprise entre 
les limites =t=5°42'.

Si l'on divise la totalité des comètes observées en deux séries égales 
en nombre, dont l'une compre::me les 69 plus anciennes, et l'autre les 
69 plus modernes, on trouve 49° 1 2' pour l'inclinaison moyenne dans 
la première série, et 48• 58' dans la secondfi, de sorte que ces deux 
moyennes diffèrent à peine d'un demi degré. Cet exemple est très 
propre à montrer que les valeurs moyennes d'une même chose s'ac­
cordent entre elles, lors même que les nombres d'observations ne 
sont pas extrêmement grands , et quoique les valeurs observées 
soient très inégales, c�mme ici où la plus petite inclinaison comé­
taire est 1•41 1 et la plus grande 89° 48'. Les inclinaisons moyennes 
des 71 comètes directes et celle de 67 comètP.s rétrogrades s'écartent 
davantage l'une de l'autre; la première est de 47° 5', et la seconde 
de 50° 54'.

Par le centre du Soleil, si l'on élève dans l'hémisphère boréal, une 
perpendiculaire au plau de l'écliptique, elle ira rencontrer le ciel au 
pôle boréal de l'écliptique; de même, si l'on élève, dans cet hémis­
phère et par ce centre, une perpendiculaire au plan de l'orbite d'une 
comète, elle rencontrera le ciel au pûle boréal de cette orbite: la dis­
tance angulaire de ces deux pôles sera l'inclinaison de cette orbite sur 
celui de l'écliptique; mais il ne faut pas confondre, comme l'a fait 
l'estimable traducteur du Traité d'astronomie de M. Herschel, la 
supposition que tous les points du ciel puissent être, avec une 
même probabilité, des pôles d'orbites cométaires, avec l'hypothèse 
d'une égale probabilité des inclinaisons cométaires de . tous les 
degrés. 

59 
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E11 effet, soient a et b deux zones du ciel, circulaires, contenues 
dans l'hémisphère boréal, d'une même largeur infiniment petite, 
ayant pour centre commun le pôle boréal de l'écliptique, et dont les 
distances angulaires à cc pôle seront représentées par a. et b·; soient 
aussi p la probabilité qu'un point du ciel, pris au hasard dans cet 
hémisphère, appartiendra à la zone a, et q la probabilité qu'il appar­
tiendra à la zone b; il est évident que ces fractions p et q seront entre 
elles comme les étendues a et b des deux zones, et, par conséquent, 
comme les sinus <les angles œ et C. Or, dans l'hypothèse d'une égale 
aptitude de tous les points du ciel à être des pôles d'orbites cométaires, 
p et q expt·imeront les chances des distances a. et b dè deux de ces pôles 
à l'écliptique, ou, autrement dit , les chances des deux inclinaisons 
cométaires, égales à ces distances a, et�; donc, dans l'hypothèse dont 
il s'agit, les chances des différentes inclinaisons, au lieu d'être éga­
les, seraient proportionneJles aux sinus des inclinaisons mêmes : la 
chance d'une inclinaison de 90° serait double de celle d'une inclinai­
son de 5o•, et toutes deux seraient infinies par rapport à la chance 
d'une inclinaison infiniment petite (*). 

( 1 r 2 ). Voici, en terminant ce chapitre, l'ensemble des formules de 

C") Il paraît qu'un nombœ, qui semble inépuisable, d'autres corps trop petits 
pour être observés, se meuvent dans le ciel, soit autou1· du Soleil, soit autoui· 
des planètes, soit peut-être même autour des satellites. On suppose que quand 
�es corps sont rencontrés par notre atmosphère , la différence entre lem· vi­
tesse et celle de notre l'lanète est assez grande pour que le frottement qu'ils 
ép1·ouvent contre l'ail', les échauffe au point de les rendre incandescents, et 
'luelquefois � de les faire éclater. La direction de leur mouvement, modifiée par 
cette résistance, les précipite souvent sur la surface de la terre; et telle est 
l'origine Ja plus probable des aérolithes. Telle est aussi l'explication la plus 
naturelle d'un phénomène très remarquable, que l'on a déjà observé plusieui·s 
fois, depuis quelque temps, en des lieux séparés par de grandes distances, et 
toujours à la même époque de l'année. Dans la nuit du 12 au 13 novembre, 
différents obse1·vateurs, en Amérique et ailleurs, ont vu dans le ciel un nombre 
exlrêinement grand de corps semblables à des étoiles filantes. 01·, on peut suppo­
se1· 'iue ces corps appal'tiennent à un groupe encore bien plus nombreux, qui circule 
autour du Soleil, et vient rencontrer le plan de l'écliptique en un lieu dont la dis-
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probabilité qui y sont démonti·ées, ainsi que dans le précédent. Le 
nombre des épreuves, supposé très grand, est représenté par p.; il se 
compose de deux parties m et n que l'on suppose aussi de très grands 
nombres; les form1ùes sont d'autant plus approchées que ce nombreµ.. 
est plus considérable; et elles seraient tout-à-fait exacte,, si p. était 
infini. . • · 

1 
° . Soient p et q les chances constantes pendant toute la durée des 

épreuves, des deux événements contraires E et F, de sorte qu'on 
ait p + q = 

1. Appelons U la probabilité que dans le nombre p. 
ou m+n d'épreuves, E arrivera m fois et F aura lieu n fois. On 
aura (n° 69) 

U = (µp)m (µq)n ✓ µ
m n 27rm11 

Cette formule se reduit (n° 79) à 

u- --
1

-e-v•
- V 21rµpq ' 

(a) 

tance au Soleil est égale à celle de la terre à cet astre, à l'époque où la terre se 
trouve en ce même lieu : notre atmosphère traversant ce groupe de corps à cette 
époque, agira sur une partie d'entre eux comme sur les aérolithes; ce qui pro­
duira le phénomène dont il s'agit. Si ce groupe n'occupe pas une étendue très con­
sidérable sur la longueur de son orbite, c'est-à-dire, si son diamètre apparent, vu 
du Soleil, n'est pas beaucoup plus grnnd que celui de la terre, il sera nécessaire,· 
pour que le phénomène ait toujours lien à la même époque de chaque année, que 
la vitesse de cette sorte de planète brisée s'écarte peu de celle de la terre; ce qui 
n'empêche pas le grand axe et l'excentricité de son orbite, de différer beau­
coup du grand axe et de l'excentricité de notre orbite ; et alors les pe1·turbations 
du mouvement elliptique ont pu rendre la rencontre du groupe et de la Terre, 
possible depuis quelque temps, et pourront la rendre impossible par la suite, Si, 
au contrail'e, le groupe que nous supposons forme un anneau continu autour du 

Soleil, sa vitesse de circulation pourl'a être très différente de celle de fa Terre; et 
ses déplacements dans le ciel , pal' suite des actions planétaires, pourl'ont encore 

rendre possible ou impossible, à différentes époques , le phénomène dont nou� 
parlons 

59 .. 
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lorsqu'on prend 

m = p.p - " v' 2p.pq, n = p.q + v v' 2p.pq; 

v étant une quantité positive ou négative, mais très petite par rapport 
à V p.; et se1;1s cette forme, elle subsiste également quand les chances 
de E et F varient d'une épreuve à une autre, en prenant alors, d'a­
près la formule (2) du n° g5, pour p et q les moyennes de leurs 
valeurs dans la série entière des p. épreuves successives. 

2° . Les événements E et F ayant eu lieu effectivement m et n fois 
dans les p. épreuves, et leurs chances p et q étant inconnues, soit U' 
la probabilité qu'il arriveront dans p.' ou m' + n' épreuves futures, 
des nombre de fois m' et n', proportionnels à m et n , ou tels que 
l'on ait 

'm m' - "' 
--;:, 

'n 
n' = �-

Quelque soit Je nombre p.', on aura ( n° 7,) 

U' = ✓
!'
;

"'
, U,,

"' 

(h) 

en représentant par U' la probabilité de l'événement futur qui aurait 

lieu si les rapports � et � étaient certainement les chances <le F et F, 
I'- ,,. 

c'est-à-dire en faisant , pour abréger, 

I 2.3 .... p.' (m)m'.(n)•'
1.2.3 . . .  m'. 1.2.3 .. • n' ; Ï,, 

5•. Les chances constantes p et q de E et F étant données, soit P 
la probabilité que dansµ ou m + n épreuves, E arrivera au moins m
fois et Fau plus n fois. On aura (n• 77) 

1 ;:oo (p. + n) • 1; 
P = -- e-1'dt+ ---==Y=-- e-k•, V w- k 3 V "'l'-rnn 

1 ·

J:
oo (.u+n)V2P = 1 - -= e-1•dt + . e-"'; 

v� k 3V7rµmn 

} (c) 
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k étant une qÛantité positive dont le carré est 

k• - 1 
n m+ i 

. 
- n og 'I ( "+ J) + ( m + 1) log P (,u + 1) ;

et en employant la première ou la seconde formule selon què l'on 
aura 'l. > _!!;,_ oug <-n-.

p m+1 p m-1-1 

4°. En appelant R la probabilité que E et F auront lieu dans lesµ, 
épreuves , des nombres de fois qui ne sorfüont pas des limites 

où u est une quantité positive et très petite par rapport à \Iµ, on

aura (n• 79) 

R= I --
2

- r:e-1•dt + 1 .= e-u•; (d) 
V '1t' " ·-

V 2'11"f'pq 

et réciproquement, si les chances p et q sont inconnues, et que E et F 
soient arrivés des nombres de fois m et n, dansµ. ou m+n épreuves, 
on aura (n• 85) 

R = I - 2= r
<D 

e-t•dt + . J ,u - e-u•, (e) 
v,;r J" V 2irm" 

pour la probabilité que les valeurs de p et q ne sortiront pas des 
limites 

n u 

J
wm 

- =F - -·,u ,u ,u 

5° . Dans deux séries différentes· de très grands nombresµ, etµ.' d'é­
preuves, soient met m' les nombres de fois que E aura lieu ou a eu 
lieu; n et n' les nombre de fois que F arrivera ou est arrivé; désignons 
pal; u une quantité positive, ,très petite par rapport à v'µ, et à Vµ,' ; 
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et soit t@' la probabilité que la différence � - m; ne sortira pas des li-
" f' 

mites 
uV2 (µ?m'n' + ,,,_'3mn) =t== 'V-,-. 

f'f' f'f' 

non plus que la différence � - �, de ces mêmes limites prises avec des 
"' f' 

signes contraires. On aura ( n° 87) 

,r;,- = 1 - v2,;. fu� e-t•dt + . I f'f'' e 
,. V 271'm'n'(.u+.il) 

u•·(p•m' n1 +ft''mn) 
µ•m'n'(µ +,-,') 

(j) 

. , , , m m' n ,z'Comme on aura aussi a tres peu pres - = -; et - = , , on pourra, 
. 

f' p, ,,,, p, 

sans altérer sensiblement les valeurs de ,r;r, remplacet' dans son dernier 
terme, qui sera toujours une petite fraction, les lettresµ.', m', n', parµ., 
m, n, et, réciproquement, celles-ci par celles-là.Cette formule, en faisant 
du moins abstraction de son dernier terme (n• 109), conviendra au cas 
général où les chances de E et F varient d'une épreuve à une autre, 
pourvu que, dans les deux séries, les causes possibles de ces événe­
ments, connues ou inconnues, n'éprouvent aucun changement, c'est­
à-dire, pourvu que l'existence de ces causes conserve la même proba­
bilité, et que chacune d'elles donne toujours la même chance à l'arrivée 
de E, comme à celle de F. 

6° . Les nombres de fois que E et F sont a1'rivés dans les µ. épreuves 
relatives à ces événements étant toujours met n, soient généralement 
m, et n, les nombres de fois que deux autres événements contraires 
E, et J<', ont eu lieu dans un nombre µ., d'épreuves aussi très grand. 
Supposons qu'on ait 

m, m 

- -- = cl'; 
"'' "' 

J' étant une petite fraction positive ou négative. Appelons p et p, les 
chances inconnues et supposées constantes, .des arrivées de E et E,; et 
désignons par À la probabilité que p, excèdera p, d'une quantité• an 
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moins égale à une petite fraction positive et donnée E. En représentant 
par u une quantité positive, et faisant 

selon que le facteur li - d' sera positif ou négatif, on aura ( un 88)

1 r� A= y;: J u e-1•dt, 1 J.°' 

À = 1 - V?i- " e-1•dt; (g)

la première expression se rapportant au cas où la différence E - J' sera 
posittve , et la seconde au cas où cette différence sera négative. Ces 
mêmes formules exprimeront aussi la probabilité que la chance in-

connue p de l'arrivée de E surpasse le rapport. � donné par l'observa-
. � 

tioo, d'une fraction w aussi donnée : pour cela , il suffira d'y faire 

et de prendre la première ou la seconde formule selon que la diffé-
m • • , • rence GJ - - sera pos1trve ou negattve.
I" 

7•. Lorsque les chances des deux événements contraires E et F va-
rient d'une épreuve à une autre, soient P• et q, leurs valeurs à l'é­
preuve dont le rang est marqué par i, de sorte qu'on ait P• + q, = 1 , 

pour tous les indices i. Les sommes 2: s'étendant depuis i = 1 jusqu'à 
i = µ., faisons, pour .abréger, 

� 2:p, = p, 
" 

1 

- 2:q, = q,
fi, 

Soient toujours m et n les nombres de fois que E et F arrive1·ont dans, 
les µ. épreuves. Désignons par u une quantité positive, très petite 
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rapport à \!µ. On aura ( n° 96) 

R 
2 J:01) d. 1 

= I - -- e--1' t +-= e-u•, 
V-ir u kVirl' (h) 

pour la probabilité que les rapports � et � ne sortiront pas des li-
. "' I' 

mites 
ku 

P =F V�'

ce qui coïncide avec la formule (d) dans le cas particulier des chances 
constantes. 

8•. Une chose quelconque A étant susceptible· de toutes les valeurs 
comprises entre les limites h=Fg, et toutes ces valeurs étant également 

· possibles et les seules possibles; soit P la probabilité que dans un
nombre quelconque i d'épreuves, la somme des valeurs de A qui
auront lieu, sera comprise entre des limites aussi données c =Fe. On
aura (n° 99)

( )
1 p r-r

2 :Ag = 1.2.3 .. :. i'

en faisant, pour abréger, 

f=:i:(ih+ig-c+ e)'=Fi(ih+ig-2g-c+e)' 

(i) 

:t::.i · i-i ( ih+ig -4g-c +e)'=F i.i-� · i;-
2 (ih+ ig-6g - c +e) ::l:::etc.,

1, 2 l ,:.>., 

r ,=::t:( ih + ig-c- e )'=Fi (ih + ig-:ig-c- e)'

:::t: i . i 1 (ih+ig-hg-c-e)1

=F
i.i-i ·'t2 (ih+ig-6g -c-e)1:±: etc.

1.2 1.2. , 

et prenant, dans chaque terme, le signe supérieur ou le signe infé­
i·ieur, selon que la quantité qui s'y trouve élevée à la puissance i, est 
positive ou négative : g et E sont des quantités positives; h et c peu­
vent être des quantités positives ou négatives. 

9° . Que11e que soit la loi de probabilité des valeurs possibles de Ja 
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chose A à chaque épreuve, et la manière dont cette loi variera d'une 
épreuve à une autre; si l'on appelles la somme des va1eurs·d�. A qui, 
auront lieu dans un très grand nombreµ, d'épreuves, on aura (n° rn1) 

2 foc P = 1 - v; u e-'' dt, (k) 

pour la probabilité que Ja moyenne� des valeurs de A tombel'a entre 
l" 

les limites 
k _ 2uVX. 

+- -v�,

u d_ésignant une quantité positive et très petite par rapport à v;:î;
k el h étant des quantités dont la seconde est positive, et qui dépende�t
des probabilités des valeurs de A pendant toute la durée des épreuves.
Quand ces probabilités seront constantes, égales pour toutes les va­
leurs possibles de A entre des limites données a et b, et nulles en de­
hors de ces limites, on aura

k= !.(a+h), 
2 

1 °b -a

rt= ./-. 
2y 6 

Lorsque A n'aura qu'un nombre fini de valeurs possibles ë,, c.,

c3 , • • •• c, , et que ces II valeurs constantes seront également p1·oba­
bles, on aur;a 

k = !. ( C 1 + c. + C3 + • • • • + c, ) , 
, 

. 100, Soit �. la valeur de A qui a eu lieu à la n11ra
• épreuve. 

;Faisons 
1 

XA. ::::_'}.., 
f4 

40 
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lc;is sommes � .s'étendant depuis n = 1 jusqu'à n = µ. Supposons que 
les causes de toutes les valeurs possibles de A n'éprouvent aucun 
changement, soit dans leurs probabilités respectives, soit dans les chances 
qu'elles- donnent à chacune de ces valeurs. Il y aura alors une quan-
tité spéciale Î" dont la moyenne � des valeurs de A, s'approchera indé-

f' 

finiment à mesure que µ, augmentera de plus on plus , et qu'elle at­
teintlrâit si µ, devenait infini. Or, la formule (k) exprimera la probabilité 
que cette quantité Î" est comprise entre les limites (n° 106) 

s ul -9= v-,
p. " 

qui ne contient rien d'inconnu. 
11

°
. Dans une seconde série d'un très grand nombœ µ.' d'épreuves, 

soieµt s' )a somme des valeurs de A, et l' ce que deviendra la quantité 
l qui se rapporte à la première série. La formule (k) exprimera égale-
ment la probabilité que la différence� - � des deux moyennes, sei·a

,u "

comprise entre les limites ( n° 107)

ll V 14l'� + ,,., [• 

9= v-- ; 
f'" 

ou bien, à cause que l'on aura à très peu près l'==?l, ce sem aussUa pro­
babilité que la moyenne ; relative à la seconde série, tombera entre 

,u 

les limites 
s _ ul v-;;-+� 
;; -t- v

,,.
,,., ,

qui ne dépendent que des résultats de la première et de la quantité 
donnée u, et qui sont d'�utant plus étroites queµ/ est plus grand -par
rapport àµ. 

123
, Pour déterminer la  valeur d'une même chose A, on a fait plu­

sieurs sél'Îes d'épreuves, composées de très grands nombresµ,,µ',µ", etc. 
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Les sommes des valeurs que l'on a obtenues dans ces séries successives 
sont s, s', s", etc.; la quantité précédente l se rapporte toujours à la 
première série; et l'on désigne par l', l", etc., ce qu'elle devie�t à l'é• 
gard des séries suivantes. On suppose que les causes d'er1·eurs dans les 
mesures varient d'une série à une autre, mais que néanmoins/toutes 

' " 

1 s s s 
. . d 'fi . , es moyennes-,,,-,,, etc., conve1·gent rn e mment, a mesure que

fi, fi, fi, 

µ, µ,',µ'',etc., augmentent de plus en plus, vers une même quantité 
inconnue y, qui serait la véritable valeur de A', si ces causes ne ren­
daient. pas inégalement probahles, dans une où plusieurs cles séries 
d'observations, les erreurs égales et de signes contraires. Cela posé, 
la formule (k) exprimera encore la probabilité q:ue la quantité Î' est 
comprise entre les limites (n° 108): 

sq s' q' s11q11 u 
-; + 7 + 7 + etc. =F D'

dans lesquelles oq. a fait pour, abréger, 
• .

' " 
J. + r,; + 'p. + etc. = D•,

µ - q D•l• - ' fi, - q' D•Fi - '
// 

,,,. - " t 
D•l"• - q , e c. 

. sq s' q' s"r/' 
De plus, la partie - + --,- + -,, + etc�, c'est-à-dire la somme 

fi, " fi, 
I Il 

s s s 

l . 1· , . 1 des movennes - , , , -;, , etc., mu t1p 1ees respechvement par es quan-
J " f' f' 

' ' ' 

tités q,q', q'', etc., sera la valeur approchée de Î' la plus avantageuse que 
l'on puisse déduire du concours de toutes les séries d'observations, 
c'est• à-dire, la valeur de cette inconnue, dont les limites d'er-
rem· =F fj' auront la moind1·e étendue qu'il est possible, po�r un va­

leur donnée de u, ou bien à égal ùegré de probabilité. 
1 5°, Enfin, les causes de l'arrivée d'un événement E demeurant les 

_mêmes pendant les épreuves, ainsi qu'on l'a expliqué en citant la for� 
_JDttle (/}, le rapport ; du nombre de fois que E aura lieu au 11ombre 

40 .. 
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total des épreuves, convergera indéfiniment vers une quantité spé­
ciale r, qu'il atteindrait rigoureusement :si µ, devenait infini. Or, cette 
formu�e (/), en négligeant son dernier terme, on bien encore la for­
mule k sera la probabilité que la valeur inconnue de r tombera entre 
les limites (n° mg) 

m _ ·uv 2m(f' - m)
-+ .- . 
� ,uVu 

(115). Pour compléter ces fommles , il y faudrait joindre celles qui 
se rapportent à la probabilité des valeurs d'une ou plusieurs quantités, 
déduites d'un très grand nombre d'équations linéaires correspondantes 
aux résultats d'un égal nombre d'observations; mais à l'égard de ces 
autres formules, je renverrai à la Théorie ana!Jtique des probabilités. 
En les appliquant à un système de 126 équations de condition relatives 
au mouvement de Saturne en longitude, formées par 1\:1. Bouvard, 
et en appliquant à ces équations la méthode des moindres carrés, 
Laplace a été conduit à en concluw,qu'il y a un million à parier con­
tre un que la masse de Jupiter, en prenant celle du Soleil pour unité, 
ne différera pas de 1 0

1
70, de plus d'un 100° de cette fraction , en 

plus ou en moins(*). Cependant, des observations postérieures , d'uue 
autre nature, ont donné à très peu près , 0\0 pour cette masse; ce qui 
excède la fraction , 0\ 0, d'environ un 5o O de sa valeur , et paraîtrait
mettre eu défaut le calcul des probabilités. Il ne peut rester aucun 
doute sur cette masse ï 01

50, qui a été conclue par M. Enke, des pertur-
. bat ions de la comète dont la période est de 1204 jours; par MM. Gauss 

et Nicolaï, de celles de l7esta et de Jimon; et par M. Airy, des élon­
gations des sate1Iites de Jupiter qu'il a récemment mesurées. Toute­
fois , si les calculs de Laplace ont donné, avec une probabilité très ap­
prochante de la certitude, une masse de cette planète, plus petite d'un 
5o• qu'elle n'est réellement, il n'en faudrait pas :conclure que l'in­
tensité du pouvoir attractif de Jupiter fût moindre sur Saturne que 
sur ses propres satellites, sur les comètes et sur les petites planètes; 

("") Premier supplément à la Théorie analytique de$ probabilités, pa3e 24. 
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ceJa ne provient pas non plu& d'aucune inexactitude dans les formules 
de probabilité dont Laplace a fait usage; et il y a lieu de croire que 
la masse de Jupiter, un peu trop petite,· qu'il a obtenue, résulte de 
quelques termes fautifs dans l'expression si compliquée des per�ur­
hations de Jupiter, à laquelle on a déjà fait subir quelques corrections, 
et qui peut encore en exiger d'autres. C'est nn point important de 
la Jl,Iécanique céleJ'te, qui ne peut manquer d'être éclairci par le ré­
sultat du travail dont M. Bouvard s'occupe actuelJement, dans le but 
de refaire en entier ses tables, déjà si précises, des mouvements de 
Saturne et de Jupitér. 
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CHAPITRE V. 

Application des règles générales des probabilités aux décisions des 
ju,ys et aux jugements des tribunaux(*). 

( 1 14), •Dans une matière aussi délicate, il conviendra de considérer 
d'abord les cas les plus simples, avant de traiter la question dans toute 
sa généralité. 

Je suppose donc, en premier lieu, qu'il y ait un seul juré. Je repré­
sente par k la probabilité que l'accusé soit coupable, lorsqu'il est traduit 
devant ce juré; probabilité résultante de l'information préliminail'c 
et de l'accusation qui s'en est suivie. Je désigne aussi par u Ja p1·oba­
bilité que le juré ne se trompera pas dans sa décision; et, cela étant, 
soit Î' la probabilité que l'accusé sera condamné� Cet événement aura 
lieu, si l'accusé est coupable et que le juré ne se trompe pas, on bien, 
sl l'accusé n'est pas coupable et que le juré se trompe. D'après la règle 
du n° 5, la probabilité du premier cas est le produit de k et de u, et 
celle du second a pour valeur le pt·oduit <le 1 - k et de 1 - u. Donc, 
en vertu de la règle du n• 10, on aura 

')/ = ku + ( 1 -- k) ( 1 - u), ( 1) 

pom· la p1·obabilité complète de la condamnation d� l'accusé. Celle de· 

(•) Cette question a été traitée dans un mémoire, lu à l'Académie de Saint-Pé­
tel'sbomg, en juin xf34, par M. Ostrograski, membre de cette académie, Mais à 
en juger par l'ext1·ait imprimé que l'auteur m'a envoyé , il a considéré le problème 
d'une manière toute difféi-ente de celle que je suivrai dans ce cbapitre, et qui a été 
indiquée dans le préambule. ' · 
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son acquiltement sei·a 1 - ?-· Cet événement aura lieu, si l'accusé est
coupable et que le juré se trompe, ou bien, si l'accusé n'est pas cou­
pable et que le juré ne se trompe pas; et les probabilités de ces deux 
cas étant les produits k(r - u)et (1 -k) u, il en résultera 

1-,,=k(1 -u)+(t -k)u; 

équation qui se déduit aussi de la p1·écédente. En les retranchant l'une 
de l'autre, il vient 

2)' - l = ( �k - I) ( 2U - I) i 

ce qui montre que la quai:itité 2), - 1 sera zéro en même temps 
que 2k. - 1 ou 2u - 1 , et positive ou négative selon que 2k - 1 

et 2u - 1 seront <le même signe ou de signes contraires. On aura 
aussi 

Ï' = ¾ + f ( 2k - l) ( .2U - J) ;

de s01·te que J' surpassera ¾, de la moitié du produit ( ..2k - 1) ( 2u-1) 
positif on négatif. 

Après la décision du juré, on pourra faire deux hypothèses qui se­
ront les seules possibles : on pourra supposer que l'accusé soit cou­
pable ou qu'il ne le soit pas; leurs probal,ilités, comme celles de 
toutes les causes hypo�hétiques, se détermineront par la règle du n" 54. 
La somnie de ces deux probabilités étant d'ailleurs égale :. l'unité, il 
n'y en aura qu'une seule à déterminer: 

Si l'accusé a été condamné, soit p la probabilité de la première hy­
pothèse, ou de la culpabilité. D'après la règle citée, on aura 

ku 
P = ku + (r - k) (r - u); (2) 

cai· ici l'événement observé est la condamnation de l'accusé dont la 
probabilité, comme on vient de le voir, serait ku dans cette prerqiè1·e 
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hypothèse, et ( 1 -- k)( 1 -u) dans la supposition contraire, ou de la 
non-culpabilité. 

Si l'accusé a été absous, soit q la probabilité de la seconde hypo­
thèse, ou de la non•cuJpahilité. L'événement observé étant alors l'ac­
quittement de l'accusé, dont la probabilité est ( I - k) u dans cette 
hypothèse, et k(1 - u) dans la supposition contraire, ainsi qu'on l'a 
dit tout à l'heure, il suit de la règle citée que l'on aura 

(1 -k)u 
q

== (1-k)u+ k(i-uf (o) 

En observant que les dénominateurs de ces expressions de p et q
sont les valeurs de ;, et 1 - ')', on a 

d'où l'on déduit 

ku 
p=-, 

"I 

(1 - k) u. 
q = 

1-y ' 

pour une expr.ession de la probabilité que le juré ne se trompera pas, 
qu'il est facile de vérifier. En effet, cela aura lieu de deux manières 
différentes: parce que l'accusé sera condamné, et qu'étant condamné, 
il sera coupable, ou bien par_ce qu'il sera acquitté, et qu'étant acquitté, 
il sera innocent. Or , par la règle du n° 9 relative à )a pt'obahilité d'uq 
événement composé de deux événements simples, dont 1� chances 
respectives influent l'une sur l'autre, la probabilité de la première 
manière est le produit de Î' et <le p, et celle de la seèonde, le produit 
.de 1 � Î' et de q. Donc aussi (n° 10), Ja valeur complète de u est la 
somme de ces deux produits. Après que la:. décision du juré est pro­
noncée, la probabilité qu'il ne s'est pas trompé, n'est autre que p, s'il a 
condamné, ou q s'il a acquitté. Si l'on n'a pas k = ¼, elle ne peut être 
égale à u, · comme auparavant, que quand on a '-!- = o ou u=i. 

Ces formules renferment la solution complète du problème dans le 
cas d'ùn seul juré; problème qui n'est, au reste, que celui de la·pro­
�J:>ilité d'un fait attesté par un témoin, dont nous nous sommes t?C"."' 
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cupés dans le n• 56. La culpabilité <le J'accusé est ici le fait qui peut 
être vrai ou faux; avant que le juré ait prononcé, on avait une certaine 
raison de croire que ce fait était vrai, résultante des données qu'on 
possédait alors: k était sa probabilité, et 1 - k celle de la non-culpa­
bilité; après la décision du juré, on a eu sur le fait une nouvelle 
donnée; ce qui a changé ken une autre probabilité p, si le juré a 
décidé ou attesté que l'accusé soit coupable, et 1 - k en une proba­
bilité q, s'il a attesté que l'accusé ne soit pas coupable. Dans l'un et 
l'autre cas, il est évident que les probabilités antét·ieures k et 1 - k ont 
dû être augmentées, s'il y a plus de chance pour que le juré ne se trompe 
pas, qu'il n'y en a pour qu'il se trompe, et diminuées, dans le cas 
contraire, c'est-à-dire augmentées ou diminuées selon qu'on au > ½ 
ou u < f. C'est, en effet, ce qui résulte des expressions de pet q, d'où 
l'on déduit 

k 
/, (1 - k) (211 - 1) 

k 
k (1 - kl (2u - 1) 

p = + _..;_______ ' q=1-
- ------,

o/ 1-o/ 

et par conséquent, p > ou < k, q < ou > 1 - k, selon qu'on 
a u > ou < ½, Dans le cas de lt = ¾, il n'y a rien de changé aux 
probabilités antérieures k et 1 - k. 

Ces dernières expressions de p et q donnent 

et puisque le premier membre cle celle équation est égal à u, on a 
donc aussi 

u= ky + (1 - k) (c - ;-); 

ce qui servirait à calculer la probabilité que le juré ne se trompera 
pas, si l'on connaissait à priori, pa1· un moyen quelconque, la chance Î' 
de la condamnation, outre la probabilité k <le la culpabilité, C'est 
aussi ce que l'on vérifie en observant que le juré ue se trompe�·a pas, 
si l'accusé est coupable et condamné, on bien s'il est innocent et ac­
quitté or, les probabilités de ces deux cas, avant la décision du juré, 

41 
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sont les produits k;, et ( 1 � k) ( 1 - y), dont la somme forme la va­
leur corn piète de u. 

Quand on aura k=½, les premières valeurs de pet q se réduiront. im­
médiatement à p=u et q= u; et, en effet, puisqu'on n'a à priori aucune 
raison de croire plutôt à ]a culpabilité qu'à l'innocence de l'accusé, 
notre raison de croire à l'une ou à l'autre, après la décision du jiiré; 
ne peut différer de la probabilité qu'il ne se trompe pas. Si l'on a k = 1, 
c'est-à-dire si la probabilité de la culpabilité est regardée comme 
certaine à priori, on aura p = 1 et q = o; et quelle que soit la déci­
sion du juré, et sa chance u de ne pas se tromper, cette culpabilité sera 
encore certaine après cette décision. Il en sera de même à l'égard de 
l'innocence de l'accusé, si l'on a k.= o ,  c'est-à-dire si elle est certaine 
à priori. Mais dans les deux cas, il n'est pas certain que l'accusé sera 
condamné ou acquitté: on aura I' = u, dans le premier, et y= 1 - u 
clans le second, pour 1a chance ùe sa condamnation, qui sera donc 
égale, comme cela doit être , � la probabilité que le juré ne se trom­
pera pas quand k = 1 , et se trompera lorsque k = o. 

( 1.15). Supposons actuellement qu'après la décision de ce juré, l'ac­
cusé soit soumis au jugement d'un second juré dont la probabilité de 
ne pas se tromper sera représentée par u'. Il s'agira de déterminer 
les probabilités que l'accusé sera condamné par les deux jurés, absous 
par l'un et condamné par l'autre, absous par l'un et l'autre; probabi­
lités que je désignerai respectivement par c, b, a. 

Soit ')t1 la probabilité que l'accusé ayant été condamné par le pre­
mier juré, le sera aussi pat· le second. En observant que y est la chance 
de la première condamna lion, on aura 

C = n', 

pour la probabilité de deux condamnations successives. Mais en pa­
raissant devant le second juré, il y a la probabilité p, résultant de la 
décision du premier, que l'accusé est coupable; la valeur de •/ se dé­
duira donc de la formule (,), en y mettant p et u' au lieu de k et u; ce

qui donne 

ï;' = pu' + ( 1 -· p) ( 1 - u'); 
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d'où l'on déduira, en vertu des formuJ es ( 1) et ( 2),

c = kuu' + (1 - .f) (1 - u) (1 u'). 

Par un raisonnement semblable, on trouvera 

a = k ( 1 - zt) (, - u') + ( 1 - k) uzl. · 

En ajoutant ces deux formules, il en résulte 

a + c = uu' + ( 1 - u) ( 1 - u'), 

pour la probabilité que les deux jurés décideront de la même manière, 
soit qu'ils condamnent, soit qu'ils absolvent; et l'on peut remarquer 
que cette probabilité totale est indépendante cle celle de la culpabi­
lité de l'accusé avant le double jugement. 

Si l'accusé a été absous par le premier juré, et qu'on appelle )', la 
probabilité qu'il sera condamné par le second, le produit ( 1 - )' ))', 

exprimera la probabilité que ces dcnx jugements contraires auront 
lieu successivement et dans cet ordre. D'ailleurs 1 - q sera la proba­
bilité que l'accusé est coupable, quand il paraît devant le second juré 
après avoir été acquitté par le premier; la valeur de Î', se déduira 
donc de la formule ( 1 \ en y remplaçant k et u par , -q et u'; ce qui 
donne 

?', = ( 1 - q) u' + q ( 1 - u'), 

ou bien, en vertu des rnleurs de , - '}' et q données par les for­
mules ( 1) et (5), 

Il est évident qu'en permutant les lettres u et zl dans cetlc expression, 
on aura la probabilité que les jugements des deux jurés seront con­
traires, mais dans l'ordre inverse de celui qu'on vient de supposer. En 

41.. 
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ajoutant cette probabilité à la précédente, il en résultera 

b=(1 - u)u' + (1 - u')u, 

pour la probabilité complète <le deux jugements contraires, rendus 
dans un ordre quelconque. On voit qu'elle est indépendante de k, 
comme celle de deux jugements semblables. Dans le cas de u = ½ 
et u' = ¼, l'une et l'autre sont aussi l, Dans tous les cas, leur somme 
a+ b + c est l'unité, comme cela devait être. 

La probabilité que l'accus� est coupable après qu'il aura été con­
damné par les deux jurés, sera donnée par la formule (2), en y met­
tant pet u' au lieu de k et u; et la probabilité de son innocence, quand 
il aura été absous par les deux jurés, se déduira de la formule (5), 
par le changement de k et u en 1-q et u'. En désignant par p' et q' ces 
deux probabilités, on aura donc 

I 
pu' 

P =pu'+ (r - p) (1 - u')' 
'- qu' 

• 

q - qu' + (1 - q) (1 - 11')' 

et d'après les valeurs de p et q, données par ces mêmes formules (.2) 
et (5), ces valeurs de p' et q' deviendront 

1 
kuu' · 1 (1-k)11u' 

P = kuu' + (1-k) (1-u) (1-u')' q = (1-k)11u'+k(1-u) (1-u')" 

Soient enco1·e p, la probabilité que l'accusé est coupable, après qu'il 
aura été absous par le premier juré et condamné pa1· le second, et q, 
la probabilité qu'il est innocent, quand il aura été condamné par Je 
premier juré et acquitté par le. second. La valeur de p, se déduira de 
la f01·mule (2), en y mettant u' au lieu de u, et y remplaçant k par la 
probabilité 1 -q que l'accusé n'est pas innocent, après qu'il a été ac­
quittt'l par le premier juré; celle de q, s'obtiendra de même en chan­
geant u et k dans la formule (5), en u' et p; on aura donc 

(1-q)u' 
p,= (1-q)u' + q(1-1l)' 

(1-p)u' 
q,

= (1-p)u'+ p (1-zi')' 
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ou bien, en vertu de ces mêmes formules (2) et (3), 

�·(1-u)u' 
p,=-=-k-(,-_-u..,...)u--=-' +(1 • k)(1-u')11' 

(1-.<-) (1-11 )11' 
q' = -( ,----A.,.,.·)_,

(-1 --u)u' +
--,

k-(-1--11
7

')-11 • 

La probabilité que l'accusé, coaclamné par le premier juré et acquitté 
par le second est coupable, sera x - q,; d'ailleurs, il est évident 
qu'elle devra se déduire de p, par la permutation de u et u', ce qui 
a lieu effectivement : celle de l'innocence de l'accusé, absous par 
le premier juré et condamné par le second, ou 1 - p,, résultera 
de même de l'expression de q,, en y permutant u et u'.

Dans le cas de u' = u, on a p, = k et q, = 1 -k; ce qui doit être 
effectivement; car deux décisions contraires, rendues par des jurés 
qui ont la même chance de ne pas se tromper, ne sauraient rien chan­
ger à la raison que nous avions de croire, avant ces décisions, à la 
culpabilité ou à l'innocence de l'accusé. 

( x 16). On étendrait sans peine ces raisonnements aux décisions suc­
cessives d'un nombre quelconque de jurés, pour chacun desquels il y 
aura une chance donnée de ne pas se tromper. Mais on parviendra plus 
simplement au résultat, de la manière suivante. 

Je suppose, pour fixer les idées, qu'il y ait trois jurés. Soient u, u',
u", les probabilités qu'ils ne se tromperont pas, et, corn me précédem­
ment, k la probabilité avant leur jugement, que l'accusé esl cou­
pable. 

Pour qu'il soit condamné à l'unanimité, il faudra ou qu'il soit cou­
pable et qu'aucun des trois jurés ne se trompe, ou qu'il soit innocent et 
que les jurés se trompent'tous· les trois. La probabilité complète de 
cette condamnation sera donc 

kuu'u''+k(1 -u) (1 -u') (1 -d'). 

On ver1·a de même que la probabilité que l'accusé sera absous à l'u­
nanimité, aurn pour valeur 

k (1 - u) (1 - u') (r - u'') + (1 - k)uu'zl'. 
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La probabilité d'un jugement unanime, soit de condamnation, soit 
d'acquittement , sera donc la son�me de ces deux quantités, c'est-à­
dire 

uu'zl' + (1- u) (1 - u') (1 -u"); 

en so1·te qu'elle est indépendante de k, ce qui aurait lieu également, 
quel que füt le nombre des jurés. 

L'accusé pourra être condamné par deux jurés et absous par le troi­
sième, <le trois manières différentes, selon que ce troisième sera celui 
dont la chance de ne pas se tromper est u, u' ou u•. Il pourra de même 
être acquitté par deux jurés et condamné par le troisième, <le trois 
manières diffél'entes, qui répondront aussi aux cas où ce troisième est 
le juré dont u, zt' ou zl', exprime la probabilité qu'il ne se trompera 
pas. On verra sans difüculté que les probabilités de ces six combinai­
sons, auront pour expressions : 

ku'u"(, - u) + (, k) (1 - zt') (1 - u'')u,

kuu" (1 -u') + (1 k) (1 - u) (1 - zt'')u\ 
kwt' (1 - u'') + (1 k) (1 - u) (r - u')u", 
k(1 - u') (1 - zl)u + (, - k)u'u" (1 - u), 
k(, u) (1 zt";tt' + (1 - k)uu'' (1 u'), 
k(1 - u) (1 - u')u"+ (r - k)zal (, - u''). 

En faisant la somme de ces six quan'tités, on aura l'expression com­
plète de la probabilité que le jugement. ne sera pas unanime; cette ex­
pression sera donc 

u'u" ( 1-u) + uu'' ( 1-zt') + uu' ( 1- u") 
+(1-u') 1-u")u+(r--u) (1-u")u' +(1-u)(1-u')u'', 

et, comme on voit, indépendante de k. 
La somme des probabilités totales d'.une décision unauimè et d'une 

décision 11011 unanime, doit être l'unité; et, en effet, leurs expressions 
que l'on vient de trouver, satisfont à cette condition. 
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Le jugement étant rendu, on en déduira facilement la probabilité, 
après ce jugement , de la culpabilité de l'accusé, différente, en gé­
néral , de ce qu'elle était auparavant. Si,· par exemple, l'accusé a été 
condamné par les deux jurés dont u et u' expriment les chances de ne 
pas se tromper, et acquitté par le troisième, la probabilité de cd 
événement sera kuu' ( 1 - u'1), dans l'hypothèse de la culpabilité, 
et(1 - k

1 
(1 - u) (1 - u')u'', dans la supposition contraire; par la 

règle du 11° 54, la probabilité que l'accusé est coupable sera clone 

km/ (1 - u") 

ku11'(1 -u") + (1 -k) (1 - u) (1 - 11")11"' 

Dans le cas de u' = u'', elle deviënl indépendante de la valeur com­
mune de u' et u'1 , et la même que si la condamnation était prononcée 
par le seul juré dont. u est la chance de ne se pas tromper. Et, en effet, 
après que ce juré a prononcé , les décisions différentes entre elles des 
deux autres jurés ne peuvent plus influer sur la raison que j'ai <le croire 
que l'accusé soit ou ne soit pas coupable; car il n'y aurait pas de rai­
son pour qu'elJes augmentassent plutùt que de diminuer la probabilité 
de la culpabilité, puisque les chances de ne pas se tromper sont sup­
posées ég;iles pour ces deux derniers jurés. 

Ces formules seraient également applicables au·cas· oit les jurés, au 
lieu de juger successivement et sans communication entre eux, étaient 
réunis et jugeaient après en avoir délibéré; mais la discussion pouvant 
les éclairer mutuellement et augmenter, en général , leurs probabi­
lités de ne pas se tromper , les valeurs de zt, u', zl', qui se rapportent 
à ces deux cas, pourraient n'être pas les mêmes, et s'écarter moins 
<le l'unité dans le second cas que clans le premier. 

( 1 , 7 ). Considérons, en particulier, le cas où la chance de ne pas se 
tromper est la même pour tous les jurés, auquel nous ramènerons en­
suite le cas général, lor.;qu'il s'agira de déterminer la probabilité du 
nombre des condamnations dans <le très grands nombres de juge­
ments. 

Soient donc u cette probabilité donnée que chacun des jurés ne se 
trompera pas , n le nombre des jurés, kla prohabilité , avant leur ju­
gement, de la culpabilité de l'accusé, i un des nombres 1, 2,5, ... n,ou 
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zéro, el,-, la probabilité que l'accusé sera condamné par n-i et absous 
pari jurés. 

Pour que cet événement composé arrive, il faudra que l'accusé 
étant coupable, n � i jurés ne se trompent pas et i jurés se trompent, 
ou bien qne l'accusé n'étant pas coupable, n- i jurés se trompent et i 
ne se trompent pas. La probabilité du premier cas sera le produit 
ku•-1 (1 - u/, multiplié par le nombre de fois qu'on peut prendre
les i jurés qui se tromperont , sur le nombre n de tous les jurés; cel1e 
du second cas sera de même le produit (r - k)u1(1 -u)■-1, multiplié 
par le nombre de fois qu'on peut prendre les n -i jurés qui se trom­
peront sur ce nombre total n; lequel nombre de· fois est le même 
que dans le premier cas, et égal au nombre de combinaisons diffé­
rentes den choses prises i à i, ou n-i à n-i. En le désignant par N,, 
on aura 

et il en résultera 

N _ n.n- 1.n-2 ... 11-i+t .
1 - 1 .2.3 •• ,i ' 

Î• = N, [ku•-; (1 - u)' + (1 - k)u' (1 - u)•-�, (4) 

pour la valeur complète de'}';, 
Si l'on suppose n- i>i, et qu'on fasse 

n- 2i=m,

l'accusé aura été condamné ù la maj01·ité de m voix. Lorsque i jurés 
l'auront condamné et que les n - i autres l'auront absous, il aura été 
acquitté à celte m:ijorité de m voix; la probabilité de cet acquittement, 
que je désigncraai par J'; , se déduira de la valeur de i'i en y permu­
tant ]es nombres n- i et i, ce qui ne changera rien au coefficient N;, 
On aura donc 

J'; = N; [kui (1 - u)"-1 
+ (1 -k)u•-i (1 - u)1 J. (5)

En :1joul:mt ces deux dernières é'luations, il vient 

'I'' + J'; = N; [u•-1 (1 - u'/ + u1 
(1 -ze/-•J; 
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quantité indépendante de k; de sorte que la probabilité d'un jugement 
rendu à une majorité donnée m, soit qu'il condamne , soit qu'il ab­
solve., ne dépend pas de la culpabilité présumée de l'accusé avant cette 
décision. Dans le cas particulier de u= ¾, les probabilités')'; et d'; sont 
séparément indépendantes de k, et ont pour valeur commune 

"''· = J'. = .!. N .. 
lt , ,

2
,s , 

Elles sont aussi égales entre elles, quelle que soit la valem· de u, lors­
que l'on a k = f.

( 118). Soit c1 la probabilité que l'accusé sera condamné par n-i voix 
au moins et absous pari voix au plus, c'est-à-dire Ja probabilité d'une 
condamnation à la majorité de m voix au moins. Soit aussi d; la pro­
babilité que l'accusé sera acquitté par n -i voix au moins et condamné 
par i voix au plus. 

D'après la règle du n° 10, on aura 

C1 = Î'o + Î"• + Î"• +• • •+ Ï";;

d; = d'o + <)', + <)'A +• • •+ J';; 

et au moyen des formules précédentes, il en résultera 

C; = kU; + (1 - k)U;, 1. (6)d, = kV; + ( 1 - k)Uu f 

en faisant, pour abréger, 

N.u"+ N,u•-• (1-u) + N.un-• (1-u)•+, .. + N1u•-1(1-u)I U;,
N.( 1-u)"+N,( 1-u)•- 1u+N�(1-u)•-•u•+ .•. + N;u1(1-u)•-'=V,,

·'â_� manière que U1 soit une fonction donnée de u, et V, ce ue devient
cette fonction , quand dl y' met 1 - u au lieu de u .  On aura, en
J.Uême temps,
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pour la probabilité, indépendante de k, que l'accusé sera, ou condamné, 
ou acquitté, à ia majorité d'au moins m voix. 

Si l'on met n - i - 1 au Jieu de i dan,; l'expression de d;, on en
conclura 

et, en effet, si un nombre de voix au moins égal à n - i esl nécessaire 
pour la condamnation, l'accusé sera acqllitté lorsqu'il y aura n- i- 1 

voix au plus qui lui seront contraÎl'es; en sorte que l'un des deux évé­
nements dont les probabilités sont C; et d0 _;_, , devra certainement 
arriver. 

Si n est un nornbt·e impaÎl' , et qu'on ait n = :û + 1 et conséquem­
ment m = 1 , on aut·a 

<111 sorte que l'accusé sera cel'tainement condamné ou acquitté à la m1t­
jorité d'une voix ou moins; ce qui est évident en soi-même. Sin est un 
nombre pair, la plus petite majorité possible sera m = 2, et répondra 
à n = 2; + 2. On aura alors 

d'où il rébultera 

+ 1-
2i+ 2.2i+, .û ... i+ 2 

[ ( )Ji+•C; t ; - l -
1 , 2 • 3 • • • i + 1 

U l - ll , 

Il ne sera donc pas certain que l'accusé sel'a condamné ou absous à la
majorité d'au moins deux voix; ce qui est évident, et tient au cas po�­
sible du partage égal des voix pour l'acquittement et pour la con! 
damnation. • � 

La j)l'Obahilité de ce cas unique s'obtiendra en retranchant de l'u­
nité, la valeur précédente de c; + d;; elle sera indépendante de k; 
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et en la désignant par H; , son expression polll'ra s'écrire sous cette 
forme 

H 
_ 1.2.�3 .. . û + 2 [u (t - u)J'+• 

i - (t .2.3 .. ,i + t)' •

Le maximum du produit " (, - u) répond à u = -½, et est égal à ¼·
Cette probabilité H;diminuera donc à mesure que u s'écartera davan­
tage de ;• Elle diminuera aussi continuellement à mesure que i 
augmentera; car on déduit de son e-xpression 

H _ 2i+3.2i+4.u (1 -rt) H.
1+1- (i+1)•---- 1,

et d'après le maximum ¾ de u ( 1 - u), on en conclut que le rapport 
de H1+• à H

1 sera toujours moindre que l'unité : la plus grande v:iJeur 
de H, répondra à u = { et i = o ,  et sera égale à ,}. 

Quand i + 1 sera un grand nombre, on aura ( n° 67) 

':! ·+ ('+ )i+• -'1+1>• '-('+ -)[ + I + t J I.2.:J, .• l I=l I e' y?.7Tl l 1 12(i+i) CC,;

I, 2. 5,,. 2i+2=(:û+2)•1+•e-C•I+•\/ 27T(2i+2)[ 1+ Î2(2;+2J+�itc.];

d'où l'on tire 

H,= [411 (1 - u)]1+, [
1 

- -.-• --+etc.],
v'<r(i+ ,) 8(1 + ,) 

pour la valeur approchée de H,, qui sera, comme on voit, une très 
petite fraction, lorsque u différera notablement de¾, ou 4u (1 - u) 
de l'unité. Dans le cas de u= ¼, et en prenant pour exemple i+1=6 
ou n = 1 2, cette formule, réduite à ses deux premiers term�s, donne 
230,94... l · d·œ• • d J . 1 --4- pour cette va eur; ce qui 1uere tres peu e a va eur102 

t 231 . . + . 
b C 'd , b) exac e 

1024
, quoique t I ne smt pas un nom re 1ort coos1 era e. 

La somme U, + V, étant tout au plus égale à l'unité, si on la dési­
gne par G,, la. différence 1 - G, sera positive ou zéro; et comme 

42 .. 
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]'expression de c, pourra s'écrire sous la forme 

... 
c, = k - k ( l - G,) - _( 2k - I) v,, 

il s'ensuit que si l'on a 2k - 1 > o ou k > ¼, on aura aussi c, < k. 
Donc, dans le cas ordinaire où l'on a ,  avant 1a décision des jurés, 
plus de raison de croire à la culpabilité qu'à l'innocence Je l'accusé, 
Ja chance de sa condamnation à une majorité d'au moins une ou 
plusieurs voix, c'est-à-dire à une majorité queJconque, sera toujours 
moindre que cette probab1lité antérieure de sa culpabilité : en suppo­
sant , par exemple, qu'il y ait quatt·e· contre un à parier que l'accusé 
est coupable, lorsqu'iJ parait devant le jury, il y aurà moins de 
quatre contre un à parier qu'il sera condamné. 

Cette proposition .est, comme on voit, indépendante de )a chance 
<l'erreur des jurés, ou de la valeur de u, autre que l'unité. Dans le cas 
de u=1, on au1·a U, =1, V,= o, c,= k, di= 1-k, quel que soit ;, 
Dans le cas de u = o, on aura de même U; = o, V,= 1, c,= , -k, 
d1 = k. Poul" ces deux valeurs extrêmes de zt, il est évident que la 
condamnation ou l'acquittement ne pourra avoir lieu qu'à l'unani­
rnité; et c'est, en effet, ce qui résulte des formules (4) et (5), qui don­
nent alors Î'• = o et J',= o, excepté pour i = o. 

( 1 19). En conservant toutes les notations précédentes , représen­
tons, de plus, pal' p1 la probabilité que l'accusé est coupable, quand il 
a été condamné par n - i contre i jurés, ou à )a majorité de m voix, 
et par q1, la probabilité qu'il est innocent, lorsqu'il est acquitté à cette 
majorité; ou :.utrement dit, soit p, la probabilité que Je jugement 
rendu à la majorité de m voix sur n est bon, quand il condamne, et q,, 
Jorsqu'jl absout. Dans le premier cas, la probabilité de l'événe­
ment obse1·vé, ou de la condamnation , est N1ku11-i( 1 - u)I ou 
N;(1-k) (r -u)"-1uï , selon que l'accusé est ou n'est pas coupable; 
d'après la·règle du n° 54, on a donc 

P• 

eo supprimant le facteur N, qui serait commun aux deux termes de la 
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fraction. Dans le cas de l'acquittement, on trouvera de même 

Si l'on suppose k=¼, on aura p,=q.; et, en effet, lorsqu'à priori� 
on n'a pas de raison de croire plutôt à la culpabilité qu'à l'inno­
cence <le l'accusé, il est évident que la bonté des jugements rendus 
à la même majorité, a aussi une égale probabilité dans les deux 
cas de la condamnation et de l'acquittement. Pour u= ¼, on a 
u•-i ( 1 - u)1 = ( 1 - ut-1u1

, et, par conséquent, comme cela doit 
être, p1 = k et 91 = 1 - k, quels que soient les nombres net i. 

En faisant, dans les formules ( 7) et (8), 

l 
u=�, 

1 

1-zt=--
1 +'' 

et observant que n = m + :û, on aura 

(r - k) t'"
o-11 - (1 - k) tm + k '

ce qui montre que la probabilité de la bonté d'un jugement, ne dé­
pend, toutes choses d'ailleurs égales, que de la majorité m à laquelle 
il est rendu, et nullement du nombre total n des jurés; et, effective .. 
ment, les votes contraires et en nombres égaux, dans le cas d'une 
mème chance d'erreur pour tous les jurés, ne sauraient augmenter ni 
diminuer la mison de croire que le jugement soit bon ou mauvais. 
Mais ce résultat suppose essentiellement la chance u que les jurés ne 
se tromperont pas, donnée avant le jugement; et il n'en serait plus 
de même, comme on le verra plus loin, si cette chance devait être 
conclue, après le jugement, des nombres de voix qui ont eu lieu pom· 
et contre. 

Pour une valeur donnée <le u, un jugement rendu à la majorité 
d'une seule voix, par exemple, ne mérite donc ni plus· ni moins de 
confiance, quel que soit le nombre impair des jurés, que s'il y avait 
un seul juré; mais la probabilité qu'un tel jugement, de condamna-
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tion ou d'acquittement, sera rendu, diminue à mesvre que Je nom­
bre total <les jurés devient plus grand. En effet , cette probabilité 
sera Ja somme des formules (4) et (5), dans laquelle on fera n = :û +1; 
en Ja désignant par füJ'1, et ayant égal'd à la valeur de N,, on aura 

_ 1.2.3 •.. 2i+ 1 [u(1 -u)J. 
1111'1- ( 3 .• (. ) '1.2. , • , 1) i+ 1 

d'où l'on conclut 

et comme 4u (1 - u) ne peut pas surpasser l'unité, il s'ensuit qu'on a 
toujours fliJ'i+, < füJ'1, En comparant cette valem· de füJ'1 à celle de H,, . 
on voit que Ja première surpasse la seconde dans le rnpport de l'unité 
à 2u ( 1 - u), qui reste le même quel que soit i. 

( r 20 ). Si l'on sait seulement que l'accusé a été condamné à la ma­
jorité d'au moins m voix, de sorte que la majorité ait pu être m, m+2,

m+4 . . . .  jusqu'à m + 2i, ou l'unanimité; on conçoit que la probab;­
füé qu'il est coupable sera plus grnnde que p, : je la représenterai par P,. 
Dans l'hypothèse que l'accusé soit coupable, la probabilité de la con­
damnation qui a eu lieu ou de l'événement observé, est kU" d'après 
ce qu'on a vu plus haut; elle est ( 1 - k) V;, dans l'hypothèse de la 
non-culpabilité; on aum donc 

En désignant par Q, la probabilité de la non-'culpabilité, quand l'ac­
cusé est absous à cette majorité de m voix au moins, on trouvera de 
même 

Q 
(1-k)Ui 

1=
(1 - k)U; + kV;'

Les probabilités de la bonté d'un jugement rendu à la majorité de 
m voix au moins, auront aussi pour expressions P, dans le cas de 1a · 
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condamnation et Q, dans le cas tle l'acquittement. Elles ne sont pas, 
comme p, et q,, indépentlantes du nombre total n des jur�s, et dépen­
dantes seulement de m ou n-2i. Pour les comparer numérique­
ment les unes aux autres, je prends k = f; ce qni rend égales 
les �11antités P, et Q,, ainsi que p, et q1, et suppose qu'avant Je 
jugement, l'innocence de l'accusé avait la même probabilité que la 
culpabilité. Je fais aussi u = ¾; en sorte qu'il y ait trois à parier 
contr� un que chaque juré ne se trompera p�c;. En prenant pour n 
le nombre ordinaire des jurés, et faisant n = 1 .2 et i = 5, on trouve 
d'ahord 

on trouve, en outre, 

et l'on en déduit, à. très peu p1·i>s, 

4o3 
P, = 409' 

6 1-P,=-· 4°9' 

ce qui montre q11e dans cet exemple, la probabilité 1 -P; de l'erreur 
d'une condamnation prononcée à ]a majorité de deux voix au moins, 
est à peine un septième de la probabilité 1 -p; de l'erreur à craindre 
dans un jugement rendu à cette majorité ne deux voix précisément, 
ou par sept voix _contre cinq. 

Les formules (4), ( 5), (6), (7 ), (8), (9), (, o ), s'appliqueront sans diffi­
culté au cas où l'accusé traduit devant le ju1·y c1ae nous considérnns, 
aura déjà été condamné ou acquitté .par un autre jur,, on prendra alors 
pour la quantité k que ces formules renferment, la probabilité que l'ac­
cusé est coupable, résultant du premie1· jugemt-Pnt, et que l'une de 
ces fol'mules aul'a servi à déterminer. 

l • 21 ). Lorsque n - i et i se1·ont de très grands nombres, on sera
obligé de recourir aux méthodes d'approximation, pour calculer les 
valeul'S de Uï et V,. 
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Pour cela, j'observe qu'en faisant 1 -u=v, la quantité U; est la 
somme des i + 1 premiers termes du développement de ( u + v)", 
ordonné suivant les puissances croissantes de v; elle devra donc 
coïncider avec la formule (8) du n° _75, en mettant dans celle-ci, u, v, 
i, n, au lieudep, q, n, µ,; par conséquent, d'après les formules (15)
du n° 77, nous aurons 

6 étant une quantité positive dont le carré a pom valeur 

111 •1 i ( . '
) 

l n + 1 - i o = l og v (n + 1) + n + 1 - i og 11 (n + Ï); 

f (n) 

el en employant la première ou la seconde de ces deux expressions 

de U;, selon que� surpassera le rapport -
+ 

i . , ou sera moindre. 
U n I -t 

Si l'accusé a été condamné, et que toutes les majorités puissent avoir 
eu lieu, depuis la plus petite, de une ou deux voix, jusqu'à l'unani-

mité, le nombre n + 1 et le rapport i ., seront à très peu prèsn+x-i 
double de i et l'unité; on devl'a donc employer la première ou la se­
coude formule ( 1 1 ), selon que l'on aura v > z, ou v < u; et si " et v

diffèrent notablement de }, ou 4uv de l'unité, on _aura, aussi à très peu 
près, 

• 

8• = i log -1
-. 

· · 4uv 

Alors, puisque i est un très grand nombre, la valeur de 9 sera assez 
considérable pour rendre insensible, les intégrales et les exponentielles 
contenues dans les formules ( 11 ). La quantité U, se réduira donc à l'u­
nité ou à zéro, selon que u surpassera" ou sera moindre; et comme, 
dans le cas que nous examinons, la somme de U; et V, est l'unité, 
exactement ou à très peu près "selon que i est impair ou pair, il s'ensuit 
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que V, sera zéro quand on aura zt > v, et l'unité dans le cas de u < v. 
De là, on conclut que, si la probabilité k de la culpabilité de l'accusé 
avant le jugement, n'est pas une très petite fraction, il y aura une 
probabilité P; très approdtante de la certitude, pour sa culpabilité après 
qu'il aura été condamnl:! par un jury composé d'un très grand nom­
bren de jurés, si 1.,,-,èhance" de l'erreur de chaque juré est notable­
ment moindre que la chance contraire u; résultat qui tient à ce que ce 
grand nombre n, rend alors très peu probable que le jugement soit 
prononcé à une faible majorité. Au contraire, cette probabilité P;, de 
la bonté d'un jugement, sera une très petite fraction, et l'innocence 
de l'accusé, très probable, si c'est u qui est sensiblement moindre 
que v, et que, de plus, k ne soit pas une fraction très approchante de 
l'unité. Les probabilités C; de la condamnation et d1 de l'acquittement, 
données par les formules (6), seront très peu différentes de k et 
1 - k, quand u surpassera ,, , ou, au contraire, de 1 - k et k lors­
qu'on aura " > zt. 

Dans le cas de u=v= ¼, et en faisant n= 2i+ 1 ou n = 2i+ 2, 
selon que n sera impair ou pair, le rapport + i . sera un peu 

n 1-i 

moindre que·�, ou que l'unité; il faudra donc. employer la pre­

mière formule ( 1 1); et comme la valeur de 6 s:ra une très petite 
fraction, on aura, à très peu près, 

U.=.!.+_i ___e 
' .  • V� v;' 

en négligeant le carré de 8, ainsi que les termes qui auraient i pour 
diviseur, et observant qu'on a alors 

;:a:i 

e-x' dx= ¼ \l'w- 6. 

Si n est impair, que l'on fasse n = 2i + 1 , et qu'on mette f pom· u 
et ", on aura 

81 
= - ilog ( 1 + 1 )- (i + 2) log ( 1 - i � 2);

en développant les logarithmes en séries, on en déduit, au degré 
45 
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d'approximation où nous nous arrêtons

U;=½; 

Ja somme de V; et U; étant l'unité, V; sera aussi ½; et l'on aura P1= k,
comme cela doit être, quel que soit d'aiJJeurs le nombre des jurés,
lorsque leur chance est égale pour se tromper et pour ne pas se trom­
per. Si n est un· nombre pair, et qu'on fasse n = 2i + 2, u = f,
v = ¼, on aura

8• = - i log ( 1 + 1) - ( i + 5) log ( 1 - 2i :6);

d'où l'on déduira
3 

8=�"'ë, 
2 y l 

u.=.!. __ 1 __ ' .a 2\/;t' 

mais d'après la valeur de H; du n° 118, on a, dans ce cas,

on aura donc
e 

• 

1 

U1 +V1 = 1---· 
v;i·'

V I 

l 

i
=

i"- a/-=:; 2y Wl 

et ces valeurs de U; et V; étant égales, il en résultera P; = k, comme
dans 1e cas précédent. La probabilité C; de la condamnation, que nous
considérons, sera indépendante de k, et égale à V;, ou un peu moindre
que¼•

( 122). En supposant toujours que le jury soit composé d'un nom­
bre quelconque n de jurés, concevons maintenant que pour chaque
juré, la chance de ne pas se tromper puisse avoir un nombre v de va­
leurs différentes et inégalement probables. Soient x., X

8
, x3, • • • •  x,,

l l d h . . , ' ' ' , es va eurs e ces c ances pour un premier Jure; x1 , x., x3 , ••• • x,,

d . , ,, • ,, • . ., pour un secon Jure; x, , x., x3, • • • •  x, , pour un tro1s1eme
juré; etc. Désiguons, en général, par X;, X;,', X;,/', etc., les probabi­
lités que les chances X;, X;,', :X:;1111, etc., auront lieu, et qui seront aussi
les probabilités des chances correspondantes 1 - X;, 1 - x;/,
1 - x111'

1, etc. Comme une des chances x,, x., x3 , • • • •  x, 1 aura
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lieu certainement; qu'il en sera de même à l'égard de l'une des 
·h ' ' ' ' · · l' d h '' c ances x,, x., x3 , • • • • Xv

; ams1 que pour une es c ances x, , 
Il ,, If • • 

1 . d . x., X3 , , ••• x, ; et ams1 ce smte; on evra avOir 

X,+ X.+ X3 +
X,'+ X.'+ Xs'+ 
X."+ X."+ X/+ 
etc. 

Si clone, on fait 

+XV = I' 

+ X/= 1,
+ Xv"= 1;

X,x, + X.,x. + X3xa +
X/x,'+ X.'x.'+ X/xs'+ 
X,"x,"+ X/x."+ X/x3"+ 
etc., 

+ X,xv = u,
+ X/xv'= u',
+ Xv"xv"- zt'',

on aura, en même temps , 

X, (1- x,) + X. (1- x.) + .... + Xv (1- Xv) =•-u, 
X,' (1 - x,') + X.' (1 - x.') + .... + Xv' (x - xv') = 1 -u', 
X,"(1 - x,") + X."(1 - x.") + .... + X,"(1 - xv") = 1 -zt", 
etc.; 

et u, zt', u", etc., seront les valeurs moyennes des chances de ne pas 
t • l cr • 5c . •e' t u ' '' t se romper, pou1 e 1 , 2 , , •• ·JUI , e 1 - , 1 -u, 1 - u , e c.,

les valeurs moyennes de leurs chances de se tromper. 
Cela posé, la probabilité qu'aucun des n jurés ne se trompera, cor­

respondante aux chances X;, x';,, x'';,,, etc., de ne pas se tromper, sera le 
produit de ces chances et de leurs probabilités respectives X,., X',, , 
X'',,. , etc.; en la désignant par TT, on aura donc 

Soit P la probabilité qu'aucun juré ne se trompera, quelle que soit 
celle de ses chances possibles de ne pas se tromper, qui aura lieu. Par 
la règle du 11

° 

1 o, P sera la somme des nv valeurs de [J que l'on obtien­
dra, en y mettant successivement chacun des nombres 1, 2, 5, .... v, 
à la place de chacun des n nombres i, t, i'', etc. Or, il est facile de 
voir que cette somme sera le produit des n moyeuncs u, u', zl', etc.; 

45 .. 
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en soJ'te que l'on aura 
P = uu'u'' etc., 

quels que soient les nombrns n et v. 
Relativement aux chances que1conques :x:,, :x:';,, x'1

;,,, etc., de ne pas 
se tromper , la p1·obabilité qu'un seul juré se trompe1·a, se déduira 
de n en y remplaçant x, par 1 - X; si c'est le premier juré, x',, pnr 
1 - x 1

,, si c'est le second, etc. En appelant n' la probabilité totale 
' l . ' d ' h ' qu un seu ,1ure se trompera, correspon ante a ces c ances X;, xi',

x'',,,, etc., on aura donc 

n' = X,X',,X",., etc. [( 1 - x;) x';,x'';,, etc. + x,( r - x'.,) :x:'';" etc. 
+x,x' i' (1 -x",,,) etc.+ etc.].

Si l'on désigne ensuite par P' la probabilité qu'en ayant égard, pour 
chaque juré, à toutes les chances possibles de ne pas se tromper, il y 
aura un seul juré qui se tt·ompera , P' sera la somme des nv valeurs 
de n' que l'on obtiendra en y mettant successivement pour chacun 
des n indices i, i', i", etc., tous les nombres 1, 2, 5, .... 11; et il est 
facile de voir que cette somme ne dépendra que des moyennes u, u', 
u" , etc. , et aura pour valeur 

P' = ( 1 - u)u'u0 etc. + u( L - u')zl' etc. + uu'( L - zt'') etc. + etc. 

En continuant ainsi, on parviendra à celte proposition générale : 
La probabilité que parmi les n jurés, n - i ne se tromperont pas, et i 
se tromperont , sera la même que si la chance de ne pas se tromper 
n'avait qu'une seule valeur possible pour chaque juré, savoir, u pour 
le premier juré, u' pour le second, ri' pour le troisième, etc. Par 
conséquent, si ces chances moyennes u ,  u', rl', etc., sont inégales, 
les diverses probabilités d'une condamnation à des majorités données, 
et celles <le la culpabilité du ctmdamné, se détermineront par les règles 
du 11° 116, étendues à un nombre quelconque n de jurés. Si elles sont 
toutes égales entre e1les , les probabilités dont il s'agit s'exprimeront 
au moyen des formules (4), (5), (6), (7), (8), (g), (10), en y mettant 
pour u la chance moyenne commune à tous les jurés. 

On se 1·eprésentera avec précision la possibilité pour chaque juré, ùe 
plusieurs chances inégalement probables de ne pas se tromper, en con-
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ceva�t que la liste sur laq�elle chaque juré doit êh·e pris, soit divisée 
en un nombre v de classes de personnes·, telles que toutes les person­
nes d'une même classe aient une même chance de ne pas se tromper : 
pour la liste sur laquelle le premier juré doit être pris, soient X; 
cette chance correspondante à l'une des classes, et X; le rapport du 
du nombre de personnes de cette classe au nombre de celles qui sont 
portées sur la liste entière; la chance que ce juré ne se tr,ompera pas, 
sera .X'; s'il appartient à cette classe, et X, sera la probabilité que cela 
aura lieu, c'est-à-dire la probabilité de celte chance x1• Si le second 
juré doit être pris sur une autre liste, et que x';, soit la chance de ne
pas se tromper, pour les personnes de l'une des classes de cette liste,
et X';, le rapport de leur nombre à celui des personnes portées sur la
liste entière, x',, sera la chance que le second juré ne se trompera pas
s'il appartient à cette classe, et X';, la probabilité qu'il en fera partie,
ou la probabilité de cette chance x',,; et ainsi de suite, pour tous les
autres jurés.'Les jurés, d'une session de cour d'assises, étant pris au
hasard sur une même liste, formée de toutes les personnes qui peu­
vent être jurés dans le ressort de cette cour, il s'ensuit qu'avant le ti­
rage au sort, les chances moyennes u, u', u'', etc., sont égales entre 
elles . Leur valeur· commune peut d'ailleurs n'être pas la même dans 
les ressorts des différentes cours; et cela étant, s'il y avait des affaires 
où le jury dût être composé d'un juré pris dans une partie déterminée 
du royaume, un second dans une autre partie, etc., ce serait le cas oi1 
les moyennes u, u', u", etc., pourraient être différentes. Mais, dans 
tous les cas, on ne doit pas confondre ces chances moyennes qui ont 
lieu avant le tirage des jmés, avec les chances de ne pas se tromper, 
propres aux jurés que le sort aura désignés, quand le tirage sera effec­
tué; nous reviendrons tout à l'heure sur cette distinction essentielle. 

( 123). Si le nombre v des chances possibles x,, x., x31 etc., est in­
fini, la probabilité de chacune d'elles sera infiniment petite. Soit 
alors Xdx la probabilité que la chance de ne pas se tromper, pour un 
juré pris au hasard sur une liste don.née, sera égale� x; s�it aussi u la
moyenne de toutes les chances possibles, en ayant cgard a Jeurs pro­
hahilités respectives; la somme qui doit être égale à l'unité, et celle 
qui doit former la valeur de u, d'après ce qui précède, se changeront 
en de3 intégrales définies, prises depuis x= o jusqu'à x = i; en sorte 
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que l'on aura 

fo
1 

Xdx= 1, fo' xXdx=u. 

La quantité positive X pourra être une fonction continue on discon­
tinue de .�, entièrement arbitraire, poun•u qu'elle satisfasse à la pre­
mière de ces équations: pour chaque expression donnée de X, il y aura 
une valeur numérique cle u, tout-à-fait déterminée; mais à chaque va­
leur donnée de u, correspondront une infinité d'expressions différentes 
de X, ou de lois différentes de probabilités. 

Lorsque toutes les valeurs de x, depuis zéro jusqu'à l'unité, seront 
également possibles, la quantité X sera indépendante de x, et devra être 
l'unité pour satisfaire à la première des deux équations précédentes; en 
vertu de la seconde, on aura alors u = f. Si cette quantité X est crois­
sante depuis x = o jusqu'à · x = 1, de manière que la chance qu'un 
juré ne se trompera pas, soit elle-même d'autant plus probable qu'elle 
approchera davantage de la certitude; si, de plus , X croît uniformé­
ment, on fera 

a. et b étant des constantes positives. On aura alors

d'où l'on tire 

b= 

Xdx = - a. + � = 1 ;l'i 

1 · 

O 2 

1 I - 2et, X= 1 - .!.et+ œx· 
2 

J 

ce qui exige que l'on n'ait pas a. > 2. Il en résultera 

1 1 
u=-+-a.· 

2 12 
' 

en sorte que la chance moyenne ne pourra par excéder f, ni êtrç 
moindre que ¾, qui répondent à œ = 2 et a. = o. 

Supposons encore que X varie en prog1·ession géométrique , pour 
des accroissements égaux de x; et prenons 

X 
" 4.r = --- e ; 

e•-1 
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valeur qui satisfait à la condition/,,' Xdx = r, quelle que soit la 
constante et, et dans laquelle e est, à l'ordinaire, la base des loga­
rithmes népériens. Nous aurons 

1 u=--- --; 

1 - e- d et 

<l'où l'on conclut qu'en faisant croitre a. depuis et = - oo jusqu'à 
et = co , la chance moyenne u sera susceptible, dans ce cas, de 
toutes les valeurs possibles, depuis zt = o jusqu'à u = 1 : pour 
et. = - oo , a, = o, r.1, = co , on aura u = o 

7 
u = ¾ , u = 1 • 

Si les diverses chances de ne pas se tromper doivent être renfermées 
entre des limites plus étroites que zéro et l'unité; par exemple, 
si la chance x ne doit pas s'abaisser au-dessous de ½, et, en outre, 
si an-dessus de ¾, toutes ses valeurs doivent être également possibles, 
on prendra pour X une fonction discontinue, que l'on déterminera 
de cette manière. Je désigne paré une quantité positive et de gran­
deur finie, mais tout-à-fait insensible; soitfx une fonction qui varie 
très rapidement depuis x = ¾ -é jusqu'à x =½,qui s'évanouisse 
pour toutes les valeurs de x, comprises depuis x = o jusqu'à x = ¾- €, 

et qui ait pour valem· une constante donnée g, depuis x = ¾ jus-
qu'à x = 1; cela étant, je fais 

X =Jx. 

Par la nature de cette fonctionfx, on aura 

1 

r' Xdx = �g+ �
2 

j:Xd.x;
Jo 2 J'--, 

2 

à cause de J: 
1 

Xdx = 1 , on aura donc 

1 

f
,_;._,f:Xdx = [ - }g;

cc qui exigera que g ne surpasse pas 2, puisque fx ne peut avoir 
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que des valeurs positives. Dans l'intégrale J; _ , xf:Xdx, on ·pourra, 
2 

en-dehors <le j,-c, regarder x comme une constante égale à ;- ; on 
aura donc aussi 

et en observant qu'on a 
I l 

-- ' -
;:• xfxdx= /

0

2 

xfxdx + .{2

_, xfxdx+ f
!.

1 

xfxdx, 
2 

. 2 

on en conclura 

la' xfxdx - 2 

ou bien, en réduisant, 
u = ¾ + ½ g. 

Par- conséquent, dans ce cas, la chance moyenne ne pourra pas ex­
céder u = ¾, qui répond à g = 2, ni être moindre que u = ¾, qui
répond à g = o. 

On pourrait faire ainsi une infinité d'hypothèses différentes sui· la 
forme de la fonction X. Si l'une d'elles était certaine, la valeur cor­
respondante de la chance moyenne u le serait aussi; si, au contraire, 
elles soul toutes possibles, leurs probabilités respectives seront infini­
ment petites, et il en sera de ·même à l'égard des diverses valeurs de 
la chance moyenne qui résulteront de ces hypothèses. Le dernier cas 
aura lieu, lorsque les valeurs différentes dont est susceptible la chance 
qu'un juré ne se trompera pas, nous seront inconnues, et que nous ne 
connaitrons même pas la loi de leurs probabilités, de sorte que nous 
puissions faire sur cette loi toutes les suppositions possibles, qui don­
neront à la chance moyenne des valeurs inégalement probables. Alors 
en représentant par cpudu la probabilité infiniment petite que cette 
chance sera égale à u précisément, cpu sera une fonction continue ou 
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discontinue, telle que l'on ait J:1 

rpudu = 1: et susceptible des mêmes

remarques que l'on vient de faire relativement à X. 
( 1 .24). Les formules précédentes donneraient les solutions complète� 

de toutes les questions relatives à l'objet de ce chapitre, si avant le 
jugement, Ja probabilité k de la culpabilité était connue, et que l'on 
connût aussi, pour chaque juré et dans chaque affaire, la probabilité 
qu'il ne se trompera pas; ou bien, si cette chance de ne pas se tromper 
a plusieurs valeurs possibles, il faudrait que toutes ces valeurs fussent 
données·, ainsi que lclll's probabilités respectives; ou bien encore, 
quand ces valeurs sont en nombre infini et ont chacune une proba­
bilité infiniment petite , il serait nécessaire que nous connussions la 
fonction qui exprime la Joi de leurs probabilités. Mais aucun de ces 
éléments indispensables-ne nous est donné à priori. Avant que l'accusé 
paraisse deva-qt le jqry, sa mise en accusation et la procédure qui l'a 
déterminée, rendent sans doute sa culpabilité plus probable que son 
innocence; il y a clone lieu de croire que k surpasse ¾, mais de com­
bien 7 Nous ne pouvons aucunement le savoir d'avance. Cela dépend 
de l'habileté �t de la sévérité des magistrats chargés de l'instruction 
préliminaire, et peut varier dans_ les différeµts genres d'affaires. Nous 
ne pouvons pas non plus connaitre, soit avant le tirage au sort sur la 
liste des citoyens qui peuvent être jurés, soit après ce tirage, la 
chance qu'un juré ne se trompera pas : elle dépend, pour chaque 
juré, de ses lumières , de l'opportunité qu'il attache à la répression 
de telle ou telle sorte de crimés, de la pitié que lui inspire l'âge on 
Je sexe de l'accusé, etc.; toutes circonstances qui nous sont inconnnes, 
et dont nous ne pourrions pas d'ailleurs évaluer en nombres, J'influence 
sur les votes des jurés. Il est donc nécessaire, pour qu'on p-qisse faire 
usage des formules précédentes, d'en éliminer les éléments inconnus 
qu'elles renferment; c'est ce qui ya maintenant nous occuper. 

( 125). Considérons le cas où la chance de ne pas se tromper est 
égale pour tous lês jurés. On suppose qu'elle soit inconnue avant le 
jugement, et susceptible de toutes les valeurs possibles depuis zéro 
jusqu'à l'unité, et l'on représente par fudu la probabilité infiniment 
petite d'une valeur u de cette chance. Si cette valeur était certaine, 
c'es�-à-dire si la cba11ce d� ne pas se t)'.omper ét;iit c�rtainemenl u pour 

44 
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chaque juré, la probabilité que l'accusé coupable ou innocent serait 
condamné par n - i voix et absous par les i autres voix, aurait pour 
expression la formule (4); n étant le nombre total des jurés, et k la 
probabilité, avant le jugement, de la culpabilité de l'accusé. Par 
conséquent, la probabilité de ce partage de voix sera réellement 
égale à cette formule multipliée par fudu; et quand ce partage aura 
eu Heu effectivement, la probabilité que la chance de ne pas se trom­
per, commune à tous les jurés, a été u, se1·a le produit de la for­
mule (4) et de �udu, divisé par la somme des valeurs de Cl! même 
produit qui répondent à toute5 celles de u, depuis u = o,  jusqu'à 
u = r (n• 45); de sorte qu'en désignant par t,J,dtt cette probabilité 
infiniment petite, nous aurons 

[kzt•-l (1 - u)1 + (1 -k)u1(1 - u)•-i]4'1t
.m, = ' , 

fO 
[kun -l (1 - 11)1 + (1-k)u' (1 - u)•-i]qmdu 

en supprimant le facteur N, de la formule (4), indépendant de u et
qui serait commun au numérateur et au dénominateur de s1• Si l'on
représente par i\1 la probabilité que la chance u de ne pas se tromper
a été comprise entre des limites données l et l', cette quantité sera
l'intégrale de t,J, du, prise depuis u = l jusqu'à zt = l'; on aura
donc

f r rrk 
l 

u•-1(1 -u)1 4'udu + (1 - Ir) 
J l

1t1 (1-u)a-i�udu 

�= r· r' 
. 

k 
J O 

un-l (1 - u)1 f11du + (1 - k) 
J O 

u1 (1-u)n-l �udu 

Dans le cas den pair et d'un partage égal des voix, on an. = 2i, et, 
par conséquent, 

en sorte que la probabilité À1 est alors indépendante de k, .dont elle 
dépend, en général, quand les voix sont inégalement partagées. 
Lorsque deux valeurs quelconques de u également éloignées des ex­
trêmes zéro el l'unité, ou de la moyenne ù = ½, sont également pro-
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hables, de sorte qu'on ait q> (• - u) = q>u, il en résulte 

la' un-i (1 - u)'q>udu = la' u1 (1 - ut-1q>udu.

Si l'on a, de plus, l <¼et l' = 1 - l, on aura aussi 

rl' l' 
J l un-l ( I - u )1tpudu = J,, u' ( r - u )n-1q,udu;

la formule (12) deviendra donc 
(•-l 

J l u"-1(1-u)i<pudu

)l,=-,----
lo u•-i(1- u)'<pudu

et sera encore indépendante de k, quels que soient les nombres n - i 
et i suivant lesquels la totalité des voix se sera divisée. 

En faisant l = ¾ el l' = 1, dans la formule ( 12), et en désignant 
par l-.1

1 ce qu'elle devient, il en résulte 

k J/ un-1(1-u)1<pudu + (1 - Ir) f
'!_

1 

u1 (1 - u)11
-

1q;udu
1 2 2 

À; = -------------,-------, 
k r 

I 
u•-1( 1- u)itpudu + ( l - k) r 

I 
u1 ( 1 - u)•-1tpudu

JO j O • 

pour la probabilité que la chance u est comprise entre ¾ et 1 , ou 
sul'passe ¼, Si l'on fait de même l = o et l' = ; , et qu'on représente 
par 'A'11 ce que devient la formule ( 12), on aura 

1 1 

k Îii. un-l (1- u)1<pudu + (1 - k) Î2 ui (1 - u)•-1
ip udu �- Jo Jo 

,- fi fi 
' 

k un-l (1-u)1tfludu + (i - k) 111 (1 - u?-1
ipud1;

O O • 

pour ia probabilité que u soit moindre que ¾, Or, la probabilité qu'on
a précisément u = f étant infiniment petite, la somme de ces deux
quantités 11.1

1 et À"1 doit être l'unité; ce qu'on vérifiera immédiatement 
en observant que leurs dénominateurs sont égaux, que la somme des 
intégrales multipliés par k à leurs numérateurs, est égale à l'intégrale 
multipliée par k au dénominateur, et qu'il en est de même à l'égard 
des intégrales multipliées par 1 - k. 

44-. 
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( 126) La probabilité que la chance de ne pas se tromper pour
chaque juré a été égale à u da·us un jugement oi1 n - i jurés ont 
condamné l'accusé et les i autres l'ont absous, étant exprimé par w,du, 
et la probabilité que l'accusé soit coupable après le jugement, étant 
la quantité p1 <lu 11° 119, si cette chance était certainemènt u; il suit des 
règles des n°• 5 et 1 o, que la probabilité de la culpabilité aura pour va­
leur complète l'intégrale du produit p1/,1)1du, prjse depuis u=o jusqu'à 
i, = 1. Donc , en la désignant par r,, et ayant égard aux expressioni. 
<le CtJ1 et de p,, nous aurons 

k f
0
1 

u•-i (1 - u)1q,udu
ç, = ___.__ .:;...________ 

---. (15) 
!,: fo 1 

u11
-

1 (1 - uJi tpudu + (1 - k) fo' ui (1 u)•-1 q,udu

Cette probabilité ,, sera zéro ou l'unité en même temps que k. En 
mettant son expression sous la fom1c

k(1 - k) [ Î 
I 

u•-1 (1 :..._ u)1tpudu -f 1 
111 (1 - u)"-1�udu]

, =k+ 
./o . n ___ _ 1 

/.· lr,1 

un-1(1 - u)1ip11d11 + (! - k) f
0
' u1 (1 -ut-iq,udu '

on voit que pour toute autre valem· de k, la probabilité que l'ac­
cusé est coup:1hle, après le jugement, sera plus grande ou plus 
petite qu'auparavant, selon que la première des deux intégrales 

.r:• un-1 (1 - uy <pudu etJ:' u1 (1 - u)•-1<pudu sera .plus grande ou

plus petite que la seconde : quand elles seront égales, oe qui au.ra tou­
jours lieu dans le cas de n=2i et dans celui de <p(1-u)=<pu , on 
aura (1 = k; et, en effot, la probabilité que l'accusé est coupable ne 
peut être aucuneme1H changée par un jugement dans lequel les voix 
se sont -partagées également, non plus que par un jugement dans le­
quel les valeurs u. et 1-u, ou� ::l:: ¼ ( 1- 2u), de la chance de ne pas 
se tromper, sont supposées également probables. 

Dans tout autre cas·, ,, ne dépendra pas seulement, comme p1, de 
la ·majorité mou n - 2i à laquelle le jugement a été prononcé, et de 
)a quantité k; la valeur de ,1 dépendra aussi du nombre total 11 des 
jurés ·et de la loi de probabilité des chances de pas se tromper, ex­
primée par la fonction �m. 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 349 
Ainsi, par exemple, si une condamnation est prononcée à une seule 

voix de majorité, par un jury composé de 201jurés; ou bien, si l'accusé 
est condamné, dans un autre cas, par un seul juré, et qu'on soit certain 
que Ja chance de ne pas se tromper a été égale pour ce juré unique et 
pour chacun des .201 autres jurés, la bonté du jugement aura exactement 
la même probabilité dans les deux cas : seulement, dans le premier 
cas, si cette chance diffère notablement <le ¾, l'événement obs�rvé 
sera un fait extraordinaire ,  ou dont la probabilité sera très faible, et 
qui arrivera très _rarement ; et si cette chance de ne pas se trompe1· e&t 
égale à¾, la proba!lilité de ce premie1· cas sera un peu au-dessus de un 
neuvième , d'après l'expression de rar1 du n� 1 19. Mais si la chance 
que chaque juré ne se trompera point, ue nous est pas connue avant le 
jugement, et que nous la déduisions du jugement même qui a été pro­
noncé, la culpabilité de l'accusé est beaucoup moins probable, lors­
qu'il est condamné par 101 jmés et absous par 100 autres, que s'il n'y 
a\'aÎt qu'un seul juré par lequel il eût aussi été condamné; non pas que 
le jugement de 101 personnes contre 100, soit m'?Îns bon en 1ui­
même que celui d'une seule personne; mais parce que le partage de 
.20 r voix en deux nombres qui ne diffèrent que d'une unité, rend 
très probable que la chance de ne pas se tromper a été peu différente 
de ¼, sans doute à raison de la difficulté que l'affaire présentait. 

(127). Afin de se former une idée précise de la signification qu'on 
doit attache1· aux· formules (12) et (15), il faut supposer une personne 
qui ait, avant le jugement du jury, une certaiue t·aison de croire 
l'accusé coupable, expa·imée par la probabilité k; qui ne connaisse 
aucun des n jurés, ni l'affaire qu'ils ont eu à juger; et qui sache seule­
ment qu'on les a pris au hasard sur la liste générale. Pour cette per­
sonne, la probabilité qu'un juré ne s'est pas trompé dans son vote, 
est égale pour tous les jurés (0° 1 .22), mais inconnue; avant le jugement 
elle peut supposer à cette inconnue u, toutes les valeurs possiô_les de­
puis u=o jusqu'à u=1: par des considél'alions quelconques que nous 
n'examinons point ici, la probabilité infiniment petite que la personne 
attribue à la variable u est exprimée par cpudu; et cpu est une fonction 

donnée qui doit satisfaire à Ja condition J: 
1 

((Judu= 1, puisque la va• 

Jeur de lt ell c�rtainement contenue entre les limites de cette inté-
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gralc : après que le jugement est prononcé, et la pe1·so1rne sachant que 
l'accusé a été absous par i voix et condamné par les n - i. autres,
cette connaissance est une nouvelle donnée d'après laquelle il y a, pour 
cette personne, la probabilité 7'.i que la chance u de ne pas se tromper 
a été, dans ce jugement, comprise entre les limites l et l' pour tous 
les jurés. La raison de croire à la culpabilité de l'accusé a aussi aug-,, 
menté ou diminué : la probabilité k qui l'exprimait avant le jugement 
est devenue ,i après qu'il est rendu; elle serait différente pour une 
autre personne qui aurait d'autres donn.ées sur la question, et l'on ne 
doit pas la confo11dre avec la chance même de la culpabilité. Celle-ci 
dépend de k, et de la chance de ne pas se tromper, propre à chacun 
des jurés qui ont concouru au jugement, différente pour les diffé­
rents jurés, d'après leurs divers degrés de capacité et la nature de 
l'affaire soumise à leurs décisions. Si les valeurs numériques u, u',

zt'', etc., de cette chance, nous étaient données pour tous les jurés, 
ainsi que la valeur de k, la chance véritable de la culpabilité de l'ac­
cusé après le jugement, se calcule1·ait par les règles du n" J 16, éten­
dues au cas de n jurés; mais l'impossibilité de connaitre ces valeu1·s 
à priori_, rend également impossible l'appl_ication de ces règles. 

Si l'on sait seulement que l'accusé a é�é condamné à la majorité d'au 
moins m ou n - 2i voix, de sorte qu'elle ait pu être de m+ .2, 
m+4, . . . . voix, jusqu'à l'unanimité; et si l'on représente, dans ce cas, 
par Y; la probabilité que la chance de ne pas se tromper, commune à 
tous les jurés, a été comprise entre lès limites l' et l, el par Z; la pro­
babilité que le condamné soit coupable, on obtiendra les expresiiiOns 
de Y; et Z; par le même rai�onnement que celles de À; et (;, mais en 
faisant usage des valeurs de C; et P, (n•• 118 et 1:20 ), au lieu d'employer, 
comme nous l'avons fait pour parvenir aux formules ( 12) et ( 15), les 
valeurs de ')-; et p;, De cette manière, on aura 

k f
0

1

U;<pudtt + (1 - k) J,1' V;ipudu 
y·=--------------, • 

k ;:
1 

u,�udu+ (1 -k) J:1 

V;,Plldlt 

Z _ 
k [

0

1 

U,rpudu 

- k j: U;<p_udu + ( 1 - k) J:1 V,.tpudu•

( 14)
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On pour1·ait généraliser ces expressions, ainsi que ]es formules ( 12) 

et ( 13), et les étendre au cas où l'on saurait qu'une partie n' de.s n jm·és 
a été prise au hasard sur une première liste , une autre partie n'' sur 
une :i.utre liste, etc.; et o� l'on supposerait que pour ]a première Jiste, 
une valem· u' de la chance moyenne de ne pas se tromper a une 
probabilité <p'u'du'; que pour la seconde liste, <p'1zt''dd1 est la probabi­
lité d'une valeur u• de cette chance moyenue; et ainsi de suite. Mais 
cette extension ne présentant ui difficulté, ni application utile, nous 
nous dispenserons d'écrire les formules compliquées auxquelles elle 
donnerait lieu. 

( 1 28). Quand i el n-i seront de très grands nombres, il fau<lrn 
avoir recours à la méthode du n° 67 pour calculer les valeurs appro­
chées des intégrales contenues dans Jes formules ( 1 2), ( t 3), · ( 14). 
Je considérerai d'abord celles que renferment les formules ( 1 2)

et (13). 
Depuis u=o jusqu'a zt= 1, le produit u•-1(1 -u)I n'a qu'un seul 

, maximum; je représenterai par b sa valeur, et par œ celle de u à la­
quelle il répond; on aura 

Je fais ensuite 
n - i

œ=--;,-, 

u•-1( 1 -u)' = b e-:c•, 
ou bien, en passant aux logarithmes 

x•= logl'.;-(n-i)logu-ilog (1 -u). 
La variable.r croitra Continuellement depuis x=-a;, jusqu'à x=a;,; 
les valeurs x = - a;,, x =o, x = a;, , répondront à u = o, u =a,

lt = 1 ; et les limites de l'intégrale relative à x seront:±: a;, , quand 
celles qui se rappol'taient à u étaient zéro et l'unité. En général, si l'on 
appelle À et À1 les limites relatives à x, correspondantes à des limites

let l' relatives à u, on aura 
l. == :±: V (n - i) log Tn-!. + i log {�"�

ïFi
, 

"A'= ::c J(n- i) log n r,/· + i log (1 i l')n·, 
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d'après les valeurs précédentes de C et de x• . Lorsque l et l' surpasse­
ront tt., les valeurs de À et À.1 devant alors être positives, on prendra les 
signes supérieurs devant les radicaux; on prendra les signes inférieurs, 
quand let l' seront moindres que et; et quaqd on aura l < et et L'. > tt.,

on prendra le signe supérieur devant le second radical et le signe in­
férieur devant le premier, afin que Ja valeur de'>.. soit négative et que 
celle de ;...' soit positive. 

Pour exprimer u en série ordonnée suivant les puissances de x, 
soient)', Ï'', ,-", etc., des coefficients constants, et faisons 

u= et+ Î'x + ït'x• + )'"x' + etc.;

en ayant éga1·d aux valeurs de a, C, x•, il en résultera 

n3 
x• = . . (Î'x + )'x• + ,-"x' +etc.)•21(n-1) 

,n4(n -2i) 1 + �i•(n _ i)" (Î'x + Î' x• + Î'"x• + etc.? + etc.;

en égalant les coefficients des mêmes puissances de x �ans les deux: 
membres de cette équation, on en d�duira les valeurs de Î', '),', i'", etc., 
au moyen desquelles, on aura 

+ ✓2i(n - i) 2x1( n- 2i) + t u = t1, X n, --:-
3n, e C, � 

et , en même temps, 

d _ • /2i(n - i) d _ 4.x(n -'li) + t u � 
V 

n'I X 3n• . e c.

Si la fonction q,u ne décroit pas très rapidement de p3l't ou d'autre de 
la valeur particulière et de u, on pourra, après y avoir substitué cette 
nleur de u en série, développer aussi q,u suivant les puissances de u-œ, 
et par suite, suivant les puissances de x; on aura, de cette manière, 

_ + [ ✓<;J.i(n-z)_ t ]d'•+.!. [xv(2i(n:-- z)
f" - q,tt, X n'l e c. 

,d• • nl J•d•t• etc. dœ• + etc.

Au moyen de ces diverses valeurs, l'expression en série de 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 555 
J:' u•-1( 1- u)'q,udu renfermera les intégrales prises depuis x = - 00

jusqu'à x = co, de la différentielle e-:r•dx multipliée par des puis­
sances paires.ou impaires de x; les intégrales relatives aux puissances 
paires auront des valeurs connues, les autres s'évanouiront; et les nom­
bres i et n-i étant du même ordre de grandeur que n; la série dont il 
s'agit se trouvera ordonnée suivaql des quantités de l'ordre de petitesse 
d 1 1 1 E • . . e • /=, -v=, -v- , etc. ll OOUS arrefant a son premier terme 1 

et 
y n. n n n• n 

observant que l'intégr�le /: 
00 

e-:i:•d,x est égale à \17Ï-, no1�s aurons, 

;: 
1 

• 1, )' d . i;(n - z/-1V 2wi(n - i) "'(n - i) u- p -u q,u u=....;...--'----- ,.. -- · 
o n•+• Vn n '

d'où l'on conclut aussi 

par la permutation des nombres i et n - i.

Si l'on désigne· par d' une quantité positive et très petite pa1· 
rapport à yn; que l'on fasse

l = n - i _ d' ✓2i(n - i)
n 

· 
n

1 ' 

l' = !_-i + J' ✓2i(n -.!] ,· 
Il 

. · n3 

et qu'on. développe en séries les logarithmes contenus dans les ex­
pressions de À et À

1
, on trouvera À=-J' et À1 = J-, en négligeant 

les termes de l'ordre de petitesse de �- D'ap1·è� cela, on aura

f l' .( )' .. ..J i'(n-i)N-lV2i(n-i) 
111 cn-i)ft -:i:•d u•-• 1 - u q>uuu = �-...,:,_.......:-,,,,.;-.-...: .,.. -- e. x,

l nN+•Vn " -1 

aux quantités près de l'ordre de ;ï• A mesure que J �ugmentera, cette 
intégrale relative à x s'approchera d'être égale à y;;.; pour qu'elle 
en diffère très peu, il sullira que J' soit un nombre tel que 2 ou 5. 

45 
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Pour des limites l ou l' qui seront toutes deux notablement plus gr�n­

des ou plus petites que n -i, l'intégrale relative à userait sensiblement n 
nulle. 

En désignant par e une quantité ·positive et très petite par rapport 
à \ln' et faisant 

l - � -·e ✓�·en-� 
- n n� ' l' _ i + 

✓2i(11-i) . - ri e -----;;-- ' 

·, 
nous �urons de même 

Pour des limites let l', toutes deux notablement plus grandes ou plus 
petites que �, la valeur de cette intégrale relative à u serait sensible-

. . 
ment zéro. 

Si les fractions ��et!:. diffèrent notablement l'une de l'autre, les· n n 
premières des valeurs précédentes de l et l', · différer.ont de même de la 

valeur � de u qui répond au maximum de u'( 1 - u)--1, ce qui ren-

dra sensiblement nulle l'intégrale f/ u'( 1 - u)n-1rp1«lu correspon­

dante à ces limites, et, en même temps, les dernières de ces valeurs 
de l et l' différeront aussi notablement de la valeur �...!· de u rela-
tive au maximumde u•-1( 1-u)',ce qui rendra aussi à très peu près zéro· 

, 

l'intégrale r un-1(1 -u)'rpudu, qui répond aux autres limites. 
j l 

( 1 29). En substituant dans la formule ( 15) les valeurs approchées 
des intégrales qu'elle contient, et supprimant les facteurs communs• 
au numérateur et au dénominateur, il vient 

(n-i) 
• . k1p -;--

(, = . -. ' 

�-1pc n !) +(• �k)!pG) 
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pour la probabilité qu'un accusé est coupable, quand il est condamné 
a la majorité de m ou n- 2i. voix, par un jury composé d'un très 
grand nombre n de jurés. On voit qu'elle dépend du rapport de i à n, 
ou, si l'on veut du rapport de n-i à i, et non pas de la différence de 
ces nombres , comme la probabilité ·p, qui a lieu dans le cas où la 
chance u de ne pas se tromper est donnée à priori (n° 119). l1a1· exem­
ple, si l'accusé est condamné par 1000 voix et absous par 500 voix, 
dans un jury composé de 1500 jurés, ou bien s'il est condamné par 100 
voix et acquitté ·par les 5o autres, quand il y a 150 jurés, la probabi­
lité (1 est la même et la  probabilité p, très différente dans ces deux cas. 
Au contraire, le second jury et sa décision res1anl les mêmes, si le 
premier jury était composé de 1050 jurés, dont 550 eussent condamné 
l'accusé et 500 l'eussent absous, ce serait p1 qui ne changerait pas et (, 
qui pourrait heaucou,p changer. 

L' , , d , n -i I i . d accuse etant con amne, -- surpasse - et - est mom re; or,
n 2 n 

si l'on suppose qu'au-dessous de u = ¼, la fonction cpu soit sensible­
ment nulle, c'est-à-dire si l'on regarde comme tout-à-fait invrai­
semblable, une chance moyenne de ne pas se tromper, qui tomberait 
au-dessous de ¾, ou serait moindre que celle de se t1·omper; et si , de 
plus, la fraction k n'est pas très approchante de zéro, on pourra 
négliger· le second terme du dénominateur de ,, par rapport au pre­
mier; d'où il résultera ,, = 1 , ou, du moins, une probabilité,, très 
approchante de la certitude. 

Au moyen des valeurs approchées des intégrales contenues dans la 

formule ( 12), et en supposant que les fractions 7.!_-::_i et i ne soient 
Il n 

pas très peu différentes l'une de l'autre, on aura 

1 (n - i)fJ , . _ v; k� -n- -J e-x dx
,,, _ . . , 

kq> C n t) + (1-: k) (/)(;D 
pour la probabilité que dans le jugement rendu contre J'accusé, la 
chance u de ne pas se tromper, commune à tous les jurés, a été com­
prise entre les limites 

45 .. 
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n-i ;.f2i(n-i)
11 =F V n3 

• 

Dans la même hypothèse, qui rend nulle une des deux intégrales que 
renferme lé numérateur de la formule (12), on aura 

1 (i) .,.,, 
y; 

k tp n j _ • e -:r• dx 
;., = . . ' 

k<p e
n 

l) + (r - k) <p (�) 

pour la probabilité que cette chance a été renfermée entre les limites 

i \,/2i(n-i) 
n =F li n� . 

On peut donner à J- et E, des valeurs assez grandes sans être très con­
sidérables, pour que les intégrales relatives à x diffèrent très peu 
de y«; alors la somme de ces deux valeurs de >., différera aussi très 
peu de l'unité; et il sera à très peu près certain que la chance moyenne u 
a été comprise, soit entre les premières limites, qui s'écartent peu de 
la fraction n

n i supérieure à;, soit entre les dernières, qui s'écar-

tent peu de la fraction � moindre que ;· Si l'on suppose cp (D insensi­

ble ou négligeable par rapport à cp e n l)' le second cas sera exclu ' 
et l'on pourra regarder comme à peu près certain que la valeur de u 
s'est très peu éca1'lée du rapport n n i, ou, autrement dit, que les
chances u et 1 - u de ne pas se tromper et de se tromper, ont été 
entre elles comme les nombres n - i et i des voix de condamnation 
et d'acquittement. 

Il semhlerait, d'après cela, que la probabilité ,, au lieu de se ré­
duire sensiblement à l'unité, devrait différer très peu de la valeur de p, 
relative à u = 

n - i. Mais il faut remarquer que la probabilité p, ré-n 
pondant au cas où la chance u n'a certainement qu'une seule valeur 
possible; pour faire rentrer ce cas dans celui auquel répond l'expres­
sion de �,, il faudrait supposer que <pu n'a de valeurs autres que zéro, 
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que dans une étendue infiniment petite de part et d'autre de la valeur 
possible de u, et qu'elle décroit très rapidement près de cette valeur; 
or ) l'analyse du numéro précédent suppose essentiellement , comme 
on l'a vu , que (pu ne varie point ainsi de part ou d'autre de la valeur 
�! de u; par conséquent l'expression de?;,, déduite de cette ana-

n 

lyse; n'est point applicable au cas auquel répond l'expression de p; du 
n° 119. On peut d'ailleurs observer que celle-ci est comprise dans la 
formule ( 15). En effet, si l'on représente , en général, par v la seule 
valèur possible de u, et par >1 un infiniment petit positif; et si l'on prend 
pour cpu une fonction qui soit nulle pour toutes les :valeurs de u, 
non comprises entre "=F >1, les limites des intégrales que contient 
la formule ( 13) se réduiront à "=F li; dans leur étendue , les facteurs 
un-i( 1 - u )1 et u'( 1 - u t-1 seront constants; en les faisant sortir hors 

d . f . . l'" ' l (v+• d · es signes , et suppl'lmant ensuite mtegra e� v _ • {plt u qm se trou-
vera facteur commun au numérateur et au dénominateur de la for­
mule (13), elle coïncidera avec la· formule (7) appliquée à u= "• 

Si les deux fractions n - i et !. ne différaient pas sensiblement l'unen n 
de l'autre, et que l'on prit f! =I, les valeurs précédentes de A, se rap­
porteraient.aux mêmes limites de la chance u; mais leur valeur com­
mune différerait des précédentes, et serait indépendante de k et égale 
à .;-J1 

e-r'dx, parce que, dans ce cas parti�ulier, les deux inté-
Y Il' -t 

grales contenues au numérateur de la formule ( 12) sont sensiblemea t 
égales , ainsi que celles qui se trouvent à son dénominateur. 

( 1 5o ). Pour déterminer les valeurs approchées des intégrales que 
renferment les formules ( 14), il faudra exprimer celles de U, et V, au 
moyen des· formules ( r r ). 

La première de celles-ci ayant lieu quand �surpasse __ ,. __ , etu n+1-i 
la seconde dans le cas contraire, il s'ensuit que la première subsistera 
depuis u=o jusqu'à u=a., et la seconde depuis u=œ jusqu'à u=,, 

en prenant n pour n + 1 et faisant n n i = œ. D'après l'équation qui

détermine ]a quantité 8 contenue dans ces formules ( 1 1), on aura 
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c'est-à-dire la même équation qu'on avait tout-à-l'heure entre u et :x:, 
et de laquelle on tirera 

_ + 9 ✓2Ï(n-i) 26°(n - 2Ï) + · u-a.. 1 � - 3n, etc. 

Mais 9 devant toujours être une quantité positive (�0 121 ), ses valeurs es­
ronr 9=oo, 9=o, 9=oo, pour u=o, u=œ, u= 1 :_ la variable u 
croissant depuis u = o jusqu'à zt = œ, la variable 9 décroitra depuis 
,6=a:> jusqu'à 9=o; et u croissant de nouveau depuis u=ct jusqu'à 
u= 1, cette même variable 8 croitra depuis 9=o jusqu'ii 8=a:>. 

Cela posé, nous aurons, d'après les formules ( 11), 

( "'u <pudu= � r0 (J.00e -x'dx)cpu du d9+ (n+i)v'z f''.e�8'(pu du d9 
� 0 

1 V 1r J oo 9 d8 3 V 1rni(n-i)J oo d� ' 

( 1 -

f' 
.. , foo((oo ) du Q (n+i)v';: ;:oo du e 1 U1cpudu = q;udu--=- e- "''dx cpu

da d +- . . e-9.•cpu-
d

• d .
.. ::. "- V 1r o . 8 3 V 7rnz(n-1) o 0 

Ou obtiendra, en séries convergentes, les valeurs de ces intégrales, 
simples et doubles, relatives à 9, en substituant sous les signes f la 
série précédente à la place de u, son coefficient différentiel au lieu de 
�;, et développant aussi cpu en série, ce qui suppose que cette fonc­
tion ne varie pas très rapidement de part ou d'autre de la valeur par­
ticulière a., de u. Si l'on néglige les termes cle l'ordre de petitesse de 

-;;_, or_i. fera simplement 

11 /û(n-i) u=ct+o \ 
'j , 

, n 

du_ ✓�) 
dd - n' ' 

Le radical � sera susceptible du double signe ±; on prendra 

le signe supérieur dans les intégrales où la variable 9 est croissante, et 
le signe inférieur dans celle où elle est décroissante ; en changeant 
ensuite le signe de ces dernières, et intervertissant l'ordre de leurs 
limites, nous aurons 
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f: Uicpudu·= q>a: V2i(:n:-i> J:(J; e-x•dx) d9,

J.: Ui<pudu = _l
1 <pudu-<pe,, ✓2i(:nj i) f� (J:e-x'dx )db;

et en ajoutant ces deux formules, il en résultera 

En général', si l'on désigne pal' a et a, ·deux valeurs de u telles que 
l'on ait a< œ et a, > œ, et que l'on représente par b et b, les valeurs 
positives de 9 qui répondent à u=a et u=a,, on aura, au· degré 
d'approximation où nous nous arrêtons, 

f'" ' ✓2i(n-i) (b (Joo ) ' 
a 

Vi<pudu=<pœ 7rn3 J O 8 e-x•dx d0, 
fa, V d fa, ud . /û(n-i) r b,(100 ) ,,_ i<pu u = .. (f) u - cptt; V 7rn3 J O 

• 
8 

e-x• dx dG.
Par le procédé de l'intégration par partie, on a d'ailleurs 

r b ( roo 

e-:r'dx) dO = b roo e-x•dx + !. _: e-b',
Jo Je · }1, 2 2 

e
-x'dx d0=b e-x'dx+---e-b/J:b�(J:oo ) -;:oo J 1 

o 8 1 b, . 2 2 ' 

et, par conséquent, 
f "Vtriudu=triœ. /?.i(n i)(b r00

e
-:r•dx +!..-!.. e-b•)

a •'t' 't' V ,r,z
3 1} b 2 2 

' 

fa, U;<pudu=fa, <pudu -cpa.. J'ii�)(b; roo e-r'dx+!._!.. e-b,' ).
et. .,. v · 7rn '} b, 2 2 

Je mets actuellement Vi à la place de Ui dans les formules ( 11 ), et j'y 
change,en conséquence, uen 1-u(n° I 18).La première aura lieu quand 

u. i ' ' a· d . . '' --surpassera ., c est-a- ne epms u=1-a. JUsqu a u=1, en 
1-u n+i-i 

. . r · · n-i L d b prenant.n pour n+ 1, et ia1sant t0UJ0urs et.=--. a secon e su · 
. n 

sistera depuis u=o jusqu'à u= 1 - a. En représentant par S' ce que 
devient 9 par le changement de u en 1- u, et continuant de négliger 
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les termes de l'ord1·e de petitesse de;;, nous aurons d'abord 

r• V;cpudu= <p(1-œ) · /�i(n ,1 i) (IXJ( f00e-z•dx)d8',J 1-« V 1rn J o J S' 

f 1-« 

;: r-or. ✓2i(n-iV:oo(J:oo ) V;<pudu = ·rpudu--q,( 1-ee)
.1 e-z• dx. dG'.

n . o .,,.n· o S'
et, par conséquent, 

r· r•-.. 
J 

O 

V;<pudu = J 
O 

<pudu. 
Ensuit�, si a' et a', sont deux valeurs de u telles que l'on ait a'< 1-a 
et a',> 1-œ, et si l'on désigne par b' et b', les valeurs positives de G',
tirées de l'équation 

i1(n-i"'n-• (1-u)n-iui = / 'e-6'•'n 
et qui répondent à u= d et u = a',, on aura aussi 

( 131 ). Les valeurs approchées des intégrales contenues dans les for­
mules ( 14) étant ainsi déterminées, nous auro_ns 

k r:�udu 

pour la probabilité que l'accusé est coupable, après qu'il a été condamné 
par un nombre de voix au moins égal à n-i, dans un jury d'un très 
grand nombre n de jurés. Le rapport cc. ou n n 

i étant alors plus grand
que!., si l'on suppose Ja fonction <pu insensible ou nalle pour les va-

. 2 

Jeurs de u moindres que;, l'intégrale i1-"'<pudu le sera aussi, et si 
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k n'est pas une très petite fraction� la valeur de Z, sera sensihwnent 
égale à l'unité. Dans le cas de <P( 1 -:-u) = ((}u pour toutes les valeurs 
de u, on aura 

.{
0 i-• (pudu . -j

0 

4

fP( 1-u )du= f..\pudu; 

ce qui réduira la valeur de Z; à k, comme cela doit être. 
Si l'on prend a= 1 - a, et a', =a.,- les valeurs correspondantes b 

et b', de 8 et 8' seront égales; en' les désignant par c et ayant égard 
à ce que a. représente, c sera la quantité· positive déterminée par 
l'équation 

( n - i / in-i;:::: i i (n - i)•-1e-c'; 
.. on aura 

li.,. ✓ 2Î (n-i) (f.c,; l 
) 

U,<Pudu = fd.
3 - C e-r'dx +-- e-c• 1 1- « '1Tll c 2 

f & 
/û(n- i)( f = 1 

) v.�udu=fJ(r -a)\ :1 C e-r•dx+--e-c• ;
1-4 ,rn . C :'.I. 

d'où il résultera 

Y 1.-rp,r, + (1-k) ,p(1-") ( 1= -.r•d + 1 -c•)✓û(n-i) , = f' ' 
I 

,-.. • c e . x ; -e -;� 'k 
4

,pudu+(i-i•'.)
0 

qJudfI c 

pour la probabilité, dans la condamnation dont il s'agit, que la chance u 
de ne pas s� tromper, commune à tous les jurés, a été comprise 
entre 1 - œ et a., c'est-à-dire entre !. et n - i. Cette probabilité 

Il n 

. , d c , • ✓2i(n- i) · •1 , est très faible a cause u 1acteur tres petit '7Tn
3 

: 1 s en-
suit qu'il est au contraire très probable que la cham;_e u a été, ou 
plus grande que a , ou plus petite que 1 - et.

Pour le vérifier, je prends a,= 1 et a,' = 1 , les valeurs corres­
pondantes de 8 et 81 sont b, = oo et b,' = co; il en. résulte 

f. l , f. 1 I ✓2z'(n-1) U-((}udu = ((}udu - - <pa. --1 , .,. ,• 4 2 . ,rn 
. . ·---

i l 
1 

)J:'.I.�-� Vi<Pudu= - <p( 1 - a. --3- ; 
,_,. 2_ wn 

46 
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si, 
�

cette dernière intégrale, on retranche la valem précédente 
de V;<pudu, il vient 

.. ,_cc

[_'V;<pudu = <p(1 -(l,)V2i�n� i) (e-c' - cjc"-' e-J:•dx);

et, au moyen des valeurs de J:
1U;<pudu et J:'V;<pudu, on aura 

f 1 
[I , ( -c• J"-' -x• )] J"i(n- i) k �udu- -k�•-(1-k)�11-œ) e -c . e dx -··--. -

y - .. 2 · c . 'lr111 

,-

f' 1r'-,,_ 
' 

k "qmdu+ (r -À·)
J O 

�11du 

pom· la prohabilitoé que la chance u était comprise entre u = a, et 
u = 1 , ou supé1·ieure à a. Je prends aussi a= o et a'= o; on aura 
h = o:, et b' = o:, ; il en résultera 

J •-"v;(î,Udu=f ,_"-r:pudu -:<p (1-a), /2i(n-i),
o o . 2 V 7rn1 

u.r:pudu = -·<p:J.. 7.l ll-l_ ' 

;'" 
1 V ·c .) 

o t 2 'irlll ' 

de cette dernière intégrale, je ret�ncl,e la valem· précédente de

J,« V,<pu.du, ce qui donne
,_,,_ 

J0 

i-œU;<pudu = <pet J�i(:,; i) (e-c•-c J� e-,:•dx ); 

et d�s valeurs de f. l-d.U;({)udu et r l-d.V,<pudu 1 on conclut 
0 ./ O 

pour la probabilité que la chance u a été comprise entre u = o et 
u = 1 - a., ou inférieure à 1 -a.. La somme des deux dernières va­
leurs de Y; est à très peu prè� égale à l'unité; ce qu'il s'agissait de 
vérifier. Quand les valeurs de <pu, 1·elatives à u < ¼, sont nulles ou 
insensibles, la dernière valeur de Y; est très petite, et la précédente 
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très peu différente de 1a certitude. Daris tous ]es cas, la somme des 
trois valeurs de Y, qu'on vient de ca]culer est, comme cela doit être, 
ég:ile à un. 

(152). Lors même que le nombre n des jurés est très grand, on est 
donc obligé, d'après ce qui précède, de faire une hypothèse sur la 
fonction <pu, ou sur Ja loi de probabilité des chances de ne pas se 
tromper, pour pouvoir conclure la probabilité qu'uH condamné est 
coupable, des nombres n- i et i des jurés qui ont voté pour ou 
contre lui. A plus forte raison, cela est-il nécessaire, clans le cas ordi­
nairè, où le nombre n n'est pas très considéi·ab]e. 

lihypothèse que Laplace a faite pour cet objet, consiste à svpposer 
que la fonction <pu soit zéro pour toutes les valeurs de u moindres que 

: , et qu'elle ait une même valeur pour toutes ceJles de u qui sur-
2 

passent�; ce qui revient à dire que toute chance de ne pas se trom-
2 

per moindre que la chance de se tromper est regardée comme impos­
sible, et que les chances de ne pas se tromper plus grandes que celles 
de se tromper sont toutes également problables. Elle est permise; car 

on satisfait à la condition;:• <pudu=i, de la manière qu'on a expliquée 

précédemment ( n• 125) : ]a moyenne des valeurs possibles de u, ou 

f 
1

1 

u(pudu, serait alors comprise entre ;: et �' et dépendrait de la valeur 

I de tpu, pour u >;·
I I <' Dans cette hypothèse, �u etant ze1·0 po�r u 2, et une quantité

constante pour u >;, les limites des intégrales que renferme la for­

mule ( 1 3) se réduiront à u = o et u = ; ; on pourra faire sortir (f)tt 

hors des signes /; et comme on a 
1 

f
!.

1 uï(1-u)n-idu= f/ un-i(1-u)'du, 
. :l 

cette formule deviendra 
&.6 •• 
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k f, �u•-1(1-uy du 
(;=-------2 __________ __, 

k.(_'u•-1(1-uYdu + (1-k)f��•- 1(1-u/du 
2 

en supprimant le facteur constant <pu, qûi serait commun à son nu­
mé1·ateur et à son dénominateur. 

Laplace n'ayant point eu égard à la probabilité k de la culpabilité 
avant le jugement, il faut, pour faire coïncider cette formule avec la 
iienne, supposer que celle culpabilité ne soit ni plus ni moins pro-
bable q0ue la non-culpabilité, et faire, en conséquence, k= ;, ce qui 
donne 

On aurail donc aussi 
' · J: 2 un-i( 1-u)'du 

1-t-= o __ , 
., f' 

J O 

un-i(1-uYdu

ou bien, en· effectuant les intégrations,  

y __ 1_( + 
n+1.+ 

n+1 .n
+ 

n+1 .n.n-1 + 
I-;•-2•+1 1 

J J,2 1.2.3 ••·•••• 

+ n+ 1.n.n-1 .... n-i+2) 
.••.•..

. 
1.2.3 ......• i ' 

(15) 

pour la probabilité que l'accusé n'est pas coupable, lorsqu'il a été 
condamné à la majorité de n-2i voix dans �n jury de n jurés. 

Cette dernière formule est, en effet, celle de Laplace (*). La 
quantité comprise entre les parenthèses, se compose de i + 

1 

(") P1·emier supplément à la Théorie analytique dei probabilités, pa3e 33. 
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termes, et se réduit à l'unité dans Je cas de i=o; d'où il résulte :+, 
. 2 

pour la probabilité de l'erreur d'une condamnation prononcée à );una­
nimité. En ne prenant pas k=¼, et faisant i=o, on aurait 

r-k r 
[ 

(2k-1)(2n+ 1-1)
] I -,; = k.2n+•-(2k-1) = 2"+1 l-k,211+•-(2·k-1) ,;

quantité pins petite ou plus grande que z,,:,, selon que k surpasse ;
ou est moindre. 

Dans le cas Ol'dinaîre de · n = 'i 2, si i'on fait successivement 
i=o,=1,=2,=5,=4,=5, faformule(15) donne les frac..: 

tions 
' •4 92.· 378 1093 2380 

8192, 8192' 8192' 8192.' 819�, 819�. 

pom· la probabilité ùe l'e1·1·eur des condamnations prononcées pa1· les· 
, 2 jurés, par 1 1 contre 1 , par 1 o contre 2 ; par g contre 5 ,· par 8 
contre 4, par 7 contre 5. A la plus petite majorité, la probabilité de 

l'erreur serait presque égale à ! ; de sorte qùe sur un très grand 
'] 

nombre d'accusés,· condamnés à la maj.orité de sept voix contre cinq, 
il serait très probable que les deux septièmes n'auraient pâs dû l'être:· 
ce serait à peu près un huitième à la majorité de huit voix contre quatre. 

En appliquant l'hypothèse de Laplace à la formule (12); désignant 

par J' tnie q.uantité positive et qui· n'excèd·e pas �; et faisant k = ; ,. 
l=�, l'== !. +J', on trouve 

2 2 

1 

2 un-i(1-uY duli -+1 E-1 
�-= '-".'""�---------
. f 01un-i(1-u)idu 

,
· • 

pour la probabilité que la chance zt de ne pas se tromper, qui n'a pas 

h, ' b . d d 
1 

't' · pu, suivant l'hypol ese, s a  a1sser au- essous· e 
2
, a e e comprise

entre� et !. + J, dans une condamnation prononcée par n ·· i contre 
2 2 
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z Jurés. Les intégrations s'effectueront sans difficulté. Dans le cas de 
i = o, ou de l'unanimité, on aura 

( I · )n+• ( I )"+ 1 

/\; = 2 + J' - 2 - J' · 

Si l'on prend, pat· exemple, n = 12 et J' = o,448, on trouve, à 

très peu près A,. =;-, de sorte qu'il y a un à parier contre un que la 

chance u a été comprise entre o,5, et 0,948. En faisant J'= i, et ne 

supposant pas i = o, on 'a 

}.. - _!_� [5�+1 --,- I + n + .!. l3n - 5) + Il+ r.1'(511-1 - 5•) +
l - 411+1 ( 

., 
J .'2 

• • • • 

n+ 1.11 . . . . . . . • 11-i + 2 ('2n-i+• _ '2i)].... + 3 . ;J ;J ' 1.2, , .  . .. i 
. . 

1 b b·1· ' I h ' ' · 1 3 pour a pro a 1 1te que a c ance u a ete comprise entœ 
2 

et Ït' ou
. l 

plus rappro.chée de; que de l'unité. Pour n= 12 et i=5, la valeur de 

cette quantité est 0,915 .•.. ; en sorte qu'il y a un peu plus de dix à 
parier contre un, que dans le cas de la plus petite majorité, ·celte 

chance u a été au-dessous de t · 
( 155). Puisque la formule (15) est· déduite d'une autre dans JaquelJe 

la chance u de ne pas se tromper était la même pour tous les.jurés, 
cette quantité ne saurait être, quoique Laplace ait omis de le dire, la 
chance propre à chacun des n jurés qui ont jugé l'accusé; elle doit 
représenter la chance moyenne relative à la liste générale sur laquelle 
ces n jurés ont été pris au hasard (n° 122). Sur cette liste, il y a sans 
doute des personnes pour lesquelles la chance de ne pas se tromper, 

�oins dans les affaires difiicilcs, est au-dessous de ; , ou moindre

qtfè la chance de se tromper. L'hypothèse <le Laplace exige donc que 
leul' nombre soit assez peu considérab?e pou'!' ne pas empêcher Ja 

chance moyenne d'être toujoul's plus grande que ;· L'illustre géo-

mètre suppose, en outre, qu'au-dessus de 2, les valeurs de cette 
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1 d . ' . ,, . . ' 1 J l 1 c 1ance, epms u= 2 Jusqu au= 1, sont toutes ega ement pro Ja; es.

La seule raison qu'il donne de cette double supposition est que l'opi­
nion du juge a plus de tendance à la vérité qu'à l'erreur. Mais , e11 
pat'lant de ce principe, on en conclu mit seulement que Ja fonction (flu 
par laquelle nous avons expr_imé la loi de probabilité <les valeurs <le la 
ch::mce moyenne, doit être une plus grande quantité pour les valeurs 

de u qui sont au-dessus dei que pour celles qui sont au-dessous; con­

dition qui peut être remplie <l'une infinité de manières différentes, 

sans qu'on soit obligé de supposer cpu=o pour u <;:,et cette fonction 
1 L'l l ' . ' d (flu constante pour u > -. iypot 1ese que uous cxammons n est one 
2 

pas suffisamment motivée à priori; et, comme on va le voir, les con­
séquences qui s'en <léduisent la rendent tout-à-fait inadmissible. 

En effet , la formule ( 15), qui est une clc ses conséquences néces­
saires, ne renferme rien qui dépende de la capacité des personnes por­
tées SUI' la liste géuérale des jut'és; quelqu'un qui saurait, pa1· exemple, 
que deux condamnations ont été prononcées à une m.ême majorité, et 
par des jurys d'un même nombre de jurés, mais pt·is sur deux listes 
différentes, aurait donc Ja mêm.e raison de ctoirc que ces deux juge­
ments sont erronés, quoiqu'il s-îtt que les personnes portées sur l'une 
des listes ont une capacité bien supérieure à celle des personnes portées 
sut' l'autre; or, c'est déjà ce qu'il est impossible d'admettre. 

fi · i ' 1 · 1 d l' ' l ' La ract10n - etant p us pclite que-, quan accuse est conc amne 
n 2 

à la majorité de n-:- i voix coutl'e i; la r1uantité ip G) est zéro ou 

insensihle dans l'hypothèse que nous examinons, ce qui rend la 
probabilité t de la culpabilité clu condamné très approchante de 
l'unité, lorsque le nombre n est très grand, cl quel que soi! l'excès 
de n-i suri (11° 129). Ainsi , par exem_plc, en suppos,mt le jury
composé de 1000 jurés, et l'accusé condamné par 520 jurés et ac­
quitté. par fi8o, on devrait regarder comme à peu près certain le 
fait de sa culpabilité, quoiqu'il. soit nié pat' ces 480 jurés, pour 
lesquels on suppose que la chauèe de ne pas se tromper a été la 
même que pour les 5:w autres; conséqncnce qui suffirait pour faire 
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rejeter l'hypothèse d'où elle est déduite; car personne, évidemment , 
n'accorderait une grande confiance à un tel jugement, et surtout la 
même confiance qu'à celui qui serait p1·ononcé à la presque unani­
mité par les 1 o'oo jurés. Dans cette hypothèse, si la capacité des per­
sonnes portées, sur là liste générale des jurés vient à changer, si elle est 
plus grande dans un pays que dans un autre, si elJe est différente pour 
différentes sortes d'affaires, la probabilité des chances de ne pas se trom­
per augmente suivant le même rapport, pour celles qui se rapprochent le 
plus de l'unité et pour ce1les qui diffèrent le moins de�; or, tel n'est pas 

?. 

ce qui a lieu rée1lement : quand cette capacité augmente, par une cause 
quelconque, les chances de ne pas se tromper les plus voisines de la cer­
titude acquièrent une probabilité plus grande que ccllt! qu'elles avaient 
aupara:va.nt; et le contraire a lieu à l'éga1·d de celles qui s'éloignent le 
plus de l'unité. En prenant .pour <pu une fonction qui puisse remplir 
ces conditions, et qui n.e sQit pas d'aHleurs ahsolnment nulle ou insen-

sible au-dessous.de u =;, on fera disparaitre les diffi_cultés que nous ve­

nons d'indiquer; mais .elles sont insuffisantes po.m• déterminer la fonc� 
tion ipzt: une infinité de fo1·mes diffé.rentes d.e cefle fonction continue ou 
discontinue, s;itisfc;mt à .ces _çon<lition.s, e.t conduiraier;it à des valeurs 
tr�s inégales .d.e la probabilité ,iJ exprill)ée par la formule ( 15), pom· u.n 
même nombre n de jurés, et uue même différence entre les I)omJ>res 
n -i et i.

Ainsi, d'apl'ès la connaissance de ces nombres clans u.ne condamna-
tion isolée, et soit que l'on suppose la probabilité antérieure k égale à� 

2 

ou à toute autre fraction, on ne peut pas, comme nous l'avons déjà dit, 
déterminer la probabilité réelle de la bonté de ce jugement, qui dépend 
cle la chance de ne pas se tromper, propre à chaque juré et que nous ne 
pouvons pas cQnnaitre; mais on doit aussi regarde1· comme impossiMe 
<le calculer cc que serait c�tte probabilité, pour quelqu'un qui s:mrait 
;,;eu\ement q.ue les njurés ont été pris au hasard sur la liste générale, et 
pour qui la raison <le croire à la bonté du jugement ne dépendrait plu� 
q11e de )a chgnce moyenne de ne pas se tromper, relative à cette liste 
et commune aux n jurés (0° 122j; car, pour ce .calcul, on serait obligé 
de faire, sur la foi de p.robahilit,é des .valeurs de la chance moyenne de-
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puis zéro jusqu'à l'unité, une hypothèse particulière, qui ne serait ni 
celle de Laplace, ni aucune autre que l'on pùt suffisamment motiver. Si 
donc, il n'avait été rendu qu'un seul jugement par des jurés pris sur celte 
liste,les fot·mules précédentes ne seraient susceptibles d'aucune applica­
tion utile; ilèn seraitencore de même, s'il avait été rendu un nombre peu 
considérable de jugements; mais nous savons, au contraire, que de très 
grands nombres de condamnations et d'acquittements , dans des pro­
po1·tions connues, ont été prononcés par des jurys pris successivement 
au hasard sur une même liste générale; or, c'est sm· celte considération 
qu'est fondée, comme on va le voir, l'application des formules (4), (5), 
(6), (7 ), (8), (9), ( 1 o ), qui ne contiennent que deux constantes incon­
nues k el u, et n'exigeront, en conséquence, que deux données <le l'ob­
servation. La détermination de ces données va d'abord nous occuper. 

( r 54). La liste générale <les citoyens qui peuvent être jnrés contient 
un nombre quelconque de noms; chaque jury se compose de n jurés; 
on a liré an sort sur la liste générale, les jurys d'une ou plusieurs an­
nées� qui ont jugé un lrès grand nombreµ. d'accusés; et l'on représente 
par a,, le nombre de ces accusés que ces jurys ont condamnés à la majo­
rité d'au moins n-i contre i voix; ce qui suppose que i soit zéro, ou un 
des nombres moindres que la moitié de n. La chance d'une telle con­
danmation, avant que l'accusé fût jugé, a dî1 varier <l'un jugement à un 
antre; mais, quelle que soit cette variation, la moyenne des va1eurs 
inconnues �e cette chance qui ont eu lieu dans les µ, jugements pro­
noncés, a eté très probablement et à très peu p1·ès égale au rapport 
a· 

;;- (n• 95). De plus, les.valeurs cle cette chance moyenne et de cc rapport 

varieront très peu avec le nombreµ. supposé très grand; et, si ce uom­
bre augmente encore de plus en plus, elles convergeront incléfinime11t 
ver.;; une constante spéciale, qu'e11es atleindt·aieut si µ. pouvait devcnÎ;· 
infini, sans que les causes divcl'scs <l'une condamnation �, la majorité 
dont il s'agit, vinssent à éprouver m1cun changement.Cette quantité spé­
ciale, que je représenterai par RiJ est la somme <les chauces que toutes 
les causes possibles de celte condamna lion, ou de l'événement que nous 
consiùérons, donnent à son arrivée, multipliées par les probabilités res­
pectives de ces mêmes causes (n• 104). Il serait impossible d'en faire l'é­
nur.nération et de calculer à priori leur influence; ma,s ces causes ·ne 
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nous sont pas nécessaires à connaitre : il nous suffit de supposer qu'elles 
ue varient ni dans leurs probabilités respectives, ni dans les chances 
qu;elles donnent aux condamnations; et l'observation même nous fera 
connaitre si cette supposition est conforme à la vérité. Dans ce cas, en 
<l.ésignant par a'H le nombre des condamnations à la majorité d'au moins 
n-i contre i voix, qui ont eu lieu pour un autre très grand nombre .u' 

<l'acc�sés; la différence �� ·_ � sera trés probablement une très petite 
fi- ,,, 

fraction (n° 109); et si, au contraire, eJle n'est pas très petite, on sera 
fondé à croire que, dans l'inte1·valle des deux séries de jugements, il est 
survenu quelque changement notable dans les· câuses des condamna� 
tions. Le ca1cul ne peut, au reste, que nous avertir <le l'existence de ce 
changement, sans nous en tàfre connaitre la nature. 

Ce que nous disons à l'égard <les condamnations prononcées à la 
majorité d'au moins n-i contre i voix , convient également à celJes 
qui out en lieu à cette majorité même de n- i contre i. Si )'on 
désigne par b0 le nombre de celles-ci poui· le nombre µ, d'accusés, 
il y aura aussi une constante spéciale que je représenterai par r1, dont 

ie rapport � &'approchera indéfiniment à mesure queµ, augmentera 
{"-

encore de plus en plus , et qu'il atteindrait sî. µ, pouvait <levenir 
infini, sans que les causes. des condamnations éprouvassent aucun 
changement; et si b'1 est ce nombre de condamnations pour le nombre 

' d' ' l d' œ' b/ b, ' b hl ' fi µ, accuses, a 111erence ,- - - sera tres p1·0 a ement une rac-
,,_ f'-

tion très petite. On aura évidemment 

a1 = b, + b1_, + b,_a + ... , .. + b0 , 

a/ = b,' + b,'_, + b/_s + ...... + b'o, 
R1 = r1 + r,_, + r,_. + ...... + r0 • 

Cela posé, p1·enons pou1· a, une quantité positive très petite pal' 
rapport à v'µ, et \!µ.', et faisons 

P = 1 - -=-=f
'° 

e-r•dx. 
Vw «

D'après les formules du n• 11 2, cette quantité P sera la proba­
bilité commune à certaines limites des deux inconnues R, et r1, et 
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d 'd'œ' a{ a1 b{ b1 • es I uerences -, - - et ,- - - , sa von· : 
, ,.. ,.. f' ,,, 

n; J2a1C,C-a1) 
- = Il, ---
,. ,- ,-

·1 ' 

pour la première inconnue , 

b1 ✓2bi(µ- b1) 
- =l= œ
,.. ,.3 

' 

pour la ieconde mconnue ; 

_ J2aï(,..-a;) + 2a/(f','-a/) 
+ et --3--

,.. ,..,3 

pour la première différence, !t 

(a) 

(b) 

( c) 

::p a, V/2/J;V:,:i b1) + 2bi'(F'-'-b;') 
(d) 

r µ'3 

pour la deuxième. 
Toutes choses d'ailleurs égales, à mesure que µ, et µ,' augmen­

teront, les amplitudes de ces limites décroitront à peu près sui­
vant la raison inverse des racines carrées de ces grands nombres, 
parce que a, et b, croitront à peu près comme le nombre p.,, et 
que a,' et b,' cr�itront de même avec 1,1,', Elles auront aussi d'au­
tant moins d'étendue que la quantité œ sera plus petite; mais leur 
probabilité P diminuera en même temps que et. 

( 155). Toutes les données numériques dont je vais faire us:ige 
sont tirées, comme je l'ai clit dans le préambule de cet ouvrage, 
des Comptes généraux de l'Administration de la justice criminelle;
publiés par le Gouvernement. 

Depuis 18.25 jusqu'à 1850 inclusivement, les nombres des affaires 
soumises annuellement aux jurys, dans la France entière, ont été 

51.21, 5501' 5287, 57.21' 5506, 5068; 

et les nombres des accusés, dans ces procès criminels, se sont 
élevés à 

6652, 6988, (�9.29, 7396, 7373, 6962; 

ce qui fait chaque année, à peu près sept accusés pour cinq affaires. 
47 .. 
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Les nombres des condamnés à la majorité d'au moins sept voix 
contre cinq, ont été, dans ces mêmes années , · 

4057, 4548 , 4256, 455,, 4475, 4 150; 

d'où il résulte, pom· les rapports de ces derniers nombl'cs aux 
pl'écédcnts, 

0,6068, 0,6222' o,6115·, o,6r55 , 0,6069, 0
15952; 

üii l'on voit déjà que ces rappol'ls annuels ont très peu varié, dans 
cet intervaJle de six années pendant lesquelles 1a législation crimi­
nelle n'a pas changé. 

Je prends pourµ la somme des nombres des accusés pendant ces six 
années, et pour as celJe des nombres cortcspondants des condamnés. On 
aura• 

µ = 42300 , as= 25777; 

:m moyen de quoi les limites (a) deviendront 

0,6094 :,:: et ( 0,00535); 

et si l'on fait ex.= 2, par exemple, on aura aussi 

p = 0,9953, 

pour la probabilité, très approchante de la certitude_, que l'inconnue 
R5 et Ja fraction 0,6094 ne diffèrent pas de 0,0067 1 

l'une de l'autre. 
Si ]'on partage les six années que nous considérons en deux pé­

riodes égales, dont l'une comprenne les trois premières années et 
l'autre les trois dernières, on aura pour les uombl'es des accusés, 

µ.=20569,. µ'=21731; 

et, en même temps, pour ceux des condamnés, 

a5= 12621, a's = 15·156;
d'où il résulte 

� = 0,6156, a';= 0,6054, 
,.,. ,.,. 

a5 a's 
- - ,. = 0,0082. 
,.,. ,.,,

Or, les limites (c) de cette différence seront 

+ a ( 0,00671 );
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eu prenant a.= 1,2, elles deviendront ::p: 0,00805; et l'qn aura 

p � 1;>,9103' 1 - p = 0,0897. 
Il y aurait donc à très peu près dix à pal'ier contre un que la différeuce 

des deux rapports� et a',5 tomberait entre les' limites =F 0,00805; et 
,,. ,,. 

quoique, abstraction faite du signe, la différence ohservée+o,0082 s'en 
é�arle un peu, l'écart el la probabilité P qu'il ne devrait pas avoir lieu, 
ne sont point assez considérables pour qu'on soit bien fondé à croire 
qu'il y ait eu: q�elque changement notable dans les causes. 

Pendant l'année 1851, le nombre des inrlividus jugés par les jurys 
s'est élevé à 7606, et celui des condamnés à 4098. La loi exigeait alors 
la majorité d'au moins huit voix contre quatre pour la condamnation;· 
à cette majorité, on avait donc 

µ, == 7606, a
4 
= 4098, � ::::: o,5588. 

,,. . 

Excepté la majorité exigée, si les autres causes qui influent sui· les 
jugements des jurys ont été les mêmes dans cetle année que dans les 

précédentes, on aura fo valeur dn rapport � en retranchant de la· va-
,,. 

leur de � celle de'!±, c'est-à-dire en retranchant o,.5388 de la fractiou 
{"- " 

o:,Gog4, trouvée plus haut; ce qui donne 
bs 6"""'.=0,070 
,,. 

Pour vérifie1· ce résultat,. j'obse1·ve que depuis 1825 jusqu'à 1830, la 
loi pl·escrivait l'intervention des juges composant la cour d'assises, 
toutes les fois que la décision du jUl'y était rendue à la plus petite 
majorité de sept voix contre cinq.; or , on trouve , dans les Comptes·
généraux, que pendant les cinq demières de ces six années, cette in-· 
tervention a eu lieu des nombres de fois à peu près égaux, savoÎl' : 

598, 573·, 575, 595, 572, 

ou, au total , dans 1911 affaires; mais on ne fait pas connaJlre Je 
uomhre des accusés auxquels ces affaires se rapportent. C'est donc au 
nombre des affaires jugées pendant les mêmes· années , et non pas à 
celui des individus mis en jugement,  qu'il faut comparel' ce nombre 
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donné I g 1 '.: dans cet intervalle de cinq années_, le nombre total des

affaires criminelles s'est élevé à 26883; on a donc eu à la fois 

d'où il résulte 
µ, = 26885 , hs = 1 g 11 ; 

bs -=0,0711; 
,,. 

ce qui diffère très peu du résultat précédent. Cet accord entre les deux 

valeurs de �, montre que dans l'année T 851, les probabilités u et k dont 
,,. 

ce rapport dépend, sont restées à très peu près les mêmes que dans les 
années précédentes. Toutefois, on doit remarquer que le calcul de la 
dernière valeur est fondé sur l'hypothèse que le nombre des condamnés 
a ]a majorité de sept voix contre �inq, est au nombre total des accusés, 
comme le nombre des affaires où cette majorité a eu lieu, est au nombre 
total des affaires; proportion que l'on ne peut pas justifie1· à priori�
faute de données qui ne se trouvent pas dans les Comptes généraux.

Dans les années 1852 et 1 855 , les nombres des accusés, défalcation 
faitè des affaires politiques, ont été 7555 et 6964·. La différence consi­
dérable qn'ils présentent provient d'une nouvelle disposition législa­
tive, d'après laquelle , en 1855, plusieurs genres d'affaires ont été 
enlevés aux cours d'assises e_t renvoyés à la police correctionnelle. Les 
nombres des condamnés, à la majorité d'au moins huit voix contre 
quatre comme en 1831, se son.t éle:vés à 4448 et 4105; d'où il ré­
sulte· pour ces deux années, 

� = o,5887 , � = o,5895. 
,. I" 

Ces rapports diffèrent, comme on voit, très peu l'un de ]'autre; mais 
. � leur moyenne o,5888 surpasse la valeur o,5588 de-, qui avait lieu en 

' ,,. . 
185 r, de o,o5, ou d'environ un dixième de cette valeur; ce qui se­
rait hors de toute vraisemblance, d'après Jes limites (c) et leur proba­
bilité P, s'il n'était survenu aucun changement dans les causes qui 
peuvent iuflner sur les votes des jurés. La législation criminelle a 
subi , en effet, un tel changement, qui consiste dans la question des 
circonstances atténuantes, pos�e aux .i urys depuis 1852 ; question qui 
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entraine, dans le cas de l'affirmative, une diminution de pénalité; ce 
qui a 1·endu les condamnations plus faciles et plus 11omb1·cuses. 

( r 5ô). Les différents rapp01·ts que nous venons de calculer pour 
la France entière , ne sont pas les mêmes pour toutes les parties dn 
royau·me; mais si l'on excepte le département de la Seine et quelques 
autres départements, les nombres des affaires criminelJes qui ont été 
jQgées en quelques années ne sont pas assez considérables pour que l'on 
en puisse déduire, avec une probabilité sufüsante et pour cha.ffue rcs­
SOl't <le cours d'assises, la quantité constante ve1·s laquelle doit con­
verger le rappo,·t du nombre des condamnés à celui des accusés. Voici 
les résultats_ relatifs à la cout· d'assises de Paris. 

De 1825 à 1850, les nombres d'individus qu'elle a jugés annuelle­
ment ont été 

802, 824, 675, 8 68, 908, 804; 

et ceux <les condamnés 

567, 527, 456, 559, 604, 484;

ce qui donne pour les rapports des uns aux autres 

0,7070' o,6596, o,6459, ·0,6440, o,6652, 0,6020. 

En prenant pour µ, la somme des six premiers nombres , et pour a5 

celle des six nombres suivants, on aura 
as- =o,6509.µ 

D'après les nombres 42500 et 25779 d'accusés et de condamnés, relatifs 
.'t la France entière , pendant les mêmes années, nous avons trouvé 
que ce rapport doit différer très peu de 0,6094; fraction moindre que 
la précédente, de 0,0416, ou d'environ un quinzième de sa vaieui·; or 
les limites (c) et leur probabilité P rendraient un tel écart tout"".à-fait 
invraisemblable, s'il n'y avait pas, pour le département de la Seine, une 
cause particuliè�·e qui rendit les condamnations plus faciles que dans le 
reste de la France. Quelle est cette cause? C'est ce que le calcul ne sau­
rait nous apprendre. Toutefois, nous ferons remarquer que dans ce 
département, dont la population est à peine un trente-sixième de celJe 
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du royaume, le nombre des accusés surpasse un neuvième de celui qui 
a lieu, pour un même intervalle de. temps, dans ]a France entière; en 
sorte qu'il est proportionnellement quatre fois aussi grand; circonstance 
qui rend la répression des crimes plus nécessaire, et qui , peut-être 
pour cette raison, est cause d'une plus grande sévérité des jurés. 

Au moyen de ces valeurs deµ, et a5 J les limites (a) deviennent 

016509 ::;:::a(o,00965); 

et si l'on prend a= 2, _on aura 

c'est-à-dire plus de 200 à pa1·ier contre un, que ]'inconnue R5 ne_diffère 
de· o,6509, que de 0,0195, en plus ou en moins. 

Le dernier 0,6020 des six rapports cités plus haut étant no.tablemen t 
moindre que 1a moyenne des cinq autres , il y a lieu d'examiner si 
cette différence indique suffisamment l'existence de quelque cause par­
ticuliè1·e qui aurait rendu les jurés moins sévè1·es en 1850 que dans les 
années précédentes. Or, en prenànt pourµ et a5 les sommes des nom­
bres d'accusés et de condamnés dans le départe ment de ]a Seine, de­
puis 1825 jusqu'à 1829, et pourµ,' et a'5 les nombres relatifs à l'an­
née 1850, on a 

µ, = 4077, as= 2695, µ,' = 804, a's = 484;

d'où iJ résulte 

a-
..:!= 0,6605, 
f' 

a's 
-:- = 0,60 19, 
,. 

11- a -

=-- � = 0,0585. 
.ul f' 

lies limites(c) deviennent aussi 

en sorte qu'en faisant a= 2, il y am:ait plus de 200 à pa,·ie,· contre un
' 

. a5 a 5 ' • 

d • 'd 5"' 4 que la difference des rapports ,. et �, n aurait pas u exce cr o,o :'.> 1 . :

elle a surpassé cette fraction, d'à peu près un 1 o• de sa valeur; on peut donc
• 
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croire qu'il y a eu à cette époque quelque anomalie réelic dans les 
votes des jurés; et la cause de cette anomalie, qui les a 1·endus un peu 
moins sévères, a pu être la Révolution de 1830. Cette cause, quelle 
qu'elle soit, parait avoir agi sur les jurés de la France entière; car, 
en 1850, le rappo1·t du nomh1·e des condamnés à celui des accusés dans 
tout le royaume, s'est abaissé à près de o,5g, tandis que sa va1em· 
moyenne avait été 0,61 pour les cinq années précédcnt�s. 

Depuis 1826 jusqu'à 1850 inclusivement, le nombre des affaires 
criminelles s'est élevé, dans le dépa1·lcment de la Seine, à 2963; et 
dans ce nombre il y a eu 194 affaires où la contlamnation par le jury 
a été prononcée à la majorité de sept voix contre cinq, et où la con1· 
a dû intervenir. En prenant le rapport de 194 à 2963 pour Ja valc111· 

de�, on aura donc 
� 

bs 
- = 0,0655; 
µ, 

quantité un peu moindre que la valeur du même rapport pour la 
France en,,tière. 

(137). Si nous considérions séparément, comme dans les Comptes
génémux

., 
toutes les espèces de crimes dont les cours d'assises out eu 

à s'occuper., les nombres d'accusés et ile condamnés pour chaque es­
pèce eu particulier, ne seraient pas assez _grands pour donner lieu à des 
rapports constants, et servir <le base à nos calculs. Mais dans ces Comptes

., 

on a aussi groupé toutes les affaires criminelles en deux classes, dont 
l'une renferme les crimes contre les personnes

., 
et l'autre les crimes

contre les propriétés; et ces deux grandes divisions ont présenté an­
nuellement des rapports très différents l'un de l'autre, mais à peu 
près invariables pour chacune d'elles. Ce sont ces rapports que nous 
allons citer. 

Pen<lant les six années comprises depuis 1825 jusqu'à 1850, les 
nombres cles accusés de crimes contre les personnes, ont été, pour la 
France entière, 

1897, 1907, 1911, 1844, 1791, 1(166, 

et contre les propriétés 
48 
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4ï55, 5081, 5018, 5552, 5582, 5296; 

les nombres correspondants des condamnés, sous l'empire d'une même 
législation criminelle , se sont élevés à 

882, 967, 948, 871, 834, 766, 

pout· les crimes de la première espèce, et à 

5155, 5581, 5288, 5680, 5641, 3564, 

pour ceux de la seconde. De la, on déduit 

0,4649, o,5071 ,  0,4961, 0,4725 , 0,4657, o,4598, 

pour ]es mpports des nombres de condamnés à ceux des accusés de 
crimes contre les personnes, et 

o,6655, o,6654, o,6552, 0,6628 , o,6!,25, o,6552, 

pour ]es rapports des nombres de condamnés à ceux des accusés de 
crimes contre les propriétés; où l'on voit que les uns et les autres 
n'ont pas beaucoup varié d'une année à une autre, mais qde les der-
niers excèdent notablement les premiers. 

Eu prenant pour µ, et a5 les sommes des nombres d'accusés et 
de condamnés dans le cas des crimes contre les personnes, et pour 
µ,1 et a'5 leurs sommes dans-le cas des crimes contre les propriétés, 
nous aurons 

µ, = 11016 , a5 = 5268, (,l = 51284, a'5 = 20509;

d'où il résulte ces deux rapports : 

a 5 

,,_, = o,6556 ,

dont le second surpasse 1c premier d'un peu plus du tiers .cle cc­
lvi-ci. Au moyen de ces nombres, on trouve

0,4782 � a. (0,00675) 

pour les limites (a) de l'inconnue R5 , relative aux r.r1mes coutre 
les personnes, et 

o,6556 � et ( 0,00580) , 

•
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pour ces limites relatives aux autres crimes. :lfo faisant et= 2, il y 
aura une probabilité très approchante de la certitude, que cette incon­
nue R5 ne diffère pas de la fraction 0,/4782, de plus de o,o 155, dans 
le premier cas, et de la fraction o,6556, de plus de 0,007G, dans 
le second. 

Eo 1851, où les condamnations ont été prononcées à la majo-
1·ité d'au moins huit voix contre quatre, si l'on prend pour µ, et 
pour a

4 
les nombres d'accusés et de condamnés, relatifs aux crimes 

contre les personnes, et pour µ,' et a'4 ces nombres relatifs aux 
crimes contre les propriétés ,  on a 

µ,' = 5560, a'
4 
= 3355; 

d'oit l'on tire 
� -- 'Z63 o,;., 1 , 

µ, 
a':, · 0,6054;,.,, 

et en retranchant ces rapports des précéden.ts, il vient 

hs S - = o, II l , 
,.,, 

h
1
5 

S -, = o,o 2:;;:,,.,, 

pour les rapports du nombre des condamnés à la plus petite majorité de 
sept voix contre ëinq au nombre des accusés, dans les deux sorles de 

ct·imes. Il est remarquable que le rapport � , relatif aux c1·imes con-
,.,, 

, , 

tre les personnes, soit à peu près double du rapport O ,5, relatif aux 
,,. 

crimes contre les propriétés , tandis qu'au contraire c'est le rap-

port 0> relatif à ces derniers crimes, qui surpasse d'environ un tiers
,.,, 

le rapport 05 relatif aux premiers. Ainsi, non-seulement les conùam-
,.,, 

nations prononcées pat• les jurys ont été proportionnellement plus 
nombreuses dans le cas des crimes contre les propriétés, mais elles 
ont aussi été prononcées à de plus grandes majorités. 

Les rapports que nous considérons ne sont pas non plus tout-à­
fait les mêmes pour les deux sexes. Chaque année, le nombre des 
femmes traduites aux cours d'assises est, à très peu près constam­
ment, les dix-huit centièmes du nombre total <les accusés clcs deux 
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sexes. Dans les cinq années écoulées depuis 1 826 jusqu'à 1850 inclu­
sivement, si l'on appelle p., et µ,' les nombres de femmes accusées de 
crimes contre les personnes .et de crimes contre les propriétés , et 
que l'on désigne dans ces nomhres, par a5 et a' 5 ceux des femmes 
condamnées, on aura 

µ, = 1505' µ' = 5465, 05 - 586, a's - 5512; 

d'où l'on déduit 
a5 

I 

= 0,449° 1 

(l :j 0,6061 ; 
,,,,, 

-

1-'-

1 'd a.; ta's el en compamnt ces rapports aux va eurs préce entes de - e - on 
pt. ,,,,, ' 

,voit qu'ils sont moindres, mais seuleme·nt <l':1 peu près un 16° ou 
un 1 2

° de ces valeurs. 
Relativement aux années 1852 èt 1855, pendant lesquelles les 

condamnations ont été prononcées à la mnjo1·ité d'au moins huit 
voix contre quatre et avec la question des circonstances atténuantes,

on a eu, pour les accusés et les condamnés <1 ·.s deux sexes, 

µ, = 4108, µ,' - 1042,, a4 = 18f!9 , a'4 = 6661,, 
et, par conséquent, 

� = 0,4598, 
,.. 

a' 4 - 0
16595;

,,,,, -

les lettres accentuées répondant, comme plus haul, anx crimes co11lre 
les pl'Opriétés , et les lettres non accentuées- aux crimes <;ontrc les 
personnes. En faisant O!. = 2 dans l'expression des limites (a), ou 
trouve qu'il y a une probabilité très approchante de 1a certitude que 
l'inconnue R5 ue s'écarle pas de la fraction o,4598, de plus de 0,022, 
ou de la fraction o,6395, de plus de 0,0133, selon qu'il s'agit des 
crimes de la seconde ou de la première espèce. On peut remarc1uer 
que les valeurs de � et a�4 ont conservé entre elles, à très peu 

fi- 1-' 

près, le rapport qui existait entre celles de � et a:s qu'on a trouvées 
,,,, ,,,, 

1 l E . ' ai a'4 ' ) 1 p us ,iaut. • n comparant ces quanhtes - et , , a eurs ana ocrues 
,.. fi- 0 

en 1851 , on peut aussi observer que l'influence de la question des 
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a'
circonstances atténuantes a · augmenté le rapport -l relatif aux 

,.. 
a crimes contre les propriétés, seulement d'un 15•, et le rapport -1, 
,.. 

relatif aux crimes contre les pei;sonnP.s, de près d'un -1'frs de sa 
valeur. 

( 158). Maintenant, d'après ce qu'on a vu dans le n° 122, la chance, 
pour un accusé, <l'être condamné par un jury pris au hasard sur la 
liste génét·alc d'un département oi1 du ressort d'une cour d'assises, est 
la même que si la chance de ne pas se tromper était égale pour tous les 
membres de ce jury; ·à la majorité d'au moins n -i contre i voix, la 
chance de la condamnation est donc exp1·imée par la première for­
mule (6), et à la majorité de n- i voix contre ·i, par la formule ( 4); 
par conséquent, pour chaque département et pour chaque genre d'af­
faires criminelles, les q�antités c, et '},, exprimées par ces formn les, 
sont celles dont les rapports � et !!..! appl'Ochent incléli;1iment à me-

,,,_ ,,,, 

sure que le nombre ,v.., supposé frès grand, augmente enco1·e davan­
tage; ou, autrement dit , les quantités c1 et Î'• coïncident avec les 
inconnues Ri et r, du 11° 154, lorsque l'on considère des affaires <l'nn 
même genre, clans un même département, el même pour chaque sexe 
des accusés séparément. Nous rangerons en deux classes distinctes 
tous les genres d'affaires criminelles: l'une de ces classes comprenant, 
comme pins haut, les <:rimes contre les personnes, et l'autre les crimes 
contre les propriétés. !\fois, pour ne pas trop compliquer les calculs, 
nous n'aurons point égard au sexe des accusés, dont l'influence sm· 
la proportion des condamnations peut être négligée, si l'on considère 
11ue, dans le nombre total des prévenus, le· nombre lit!S femmes n'est 
pas un cinquième de celui des hommes. Les lettresµ, ai , b;, c,. , ru
répondant aux affaires. de la p1·emière espèce, et les mêmes lettres 
accentuées clé�ignant les quantirés analogues relativement aux affaires 
de la seconde espèce, nous aurons, pour chaque département en par­
ticulier, 

"' 
,;=en 

b; a'; . 1 b'1 1 

-;; :::;:: )',, p.'= Cil ,.., = )· ,,

avec d'autant pins d'approximation et de probabilité que les nomb1·es 
µ, et µ,' seront plus considérables. 
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Si les rapports qui forment les premiers membres de ces équations 
étaient donnés pour les différents départements, ces quatre équations 
suJfüaienl poui· déterminer les inconnues k et u contenues dans C; et -;,,, 
et leurs 8M,'.11ogues dans c'; et Î''; que je désignerai par k' et u'; mais la 
nécessitéctc très grands nombresµ. etµ/ rend impossible, quant à pré­
s eut, l'application <les équations ( 16) à chaque département isolément, 
et pour s'en servir, on sera obligé de supposer que-les inconnues u, u', 
k, k', 'ne varient pas beaucoup, en général, d'un département il un 
autre; ce qui permettra d'employer dans leurs premiers membres, les 
rapports i.·elatifs à la France entière. Les.quantités u et u' que l'on ùé­
terminera de cette manière seront exactement les chances de ne pas 
se tromper qui auraient lieu si les listes <le jurés de tous les départe­
ments étaient réunies en une seule, et que chaque juré fût pris au 
hasard sur cette liste totale. Dans cette hypothèse, les quantités k et k',

en ce qu'elles dépendent de l'habileté des magistmts qui dirigent l'ins­
truction préliminaire, pourraient encore n'être pas les mêmes dans les 
différents départements; mais les �quations ( 16) étant linéaires par 
rapport à .ces inconnues, leurs valeurs que l'on obtiendra, seraient alors 
les .moyennes de celles qui ont réellement lieu pour tons les départe­
ments." Au reste, on doit ohservel' que si l'on est obligé de se conten­
ter de ces valeurs générales de u, u', k, k', c'est seulement faute de 
données complètes de l'observation, et non pas par quelque imper­
fection de la théorie que nous exposons. 

Les expressions dec, et-;,1 ne changent pas lor;qu'on y met1-ket r-u 

au lieu de k et u (n•• 1 r 7 et r 18); pour d.es valeurs données de� et�, 
� ,.. 

s'il y a un couple de valeurs de k et u plus grandes que ; , qui satis-

fassent aux deux premières équations (16), il y aura donc aussi un 

couple de valeurs de k et de u plus petites qu·e; qui satisferont égale­

ment à ces équations. Or, on doit supposer que la probabilité 
moyenne de la culpabilité des accusés avant le jugement, surpasse 
celle de leur innocence, et que, chez les jurés, la chance moyenne 

·de ne pas se tromper est plus grande que celle de l'erreur; cc sont

donc ks valeurs de k et u plus grandes que ; qu'il faudra employer;
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et l'on devra rejete1· les autres comme étrangères à la question. La 
même remarque convient aux deux dernières équations ( 16), et aux 
valeurs de k' etµ,' qui s'en <lé<luiront. Toutefois, si l'on appliquait ces 
équations aux jugements en matière politique, ren<lus en grand nombre 
dans les temps malheureux de la Révolution, on pourrait employer, 
ainsi qu'on l'a exyliqué dans le préambule <le cet ouvrage, leurs ra-

cines moindres •que ; ; car alors l'innocence légale des accusés avant 

le jugement pouvait être plus prob!lble que leur culpabilité; et pour 
les jurés, la probabilité qu'ils se tromperaient volontaÎl'ement pouvait 
surpasser leur chance de ne pas se tromper. 

( 159). Je fais Tl= 12 et i = 5, dans les formutes (4) et (6); les 
coefficients qu'elles contiennent auront pour valeurs 

No= 1, N,= 12, �.=66, Ns= 220, N.,
= 495, Ns= ';�)2. 

Je fais aussi 

a5 
-=c,
µ 

t 
u=1+t' 

1 
1-u=--;

1 +t 

la seconde équation ( 16) deviept 

(t' + I )t5 
i'=2(1+t) 1• +

et, en ohse1·vant qu'on a 

(2k-1) (t"-1)t5 • 
2(1 +·t)" ' 

Us= 1 -924.u6 (1 -u)6 -V5, 

la première équation ( 16) pourra s'écrire sous cette forme : 

(2k-1)[ + +66 •+ s+1 5 - s] 
(•+t)" 1 12.t .t 220.t 'f9 .t�+792t . (18)

Ces équations ( 17) et ( 18) répondent aux crimes contre les personnes; ·· 
celles qui se rapportent aux crimes confre les propriétés s'en dédui­
ront en y changeant les quantités c, ')-, k, t, dans lcuts anologues, 

• , ' I 1 1 1 t'que .1e representera1 par c, Î', ,. , 
L'inconnue test susceptible de toutes les valeurs, depuis t=o qui 

répond à u = o, jusqu'à t = (X) qui répond à u = 1 ; mais ses valeurs 
plus grandes que l'unité étant ce11es qui se rapportent aux valeurs de u 
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, • ' r t supcrieurc:.s a 2 , ce son les seules qu'il faudrn considérer. D� plus,

l'inconnue k dc_vant être comprise entre; et l'unité, il suit de l'équa­

tion ( 1 7) que la valem· de t devra être telle que l'on ait 

(i+t>)t5 

2(1+t)" < )', 

ce qui servira à en déterminer des limites'. On rem·arquel'a, à cet effet, 
que la première de ces deux fonctions de t, décroit continuellement 
depuis t = o jusqu'à t= (f.), et que la seconde augmente d'ab01·d de-
puis t= 1 jusqu'à t=¾, pour décrnître ensuite jusqu'à t=�. 

Eu éliminant_k entre les équations (17) et (18) on parviendrait à 
une équation du 24" degré par rapport à t, <l!1 genre des équations 
réciproques, et réductible, parconséquent, à une équation du 12

e degré; 
mais il Eera beaucoup plus facile <le calculer directement pàr des essais 
successifs, les valeurs simultanées de k et u qui satisfont au système 
des équatio�s ( 17) et ( 18). 

(140). Relativement aux six ai;rnées·c·omprises depuis 1825 jusqu'à 
t83o, on a 

4 8 . 0, 1151 
45,.,, c=o, 7l 2, Î' = --- = 0,000 1 �1. 

792 

Pour t=2, la quantité ��;�:;,; surpasserait celte valeur de'}; pour t=3, 

ce serait cette valeur qui snrpasserait l'autre quantité(,:,)'.; la valeur

de t doit donc être plus grande que deux et plus petite que trois; li­
mites entre JesqueHes iJ est facile de s'assurer que cette inconnue n'a 
qu'une seule valeur possible. Après quelques essais, j'ai pris 2,11.a 
pour cette valeur; l'équation ( 17) donne alors o,5554 pour celle de k; 
et eu substituant ce� valeurs Jans le seco.nd membre de l'équation ( 18),
on le trouve égal à 0,4785, ce qui ne diffère du premier membre que 
de 0,000 r ; on a donc, avec une très grande approximation; 

k=o,555/i, 

Pour les mêmes années, on a 
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0 0523 66 4 c'=o,6556, ··./= -'--= 0,0000 o .

,
792 

Je substitue ce� •aleurs à la place de c et y dans les équatioas ( 17) 
et ( 18), et j'y mets aussi t' et k' au lieu tle t et k; en les résolvant 
ensuite, cornme dans le cas précédent, je trouve, au même degré 
d'approximation, 

k'=o,6744, t'=5,4865, 

De ces valeurs de t et t', on déduit 

l u = - = 0,6786 '
1 +t 

t' 
u' = -+ , = o,7771, 

l t 

pour les chances qu'un juré quelconque ne se tromperait pas, qui 
ont eu lieu dans les �nnées que nous considérons; la première répon -
dant au cas des crimes contre les personnes, et la seconde à celui des 
crimes contre les propriétés. 

Avant qu'un jugement fût prononcé, une personne qui n'aurait 
connu ni les jurés dout le jury semit composé, ni même le lieu où 
l'affaire serait jugée, aurait pu parier, à cette époque, un peu plus 
de deux cont,•e un, que chaque juré ne se tromperait pas dans son 
vote, s'il s'agissait d'un crime de la première espèce, et près de sept 
contre deux, dans le cas du second genre de crimes. On emploie ici 
l'expression vulgaire parier tant contre tant, afin de rendre plus sen­
sible la signification qu'on doit attacher aux valeurs de u et u', et 
quoique le pari qu'on suppose soit illusoire, puisqu'on ne saurait ja­
mais qui aurait gagné. Cette personne aurait pu aussi parier, d'après 
les valeurs précédentes de k et k', un peu moins de sept contre six 
pour la culpabilité de l'accusé dans le -cas de la première sorte de 
crimes, et un peu plus de deux contre un, dans le cas de la seconde. 
Nous verrons plus loin ce que devient la probabilité que l'accusé est 
coupable, après que le jugement est prononcé. 

Si nous considérons les nombres des accusés et des condamnés , 
sans distinction des genres· de crimes contre les personnes et contre 
les propriétés, il faudra prendre, toujours pour les mêmes années 
et pour la :France entière, 
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C = 0,6094, 
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0 0706 
Î' = -'-- = 0,0 0008914. 

792 

En résolva11t les équations (17) et (18), on troufl! .. alors 

k = o,6591 , t = 2,99, u = o,7494. 

Si l'on considérait le département de la Seine isolément, les va­
leurs de c et Î' qu'on devrait employer seraient ( n° 156) 

C = o,6509, 

et llon trouverait 

o,oG55 Î' = � - 0,000082 67,

u = 0,7778. 

A l'époque que nous considérons, et abstraction faite de l'espèce 
de crimes , les probabilités k et u étaient donc .un peu plus grandes 
dans le ressort de la cour d'assises de Paris que dans le reste du 
royaume : dans le département de la Seine, elles surpassaient un 

2 3 
d" d 1 F 

. ' 
11 ' . peu 3 et 4, tan 1s que ans a rance entiere e es eta1ent un peu

inférieures à ces fractions. Toutefois, les différences entre les deux 
valeurs de k et entre celles de u, n'étant pas considérables, c'est une 
raison de penser qu'il en est de même d'une. partie quelconque de la 
France à une autre; ce qui justifie, autant qu'il est possible, l'hy­
pothèse de l'égalité de . chacune ùe ces deux quantités dans tout le 
1·oyaume, que nous avons faite, afin de pouvoir calculer maintenant 
leurs valeurs appl'Ochées, au moyen de nombres suffisamment grands 
d'observations. 

Ainsi que nous l'avons dit plus haut, les valeurs de k et u ou 
de k' et u', sont restées les mêmes en 1851 ; mais elles ont dû 
changer dans les années suivantes avec les rapports dont elles se 
déduisent; et comme nous connaissons seulement pour 1852 el 1835: 

al a'I 
d , ffi d, . les rapports - ou -, , cette onnee ne su 1t pas pour etermrner 

,,,. ,,,. 

los deux inconnues it et k, ou u' et k'. Ç)hservons d'ailleurs que ces 
quantités ont peut-être changé une seconde fois , et ne sont plus 
les mêmes , depuis la dernière loi , qui, en maintenant la question 
des circonstmices atténuantes , a prescrit le secret du vote dès ju-
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rés, ce qui a pu influer sur leur chance de ne p:Ml se tromper. 
Nous ne pouvons donc pas connaitre les valeurs de u et k, u' et k', 
qui ont eu lieu depuis 1831. Mais cette loi, en fixant à sept voix 
contre cinq, la majorité suffisante pour la condamnation, exige que 
les jurés fassent connaitre si leur décision a été rendue à la majorité 
minima. Si donc on donne dorénavant, dans les Comptes généraux�
les nombres des condamnés, et non pas seulement celui des affaires 
pour lesquelles celle plus petite majorité aura' eu lieu; de plus, 
si l'on iiit connaitre ces mêmes nombres , pour les accusés des 
deux sexes séparément, et pour les deux classes de crimes que l'on 
a distinguées, il sera possible, dans quelques années, de détermi­
ner avec une grande précision les deux éléments k et u, pour les 
différentes parties du royaume, pour les hommes et pour les femmes, 
pour les crimes contre les personnes et pour les crimes contre les 
propriétés. 

( 141 ). Au moyen de chaque couple de valeurs de u et k, les for­
mules (4), (5), (6), feront connaitre les probabilités correspon­
dantes qu'une condamnation ou un acqljrtemcnt a eu lieu à une 
majorité donnée, ou à une majorité au moios égale à celle-là. 

En faisant n = 12 et i= o, on aura 

pour les probabilités qu'un accusé condamné ou acquitté, l'a été à 
l'unanimité, et, par conséquent, 

')'., + J' o = uu + ( 1 - u)••,

pour la probabilité d'un jugement unanime, soit qu'il condamne, soit 
qu'il absolve. On aura aussi 

quantité positive à cause de k > ½ et u > 1- u, en sorte que l'unani­
mité est moins probable dans le cas de l'acquittement que dans 
celui de la condamnation. On voit que ces diverses probabilités sont 
très faibles, dès que la chance u de ne pas se tromper diffère sensi­
blement de zéro et de l'unité. Si l'on prend, par exemple, les valeurs 

49•· 
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de u et k qui se rapportent à la France entière, sans distinction de 
l'espèce de crimes, c'est-à-dire si )'on fait k = o,6591 et ,t=o,7q9!b 

il en résultera 

y. = o,0�201' cJ'o =0>0115' J'o+ cJ'o = o,o5 •4;

ce qui suffit pour montrer combien doit être rare une décision una­
nime de douze jurés. Si l'on exigeait que le verdict du jury fût pro..: 
noncé à l'unanimité, soit qu'il condamne, soit qu'il absolve, il y 
aurait, d'après cette valeur de )·o+ cJ\, près de trente-deuxi à parier 
contre un qu'aucun jugement ne serait rendu; et cela arriverait 52 
fois sur 55 environ, si les jurés ne communiquaient pas entre eux, 
et ne convenaient pas, pour en finir, de s'arrêter à une simple majorité·.

En appelant M la probabilité que dans un nombreµ. de jugements, 
il n'y en a eu ou il n'y en aura aucun qui soit unanime, on aura 

et si l'on veut que M soit. i' il faudra qu'on ait

- lor, 2 
!Z µ.=1 ( 

�)=21.,7-.,,
og l-')'

0
-Do 

en employant toujours la valeur précédente de y.+ J' •. Par consé­
quent, ce ne serait que dans 22 affaires qu'on pourrait parier un peu 
plus de un contre un, qu�un jugement au moi'ns serait rendu à l'una­
nimité. Il y aurait du désavantage à faire ce pari poui· un nombre 
d'affaires moindre d'une unité. 

(142). Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de rappeler ce qui 
a été dit au commencement de cet ouvrage,· sur le sens que nous at­
tachons au mot coupable dans les jugements des jurys, et d'en déduire 
quelques conséquences importantes. 

Lorsqu'un juré prononce qu'un accusé est coupable, il affirme qu'à 
ses yeux, il y a preuve suffisante pour que l'accusé soit condamné; 
s'il prononce que l'accusé n'.est pas coupable, i) entend par-là que 
la probabilité de la culpabilité n'est pal? assez grande pour la con­
damnation; mais son vote négatif ne signifie pas ·qu'il croît l'accusé 
innocent; et, sans doute, i' arrive plus souvent qu'il le croit plutôt 
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coupable. Il aura jugé que la probabilité que l'accusé soit coupable, 

pouvait surpasser !. , mais qu'elle était cependant inférieure à celle que 
2 

sa conscience et la sécurité publique exigeaient pour que l'accusé fùt 
condamné. Le sens réel du vote affirmatif ou négatif d'un juré, est 
donc que l'accusé est ou n'est pas condamnable; par conséquent , les 
probabilités ·p, et Q, de la bonté d'un jugemen_t de condamnation ou 
d'acquittement (n° 120 ), expriment aussi les raisons que nous avons 
de croire que l'accusé était condamnable, lorsqu'il a été condamné , et 
qu'il n'était pas condamnable qua.nd il a été acquitté : P, est sans doute 
moindre que la probabilité rée1le de Ja culpabilité d'un condamné, et, 
au contraire, Q, surpasse la probabilité de l'innocence d'un accusé ab­
sous; mais ces autres probabilités ne pourraient être aucunement déter­
minées par le calcul, qui ne s'applique qu'aux probabilités Pi et.Q,, ainsi 
définies et considérées dans de très g�ands nombres de jugemcnls de la 
même nature. On ne doit pas croire non plus que ces quantités P, et Q, 
soient l'expression de l'opinion générale, en ce sens qu'elles exprimeraient 
les probabilités d'une condamnation ou d'un acquittement par un jury 
composé de tous les citoyens qui sont compris sur la liste g6nérale où 
les jurés, au nombre de douze, ont été pris au hasard; car la chance 
c1 d'une condamnation, par un jury d'un nombre quelconque de per­
sonnes, est inférieure à 1a fraction que nous avons désignée par /,: 
(n• 118), laquelle est beaucoup moindre, en général, que la valeur cle 
P,; et de même la chance d, d'un acquittement est toujours inférieure 
à la fraction 1 -k, beaucoup moindre,. elle-même, que la valeur 
deQ,. ..

�our les jurés du ressort de chaque cour d'asl!ls, el pour chacun des 
deux genres de crimes que nous avons distingués, on doit donc conce­
voir qu'il y a une certaine probabilité z, jugée suffisante et nécêssaire 
pou1· la condamnation. Cela étant, la chance u, qu'un j�ré pris au ha­
sard sur la liste de ce département ne se trompera pas dans son vote, est 
la probabilité qu'il jugera celle de la culpal1ilité de l'accusé égale ou 
supérieure à z, si elle l'est effectivement, ou hien,.inférieure·à z, si, 
en effet, elle n'atteint pas cette limite. Cette probabilité u dépend princi­
palement du degré d'instruction de la classe des personnes portées sur la 
liste générale des jurés, et la probabilité z,- de l'opinion qu'elles se for-
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ment sur la nécessité d'une répression plus ou moins forte des diffé­
rents genres de c1:imes. Ces deux probabilités distinctes peuvent varier, 
par conséquent, avec le te�11ps et d''un départe�nent à un autre. On a vu 
comment la vaJeur de 1t peut se déduire des données de l'observation; 
qu�nt à celle de z, nous n'avons aucun moyen de la connaitre; et nous 
pouvons seulement conclure qu'elle augmente ou dimiQue, toutes 
choses d'ailleurs égales; lorsque nous voyons le rapport du nombre 
des condamnés à celui des accusés, diminuer ou augmenter notable­
ment. Ainsi, lorsque la question des ârconstances atténuantes a 
été posée aux jurés et qu'on a vu ce rapport augmenter et passer de 
o,54 à o,59 ( n° 135 ), 011 a dû en conclure qu'ils se sont arrêtés, pour 
la condamnation, à une probabiJité z moindre que celle qu'ils exi­
geaient auparavant, sauf à décider affirmativement la question dont 
11 s'agit, afin d'abaisser d'un degré la peine qui serait prononcée contre 
les condamnés. 

Avant le jugement, la probabilité que l'accusé est coupable sur­
passe de beaucoup, sanc; aucun cloute, celle que nous avons désignée 
par k : la plus grande valeur que nous avons trouvée pour celle-ci 

est à peu près i; et personne cepenclant n'hésiterait à parier bien plus 

de trois contre un , qu'un individu quelconque est réellement cou­
pable quand il est traduit devant une cour d'assises. Mais ce qu'on a 
ùit à l'égard de Pi convient également à k : il faut aussi entendre que 
k exprime seulement la probabilité, antérieure au jugement, que l'ac­
cusé soit condamnable; probabilité qui peut dépendre, en consé­
quence, de celle qu,tp jurés exigent pour la condamnation, mais 
qui est indépeudanté,· par sa nature, de la prohahilité u qu'un juré 
ne se trompera pas. Il s'ensuit donc que la valeur de k peut varier 
avec ia prohahilité z, lors même que les formes de l'instruction pré­
liminaire et l'habileté des juges chargés de la diriger, sont restées les 
mêmes, et quelle que soit d'ail1eurs la probabilité li. Voici un exem­
ple de cette variation. 

Depuis 1814 jusqu'à 1 850, les procès criminels étaient jugés, dans 
la Belgique, par <les tribunaux composés de cinq juges, et la majorité 
de trois voix contre deux suffisait pou!' les condamnations. En 1830, 
la composition de ces tribunaux a changé. Dans le courant de 183 r r 
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on a rétabli le jury tel qu'il existait sous le domination française, et 
Ja majorité suffisante pour les condamnations a été ceUe de sept voix 
contre cinq. Les formes <le l'instruction préliminaire sont toujours 
restées les mêmes. Or, il résulte des Comptes de l'administration de la
justice criminelle dans ce royaume, récemment publiés par le Gouver­
nement, qu'en 1 81b, 1 833 , 1854, les rapports des nombres de con-

d , . · d · , , , 59 60 6, . l' . , .1.amnes a ceux es accuses ont ete - , - , -, ou on vo1l qu I s 
100 100 100 

ont très peu varié d'une année à une autre, et que leur valeur moyenne 
est sensiblement égale à celle qui avait lieu en France avant 1850. 
Comme on ne donne point dans ces Comptes, le nombre de fois que 
les condamnations ont été prononcées à la plus petite majorité de sept 
voix co.ntre cinq, ni à aucune autre majorité déterminée, Je rapport 
que nous citons ne suffit pas pou1· en conclure les valeurs de zt et k qui 
se rapportent à la Belgique; mais puisqllc ce rapport total, c'est-à-dire 

le r�pport que nous avons désigné par ; , diflëre si peu pour la Belgi-

que et pour la France, il y a lieu de croire que le rapport partiel � est 
. 

. 

. � 

aussi très peu différent pour ces deux pays, et que, par conséquent, 
les valeurs de u et k y sont à très peu près les mêmes. On peut donc 
admettre que pour la Belgique, la valeur dè k ne s'écarte pas.beaucoup 

de la fraction §_, que l'on a obtenue précédemment pour la l"rance 
100 

entière, et sans distinction du genre de crimes. Cela étant> on._trouve 
dans les mêmes Comptes ., que dans les années 1826, 18.27, 1828, 1829, 
les rapports du nombre des condamnés à celui des accusés, se sont élevés 
. 84 85 83 8 1 fi . , , , l d 1 a - , .,,.-- , - , ---; raclions a peu pres ega es, et ont a moyenne

100 -i»o 100 100 

' · · 83 M · d' · ' d J 8 est un peu super1eure a JOO. ais, apres ce qu on a vu ans e n° 

11 , 

la probabilité dont cette moyenne est la valeur approchée, doit tou­
jours être moindre que la valeur de k; il s'ensuit donc que dans ces 
quatre dernières années , cette qu.antité k a dû être beaucoup plus 
grande que dans les années 18:b et 1855; cc qu'on ne peut attribuer 
qu'à une inégalité de la quantité inconnue z, à ces deux époques, qui 
a été telle que les jurés ont exigé pour la condamnation, une proba­
bilité que l'a'ccusé fût coupable, supérieure à celle que les juges trou-
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vaient suffisante. Cette conclusion est , au reste, indépendante de la 
chance u de ne pas se tromper, qui a pu être égale ou inégale à ces 
deux époques, c'est-à-dire plus grande pour les juges que pour les 
jurés , ou vice versâ; question qui reste indécise, faute de données 
nécessaires de l'observation. 

La quantité k dépendant de la probabilité z, il s'ensuit que l'inpga­
lité de ses valeurs pour les deux genres de crimes que nous avons 
considérés, peut tenir à deux causes différentes: à ce que la présomp­
tion de la culpabilité avant le jugement est pins difficile à établir à 
l'égard des crimes contre les personnes, qu'en ce qui concerne les 
crimes contre les propriétés; ou bien , à ce que les jurés exigent pour 
la condamnation une plus grande probabilité z, dans Je premier cas que 
dans le second; et il y a lieu de croire que ces deux causes distinctes 
ont concouru à produire l'inégalité dont il s'agit. 

Il suit de cette dépendance entre z et k, que si la question des cir­
constances atténuantes a produit pour les années 1 �32 el , 853. une 
diminution notable dans la probabilité que les jurés ont jugée suffi­
sante pour la condamn.ation, · Ja probabilité k à dù au contraire aug­
menN::r, et ces variations inverses de u el de k ont dû aussi produire 
une augmentation dans la valeur de u; car on peut supposer qu'il y a, 
pour les jurés, une moindre chance de ne pas se tromper, lorsque, 
d'une part, ils exigent une moindre probabilité pour la condamnation, 
et que, d'une autre, il existe, avant Je jugement, une plus grande pro­
babilit� que l'accusé soit condamnable. 

( 143). Il nous reste actuellement à calculér, au moyen des formules 
(9) et (10), et des couples de valeurs trouvées pour u et k, ou pour u'

et k', les p1·obabilités qu'un condamné était coupable et qu'ux.accusé 
absous était innocent, ou, pour parler plus exactement, les probabi­
lités que le premier était condamnable et que le second ne l'était pas. 
Mais auparavant nous changerops ces formules en des équations plus 
commodes pour le calcul, et nous y ajouterons d'autres formules dont 
les valeurs numériques seront aussi très importantes à connaitre. 

En vertu de la première équation (6), la formule (9) pourra être 
remplacée par cette équation 

P1c1 - kU,,
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dans laquelle on prendra le rapport!!! donné .par l'observation, pour 
. � . 

la valeur approchée de c,.

La quantité x -P, est la pl'Obabilité qu'un condamné à la majorité 
d'au moins n-i contre i voix n'est pas coupable; c, est la probabilité 
qu'un accusé coupable ou non, sera condamné à cette majorité; le pro­
duit de c, et de 1-P, exprime donc la chance pour un accusé non cou­
pable d'être néanmoins condamné. En la désignant par D,, et ayant 
égard à l'équation précédente et à la première équation (6), on aura 
donc 

D, = 
('x -k)V,; 

résultat qui se déduit aussi du raisonnement que l'on a fait dans· le 
n° 

120, pour obtenir l'expression de P,. 
Le nombre de voix nécessaire pour la condamnation étant au moins 

n-i, soit n, la probabilité qu'un accusé absous est innocent; sa valeur
se déduira de-celle de Q, ou de la formule ( 1 o ), en y mettant n -i - x
au lieu de i; et si l'on a égard à la seconde équation (6), on en
conclura

Il,d,._,_, = ( 1 - k)U._,_., 

ou ce qui est la même chose , d'après ce qu'on a vu dans le n• 118, 

n,(1 - c,) = (1 - k) (1 - V;), 
La probabilité qu'un accusé absous est coupable sera 1 - n, ; la pro­

babilité qu'un accusé quelconque ne sera pas condamné étant 1-cj, il 
s'ensuit que le produit (1 - n,) (1 -c1) exprimera la chance pour un 
aceusé coupable d'être cependant acquitté. En la désignant par A,, on 
aura donc 

A1= 1 -c1-(1-k)(1-V1), 

ou bien, en vertu de la première équation (6), 

�,=k (1-U,). 

Les chances D1 et A1 sont, pour ainsi dire, les mesures du danger 
que court un accusé non condamnable d'être èondamné, et la société, 
de voir acquitter u.u accusé condamnable. Relativement à la culpabi-

• 5o
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lité ou à l'innocence réelles des accusés, on· ne devra pas oublier que 
D, n'est, comme· P,, qu'une limite supérieure, et que D.; n'est , ainsi 
que Q;, qu'une ]imite inférieure. Quand Jes valeurs de P;.enT, auront 
été calculées� <>n en déduira immédiatement celles de D; et D.;j car, en 
vertu des équations précédentes, on aura 

D;= 1-k-Il;(1-c;), t:,.i _=k-Pici; 
où l'on voit que les chances A; et Di sero�t toujours moindres, respec­
tivement, que les probabilités k et 1-k de fa culpabilité et de la n_on­
culpabilité avant le jugement. Pour _un très grand nombre µ,d'accusés, 
les nombres des condamnations et des acquittements donnés par l'ob­
servation, étant ai et µ-ad. ceux. des condamnés non coupables et 
des acquittés coupables, seront à très peu_ près .et' très probablement 
égaux a1,1x produits Dia, el·Ai (µ,-ai)• 

En faisant n= 12 et succ�ssivement f =5 et /==4, prc�ant.� et !'!.:1 
. . . . . . • 1-'- ,,, 

pour les valeurs approcliées de es et c4., et mettant, comme précédem-
ment +t et -1 

- au lieu de u et 1 - u, nous conclurons des équations
I t 1-t-t _ . 

précédentes 

q5 p ·-k [ _:.. I +12.t+'66.,•+2M,t3 +495.tf+792·.z5 +924.,6 ] 

µ s- l (1 + t)" . ' 
a4 p -k[ _ 1 + 12,t+66.t•+22.o.t3+4g5.tf+792. t5 +924,t6+ 792. t7] ,; 4- l · . . (.1+t)" . . . • 
(, · as)n -( k)[ _;_, + 12.t+66.t3 +220.,1 +49s.,r+79,.·.,�]

· .1 - µ. s- 1- 1 li +t)" '
( �) n --( -k)[' - r + 12.t+66.,•+ 220,t3 +495,tf] l -

f< 
4- l l . (1 +t)" ' 

Nous aurons en même temps 
k. · asp 6s = -- s,µ 

k a4,p �.= -- .. 
ft' 

Telles sont donc les diverses formules.qu!ils'agira de réduire en nom! 

bres: les quantités qu'elles. renferment se rapporteront an ·cas dès crimes 
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contre les personnes; on désignera par les mêmes lettres, avec des 
accents, les quantités analogues qui répondent aux cas des crimes 
contre les. propriétés. 

( 144). Pendant l'année 1831, la majorité nécessaire pour la con­
damnation était celle de huit voix au moins contre quatre, et la ques­
tion des circon#ances atténuantes n'avait pas lieu. On avait 

�=o,5652, t=2,11.2, k=o,5354; 
p. 

d'où l'on déduit 

p4 __:o,9811, I14 =0,7186, D4 =o,oo68g, A4 =0,179r. 

Sur les 743 condamné·s dans cette année, à peu près cinq n'auraient 
pas dû l'être, d'après cette valeur de D

4
; et d'après celle de A0 environ 

255 accusés n'auraient pas dû être acquittés, sur les 1503 qui l'ont été. 
La chance d'être condamné quoique non condamnable surpassait très 
peu un 150•, et celle d'être acquitté, quoique condamnable, était com­
prise entre un sixième et un cinquième. Enfin, la probabilité de la 
culpabilité d'un condamné ne différait pas d'un 50°, de la certitude, et 
celle de l'innocence d'un accusé absous, c'est-à-dire la probabilité qu'il 
n'était pas suffisamment prouvé qu'il fùt coupable, ne surpassait pas 

beaucoup la fraction ;. • 

Ces résultats se rapportent aux crimes contre les personnes. Dans la 
mêrpe année, OR avait, relativement aux crimes contre les prop1·iétés, 

a';= 0,6034, t'=S,4865, k' = 0,6744; 
,,,. 

d'où l'on conclut .. 

P',. =0.,9981, Il\=0,8199, D',=0,0004, A'4=0,0721. 

Pour ce genre de crimes, la proportion des condamnés qui n'aul'aient 
pas dû l'être, n'a donc été que de quatre sur di:l mille; ce qui ne fait 
pas deux sur les 5555 de ces condamnations qui ont été prononcées. 
La proportion des individus acquittés qui étaient condamnables, a 
surpassé·iept centièmes; et leur nombre a dû être environ 15 9, sur les 

5o .• 
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2.205 acquittements qui ont eu lieu. Là p1·obàhililé qu'un condamné 
était coupable ne diflërait pas.de deux millièmes de la 'certitude, et 
celle de l'innocence d'un individu acquitté était un peu supérieure à: 

la fraction f Ces résultats sont, comme on voit, plus satisfaisa�ts que 
ceux qui se rapportent aux crimes contre les personnes; ce qui tient à 
ce que les condamnations pour des crimes contre les propriétés, quoi­
qu'elles aient été proportionnellement plus nombreuses, ont aussi en 
lieu très probablement à de plus fortes majorités (n° 141 ).

Les huit probabilités P 4, P' �, etc., qne nous venons de calculer,· 
ti d , ] 

. a4 a' 4. b 4. b' 4. d , l' b . sont on ees sur es rapports ..,... , -, , -, ,-, onnes par o servahon
f' f'  l' �  

et qui nous ont servi précédemment à déterminer les valeurs de t, t',

k, k'. Elles sont toutes les huit des fractions moindres· que l'unité ; ce 
qui fournit une confirmation d'autant plus remarquable de la théorie, 
qu'il n'en serait plus de même généralement, si l'on prenait des valeurs 
arbitraires de t et k, t' et k', lors même qu'eJles ne différeraient pas 
lleaucoup de celles qui résultent de l'observation. 

Dans les années qui ont précédé 1851, la majo:rité suffisante pour la 
condamnation était cell� de sept voix contre cinq; mais dans le cas cle 
la majorité' minima, la cour intervenait et la condamnation n'était 
définitive que si la majorité des cinq juges dont elle se composàit alors, 
se joignait à la majorité du jury. 1l sera donc né.cessaire de considérer 
séparément les condamnations prononcées à cette plus petite majorité, 
et celles qui ont eu lieu aux majorités d'au moins huit voix: contre 
quatre.Pour ce1les-ci, les valeurs numériques des prnbabilités P, et P' 4, 
rr, et IT' 4, D 4 et D' 4 , A4 el A',, seront celles que l'on vient de calculer, 
puisque dans les années antérieures à 1851, les valeurs de t et k, t' et k' 
étaient les mêmes que dans cette année ( n" 1 57 ). Ainsi, depuis 1825 
jusqu'à 1850, sur env!ron 5000 individus condamnés à cette majorité 
<l'au moins huit voix contre quatre, pour des crimes contre les. per­
sonnes, et près de 20000 pour des crimes coatrc les propriétés, il y en 
a eu très probablement, d'après les �aleurs précédentes de D4 et de.D',, 
environ 55 d'une part et 8 de l'auh'e qui n'étaient pas condamnables; 
ce qui serait sans d_oute _beaucoup trop, si cela voulait dire qu'ils fus� 
sent réellement innocents. 
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Relativement aux autres condamnatiQns prononcées à la majorité 
minima de sept voix contre cinq, on aura, pour la probabilité que le 
condamné était coupable, 

kt• 

Pa� .<·t•+ 1-k'
en faisant dans la formule (7 ), 

• • .. t 1 

n=12, z=5, it= -+ , 1 -u= --.

1 t I +t 

S'il s'agit des crimes contre les personnes , on aura , comme plus haut, 
t=2,112, k=o,5354; 

et il en résultera 
p5=o,B572. 

Dans le cas des crimes contre les propriétés, on: changera Pa, k, t, en 
p'5, k', t', et l'on fera, aussi comme précédemment, 

t'=5,4865, k'=o,6744; 
ce qui donne 

p'5 = 0,9618. 
Enfin, si l'on considère les deux sortes de crimes indistinctement et 
toujoui·s pour la France entière, on devra prend1·e o,659 l et 2,99, pour 
les valeurs de k et t (n° 140 ); et en .désignant par tr&r5 la valeur correspon­
dan'te de p5, ou la probabilité que le condamné est coupal,le , on aura 

'lt)'5=0,9406. 

En retranchant ces valeurs de ps, p' s, <?ers, <le l'unité, nous an-
, ' 16 4 6 

l h b"l" 'd l' 1·ons, a tres peu p1·es , Ïoo, ïôo, ÏÔo, pour a pro a 1 1tc e erreur 
du jury dans les trois cas· que nous venons de considérer. D'après 
1a formule de Laplace ( n° 152 ), celte probabilité serait la même 
dans ces trois cas , et égale à 0,29; c'est-à-dire presque double de la 
valeur de 1 -p5, et quintuple de celle de 1 -,r;r5 : on verra dai1s le 
numéro suivant à quoi se réduit cette probabilité 1 - 'w"s de la non­
culpabilité de l'accusé, quand la condamnation a été confirmée par la 
cour d'assises à la majorité d'au moins trois voix contre deux.· 

Lorsqu'on aura réuni les données suffisantes pour calculer, ainsi 
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qu'on l'a dit plus haut (n° 140), les valeurs de k et de u, ou de k' et 
de zt', qui ont lieu à l'époque actuelle, on en conclura, par un calcul 
semblable au précédent, les probabilités correspondantes P 5 , 05, D5, ô.5, 

ou P'5 , 0'5 , D'5 , Â's; et, en les comparant aux probabilités P., n4 , D4 , 

Â4, ou P\, Il'4 ; D'.p À\, que nous avons trouvées pour l'époque 
de 185 1, par exemple, on pourra connaitre, sans aucune illusion , 
les avantages relatifs de la législation criminelle à ces deux époques, 
sous le double rapport de la _sécurité publique et de la garantie que 
l'on doit aux accusés. 

Les données de l'observation restant les mêmes, on y satisfait, d'a­
près la remarque du n° 

1 58, par deux couples différents de·valeurs 
de k et u,  ou de k' et u', c'est-à�dire par des valeurs de ces quantités 
plus grandes que;:, et par d'autres valem·s plus petites que; et éga­

les au complément des premières à l'unité. Nous avons trouvé, par 
exemple, pour l'année 1851 et pour les crimes contre les propriétés , 

k' = 0,6744, u' = 0,7771 ; 

en employant les données de l'observation dont nous avons fait usage, 
nous aurions donc pu en déduire également· 

k' = 1 - 0,6744 = o,5256, u' = 1 - 0,7771 = 0,2229; 

la valeur de lt1 se changeant en 1 - u' 1 celle de t' se change, en même 

temps, en 7; on aurait donc aussi 

t' = 3,lsôs=o,2868 ;

et en prenant toujours, comme plus hau_t, 

a'
-4= 0,60 54, 
u 

on trouverait 
P'4 = 0,000675; 

en sorte que la condamnation, au lieu d'augmenter la probabilité que 
l'accusé soit coupable, l'aurait, au contraire, diminuée et rendue pres­
que nulle. Mais, ainsi que nous l'avons déjà dit dans le numéro cité, 
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ùn doit rejeter, en géné1·al ,· ces :valeurs <les inconnues k et u, ou k' 
et zt', moindres que celles des probabilités contraires, que le calcul de­
vait donner , néanmoins, pour comprendre le cas où dans de très 
grands nomhres'de jugements extraordinaires, la culpabilité légale des 
condamnés serait moins probable que leur innocence. 

( 145). Si· uous ·faisons· 

n= 5, i=2, t 

u=r+t' 

dans la première formule (6), nous aurons 

k (2k-1)(r+5t+10t') 
c. = -

( 1 + t)5 , 

pom• la probabilité qu'un accusé sera condamné par un tribunal de 
cinq juges à la majorité d'au moins ti·ois voix conh·e deux; k dési­
gnant toujours la probabilité, avant le jugement, de 1a culpabilité de 
cet accusé, et u la chance que chacun des juges ne se trompera pas. 
En vertu de la formule (g), nous aurons, en même temps, 

k [ r + 5t + rot' J 
c.P. = 1-:-

(l'+t)" , 

ou simplement, d'après l'équation précédente, 

(2k- 1)c,.P0 =k(k- 1 + c.), 

pour déterminer la probabilité P � de la culpabilité après que· 1a con­
damnation aul'a eu lieu. 

Dans l'application qu'on fera de ·ces équations au cas d'un accusé 
déjà condamné par le jury à la Ii1ajorité minima de sept voix contre
cinq , et soumis ensuite au jugement de la cour d'assises , comme cela 
avait lieu antérieurement à 1831, ou prendra pour k la probabilité 
que l'accusé est coupable , résultante de la décision du jury; la valeur 
approchée et très probable de c. se déduira de l'observation, et sera 
égale au nombre des condamnations que la cour -d'assises aura pro­
noncées dans un très grand nombre d'affaires, divisé par ce très grand 
nombre. Or, on viit par les Comptes généraux que dans les cinq an­
nées écoulées depuis 1826 jusqu'à 1830, il y a eu 1911 affaires sou-· 
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n:iises aux cours d'assises du royaume,, après que les jurys avaient 
condamné à la majorité de sept voix contre cinq, et que, dans ce 
nombre d'affaires; les cours ont confirmé 1597 fois les condamnations. 
Mais ces Comptes ne nous font pas connaitre suivant quelle propor­
tion les nombres 1911 et 1597 se sont partagés entre les crimes contre 
les personnes et les crimes contre les propriétés; nous serons donc 
obligés de déterminer la probabilité P,. et l'inconnue t, sans distinction 
de ces deux genres de crimes : pour cela nous ferons 

C = 1597 = 0 8557 •� 1911 , ' 

et nous prendrons pour k la valeur de tl'crs du numéro précédent, 
savoir : 

k = o,g4o6; 

quantité qui surpasse, comme cela devait être (n° 118), la proportion 
es des condamnations. 

Au moyen de ces valeurs, on  �rouve 

P� _.:.. 0,9916, 

pour la probabilité qu'un individu était coupable, lorsqu'il avait été 
condamné successivement par le jury à la majorité minima de sept 
voix coatre c�nq, et par les juges à la majorité d'au moins trois voix 
contre �eux. La probabilité qu'il n'était pas coupable diffé11ait donc très 
peu d'un 1009

; en sorte que sur les 1597 individus condamnés, il est 
très probable qu'il y en a eu à peu près quinze · qui n'étaient pas 
condamnables. 

Les mêmes valeurs de k et de Cs donnent 

le -c. 88 -k--= o1 II ,• 
2·.-• 

au moyen de quoi l'èquation qui doit servir à déterminer l'inconnue t, 
devient 

On en déduit 
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t = 2,789, u = o,f:;6,; 

ce qui montre que Ja chance zt de ne pas se tromper a été peu dif­
férente, pour les juges, de ceBe que l'on a trouvée pour les jurés 
( 11° 140 ), sans distinction de l'espèce de crimes, et qui est égale 
à o,7494. 

( 146). Les formules dont n·ous venons de faire diverses applications 
à des jugements en matière criminelle, conviennent également à toutes 
les autres espèces de jugements, rendus en très grand nombre, tels 
que ceux de la police correctionnelle et _ceux de la justice militaire. 
Mais, pour s'en servir, il faut que dans chaque espèce, l'observation 
fournisse les données nécessaires à la détermination des éléments que 
ces formules renferment. 

Les Comptes généraux de l'administration de la justice criminelle
contiennent aussi les résultats de la police correctionnelle. Pendant les 
neuf années écoulées depuis 1825 jusqu'à 1855, Je nombre des indi­
vidus traduits à cette police dans la France entière, s'est élevé ù 1710174, 
et dans ce nombre il y a eu 1464500 condamnés, ce qui donne o,8565 
pour le rapport clu nombre des condamnés à celui des accusés. D'une 
année à une autre, ce rapport n'a pas beaucoup varié; il a toujours 
été compris entre o,84 et 0,87. Le nomhre des juges dans les tribu­
naux de police correctionnelle n'est pas invariable : il doit être au 
moins égal à 5; et le plus souvent il se réduit à ce minimum. La ma­
jorité de deux voix contr� une suffit alors pour la èondamnation; on 
obtiendi·a donc la probabilité c, qu'un accusé sera condamné en police 
correctionnelle, en faisant 1i= 5 et i=1 dans la première équation (6); 
ce qui donne 

k(t·'+3i•) + (1-k)(3t+ 1) 
C - -'---'----'--'--··--__,;.-

1 - (1 +t)' ' 

en y mettant aussi , �1 
au lieu de u. On prendra pou1· la valeur ap­

prochée et très probable de c,, fournie par l'observation, le rapport 
o,8563; mais cette donnée est insuffisante pour déterminer les deux 
inconnues k et t; il faudrait savoir, en outre, parmi les 1464500 con­
damnations, le nombre de celles qui ont été prononcées, soit à }'una­
nimité, soit à la simple majorité de deux voix contre une; ce que les 
Comptes généraux ne nous font pas connaître. Si l'on supposait que la 
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chance de ne pas se tromper fût i- poür les juges de la police correc­

tionnelle, comme elle l'est généralement pour les jurés, et qu'on fit, 
dans )'équation précédente, c, = o,8563 et t = 3, on en déduirait 
pour k une valeur plus grande que l'unité; ce qui rend cette hypo­
thèse inadmissible. Il y a lieu de croire que cette chance est plus 
grande pour les jnges que pour le�jurés, sans que nous puissions dire 
de combien l'une est surpassée par l'autre, faute de données néces­
saires de l'observation. 

Les conseils de guerre soit composés de sept juges, et la loi exige , 
pour la condamnation, la majorité d'au moins cinq voix contre deux. 
La probabilité c. qu'un accusé sera condamné se déduira donc de la 
première équation (6), err y faisant n= 7 et i = 2; et si l'on y met aussi 

•-'- au lieu de u, il en �·ésultera 
:+t 

_ k(t7 + ?t6 + 21t5) + (1 -k) ( 1 +?'+:ut•)
C, - . 

( I + t )7 
• 

Dans les Comptes généraux de l'administration de la justice mili­
taire� publiés par le ministre de la Guerre, on évalue le nombre des 
condamnés aux deux tiers de celui des accusés; ce rapport étant conclu 

d'un grand nombre de jugements, on pourrn donc prendre la fraction "§ 

pour la valeur approchée et très probable de c
,.

; mais cette donnée 
ne suffit pas pour la détermination des deux inconnues que renferme 
l'équation précédente. �n supposant que fa chance de ne pas,se trom­
per soit très peu différente pour les juges militaires et pour les jm·és 

d d, . 1 � . ' ' l ' 3 • es cours assises , et a 1a1sant en consequence ega e a 
4
, on aurait

'l!' 
2 l' d'd .. d ' . t = ;_J etc

,.
= 3, et on e mra1t e cette equahon

k=o,8793� 1-k=o,1207; 
•

en sorte qu'il y aurait un peu plus de sept à parier contre un, qu'un 
militaire est coupable quand il est traduit devant un conseil de guerre. 
En vertu de la formule (g) et de la première équation (6), on a 

( 1 + t/c,P. = k (t7 + 7t6 + 21 t5
), 
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pour déterminer la probabilité P. que l'accu�é est coupable, après qu'il 
a été condamné; et, au moyen des valeurs précédentes de c., , t, k, il 
en résulterait 

P. = o,9976; 

ce qui moutre combien cette probabilité différerait peu de la certi­
tude. Mais ce résultat est fondé sur une valeur hypothétique de t ou 
de u, dont nous ignorons le degré d'exactitude. Cependant, il serait 
intéressant de pouvoir comparer, d'une manière certaine, ]a justice 
militaire à celle des cours d'assises, sous le ,·apport de la probabilité 
des jugements. Pour cela, parmi les condamnés f\lilitaires, outre le 

rapport j de lem1 nombre total à celui des accusés, il faudrait encore 

connaitre le rapport du nombre des condamnés, soit à l'unanimité, soit 
à l'une des deux majorités de six voix contre une ou de cinq voix 
contre deux, à ce même nombre des accusés. Malheureusement cette 
seconde donnée ne nous est pas fournie par l'observation, et nous ne 
pouvons y suppléer par aucune hypothèse qui ait quelque pro­
babilité. 

(147). Il nous reste, pour terminer cet ouvrage, à considérer la 
probabilité des jugements des tribunaux en matière civile. 

Dans un procès civil, il s'agit de juger entre deux parties qui plai­
dent l'une contre l'autre, laquelle a le bon droit de son côté, Cela se­
rait ?écidé avec certitude par des juges qui n'auraient aucune chance 
de se tromper; et quel que fût leur nombre, le jugement serait tou­
jours prononcé à l'unanimité. Mais il n'en est point ainsi. Il arrive 
souvent que deux juge� également éclairés, qui ont examiné un même 
procès avec toute leur attention, portent néanmoins des jugements 
contraires, l'un donnant gain de cause à la partie que l'autre con­
damne. On doit donc admettre qu'il y a pour chaque juge, une chance 
de s� tromper dans son vote, ou de ne pas juger comme aurait fait un 
juge idéal pour lequel toute cause d'errem· serait impossible. Elle 
dépend du degré d'instructi�n et cle l'intégrité du juge : on ne 
la conn�ît pas à P!'iori; et sa valeur devra êt�e dédui_te ?e.observa­
tion, s'il est possible, par les moyens f(Ue l on va md1quer. Lors­
que cette chance, ou l.?chancc contraire, au l'a 6té délcrmintic pour 
tous les juges. d'un tribunal , on en cu11clura la pl'<Jhahilité de 

/j J. 
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la bonté de leur jugement, c'est-à-dire, de sa conformité avec celui 
qui serait prononcé par des juges infaillibles. On en conclura 
·aussi la probabilité que d'autres juges , pour lesquels la chance de
ne pas se tromper serait également donnée, confirmeront le jugement
des premiers. Ce second problème est semblable à celui que nous
ont présenté les jugements en matière criminelle: la quantité que nous
avons précédemment désignée pa1· k sera maintenant remplacée
par la probabi}ité du bon droit de l'une des deux parties, résultante
du premier jugement rendu en sa faveur; mais quand un procès
est soumis pour la première fois aux tribunaux civils , il n'y a aucune
probabilité antérieure au jugement, qui soit favorable à· l'une ou
l'autre partie; on n'a donc point à considérer une pi·obabilité analo­
gue à k; et les seules inconnues à déterminer par l'observation seront
les probabilités que les juges ne se tromperont pas.

(148). Considér�>ns d'abord un tribunal de première instance, com­
posé de trois juges que nous appellerons A, A ', A". Soient u, u', u'';
leurs probabilités respectives de ne pas se tromper. Désignons parc la
probabilité que leur jugement sera unanime. Cela aura lieu, si aucun
des juges ne se trompe, ou s'ils se trompent tous les trois. La proba­
bilité du premier cas sera le produit zalzl1

, et celle du-second, le pro­
duit (1 -u)(1 -u')(, -zt''); on aura donc

c = mlu'' + (x-u)(1 -u')(1-u"), 

pour la valent' complète de c. Le jugement_ unanime étant rendu , on 
pourra fafre deux ltypothèses : on pourra supposer que l'affaire est bien 
jugée ou qu'elle est mal jugée. Dans la première hJ pothèse il faudra 
qu'aucun des trois juges ne se soit trompé, et dans la seconde, qu'ils se 
soient trompés tous les trois. La probabilité de l'événement observé, qui 
est ici le jugement rendu à l'unanimité, sera donc uzlz/', si la première 
hypothèse est vraie, et ( 1-u)( 1-zt')( 1-zt''), si elle est fausse. Donc, en 
appliquant i1 ces hjpothèses la r�·gle de la. probabilité des causes ( 11° 28), 
�t appelW p la probabilité de la première cause, ou de la bonté du
Jugement, on aura 

uu'u" 
P = mt"u" + (1 -u)(t -u')(r -u")' 
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ou, ce qui est la même chose, 

cp = uu'u". 

Si le jugement n'est point unanime, un des trois juges aura volé 
pour l'une des parties, et ses deux collègues pour l'�utre partie; dési­
gnant par a, a', a\ ]es probabilités qu'un pareil jugement sera re�du, · 
qui répondent respectivement aux cas où c'est le juge A, ou A', ou A", 
qui v.ote différemment des deux; autre$, on aura 

a= (1 
a'= (1 
a"= (1 

- u)zlu'' + u (1 - u') (1
u')wl'+ u' (1 - u) (1

- u")zat' + u''(1 - u) (r

- u''), • 

- u"),
- u');

car le premier cas, par exemple, arrivera, soit que A' et A'' ne se trom­
pent pas et que A se trompe, soit que A' et A" se trompent et que A ne 
se trompe pas; et de même pour les deux autres cas. En appelant b la 
probabilité d'un jugement non unanime, rendu d'une manière quelcon­
que, on aura 

b = a + a' + a''; 

et comme il faudra que cela ait eu lieu, ou que le jugement ait été 
unanime, on devr;i avoir b + c =. 1 ; ce qu'il est facile de vérifier. 
Il en résulte simplement 

b = 1 - uu'u' - (1 - u)(1. - u1)(1 - u"). 

Pour que le jugement soit bon, il faudra que les deux juges qui ont 
formé la majorité en votant de la même manière, ue se soient pas trom­
pés; et, pour qu'il soit mauvais, il faudra qu'ils se soient trompés; si 
donc l'on désigne patc q la probabilité de la bonté d'un jugement non 
unanime, on aura aussi, d'après la règle de la probabilité des causes ou 
des hypothèses, 

bq = (1 - u) u'zl' + (1 - u') uu" + (1 - u") uu'. 

Maintenant, dans un très grand nombreµ. de jugements rendus par 
les trois mêmes juges A, A', A-, soient y le nombre des jugements una­
nimes, b celui des jugements non-unanimes, et, parmi ceux-ci, œ,a.' 1 a.", 
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les nombres des jugements où c'est le juge A, ou A', ou A'', qui u'a vas 
voté comme les deux autres. On aura, avec une très grande approxi­
mation et très probablement, 

'I -- -C, 
,,. 

C -=b,
,,. 

et 
-=a,
,,. 

et.' ' 
-=a
,,. 

, 

et • 
-=a . 

,,. 

l ,e 110111 breb étant la sum nie de a., a.', a.", et b la somme de a, a', aq; la seconde
lle ces équations est une suite des trois dernières, et les cinq équations se
réduisent it quatre. Si les nombres a, rJ.1

1 a.", étaient donnés par l'observa­
tion; en substituant dans l�s trois der·nièreséquations, les expressions pré­
cédertles de a, a', a", on en pourrait déd,uire les valeurs de u, u', u", et
en mettant dans la première équation l'expression de c, on en conclurait
la valeur de Î'; de sorte que si ce nombre � était aussi donné par l'obser­
vation, la comparaison du nombre donné au nombre calculé servirait à
vérifier la théorie. Les valeurs de u, u', u'', étant ainsi déterminées, on
en déduirait sans difficulté, au moyen des formules précédentes, les
probabilités p et q de la ho_nté d'un jugement unanime et d'un juge­
ment non unanime. Mais l'observation n'a fait connaître, pour aucun
tribunal, les nombres Î'• et, a/,. a."; tQutefoîs, afin de donner un exem­
ple de l'usage de ces formules, je choisirai arbitrairement les valeurs
des probabilités u, zt', zl'.

Je prends donc, par exemple, 

,, 3 / 3 
lt =

5
• 

li, =5•

Pour chacun des trois juges, la ch�nce de ne pas se tromper est plus 
grande que celle de l'erreur; A' et A" sont également instruits, et ont la 
même chance de ne pas se tromper; A est plus instruit, et sa chance 
d'erreur est moindre. On aura • 

b--�J. -25'

de sorte qu'on pourra parier 17 contre 8, ou un peu plus de deux contre 
un, que les trois juges ne rendront pas un jugement unanime . On aura 
aussi 

P- 9.

-JO,
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il y aurait donc g à parier contre un ,rouda bonté d'un jugenuml una­
·nime, et seulement 57 contre 28, ou, à très peu près, deux contre un
pour la bonté d'un jugement non unanime. Pour ces trois juges, la
chance moyenne de ne pas se tromper serait

1 ( I ,,) 2 
3u+u+u =3;

en les supposant également instruits et prenant cette fraction § , pour

la valeur commune de u, u', ll, on trouverait 

1 

c=3, 

Ces valeurs de pet q étant un peu moindres que les précédentes, il s'en­
suit que, dans notre exemple, une égale répartition entre les trois 
juges, de leur somme d'instruction, diminuerait la probabilité que le 
jugement est bon, soit qu'il ait eu lieu ou non.à l'unanimité; mais, d'un 
autre côté, la dernière valeur de c étant plus grande que la première, 
et la première valeur de b surpassant la dernière, cette répartition 
égale de l'instruction augmente la probabilité que le jugement des trois 
juges sera unanime, et diminue, en conséquence, la probabilité qu'il 
ne le sera pas. 

Lorsque nous ignorons si un jugement rendu par les trois juges a 
été ou n'a pas été unanime, la raison que nous avons de croire que ce 
jugement soit bon differe de p et de q. Si l'on désigne, dans ce cas, la 
probabilité de la bonté de ce jugement par r, on aura 

r=wt'u" + (1 - u)u'u" + (1 - u')uu''+(1 -u')uu'; 

car, dans l'hypothèse que le jugement est bon, le jugement rendu, ou 
l'événement observé, peut avoir eu lieu dans quatre cas diflëreuts dont 
les probabilités sont les qùatre termes de cette formule; dans l'hypo­
thèse contraire, la probabilité de cet événement serait 

( 1 -u)( 1 -u')( 1.:..ll)+u( 1-u')( 1-u")+u'( 1-u)(1-zt''+zl'( 1-u)( 1-u'); 

et la somme des probabilités. de l'événement, dans les deux hypo­
thèses, élaut la certitude, ou l'unité, le tliviscnr de l'expression dP r, 
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résultant de la règle dù n• 28 , ,,3st aussi l'unité. On peut remarquer
qu'on a 

r = cp + bq; 

résultat qu'on pourrait aussi démontrer directement. 
En prenant les valeurs précédentes de u, zt', u•, on trouve 

r=�·
125' 

en les supposant égales entre elles et à i, il vient 

20 r-...c..•- 27' 

et cette seconde valeur de r étant un peu moindre que la première, 
il s'ensuit que la bonté du jugement est la moins probable, comme 
précédemment, dans le cas d_e l'égal degré d'instruction des trois 
juges. 

(149). On étendra sans difficulté ces formules aux juge1Y"ents d'un 
tribunal composé d'un nombre quelconque de juges; mais on n'en 
pourra faire aucune application, faute de données de l'observation, 
nécessaires pour déterminer les chances de ne pas se tromper des 
différents juges. Si l'on suppose ces chances égales, et le nombre 
des juges toujours égal à trois, on aura., en conservant les notations 
_précédentes , 

c = u3 + ( 1 - u )3 , b = 1 - u3 

cp = u3
, bq = 5(1 - u)u•, r = u3 

(1 - u)3, 

+ 5(1 - U)U1
• 

En prenant d'ailleurs pour c ou pour b, la valeur approchée et t'rès 

h bj ,, r; l' l' t d d . ' - ' . d ' pro a e - ou - , une ou au re es eux prenueres equat10ns e-
,,. ,,. 

terminera la valeur de u; en sorte que, pour cette détermination , il 
suffirait de connaître, dans un très grand nombre µ, de jugements 
rendµs. par les trois juges, le nombre)' de ceux qui ont été unanimes, 
ou b de ceux qui ne l'ont pas été; mais cette donnée ne nous est pas non 
plus fournie par l'observation. Si l'on supposait, par exemple, les 
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pombres , et ,- égau;ic: entre .eux, on a.urait 

1 u3 + (1 - u)3 = 1 - 5u + 3u• = -;
2 

d'où l'on tire 

J ( 1 -) U = 2 I ± §" \/3 Î 

c'est-à-clire _deux valeurs de u à,ont une surpasse ; et l'autre est moin­

.dre; et comme on doit admettre que -la-chance qu'un juge ne se trom­
pe1·a pas est plus ·grande ql:le la chauce coutraire, 011 aurait, CQ pre• 
nant In première de.ces deux valeurs, 

u = o,7ffli,
., 

_o'où .il .résuJterpit 

p = 0.,9815, q ,= 0,7885, r = o,8850. 

Si le jugement des trois juges, unanime ou non; est soumis à un 
tribunal d'appel, .composé, par exemple, de sept autres juges, et que, 
pour chacun de ceu:xr-ci , la .chance de ne pas se tromper soit repré­
sentée par_v; et.si l'on désigne· par C la probabilité que cc jugement 
sera coµfümé par le second tribunal, à la majorité d'au moins quatre 
voix contre trois, la valeur de t sera donnée pal' la première for­
mule (6), en y mettant r et vau lieu de k et u, et faisant, en outre, 
n = 7 et i = 5; ce qui donne 

C=r[117+ 7116(1- v) + 21115(1-11)"+55v4(1-v;] 
.+ ( r-r) [( 1-11)7 + 7( 1-v/v +21 (1-v)5"•+ 55( 1-11)4"'3)]. 

Et en effet, si Je preniicr jugement est bon , pour qu'il soit· confi;·mé 
par le second tribunal, il faudra qu'aucun <les sept juges d'appel ne 
se trompe ou qu'un seul se trorrtpc, ou que deux se trompent, ou que 
trnis se trompent. O�·, les probabilités .de ces quatre cas sont les qua­
tre termes compris entre les premiers crochets; par conséquent, 
leur somme, multipliée par r, est la probabilité que le jugement est bon 
et sera confirmé; on verra de même que la pa1·tie de cette expression 
de C qui a 1 -r pom· fact�ur, exprime la probabilité que le p1·emier 

_ jugement est mauvais et sera né_anmoins confirmé; d'où il résulte que 
52 
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la somme des deux parties de C est son expression èoniplète. On verra 
également qu'en appelant C' la probabilité que le second tribunal cas­
sera le jugement du premier, on aura 

C'= ( 1- r)[v7 + 7v6( 1- v) + 21 v5( 1 - v)• + 55v4(1-v)3J 
+r[(1- v)7 + 7(1- v)6v + 21(1- v)5v•+ 55(1- v)4,,3];

et comme il sera nëcessaire qnc ce jugement soit ou confirmé, ou 
cassé, on devra avoir C + C' = 1 ; ce qu'on vé,·ifie en observant que 

[v7 + 7v6( 1:_ v) + 21,,5(1- P)� + 55"4(1- v)3)
+ [(1-v)7-h-7( 1-v)6 v+.2rtit-v)5v•+55(1-11)4v3J=[v+(1-v)]'=1 .

• 

On aura C=C' =�, soit dans le cas de r:::.!., et p· ourunevaleur que)-· 
2 • 

2 

r' conque de v , soit dans le cas de v = 2, et pour une valeur quelconque

<le r; résultats qui sont d'ailleurs évidents en eux-mêmes. 
En considérant.séparément les deux parties de l'expression de cha­

cune des quantités C et C', on peut aussi dire que )a première par­
tie de C est la probabilité que les deux tribunaux successifs jugeront 
bien l'un et l'autre; que la secoude partie est la probabilité qu'ils ju­
geront mal tous les deux; que la première partie de C' exprime la 
probabilité que le premier tribunal jugera mal et le second bien; et que, 
enfin, la seconde partie de C' sera la probabilité que Je premier tribunal 
jugera hieu, et le second mal. Si donc, on appel1e f la probabilité que 
1a cour d'appel jugera bien, soit que le tribunal de p1·emière instance 
juge bien ou mal; p sera la somme des deux premières parties de C 
et C', 1 -:-P la somme de leurs secondes parties, et l'on aurn 

f = v7 + 7v6(1 - v) + 21v5(1 :-- vj" + 55v'(1 ;._ v)3,
1 - p = ( 1 - v)7 + 7( 1 - v)6v + 21 ( 1 - v)5v• + 55( 1 - v)4v', 

ainsi qu'on le trouverait directement. En désignant par r la prohabi� 
lilé que l'arrêt de cette cour sera confirmé par· une seconde cour 
royale, composée également de sept juges, et pa1• r' la probabilité qu'il 
ne le sera pas; et en appelant w, pour chacun de ces sept j ugcs, la 
chance de ne pas se tromper, r et r' se déduiront de C et C' en y
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mettant p et w au lieu der et "; par conséqueht, si ]'on suppose· qu'on 
ait w = 11, il en résultera 

· · 

r = ,.. + (1 r' = 2p(1 - r);

valeurs qui satisfont à la condition r + r' = 1. D'après les expressions 
de C et C', celles de pet p' pourront d'ailleurs s'écrire ainsi 

r-C'
p

= 

�·
r-C

i- P =
u=.· '1• 

Désignons encore par P la probabilité de la bonté de J'an·êt rendu 
par une première cour d'appel, lorsqu'il est conforme au jugement de 
première instance, et par P' quand il est contraire. Dans le premier cas, 
en supposant successivement que l'arrêt soit bon et qu'il soit mauvais, la 
probabilité de l'événement observé , qui est ici la conformité des deux 
jugements, .sera la première parlie de C dans la première hypothèse, 
et la deuxième partie clans la seconde; Ja probabilité P de la première 
hypothèse, aura donc pour valeur cette première partie de C divisée 
_par la somme .de ses deux parties; nous aurons, en conséquence, 

CP =r[111 + 7116(1 - P) + 21v5� r- ,,)• + 55v"-(1 - v)3]; 

et, l'on trouvera _,le même, 

c
1P1 

= (1 - r)[v1 + 7v6(1 - 11) + 21v5(1 - "l + 55v4(r - v)3J; 

résultats qûi se déduisent aussi, comme cela doit être, des formules 
(g) et ( 1 o ), en y faisant k = r, 1l = 7, i = 5. Ces équations pourront
être remplacées par celles-ci

CP = rp, C'P' = (1 - r)t, 

eu ayant égard à ce que I' .représente. 
(150). Il faut :m moins tro}sjuges pour prononcer un jugement de 

première instance, et sept pour un arrêt de cour <l'appel; généralement 
ces moindres nombres ne sont pas dépassés; c'est pourquoi, j'ai pris 
trois et sept pour les nombres de juges des deux tribunaux successifs que 
je viens de considérer. En substituant pom• r sa valeur en fonction de u, 
dans les formules que j'ai obtenues, elles renfermeront les deuxchancesi,t 

. 
52 .• 
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et v, qui ne peuvent se dé<luire que de l'observation; malheureusement, 
clic ne nous fournit pour cela qu'une seule ùonnée, savoir, le rapport du 
nombre des jugements de première instance, confirmés par les cours 
royales, au nombre total des jugements qui leur sont soumis.Pour faire 
usage de ces formules, il est donc nécessaire de réduire a une seule , 
au moyeri d'une hypothèse particulière, les deux inconnues u et v; 
celle qui m'a paru la plus naturelle a été de supposer qu'on ait v = u, 
c'est-à-dire, de regarder les juges du premier tribunal et ceux du se­
cond, comme ayant la même chance de ne pas se tromper. 

Cela posé , dans un très grand. nomb1·e µ de jugements de première 
instance, soit m le nombre de ceux qui ont été confirmés, et. par con­
séquent, µ - m celui des jugements non-confirmés. On pourra pren-

dre le rapport 1!! pour la valeur approchée et très p1·obaJJle de la pro-
,,_ 

habilité que nous avons désignée pa1• C; et si l'on fait 

m 

C = -
, 

I"-

"= u, u= t 

1+ ,, 
1 

I-U=--
1 ·+ ,, 

il en résultera 
m (2r- 1) (1 + 7t + 21t• + 35{1)
-= r-----'---=-�---:-----,

fi- (1 + t)7 ' . 

On aura , en même temps, 

1 + 3t 
r = I -

(i + t)f, 

. 
2(1 + 3t} . 

2r-1=1----,--• 
(1 + t)3 1

et en substituant ces .valeurs dans celle de �, on obtiendra mw équa­

tion du 10• degré pour déterminer la valeur de t, et, par suite, celle 
<le u. Dans le cas de v= u, l'expression de C demeure la même, 
quan.d on y change u et r en 1 - u �t 1 - r; ce qui répond au 

changement de t en 7. Il s'ensuit �ue si l'on satisfait à la valeur donnée

de �' par une va�eur de t plus petite que l'unité, on y satisfera égale­

lemen·t par une valeur de t plus grande que un; et, en effet, l'équatiou 
d'où dépend l'inconnue t est .du genre des équations réciproques, et 
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reste la même,qùand on y met 7 au lieu de t. Ce sera la valcm· de t

plus gl'ande que Ï'uoité, qu'il faudra prendre; car.c'est celle qui répo1�<l 

à la valeur de u plu.s grande que;, c'est-à-dire, �· une chance de ne 

pas se tromper plus grande que celle <le se tromper, ce <1u'o11 doit 
admettre dans le cas' <le magistrats int�g,·cs et instruits. 

(151). Le Compte génér,al de l'administration d.e la justice civile�
publié par le gouvernement, donne, pour le rèssôrt de chaque cour 
royale, les nombi'es m et µ,...;.;. m de jugements confirmés et de juge­
ments non confirmés, pendant les trois derniers mois <le 1831, et

.pendant les années entières 1852 et 1855. Mais il n'y a guère que le 
ressort de la cour royale de Paris,- dans leqµel le nombre totalµ soit 
assez grand pour servir isolément a la détcrmi-nalion de t; nous serons 
donc obligés, quant i, présent, de supposer, comme nous l'avons fait 
pour les jurés, que la: chance zt de ne pas se trompe,· est sensiblement 
égale pour tous· les juges du royaume; ce qui permettra d'employer à 
la détermination· de t, les valeurs de m et de Jll'- µ, relatives à la 10 .. 
folité des cours royales. Üi•, on a eu dans le de1·nicr trimestre de 183r,
en 1852 el en 1855, et pour la France en!ièrc 

m=976, m= 5301, m = 5470; 

µ-m=588, µ.....;;.m=2·4o5, µ-m=2G1t, 

cl'oi1 l'on déduit , pour ces troi� pé1·iodes 7 
m

. r..5 -=0,710 ' 
f' 

111 6 - = o, 879, 
f" 

Les deux derniers rapports, qui répondent à des années entières ne 
. , 

diffèrent pas l'un de l'autre, <l'un ,o• de leur moyenne; cc qui présente 
ün exemple bien rema1·qual1lc de 1:ï loi des g1·ands nombres(*). J�11 

pl'enant polll' metµ les sommes des nornbl'cs relatirs �ux- trnis périodes, 
on aura: 

C") Celle loi a été de nouveau confirmée pa1· la rnlcur du rapport ��, qui a eu 
lieu en 1824 1 

cl qui s'est éle,·éc 0,6958, d'après le Compte 1·clatifà ccttc·anoéc, 
que le cl)uvernemeut a publié, il y a peu de temps. 
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�=0,6849. 
f4 • 

Si l'on considérait séparéme1,1t les nombres relatifs à Ja cour royale 
de Paris, on aurait 

m 

-= o,76t5; 
I' 

en sorte que dans le ressort de cette cour, le rapport� surpasse sa va­
" 

leur moyenne pour la France eotière, d'à peu près un ge de sa 
valeur. 

En employant sa valeur 0,6847 relative à la Fra�ce entière, on 
trouve 

t=2,157� _u=o,68:52, r=o,7626. 

D'après cette valeur der, il y a dooc un peu plus de trois contre un à 
parier pour la bonté d'un jugement de première instance, lorsqu'on ne 
connait, ni le tribunal qui a jugé, ni la nature du procès. On voit aussi 
que la chance u de ne pas se tromper surpasse fort peu, pour les juges 
en matière civile, la fraction 0,6788 qui exprimait cette chance , pour 
les jurés avant 183'.l, c'est-à-di1·e, avant la loi q�i a pt'escrit la question 
des circonstances atténuantes.

Au moyen de cette valeur de r, et en prenant les rapports � 
. "' 

et �.!!!.. pom· les valeurs de Cet C', on déduit des formules du nu-
� 

méro précédent , 

P = 0,9479, 'P' = 0,6409, r = 0,7466; 

ce qui montre que l'on peut parie.r à très peu près 19 contre un pour la 
bonté d'un a1·rêt <l'appel conforme au jugement de première instance, 
et moins de deux contre un dans le cas d'un arrêt contrnire. On voit 
aussi que quand on ignore si l'arrêt est conforme .ou contraire, la pro­
babilité r qu'il sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur 

' J ., • d 3 L les mêmes donnecs que a prem1cre, est un peu mom re que 4" es
__ quatre parties qui composent les expressions données de Cet C', ont 
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pour valeurs 

rp =o,6fig5, ( r-r) p=o,20:l2, r( 1-p)=o, 11 51, ( 1 -r) ( 1-1)=0,0552; 

et ces fractions , dont la somme est l'unité, expriment les probabilités 
que les deux tribunaux successifs de première instance et d'appel, 
jugeront bien, que le premier jugera mal et le second bien, que Je 
premier jugera bien et le second mal , que tous les deux jugeront 
mal. 

l'JN. 


