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2.6

I eksempel 2.2 kaster vi en mynt tre ganger, og far da enten kron eller mynt for hvert
av de tre kastene. Akkurat som i eksempel 2.1 er det mulig & sette utfallsrommet for et
enkelt kast til & veere Q = R, som resulterer i utfallsrommet = R3 for tre kast. Da har
vi w = (w1, ws,ws), hvor resultatet fra hvert av de tre myntkastene er enten w; = 0 eller
w; = 1, for i = 1,2,3. De mulige utfallene kan tegnes i R3, og vil sammen forme alle de
forskjellige hjgrnene i enhetskuben. Na lar vi £ veere den minste hendelsesfamilien som
inneholder alle apne bokser. Vi vil vise at {w} er en hendelse i denne hendelsesfamilien,
altsé at {w} € €. For & vise dette viser vi forst at en hendelsesfamilie er lukket under
tellbart snitt i tillegg til tellbar union. Anta at A og B er to hendelse. Da vet vi at
ogséa at bade A°, B og AU B er hendelser. Da vet vi ogsa at (A°U B°)¢ = (AN B)
er en hendelse. Dette betyr at for alle hendelser A og B vet vi ogsd at AN B er en
hendelse. Dette kan generaliseres til tellbar union og tellbart snitt. Definer na boksen
B; = (w1 — tj, w1 + t;) X (we — tj,wa + t;) X (w3 — t;,ws + t;), hvor t; er et positivt tall.
Vi lar rekken t1, 9, ... konvergere mot null slik at ¢; > ;41 for alle 4, og t; — 0. Siden £
inneholder alle apne bokser, er B; € £ for alle i. £ er ogsa lukket under tellbart snitt,
som betyr at N, B; = {w} € £. Derfor er {w} en hendelse.

3.12

Tettheten for en persons alder er
f(t) = kt2(100 — £)? = k(t* — 2002 + 100%t%), 0 <t < 100.
Vi finner den kumulative sannsynlighetsfordelingen

1002 3

t t
1
F(t) = / f(x) = / k(z* — 2002% 4 100%2%)dz = k(gt5 — 50t* + 3.
0 0

Vi vet at integralet over tettheten fra 0 til 100 ma veere lik 1, sa4 da har vi

1 1 1 1 1
F(100) =1 = k(g -100° — 50 - 100" + 3 100°) = k - 100° <5 -5+ 3> = k- 100°/30.
Dette gir oss at k = 30/100°. Vi kan na finne P(personen lever mer enn 60 ar).
30 1 1002
P(T>60)=1—P(T <60)=1— W(B -60° — 50 - 60* + = 60%) ~ 0.3174.



4.5

Hvorvidt du bgr vedde imot eller ikke er veldig avhengig av hvor risikoavers du er. Vi kan
derimot se pa sannsynlighetene. Sannsynligheten for & trekke kortet med to rgde sider
gitt at du har trukket et kort med en rgd side opp er lik

P(begge sider er rgde)  1/3 2

P(begge sider er rode|siden opp er rgd) = Plsiden opp ortod) 12 3

siden vi antar at det er lik sannsynlighet for & trekke de tre kortene. De tre kortene har
totalt seks sider, hvorav tre av dem er rgde, som gir at sannsynligheten for at siden opp
er rgd er lik 1/2. Det er altsa 2/3 sjanse for & tape veddemalet, som vil si at man ikke
bgr vedde imot med mindre man har en veldig god grunn.

5.2

Det er ingen av de tre parentesene som inneholder den samme variabelen. Da vil tre
parenteser med henholdsvis 3, 3 og 4 ledd gi oss totalt 3-3-4 = 36 ledd. Vi kan se at
leddene aeu og cdx finnes i ekspansjonen. For de to andre leddene er det derimot flere
variabler med fra samme parentes. Disse vil aldri bli ganget sammen, som betyr at det
ikke er mulig & fa disse leddene fra denne ekspansjonen.

6.10

En tilfeldig variabel er en observator som har utfallsrom R. At noe er en observator betyr
at det er en funksjon 7' : Q — Qg slik at (T" € A) er en hendelse i 2 for alle hendelser
A1 Qp. At Fx er fordelingsfunksjonen til X betyr at Fx(t) = P(X € (—o0o,t]) for alle
teR.

7.10

Vi har at Xy, ..., X,, er uavhengige og kontinuerlige tilfeldige variabler. Da har alle de
tilfeldige variablene en sannsynlighetstetthet fx,(x), ¢ = 1,...,n. Siden variablene er
uavhengige kan vi skrive den simultane sannsynlighetstettheten som

Ixi, X0 (@1, xn) = fx (1) fxo (22) -+ - fx, (@n).

Vi finner forventningsverdien

E[Xan] :/--~/x1---xnthn_,xn(xl,...,xn)dm1~--dxn

— /:mfxl (z1) |:/l'2fX2(fL'2) [ [/ xnfxn(xn)dmn] } d:cg] dxy

= E[X1|E[Xa] - E[Xa].



Vi antar at ¢(X1, X2) og ¥(X3) er tilfeldige variabler. For at disse skal vaere uavhengige
ma vi ha at P(¢(X1, X2) € ANY(X3) € B) = P(¢(X1,X2) € A)P((X3) € B) for alle
hendelser A og B. Vi bruker at forventningsverdien E[I4] til en indikatorfunksjon for
hendelsen A er lik E[I4] = P(A). Da far vi, pa grunn av variabelskifteteoremet

P(¢(X1,X2) € ANyY(X3) € B)
=E[I(¢(X1,X2) € ANY(X3) € B)

Z///I(¢($17$2) € ANY(z3) € B) fxy,x5,x3(21, T2, ¥3)dz1dw2dTs
/// :B1,$2 (S A) (7,/)(1’3) S B)le’XQ(.%'l,xg)fX3($3)d:B1d.7}2d£C3

(p& grunn av uavhengigheten mellom X7, X5 og X3)

://I(¢(x1,x2) € A)fx, x,(z1,22) [/I(¢(:€3) € B) fx,(z3)dxs | dridzs

// 371,1’2 E A)fX17X2 (371,.1’2) P(l/}(Xg) (S B)dl’gdxg
P(¢(X1,X2) € A)P(Y(X3) € B).

Altsa er ¢(X1, X2) og ¥(X3) uavhengige tilfeldige variabler.

8.10

Vi har en tilfeldig variabel X med tetthet f. Vi vil se pa4 sammenhengen mellom tettheten
f og tettheten g til den tilfeldige variabelen Y = X + a. I dette tilfellet er Y bare en
flytting av den tilfeldige variabelen X. Vi antar derfor at tettheten g vil se helt lik ut som
tettheten f, men at den vil veere flyttet en lengde a unna grafen til f. Vi kan illustrere i
tilfellet hvor X er normalfordelt med forventning u og standardavvik o. Da vil ogsa Y
veere normalfordelt, med forventning p + a og standardavvik o.

a =1

mu = O

sigma = 1

xvec = seq(-4, 4, length.out = 500)

yl = dnorm(xvec, mean = mu, sd = sigma)

y2 = dnorm(xvec, mean = mu + a, sd = sigma)
plot(xvec, y1, "1", col = "blue", xlab = "x",
ylab = "y", xaxt = "n"

lines (xvec, y2, col = "red")

for (i in seq (100, 400, by = 50)) {
lines(c(xvec[i], xvec[i] + 1), rep(y1[il, 2))

text(x = xvec[i] + a / 2, y = .008 + y1[i], labels = "a")
}
xticks = c(mu, mu + a)
xlabs = expression(mu, mu + a)



axis(side = 1, at = xticks, labels = xlabs)
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9.16

At tettheten til gammafordelingen er normalisert betyr at integralet over tettheten er lik
1. Vi gnsker & vise dette. Tettheten til en gammafordeling med parametre o og 3 er lik

1
~ B°T(a)

> _ > 1 a—1_-z/8 _
/0 f(z) = /0 7Baf(a)x e dr = 1.

xa_le_x/ﬂ, z > 0.

f(z)

Vi vil vise at



Dette kan se ut som et vanskelig integral a lgse. Vi kan derimot bruke et triks, nemlig at
vi kjenner definisjonen av gammafunksjonen I'. Fra side 33 i statistikk-heftet ser vi at

Dette er nesten det samme som integralet vi gnsker & lgse. Vi bruker derfor substitusjonen

y = x/f som gir
a—1_-—z/8
[ 0= gy [, = e
_ 1 a—1_-—y
— i | Gw e vy

go e
= Fol(a >/ YTy
_ BT()

BT (a)
=1.

10.4

Vi betegner diameteren til en produsert styrestang med X. Sannsynligheten for at
fabrikken produserer en ubrukelig styrestang er lik

P(ubrukelig) = 1 — P(1.480cm < X < 1.500cm).

Vi gnsker & finne denne sannsynligheten. X er normalfordelt med forventning p = 1.495cm
og standardavvik ¢ = 0.005cm. Vi standardiserer X slik at vi kan finne sannsynligheten
fra en tabell. Dette gir

P(ubrukelig) = 1 — P(1.480cm < X < 1.500cm)
_1_p 1.480cm — 1.495cm < X —p _ < 1.500cm — 1.495cm
0.005cm o 0.005cm
=1-P(-3<Z<1)
— 1 (®(1) — D(~3))
~1—(0.8413 — 0.0013)
= 0.1600,

som betyr at ca. 16% av de produserte styrestengene blir ubrukelige.

11.19

Vi har fire uniformfordelte variabler Yi,..., Yy ~ U(0,0), og en estimator W = Y ax.
Fordelingsfunksjonen for Y er da gitt ved Fy (t) =¢/60, t < 6. W er maksimumsverdien



av de fire variablene, som betyr at fordelingsfunksjonen for W er gitt ved
Fy(t)=P(W <t)=P(Y1 <t,...,Y; <t) = (Fy(t))* =t*/6".

Vi gnsker & finne sannsynligheten for at W ikke er lenger enn 1/8 unna 0, altsa at
|0 — W] < 1/8. Siden Y; er uniformfordelt med parameter 6 er det ikke mulig at Y; er
storre enn 1/8, som igjen vil si at det ikke er mulig at W er stgrre enn 6. Da far vi

P06 —W|<1/8)=PO—-W <1/8)
= P(W >6—1/8)
=1-PW<60—-1/8)
=1— Fy(0—1/8)

4
1 <9 -1/ 8> .
0
I tilfellet nar 6 = 1 blir denne sannsynligheten lik

PUO—W| <1/8)=1— <6101/8>4 - <1_11/8>4 - <;>4 ~ 0.4138,




