Tema 2: Stokastiske variabler og
sannsynlighetsfordelinger Kapittel 3

ST1101
2019-01-13 12:44 (Gunnar Taraldsen)

Det antas i notatet at S er et utfallsrom utstyrt med en sannsynlighet P(A) for enhver hendelse A € F. F er
en o-algebra av delmengder. Det antas med andre ord at (S, F, P) er et underliggende sannsynlighetsrom
som alle andre definisjoner baseres pa. I forelesningene benyttes noen ganger symbolene (2, &, P) for det
underliggende sannsynlighetsrommet. Dette er et vanlig valg i mange leerebgker.

Stokastiske variabler

Definisjon: En stokastisk variabel X er en funksjon X : S — R slik at (X < z) = {s|X(s) < z} alltid er en
hendelse. Den kumulative fordelingsfunksjonen Fx til X er definert ved Fx(x) = P(X < x).

Diskret stokastisk variabel
e X:S—>R
o Verdimengden X = X () er tellbar
Kontinuerlig stokastisk variabel
e Y:S—>R
o Sannsynlighetstettheten fy = Fy, eksisterer. Verdimengden Y = Y (S) er da ikke-tellbar uendelig

Simulering av stokastiske variabler i R
iN=10000 # Number of trials

aX = runif (iN) # ezperiment! Use rnorm(iN, 0, 1) 4n Ezl :-)
summary(aX) # Show results

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
## 0.0002495 0.2599578 0.5067085 0.5034681 0.7522271 0.9998878
hist(aX)



Histogram of aX
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g = function(x) x72 + exp(x)
aYy = g(aX)
summary(aY) # Show results

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu.
## 1.000 1.364 1.917 2.059 2.688

hist(aY)
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Histogram of aY
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Diskret stokastisk variabel

X : S — R, X (verdimengen) endelig eller tellbar uendelig

Definisjon D.1:

px (z) er en punktsannsynlighet og px : X — R er sannsynlighetsfordelingen til X dersom
1. px(z) =P(X =2)=P({e€ S: X(e) =z})
2. px(z) >0 for allex € X
3. erxpx(x) =1

Definisjon D.2:

Den kumulative fordelingsfunksjonen til X, med sannsynlighetsfordeling px er

Fx(x)=P(X <2)=> px(k), ke
k<wz
Kumulativ fordelingsfunksjon
Regneregler
1. Fx(z) = P(X <2)=1— P(X > z)
2. P(zy < X <) =332, 1 px(k) = Fx(z2) — Fx(21)
Egenskaper Fx(x)




e 0 S Fx(m) S 1
o Fx(z) er voksende

o Fx(x) er en hgyrekontinuerlig trappefunksjon

Kontinuerlig stokastisk variabel

Y : S — R, verdimengde Y ikke-tellbar uendelig

Definisjon K.1:

Funksjonen fy (y) er en sannsynlighetstetthet for ¥ dersom
1. Pa<Y <b)=P({eeS:a<Y(e)<b}) = [ fy(y)dy
2. fy(y) >0 foralley e R
3. [ fy(y)dy =1

Definisjon K.2:

Den kumulative fordelingsfunksjonen til Y, med sannsynlighetstetthet fy (y), er

Fry) =P <y) = [ " (e

Teorem 3.4.1 d
= —F
fr(y) a v (y)

Forventningsverdi

Forventningsverdien til en stokastisk variabel er gjennomsnittet vi vil f4 dersom vi repeterer det stokastiske
forsgket uendelig mange ganger: Gjennomsnittet X til et tilfeldig utvalg fra fordelingen til X konvergerer
med sannsynlighet 1 mot forventningsverdien F(X) nir utvalgets stgrrelse gar mot uendelig. Dette er store
talls lov og det gir spesielt tolkningen av sannsynligheten til en hendelse som en grense av relativ hyppighet.

Definisjon: La X veere en diskret stokastisk variabel med punktsannsynligheter gitt av px(x) og anta at
verdimengden X = X (5) er endelig. Da er X en enkel stokastisk variabel og forventningsverdien til X er
definert ved

BE(X)=p=)Y x px(x)
zeX

Forventningsverdien F(X) til en generell stokastisk variabel defineres som en grense E(X) = lim F(X,,) hvor
X, er enkle stokastiske variable som konvergerer mot X. Dette definerer samtidig integralet

MM:/X@Pw)

Definisjon 3.5.1 Forventningsverdi

La X veere en diskret stokastisk variabel med punktsannsynligheter gitt av px (x). Forventningsverdien til X
er definert ved

E(X)=p=3Y v px()

reX



La Y veere en kontinuerlig stokastisk variabel med sannsynlighetstetthet fy (y). Forventningsverdien til Y er
gitt ved

EY)=p= /:X) y- fy(y)dy

Teorem 3.5.1 For en tilfeldig variabel X ~ binomisk(n,p), sd er E(X) = np.
Definisjon 3.5.2 Median

La X veere en diskret stokastisk variabel. Medianen er den verdien m som oppfyller P(X < m) = P(X > m).

Dersom P(X < my) = P(X > mgy) = 0.5 s er m = 25"z,

La Y veere en kontinuerlig stokastisk variabel. Medianen er Igsningen pa likningen finoo fy(y)dy =0.5. Se
eksempel 3.5.8.

Funksjoner av stokastiske variable

Teorem: La Y = g(X). Da gjelder

hvor Px(A) = P(X € A) = P{s|X(s) € A}.
Teorem 3.5.3 a)
X diskret, verdimengde X, punktsannsynlighet px (z). Da er

E(g(X)) =Y g(@)px(x)

reX

hvis 32 x 19(2) px () < o0
Teorem 3.5.3 b)
Y kontinuerlig, sannsynlighetstetthet fy (y). Da er

hvis [ |g(y)|fy (y)dy < oc.
Korrolar 3.5.1

W er en stokastisk variabel med forventningsverdi E(W). For konstanter a og b s& er
E(aW +b)=aE(W)+b

Varians

Definisjon 3.6.1 a)
X diskret, punktsannsynlighet px (), forventningsverdi E(X) = p. Da er



Definisjon 3.6.1 b)
Y kontinuerlig, sannsynlighetstetthet fy (y), forventningsverdi E(Y) = p. Da er

Var(¥) = o* = B(( - ) = [ Ty — 0y ()dy

Teorem 3.6.1
W stokastisk variabel, forventningsverdi E(W) = p, og |E(W?)| < co.

Var(W) = 0% = E(W?) — ii?

Teorem 3.6.2

W stokastisk variabel, forventningsverdi E(W) = u, og |E(W?)| < co. For konstanter a og b s er
Var(aW + b) = a*Var(W)

Momenter og momentgenererende funksjoner

Definisjon 3.6.2 (1)
Moment r for en stokastisk variabel W er

pr = E(W")
Definisjon 3.12.1

Den momentgenererende funksjonen My, (¢) for W er
My (t) = E(e™)
for alle t der E(e'") eksisterer.

Teorem 3.12.1

Dersom moment r eksisterer sa er
E(WT) = iM t — M(T) 0
(W) = 2 My ()]0 = M7 (0)
Teorem 3.12.2

For to stokastiske variable Wy og Wa der My, (t) = Mw, () sd er fu, (w) = fw,(w). Med andre ord har W,
og Wy samme sannsynlighetsfordeling.

Teorem 3.12.3 (a):

La W veere en stokastisk variabel med momentgenererende funksjon My (t). La V = aW + b. Da er

MV (t) = thMw(at).



Simultanfordeling
Definisjon 3.7.1 - Diskret simulatanfordeling
X:5 =R, Y:S— R er diskrete stokastiske variable. Simultan punktsannsynlighet er definert som

pxy(r,y)=P(X =2,Y=y)=P({e€ S: X(e) =z 0g Y(e) =y})

Merk:

e pxy(z,y) >0

o >, pxy(Ty) =1
Teorem 3.7.1 - Diskret marginalfordeling

La px y(z,y) veere simultan punktsannsynlighet for diskrete variable X og Y. Da er

px(z) = ZPX,Y(%@/% og py(y) = ZPX,Y(%?/)

Definisjon 3.7.3 - Kontinuerlig simultanfordeling

X:S5—=R,Y:S — R er kontinuerlige stokastiske variable. Simultan sannsynlighetstetthet fy y (z,y) for
et areal A C R? er definert ved

P({e€ S: (X(e),Y(e)) € 4}) = P((X,Y) € 4) = / /A Fxoy (@, y)dady

Merk:
s fxy(z,y) >0
o S T Fxy (@ y)dady = 1
Teorem 3.7.2 - Kontinuerlig marginalfordeling

La fx,y(x,y) veere simultan sannsynlighetstetthet for kontinuerlige variable X og Y. Da er
fx(x) :/ fxy (@ y)dy, og  fy(y) :/ fxy(z,y)dz

Definisjon 3.7.4 - Kumulativ simultanfordeling
La U og V vere to stokastiske variable. Da er den kumulative simultanfordelingen

Fyv(u,v)=PU <uogV <)

Teorem 3.7.3
La X og Y vaere to kontinuerlige stokastiske variable med kumulativ simultanfordeling Fx y (z,y). Da er
82

fm,y = MFX,Y(QZ,ZJ)

Simultanfordelinger for mer enn to variable

Diskret:
PX1, X (@1, xn) = P(Xy =21,..., X, = 2p)

Kontinuerlig: For en region R C R™:

P(Ylv---aYnGR):/"'/ iy W yn)dys - - - dyy,
R



Betinget sannsynlighet og uavhengige stokastiske variable
Definisjon 3.11.1 (a) Betinget punktsannsynlighet

La X og Y vere diskrete, med simultan punktsannsynlighet px v (x,y). Betinget punktsannsynlighet for Y,
gitt at X = x er

Pyia(y) = P(Y =y| X =z) = lw

for px(z) >0
Definisjon 3.11.1 (b) Betinget sannsynlighetstetthet

La X og Y veere kontinuerlige, med simultan sannsynlighetstethet fx y (z,y). Betinget sannsynlighetstetthet
for Y, gitt at X =z er

fX Y (l’, y)
Iylz(y) = —=———

() fx(z)

for fx(z) > 0. Dermed er

b
Pla<Y <b| X =a) = / Frie()dy

Definisjon 3.7.5 - Uavhengige stokastiske variable La X og Y vare diskrete, med simultan punkt-
sannsynlighet px y (z,y). Da er X og Y uavhengige dersom

px,y(z,y) = px(v)py (y)

La X og Y veaere kontinuerlige, med simultan sannsynlighetstethet fx vy (z,y) Da er X og Y uavgengige

dersom b , 4
|| fev@wins = [ @i [ sy

Teorem 3.7.4 La X og Y veere kontinuerlige, med simultan sannsynlighetstethet fx y (z,y) Daer X og Y
uavgengige hvis og bare hvis

fxy(x,y) = g(x)h(y)
for funksjoner g(x) og h(y). Dersom dette er sant, sa finnes en konstant k slik at fx(xz) = kg(z) og
fr(y) = gh(y), altsi er g(2)h(y) = fx(2)fy ().

Linezertransformasjoner - sannsynlighetsfordeling

Y =aX +b, E(Y) =aE(X) +b, Var(Y) = a*Var(X)
Teorem 3.8.1
X diskret, Y =aX + b,

Teorem 3.8.2
X kont, Y =aX + b,

fr(y) = ifx (y — b)



Linesertransformasjoner

Teorem 3.8.1
X diskret, Y =aX +b

Teorem 3.8.2
X kont, Y =aX + b

Kombinasjoner av stokastiske variabler
Z=g(X,Y), ¢g:R* =R

Teorem 3.9.1

X, Y diskrete med simultan punktsannsynlighet px y (z,y). Da er

B(g(X,Y) =Y g, y)px.y(x,y)

X, Y kontinuerlige med simultantetthet fx y(z,y). Da er

Blox.v) = [ N / " gany) oy (o y)dady

Sum av to stokastiske variable

Teorem 3.9.2

E(aX +bY)=aFE(X)+bE(Y)
for
e X ogY diskrete, eller X og Y kontinuerlige,
e X og Y avhengige eller X og Y uavhengige
Teorem 3.9.5

Var(aX + bY) = a®Var(X) + b*Var(Y) + 2abCov(X,Y)

Definisjon 3.9.1 - kovarians

Kovariansen til to stokastiske variabler X og Y er

Cov(X,V)=E(X -—EX))(Y - E(Y))E(XY)—- E(X)E(Y)

Teorem 3.9.4
Dersom X og Y er uavhengige si er Cov(X,Y) = 0.
Korollar 3.9.4



Dersom X og Y er uavhengige sa er

Var(aX + bY) = a*Var(X) + b*Var(Y)

Korrelasjon

B Cov(X,Y)
Corr(X,Y) = v/ Var(X)y/Var(Y)

-1 < Corr(X,Y) <1

Sum av to uavhengige stokastiske variabler
Z =X+Y, X ogY uavhengige.

. E(Z)=E(X)+ E(Y)

o Var(Z) = Var(X) + Var(Y)

« pz(2) =7, fz(2) =7
Teorem 3.12.3 (b)

La Z = X +Y. For uavhengige stokastiske variable X og ¥ med momentgenererende funksjoner Mx (t) og
My (t) sa er
Mz (t) = Mx(t) - My (t)

Teorem 3.8.3 (1)
X og Y er diskrete stokastiske variable og Z = X + Y. Da er

pz(z) = 3 px(@)py (= — )

reX

Teorem 3.8.3 (2)

X og Y er kontinuerlige stokastiske variable og Z = X 4+ Y. Da er

fz(z) = /_00 Ix (@) fy(z —z)dzx

Tilfeldig utvalg og sentralgrenseteoremet

Definisjon 3.7.7

La Xi,..., X, veere n uavhengige stokatiske variable fra den samme sannsynlighetsfordelingen (px (x) eller
fx(x)) - altsd er de identisk fordelte. Da er Xy,..., X, et tifeldig utvalg fra px(x) eller fx(x).

Standardisering av stokastiske variable

La X veere en stokastisk variabel med forventningsverdi F(X) = u og varians Var(X) = o2. Da er % en
stokastisk variabel med forventningsverdi 0 og varians 1.

La X1,..., X, veere identisk fordelte, uavhengige stokastiske variabler, slik at E(X;) = p og Var(X;) = o2

"
forallei=1,...,n. Daer E(>_, X;) = nu og Var(>_.—, X;) = no?, slik at % er en stokastisk
variabel med forventningsverdi 0 og varians 1.

La X = 13"  X;. Daer E(X) = p og Var(X) = %2 Da er X_é en stokastisk variabel med forvent-

n

ningsverdi 0 og varians 1.

10



Normaltilnaerming til binomisk fordeling

La X ~ binom(n,p), da er

. X —np /b 1 1.2
Iim Pla< ———<b| = e 2% dz
n—o0 ( vnp(l = p) ) o V2T

Det fglger at P(a < X <b) = P(a <Y <b)derY ~ N(np,np(1—p)). Nar n ikke er seerlig stor sa kan vi gjore
en kontinutetskorreksjon. Vi har sett at P(a < X <b) ~ P(a—0.5 <Y < b+0.5) gir en bedre tilnserming nar
n er liten. Dersom vi endrer ulikhetene far vi tilsvarende P(a < X < b) = P(a4+0.5 <Y < b+0.5), osv. Dette
er enklest & se ved & tegne et sannsynlighetshistogram for den binomiske fordelingen og sannsynlighetstettheten
for normalfordelingen.

Teorem 4.3.2 - Sentralgrenseteoremet

La X1,..., X, vere identisk fordelte, uavhengige stokastiske variabler, slik at E(X;) = p og Var(X;) = o2

forallei=1,...,n. Daer

"X — b
lim P(a<mgb> :/ e 3% dz

n—oo

Alternativ formulering
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