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Oppgave 1

a)
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SME blir dermed

Vi har at
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Dvs. 0 er forventningsrett
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Oppgave 2

a)
[z — [y er en lineserkombinasjon av X;’ene og Y;’ene som er uavhengige og normalfordelt.
Dermed blir ogsa i, — fi, normalfordelt.

E (fiz — ﬂy) =B (lz) — E(ﬁy) = %E <ZX2> - %E <2Yz>
=1 i=1

1w 1 1w 1 —
:EZ;E(Xi)—EZE(Yi):E;uz—aguy:ux—uy

i=1

1 < 1 -
~ oy ~ 2 ~\ _ ‘ ‘
Var (fiy — fiy) = Var (i) + (—1)*Var (g,) = mVar < E XZ> + mZVar <Z Yz)

i=1
1 n 1 m 1 n ) 1 m ) 0_2 ko.z 9 1 ]{7

b)
Fra a) vet vi at

S 1k
ux—uy~N<um—uy,02 <E+E>>'

(fiz — ﬂy) — (e — :Uy) ~N(0,1)
o2 (L4 k) o

n m

Dermed far vi at

Dermed

Pl -z =1-—a.

(ﬁx_ﬂy)_(/‘x_ﬂy) <z
O-2(l_|_ﬁ

w )

<

o
2

NI}

Lgser hver av de to ulikhetene med hensyn pa g, — jiy:

o o T %
_zgé(/‘x fy) — (e ”y):uz—uyéugp—uﬁzg 2Lk
2 o2 (L4 k) 2 nom
n m
fiw — Tiy) — (s — 1k
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(1 — fiy) — (1 “y)Sza:um—uyzum—uy—za 2Lk
2 /1 k 2 2 n m
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Dermed far man at

_ (1 k I L(1 K
Plie—py—zeqfo? | =+ — ) Spo—piy S hg — iy +224/0° | =+ — =1-a.
2 n m 2 n m

Et (1 — a) - 100% konfidensintervall for p, — p1, er dermed

SO (1 kY L(1 K
flo = iy = 25|02 |~ + — ) i — iy + 294 0% (4 —
n m n m

N n—1 9 m—1 9
E(Sp)_E<n—|—m—25$+k‘(n—|—m—2)5y>

- E<(”—1)S§>+ o’ E((m—l)S}j)

n+m-—2 2 n+m—2 ko?
2 2 2
o o o
- - . (n-1 - . 1=
n+m-—2 (n )+n+m—2 (m ) n+m—2

Siden X;’ene er uavhengig av Y;’ene blir S2 uavhengig av S;. Dessuten har vi at

(n+m—2)S7  (n—1)S? N (m—1)S2
o2 o2 ko2

(n+m—2)S2

Siden ——5—2 er en sum av to uavhengige x*-fordelte variable blir ogsi 7("””?)
7 g

(n—1)S2

(n—14+m-1)=7°

S2

2 kiji-

kvadrat fordelt. Antall frihetsgrader blir summen av antall frihetsgrader for ~—== og for

n—1)52
( kilsy, dvs. (n—1)+ (m —1) =n+m — 2. Vi har dermed at

(n+m—2)S;

2
o2 ~ Xn4+m—2-

Vi har at T kan skrives pa formen

(Ba—fiy) —(pa—py)

o VPGHD 2
\/ (n+m—2)S2 \/L
o2 n+m—2
n+m—2
der
(A — Biy) = (pa — 11y) (n+m—2)S,
Z == . = = ~N(0,1) og V= Tp ~ X%H—m—Q'
o (5 + )
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Siden Z er kun en funksjon av X og Y, mens S2 kun er en funksjon av S? og S2 og (X,Y)
er uavhengig av (S2, 52) blir Z og V uavhenglge Per definsjon av t-fordeling bhr dermed
T Student t-fordelt og antall frihetsgrader blir lik antall frihetsgrader for V', dvs n+m — 2.

d)
Siden T' er Student t-fordelt med n 4+ m — 2 frihetsgrader har vi at

(e~ iy) — (1 — 11y)
S3 (2 + )

m

P _t%,n+m—2 < < t%,n+m—2 =1-a

Lgser hver av de to ulikhetene med hensyn pa p, — puy:

fiw — 1iy) = (pa — po S 1 k&
_tﬁ,n+m—2 < ( T y) ( T y) = [ — fly < [z _,uy—i_tg,n—i-m—Q S]% -4+ —
2 S2 (l_|_ﬁ) ? n.o.m
P \n m
fle — fiy) — (pta — o S 1. k&
( T y) ( x y) Stﬂ,n+m—2:>,ux_///yzﬂx_ﬂy_tﬂ,n+m—2 SI% 4+ —
2 2
Sy (i + m) v

Dermed far man at

~ 1k ~ o~ 1k
P (/L:B — Ky — t%,n-ﬁ-m—Z 5112; <E + E) < Mg — fy S Py — fy + t%,n-ﬁ-m—Z 5112; <_ + _>> =1-a.

n m

Et (1 — a) - 100% konfidensintervall for p, — p1, er dermed

[ﬁx_/\ tﬂ ;n+m— 2“ ,U:c My""tg n+m— 2“

Lengden av konfidensintervaller blir

/ 1k [(n+m —2)S2 o2 1k
_ 2 ( = — Yo b, il
L = 2t%7n+m_2 Sp <n + > — 2t§’n+m_2 0_2 n + — 2 <n + >

Vi far dermed at

(n+m — 2)52 o2 1k
E(L) = 2ta 1 oE b LENLAY
(L) 2 mtm=2 \/ o2 n+m—2<n+m>
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Siden (n +m —2)S2/0% ~ x2,,,_o ma E((n +m — 2)52/0?) kun veere en funksjon av
summen n 4+ m og ikke n og m hver for seg. For a minimere lengden av konfidensintervallet
gitt at n +m = N er fiksert ma vi dermed minimere

(n) = = + i
A= n N-n
med hensyn pa n. Deriverer og setter lik null:
g’(n):—i+L:0:>i:L:>l: vk =n= N
n?2 (N —n)? n? (N—-n)2 n N-n 1+ Vk
Konfidensintervallet blir dermed kortest ved & velge
N NVk

og m=N-—-n=

n = = .
1+VEk 1+Vk

Hvis N og k er slik at disse svarene ikke blir heltall m& man selvfglgelig forsgke seg frem
med avrunding nedover og oppover for a bestemme hvilke av disse to som gir det korteste

intervallet.
Oppgave 3
a)
Sannsynlighetstettheten for en y3-fordeling er
1 v 1 _w
flv) == vi~le™% = Ze7 3.
221 (3) 2

For Y i oppgaveteksten far vi at kumulativ fordeling blir

Fy(y) =P(Y <y)=P(20(InX —Inc) <y) =P (lnX < % + lnc>

_P (X < e%—i—lnc) — Fyx (e%-l—lnc) )
Finner sannsynlighetsfordelingen ved & derivere

1 0c? y 11 1
— Fp(w) = fx (ebte) cedprme. L 0T e 1111
fy(y) y(y) = fx (e? e2 50 (e;eﬂnc)e“w 26— 3.1 5

Ser dermed at Y ~ x3.

b)
Ved & sette inn uttrykket for 6 far vi at

% = 22—9 (anlnXi —nlnc) = Zn:(%lnXi —Inc) = Zn:YZ

i=1 i=1 i=1
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der Y; = 20(In X; — Inc). Fra a) vet vi at ¥; ~ x3. Siden X;’ene er uavhengige blir ogsa
Y;’ene uavhengige. Dermed er 2n6 /0 en sum av uavhengige y?-fordelte variable og er derfor

selv y2-fordelt. Antall frihetsgrader blir > I ; 2 = 2n. Har dermed vist at
mh

Skal bestemme k fra kravet

Far dermed at man ma ha

Innsatt n = 20, 6y = 2 og X%.99,40 = 22.164 far vi at
2-20-2
= = 3.61.
22.164 ——

c)

Skal bestemme 6 slik at
P (Ikke forkast Hp|f) = 0.05.

Kravet blir R
P (9 < k‘ 9) —0.05

P(QLA6>2L];9 9)20.05

Dette gir at vi ma ha

2n0
k
Insatt n = 20, o = 2, x§.99.40 = 22.164 0g X§ 05,40 = 55.758 far vi

0

.2 _ 2 . 0 2

= X0.05,2n = 0= _2nX0.05,2n = 3 " X0.05,2n
Xl—a72n

- 95.758 = 5.03.

9= 35161

Side 6
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