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Momentestimatoren og sannsynlighets-
maksimeringsestimatoren (SME)

Boka har bare ett eksempel med sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren. Vi
gjengir dette nedenfor, og viser sa hvordan SME for p i binomisk fordeling kan
finnes ved standard matematisk metode for maksimering av funksjoner.

Eksempel 6.2 I eksemplet om AluProd observerte vi 13 enheter som matte vrakes og 147
som kunne godkjennes. Sannsynligheten for at en enkelt enhet ma vrakes kalles p.
Sannsynligheten for det observerte resultatet er lik

160
P (observert resultat) = ( 13 )p13 (1= p)147 [6.3]
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Figur 8.7 Logikken bak sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren

Denne sannsynligheten er tegnet som en funksjon av parameterverdien p i figur 6.7.
Hvilken verdi av p forklarer det observerte resultatet best?

Lasning: Som punktestimator skal vi velge den verdien av p som maksimaliserer
sannsynligheten i ligning [6.3]. Figuren viser at vért estimat skal veere 0.081, som vi
tidligere har funnet. (Matematisk ser vi dette ved & derivere ligning [6.3] mhp. p og
finne dens nullpunkt.)

La oss finne ved regning den p som maksimerer ligning [6.3]. Det viser seg at
det er lettere a maksimere den funksjonen vi far ved a ta logaritmen (naturlig
logaritme In) av [6.3]. Den ma ha den samme maksimerende p siden logaritmen
er en strengt voksende funksjon.

Logaritmen av hgyresiden i [6.3] blir

{(p) =In ( 11630 ) +13Inp + 1471n(1 — p)

(se grafen pa neste side, laget med Wolfram Alpha).



Input interpretation:

plot log[[ 11630 ]] + 13 log(p) + 147 log(1 — p)

Plot:
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Ved a derivere med hensyn pa p far vi
13 147
Cpy=" - 2
p l1-p
Settes dette lik 0 far vi
13 147
P 1-p
13(1—p) = 147p
13 = 160p
- B 0.081
Po= 160 7

Siden dette er et estimat for p, vil vi isteden skrive p = 0.081

0to 0.25

Hadde vi i regningen ovenfor erstattet 13 med x og 147 med n — x, ville vi endt
opp med at p = x/n maksimerer sannsynligheten for a observere x suksesser
i n binomiske forsgk. Dette viser at den naturlige estimatoren p = X/n er en

sannsynlighetsmaksimeringsestimator.



Fra eksamen i ST0103 desember 2014 (litt endret):
Oppgave 2

Utbruddene til en vulkan fglger en poissonprosess med intensitet A (forventet
antall utbrudd pr. ar).

b) Vulkanutbrudd har veert registrert siden 1. januar 1945 (tidspunkt 0).
Det forste registrerte utbruddet kom etter 7.9 ar. Tidsintervallene mellom de
fglgende utbruddene var 2.5, 5.4, 10.8, 10.8, 0.3, 2.6, 8.4, 13.7 og 6.8 ar. Anta
at registreringen stoppet etter dette siste utbruddet. Her er et bilde av situ-
asjonen, der kryssene pa tidsaksen betyr vulkanutbrudd. Sjekk at den totale
observasjonstiden blir 69.2 ar.
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La X veere antallet utbrudd i lgpet av de 69.2 ar. Da er X observert til a vaere
lik 10.

La videre tidsintervallene kalles T7,Ts,...,T1o (der T} er tiden til forste ut-
brudd, 7% er tiden mellom fgrste og andre, osv.) Disse er altsa observert til
7.9,2.5,...,6.8.

Vi vil i det fglgende se separat pa de to matene & observere pa: antallet X i et
gitt tidsrom, eller tidsintervallene 717,75, . .., T1p.

Estimering av )\ ved hjelp av antallet utbrudd X

X er Poisson-fordelt som fglge av dette resultatet i laereboka:

Definisjon 5.8 (Poissonfordelingen) I lgpet av de neste ¢ tidsenhetene vil
vi observere X forekomster av hendelsen A. Hvis poissonforutsetningene er
oppfylt, er X poissonfordelt med parameter iz, som skrives X ~ poisson(it).
Sannsynlighetsfordeling, forventning og varians er lik

(ht)* oM
x!
E(X) =i, Var(X) = As

P(X =x) = , x =012, ...

Momentmetoden

Siden
E(X)=X-69.2,

vil vi estimere A ved erstatte E(X) med vart “beste gjett”, nemlig X (som
altsa er en observator). Samtidig ma vi da endre A til en estimator A. Vi far:

X =)-69.2



som gir

. X 10
=—=—=0.14
A 69.2  69.2 0-145

Sannsynlighetsmaksimeringsmetoden

La oss sa finne SME for A basert pa X. Siden vi har observert X = 10, ma vi
sette opp sannsynligheten for dette resultatet,

) 10
P(x =10)= 2302 ?3;2) X092 (1)

som funksjon av A. Deretter ma vi finne den verdi av A som maksimerer dette.

Grafisk har vi (Wolfram Alpha):
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Vi leser av fra figuren at A~ 0.145.

Matematisk skal vi maksimere uttrykket (1) for P(X = 10). Tar vi logaritmen,
skal vi maksimere

() = 10In(A-69.2) — In(10!) — X - 69.2
= 10In A+ 101n69.2 — In(10!) — A - 69.2

Dette gjgres ved a derivere og sette lik 0:

10
I(\)=——69.2=0
A
10
= =0.14
A= Gog = 0140

som gir estimatet A = 0.145, som er det samme vi fikk med momentmetoden.



Estimering av )\ ved hjelp av tidene mellom utbrudd, 77,75, ..., T
Momentmetoden
For en enkel observasjon T' (tid mellom to utbrudd) har vi

B(T) =5 2)

Basert pa vare data, er vart beste “gjett” for E(T') gitt ved T (= 69.2/10). Vi
erstatter derfor E(7') med 7' i (2). Samtidig ma vi da endre A til en estimator

M. Vi far:

-1
T:T
A
som gir
< 1 1 10
A===%5=—=0.14
T @2 gop P

som er det samme vi fikk ved & bruke X.

Sannsynlighetsmaksimeringsmetoden

Ideen med SME er & finne den verdi av parameteren som maksimerer sannsyn-
ligheten for det vi har observert. Her vil det si & maksimere

P(Ty=79NTy, =250 --NTy = 6.8)

Men denne sannsynligheten er lik 0, siden sannsynligheten for & fa en spesifikk
verdi for en kontinuerlig stokastisk variabel alltid er 0.

Vi antar derfor isteden at vare data er gitt i form av sma intervaller omkring
de gitte dataene. For eksempel antar vi at observasjonen av 77 = 7.9 svarer til
at 17 er i intervallet fra 7.9 til 7.9+ h, der h er liten. Tilsvarende gjgr vi for de
andre T;. Sannsynligheten for det vi har observert er da

P7T9<T1 <794+h N25<T5<254+hN---N6.8<T1p<6.8+h)
=P(7T9<Ty<79+4+h) - P25<Ty<25+h)---P(6.8<Tj9<6.8+h)
~ f(T.9)h- f(2.5)h--- f(6.8)h

= f(7.9)f(2.5) - f(6.8)h"" 3)
der f(t) er tettheten til tidene mellom utbrudd, som vi vet er eksponensial-

fordelte med f(t) = Ae™*. Vi har her brukt at 71, ..., Tio er uavhengige, og vi
har brukt det generelle resultat at for sma h er

PE<T<t+h)~ f(t)h

Uttrykket (3) ovenfor skal altsa maksimeres med hensyn pa A. Tricket vi har
brukt, er a innfgre en liten h, noe som gjgr at vi far en positiv sannsynlighet
for det vi har observert. Men siden h er vilkarlig valgt av oss, vil vi kunne
maksimere (3) ved & se bort fra faktoren h'? og isteden maksimere den sikalte
likelihood-funksjonen,

L(A) = f(7.9)f(2.5) - f(6.8) = Ae” M TINe AP0 \em MO8



— \10,—(T:9+2.5+-6.8)A _ 110,-98.2:A
Ved a ta logaritmen far vi
(N) =10ln A\ —98.2- A

som vi maksimerer ved a derivere og sette lik 0, og ender med & fa det samme
som for, A = 10/69.2 = 0.145.

Generelt finner vi likelihood-funksjonen for data x1,xs,...,x, fra en modell
med tetthet f(x)og ukjent parameter 6 ved a la

L(0) = f(z1)f(x2) -~ f(zn)

og finne den verdi av § som maksimerer dette. Vanligvis lgnner det seg da a ta
logaritmen fgrst, og sa derivere og sette lik 0.



