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1 Teori

Weibullfordelingen er en kontinuerlig sannsynlighetsfordeling som er kanskje best kjent for
sine bruksomr̊ader i industrien, blant annet for å beregne levetiden til industrielle kom-
ponenter [1, 2]. Den brukes ogs̊a, blant annet, innenfor væranalyse for å beregne vind-
hastigheter og bølgehøyde [3]. Weibullfordelingen har to paramtere: β, som ogs̊a kalles
formfaktoren, og η, som ogs̊a kalles skaleringsfaktor. Eksponensialfordelingen er et spesial-
tilfelle av Weibullfordelingen med β = 1 og η = 1/α. Dersom en stokastisk variabel T kan
beskrives ved Weibullfordelingen, skriver vi T ∼ W(β, η).

1.1 Tetthetsfunksjon og fordelingsfunksjon

Tetthetsfunksjonen for Weibullfordelingen er gitt ved

Tetthetsfunksjon for Weibullfordelingen

f(t) =
β

ηβ
tβ−1e−(t/η)

β
t ≥ 0, (1)

For t < 0 definerer vi f(t) = 0.
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Vi finner fordelingsfunksjonen ved å integrere:

F (t) = P (T ≤ t) =

∫ t

−∞
f(u)du =

∫ t

0

β

ηβ
uβ−1e−(u/η)

β
du

Ved å gjøre substitusjonen w = −(u/η)β f̊ar vi dw = − β
ηβ
uβ−1du og∫ t

0

β

ηβ
uβ−1e−(u/η)

β
du =

∫
w
−ewdw = [−ew]w =

[
−e−(u/η)β

]t
0

Setter vi inn grensene, ender vi opp med følgende fordelingsfunsjon:

Fordelingsfunksjon for Weibullfordelingen

F (t) = 1− e−(t/η)β t ≥ 0 (2)

Eksempel 1

Anta at bølgehøyden, B, rundt en oljeplatform (m̊alt i meter) kan beskrives ved en Wei-
bullfordeling med parametere β = 1.5 og η = 2.5. Finn sannsynligheten for at en tilfeldig
bølge vil ha en høyde p̊a

a) mer enn 2.0 m.

b) mellom 1.0 og 3.0 m.

Løsning: Vi har at B ∼ W(1.5, 2.5).

a)

P (B > 2.0) = 1− P (B ≤ 2.0) = 1− F (2.0) = 1− (1− e−(2.0/2.5)1.5) ≈ 0.4889

b)

P (1.0 < B < 3.0) = P (B < 3.0)− P (B ≤ 1.0)
kont.
= P (B ≤ 3.0)− P (B ≤ 1.0)

= F (3.0)− F (1.0) = 1− e−(3.0/2.5)1.5 − (1− e−(1.0/2.5)1.5)

≈ 0.5079
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1.2 Parameterene i Weibullfordelingen

Figur 1 og 2 viser hvordan formparameteren, β, og skalaparameteren, η, p̊avirker tetthets-
funksjonen til Weibullfordelingen. Som navnet tilsier, har β en sterk p̊avirkning p̊a selve
karakteristikken til formen av kurven. For 0 < β < 1 vil kurven avta monotont mot null,
samt ha en asymptote ved t = 0. For β > 1 har vi f(0) = 0 og kurven har en mer bjelle-
aktig form med et toppunkt. N̊ar β = 1 har vi i praksis eksponensiellfordelingen (se figur
1). Kurven starter da i f(0) = 1.
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Fig. 1: Tetthetsfunksjonen til Weibullfordelingen for ulike verdier av β.
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Fig. 2: Tetthetsfunksjonen til Weibullfordelingen for ulike verdier av η.

Skaleringsfaktoren, η, p̊avirker kurven ved en utstrekking langs t-aksen. Ved større verdier
for η, blir kurven bredere og lavere (se figur 2). I levetidsanalyse for komponenter, kalles η
ofte den karakteristiske levetiden [1]. Dersom vi setter t = η, f̊ar vi

F (η) = 1− e−(η/η)β = 1− e−1 ≈ 0.6321

Med andre ord, etter en tid t = η har ca. 63% av komponentene sviktet.
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N̊ar man ser p̊a kurven til tetthetsfunksjonen etterhvert som β øker i figur 1 i tillegg
til å se p̊a hvordan kurven ser ut n̊ar β = 3 (figur 2), s̊a ser det ut som at kurven blir mer
og mer lik tetthetsfunksjonen til en normalfordeling. Fortsetter vi å øke verdien for β vil
likheten med normalfordelingen etterhvert minke da kurven g̊ar fra å være høyretung, alst̊a
at kurven har en lengre hale mot venstre, (se kurven β = 2 i figur 1) til å bli venstretung
(hale mot høyre). N̊ar 2.6 < β < 3.7 vil kurven være tilnærmet symmetrisk og Weibullfor-
delingen er tilnærmet lik normalfordelingen [4].

1.3 Forventning og varians

La T være en stokastisk variabel gitt ved T ∼ W(β, η). Vi finner forventingsverdien til T
ved å ta utgangspunkt i definisjonen av forventingsverdi for en kontinuerlig variabel:

µ =

∫ ∞
−∞

t · f(t)dt =

∫ ∞
0

t · β
ηβ
tβ−1e−(t/η)

β
dt =

∫ ∞
0

β

ηβ
tβe−(t/η)

β
dt

Dersom vi gjør substitusjonen u = (t/η)β, f̊ar vi

µ =

∫ ∞
0

η u1/βe−udu

Vi kan gjøre dette uttrykket mer kompakt ved å bruke gammafunksjonen som for z ≥ 0 er
definert ved

Γ(z) =

∫ ∞
0

t(z−1)e−tdt

Dersom vi setter z = 1 + 1
β , f̊ar vi

Forventingsverdi for Weibullmodell

µ = η · Γ(1 +
1

β
) (3)

Dersom z er et heltall, vil gammafunksjonen ta formen

Γ(z) = (z − 1)! z = 1, 2, 3, . . .

noe som gjør utregningene mye enklere. Dersom z ikke er et heltall, finner vi verdien av
gammafunksjonen fra tabeller (se formelheftet).

Vi finner ogs̊a variansen til T utifra definisjonen:

σ2 =

∫ ∞
−∞

(t− µ)2f(t)dt
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Dersom vi bruker at Var(T ) = E(T 2)− µ2, f̊ar vi

σ2 =

∫ ∞
−∞

t2f(t)dt− µ2 =

∫ ∞
0

t2
β

ηβ
tβ−1e−(t/η)

β
dt−

(
η · Γ(1 +

1

β
)

)2

Vi gjør substitusjonen u = (t/η)β og f̊ar

σ2 =

∫ ∞
0

η2u2/βe−udu−
(
η · Γ(1 +

1

β
)

)2

= η2
[∫ ∞

0
u2/βe−udt− Γ(1 +

1

β
)2
]

Dersom vi bruker gammafunksjonen med z = 1 + 2
β , f̊ar vi

Varians for Weibullmodell

σ2 = η2
(

Γ(1 +
2

β
)− Γ(1 +

1

β
)2
)

(4)

Eksempel 2

Anta at vi har to stokastiske variable T1 ∼ W(1, η) og T2 ∼ exp(α). Siden T2 følger
eksponensialfordelingen, har vi E(T2) = 1/α og Var(T2) = 1/α2. Ta utgangspunkt i E(T1)
og Var(T1), og vis at E(T1) = E(T2) og Var(T1) = Var(T2).

Løsning: Vi fant tidligere at

µ = η · Γ(1 +
1

β
)

σ2 = η2
(

Γ(1 +
2

β
)− Γ(1 +

1

β
)2
)

Siden T1 ∼ W(β = 1, η), setter vi β = 1 og f̊ar

E(T1) = η · Γ(1 +
1

1
) = η · Γ(2) = η · (2− 1)! = η

Dersom vi setter η = 1/α, f̊ar vi at E(T1) = E(T2).
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Vi setter s̊a β = 1 for variansen og f̊ar

Var(T1) = η2
(

Γ(1 +
2

1
)− Γ(1 +

1

1
)2
)

= η2
(
Γ(3)− Γ(2)2

)
= η2

(
(3− 1)!− [(2− 1)!]2

)
= η2(2− 1) = η2

Igjen, dersom vi setter η = 1/α, f̊ar vi at Var(T1) = Var(T2). Dette er ikke et overraskende
resultat siden vi innledningsvis poengterte at eksponensialfordelingen er et spesialtilfelle
av Weibullfordelingen med η = 1/α.

1.4 Utvidet Weibullfordeling

Det finnes ogs̊a en utvidet Weibullfordeling som inkluderer en tredje parameter γ. Vi skri-
ver da T ∼ W(β, η, γ). Tetthetsfunksjonen for den utvidede Weibullfordelingen er:

Tetthetsfunksjon for utvidet Weibullfordeling

f(t) =
β

ηβ
(t− γ)β−1e−((t−γ)/η)

β
t ≥ γ (5)

Legg merke til at tetthetsfunksjonen n̊a starter p̊a t = γ. Dersom vi velger γ = 0 ender
vi opp med den tradisjonelle Weibullfordelingen. Siden γ angir hvor fordelingen starter,
kaller vi γ for lokasjonsparameteren.
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Fig. 3: Tetthetsfunksjonen til Weibullfordelingen for ulike verdier av γ.
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1.5 Weibull-plott

Weibull-plott er en metode for å undersøke om et datasett følger en toparameters Weibull-
fordeling (γ = 0). Vi kan ogs̊a bruke metoden til å estimere parameterene β og η. Metoden
g̊ar ut p̊a å skrive om fordelingsfunksjonen F (t) slik at vi ender opp med en lineær funksjon
p̊a formen y = mx + b. Har vi et dataset, kan vi dermed gjøre en lineær regresjon for å
sjekke hvor godt datasettet passer til denne rette linjen. Dersom datasettet passer til den
rette linjen, kan vi konkludere med at fenomentet vi undersøker følger en Weibullfordeling.

Vi starter med fordelingsfunksjonen:

F (t) = 1− e−(t/η)β

1− F (t) = e−(t/η)
β

Vi tar s̊a logaritmen p̊a begge sider og f̊ar

ln (1− F (t)) = −(t/η)β

ln
1

1− F (t)
= (t/η)β

Vi tar logaritmen p̊a begge sider enda en gang og f̊ar

ln ln
1

1− F (t)
= β ln(t)− β ln(η)

Dersom vi skriver y = ln ln 1
1−F (t) , x = ln(t) og b = −β ln(η), f̊ar vi

y = βx+ b

som er likningen for en rett linje med β som stigningstall. Dersom vi plotter ln ln 1
1−F (t)

mot ln(t) for et dataset og ser at grafen blir en tilnærmet rett linje, kan vi konkludere med
at fenomentet følger en Weibullfordeling.

Det er likevel en liten hake. Det er lett å regne ut ln(t), men for å regne ut ln ln 1
1−F (t) ,

trenger vi F (t). For å estimere F (t) fra et dataset, kan vi bruke Bernards approksimasjon
[5]. Anta at vi ser p̊a n industrielle komponenter. La ti være tiden det tok før komponent
nr. i sviktet, hvor vi har sortert komponentene slik at i = 1 er den første komponenten
som sviktet, i = 2 den andre komponenten som sviktet osv. Bernards approksimasjon sier
da at

F̂ (ti) =
i− 0.3

n+ 0.4
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1.5.1 Godhetsmål for lineær regresjon

Ved å utføre en lineær regresjon, kan man finne en rett linke som “passer best” til de
dataene vi har. Vi kan dermed bruke den estimerte regresjonslinjen til å estimere en ver-
di for parameterene i Weibullfordelingen. Dette høres problemfritt ut, men for å avgjøre
om dataene følger en Weibullfordeling, m̊a vi først avgjøre om dataene faktisk er lineæ-
re (etter omskrivingen beskrevet i forrige avsnitt). For å avgjøre dette, kan vi bruke en
s̊akalt “goodness-of-fit”-test. Vi skal ikke g̊a inn p̊a dette temaet her, men det kan vises
at korrelasjonskoeffisienten kvadrert, R2, kan brukes som en “goodness-of-fit”-m̊al for v̊ar
regresjonsmodell [6]. Koeffisienten, R2, vil være et tall mellom 0 og 1 der R2 ≈ 1 betyr at
dataene passer veldig godt til v̊ar estimerte regresjonslinje. Dersom R2 > 0.65 sier vi at
dataene passer “godt nok” til regresjonslinjen og vi konkluderer med at Weibullfordelingen
er en god sannsynlighetsmodell for å beskrive det observerte fenomenet.

Eksempel 3

Vi observerte 9 industrielle komponenter og m̊alte tiden det tok før hver av dem sviktet.
Vi m̊alte følgende tider (m̊alt i timer):

1652.5, 2023.5, 2361.7, 2893.5, 3053.4, 3155.8, 3939.6, 4139.8, 4526.4

Vi bruker Bernards approksimasjon for å beregne F (t) for hvert datapunkt. I tillegg regner
vi ut ln ln 1

1−F̂ (ti)
og ln(ti):

Komp. ti F̂ (ti) ln ti ln ln 1

1−F̂ (ti)

1 1652.5 0.0745 7.4100 -2.5585
2 2023.5 0.1809 7.6126 -1.6117
3 2361.7 0.2872 7.7671 -1.0831
4 2893.5 0.3936 7.9702 -0.6927
5 3053.4 0.5000 8.0240 -0.3665
6 3155.8 0.6064 8.0570 -0.0670
7 3939.6 0.7128 8.2788 0.2212
8 4139.8 0.8191 8.3284 0.5364
9 4526.4 0.9255 8.4177 0.9543

Vi plotter ln ln 1

1−F̂ (ti)
mot ln(ti) og gjør en lineær regresjon ved hjelp av minste-kradraters-

metode i tillegg til å regne ut korrelasjonskoeffisienten, R. Resultatene kan sees i figur 4.
Minste-kvadraters-metode gir oss R = 0.990647 (som gir R2 = 0.98139). Det betyr at
regresjonslinjen passer veldig godt til dataene, og vi kan konkludere at Weibull fordelingen
er en passende modell for å beskrive fenomenet dataene kommer fra. Stigningstallet til den
estimerte regresjonslinjen, er 3.2354, som da ogs̊a blir et estimat for β.
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R = 0.990647

Fig. 4: Lineær regresjon for y = ln ln 1

1−F̂ (ti)
og ln(t).

Regresjonen gav ogs̊a b = −26.3538. Vi fant tidligere ut at b = −β ln(η). En omskriving av
denne, gir oss η = e−b/β ≈ e−(−26.3538)/3.2354 ≈ 3447.4. For å oppsummere:

β̂ = 3.2354

η̂ = 3447.4

2 Oppgaver

1. Anta at vi har en stokastisk variabel X ∼ W(2, 5). Finn sannsynligheten for at en
tilfeldig m̊aling av X er

a) er mindre enn 2.

b) minst 1.

c) mellom 3 og 4.

2. Anta at bølgehøyden (m̊alt i meter) for et havomr̊ade som vurderes for en oljeplatform
har en Weibullfordeling med β = 2.5 og η = 11.

a) Finn sannsynligheten for at bølgehøyden vil være høyere enn 14 m.

b) Finn forventet bølgehøyde for dette havomr̊adet.

3. Vi ser p̊a 7 komponenter og m̊aler tiden det tar før de svikter. Tidene ble m̊alt til (i
timer):

66, 112, 188, 242, 542, 789, 817
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a) Bruk m̊aledataene til å undersøke om Weibullfordelingen er en passende fordeling for
å beskrive levetiden til komponentene.

b) Estimer parameterene i denne Weibullfordelingen.

c) Bruk Weibullmodellen til å estimere forventet levealder til en tilfeldig komponent.

4. Vi lar 100 komponenter st̊a i 200 timer. Etter 200 timer har 8 komponenter sviktet. Vi
markerer tiden det tok før de sviktet (m̊alt i timer):

18.6, 57.0, 69.9, 127.6, 149.9, 163.3, 180.9, 199.7

a) Bruk m̊aledataene til å undersøke om eksponensialfordelingen er en passende forde-
ling for å beskrive levetiden til komponentene.

b) Estimer parameteren, α, i denne eksponensialfordelingen.

c) Beregn sannsynligheten for at en tilfeldig komponent lever i mindre enn 200 timer.

d) I v̊art forsøk sviktet 8 av 100 komponenter i løpet av 200 timer. Beregn sannsynlig-
heten for dette skulle skje (anta at komponentene svikter uavhengig av hverandre).

Se neste side for fasit.
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3 Fasit

1. a) 0.148

b) 0.961

c) 0.170

2. a) 0.16

b) 9.76 m

3. a) Ja, siden R2 = 0.95

b) β̂ = 1.0744, η̂ = 440.45

c) ca. 428 timer.

4. a) Ja, siden R2 = 0.977 ≈ 1 og β̂ = 1.00073197 ≈ 1.

b) α̂ ≈ 3.489 · 10−3

c) 0.0674

d) 0.129
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