TMA4101 Matematikk 1 for MTELSYS

Integralet IV

Na skal vi se pa en litt kjedelig teknikk for & integrere rasjonale funksjoner. Teknikken er dessverre veldig
relevant for elsys. Hvordan skal vi ga frem om vi gnsker 3 integrere en funksjon pa formen

_ 4@
f(x) = )

der q og p er polynomer? Det er vanlig a anta at g har lavere grad enn p. Hvis det ikke er tilfelle, er det
bare a bruke polynomdivisjon og skrive

_ a4 _ s
~p(x) re0 + p(x)

der s har lavere grad enn p. Polynomet r er jo trivielt a integrere. La oss begynne med noe enkelt.

Finn
f ! dx
XxX—a

La oss se om du husker et triks fra et tidligere eksempel om en teleskoperende rekke. Finn

fﬁdx.

Hvis du fikk til forrige oppgave, husket du kanskje at

£

der a er en konstant.

1 1 1

x(x—l)= (x—l)_x

og de to leddene pa hgyre side er jo trivielle a integrere.

Men la oss na se pa hvordan vi skulle funnet ut av dette om vi ikke hadde gjort den oppgaven med den
teleskoperende rekken. Vi matte visst at det var mulig a skrive

1 A B
xx—1 x x=D

Dersom dette er korrekt mate a spalte p3, vil det na veere mulig a beregne A og B. Har du bommet pa
formen, vil du fa et likningssystem som ikke har Igsning. For a finne A og B, ganger vi fgrst opp med
x(x — 1) pa begge sider:

1=A(x—-1)+ Bx

Siden to polynomer kun er like om de har de samme koeffisientene pa hver orden av x, er denne likningen

kun sann dersom
0=A+B

og
1=-A.
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Dette gir selvfglgelig
1 1 1

x(x—l): (x—l)_x

som forventet.

La oss na generalisere denne prosedyren. Fgrst ma vi minne om et viktig teorem.

Algebraens fundamentalteorem

Et polynom
Z"+ ap_1z" 1+ ..+ a1z + a

kan alltid faktoriseres

2"t ap_1z" 1+ . taz+ay=| |(z—z),

n
i=1
der z; € C er Igsninger av likningen

2"+ ap_1z" 1+ .. taz+ay,=0

. v

Den store fordelen med dette teoremet akkurat na er at det blir veldig lett & huske hvordan delbrgk-
soppspalting funker. Faktoriser alltid telleren i linezere faktorer, sett opp delbrgksoppspaltingen, gang
opp med nevner i den originale brgken, og sammenlikne orden for orden i x.

Finn

f
X.
X 4

p(x) Ay Ay Ap
G- G- @ T a-aor

for eksempel
1 _ A + B 4 c 4 D + E
x2(x—1)3 x  x2 x-1 (x—-1% (x-1)3

Finn
1
f—xz(x ) dx.
Finn

1
fx‘* — 4x2 dx

Dagens moro

Vi kan sa vidt begynne 3 smake pa hvorfor delbrgksoppspalting er relevant for elsys. En klassisk teknikk
for a Igse de linezere differensiallikninger pa kalles laplacetransform. Laplacetransformen til en funksjon

er definert ved

L) = fo f®)e=st de.
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Det erinntil videre veldig viktig & anta at s > 0. Fglgende delvisintegrasjon forklarer hva dette kan brukes
til:

L) = fo frOe st dt = f(De Y| +s fo (et dt = SL(f) - £(0)
0

Vi kan bruke denne relasjonen pa f” to ganger, og fa

L") =sL(f") = £'(0) = s (SL(f) — £(0)) — £'(0) = s*L(f) — sf(0) — f'(0)
@ Finn laplacetransformen til e%t.

Siden integrasjon er en lineseravbildning, er ogsa laplacetransform det (a og b er tall):

L(af +bg) = aL(f) +bL(g)
Dette far du bruk for i neste oppgave.

| en tidligere gkt endte du opp med differensiallikningen

y'@®)+y)=0

Vi slenger pa initialbetingelsene y(0) = 1 og y'(0) = 0. Bruk laplacetransform til & skrive om
differensiallikningen til en algebraisk likning i s.

Hvis du gjorde alt riktig i forrige oppgave, bgr du ha endt opp med likningen
L = -,
) sZ2+1

og forhapentligvis husker du fra videregaende skole at Igsningen pa initialverdiproblemet i oppgaven er
y(t) = cost.

Delbrgksoppspalt uttrykket for L(y) og se om du ser noe artig. Hvis du ikke ser det, kan du prgve

ity ,—it
a beregne laplacetransformen til cos t. (Ogsa her er det lurt a bruke at cost = e e

Hvis du skal analysere en krets med kun spoler, kondensatorer, motstander og spenningskilder (dette kal-
les et lineaert system) er dette standardfremgangsmaten, og ingenigrer som er skikkelig drevne, trenger
bare ta et raskt blikk p& nullpunktene til nevneren s + 1 og s& vet de alt de trenger om systemet.

Dagens ngtt

@ Finn

1
——— dx.
f x2+2x+ 2
Regn ut det ubestemte integralet

1
f Vx(x + 1) dx.



