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Oppgave 1 Siden
f ′(x) = 1√

2x + 1
> 0

for x > −1
2 , er f strengt voksende på hele definisjonsmengden. Derfor eksisterer

den inverse funksjonen. En skisse av denne kan man få ved å speile f om y = x
eller beregne f−1 og tegne den direkte.

Oppgave 2 Siden
1√
n

≥ 1
n

for alle n ∈ N og
∞∑

n=1

1
n

er divergent, gir sammenlikningstesten at
∞∑

n=1

1√
n

er divergent. Vi kan også se det ved integraltesten, siden
∫ ∞

1

dx√
x

= 2
√

x

∣∣∣∣∣
∞

1
= ∞.
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Oppgave 3 Anta at både

c1v1 + c2v2 + · · · + cnvn = w

og
d1v1 + d2v2 + · · · + dnvn = w

Dersom vi trekker disse to likningene fra hverandre, får vi

(c1 − d1)v1 + (c2 − d2)v2 + · · · + (cn − dn)vn = w − w = 0

og siden v1, v2 ... vn er lineært uavhengige må

c1 − d1 = c2 − d2 = · · · = cn − dn = 0.

Oppgave 4

a) La

A =
[
3 1
1 3

]
.

Det finnes mange måter å løse matematikkoppgaver på. En helt legitim tek-
nikk går som følger. Gjennom ens voldsomme erfaring og trening ser man at
denne matrisen har egenvektorer[

v1
v2

]
=
[
1
1

]
og [

v1
v2

]
=
[

1
−1

]
Hvis man lurer på om man har gjettet riktig og hva egenverdiene er, er det
bare å gange vektorene inn i matrisen og se hva som skjer:[

3 1
1 3

] [
1
1

]
=
[
4
4

] [
3 1
1 3

] [
1

−1

]
=
[

2
−2

]

Egenverdiene er altså 4 og 2. Siden egenvektorer til forskjellige egenverdier
er lineært uavhengige (i denne matrisen er de til og med ortogonale, mer om
dette våren) er A diagonaliserbar, og vi kan trygt sette

P =
[
1 1
1 −1

]

Dersom du ikke tror meg, kan du gange sammen P −1AP og se hva som skjer.
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b) Nok en gang bare å skrive opp:

x(t) = c1e
λ1tv1 + c2e

λ2tv2 = c1e
4t

[
1
1

]
+ c2e

2t

[
1

−1

]

men nå må vi i tillegg finne c1 og c2. Det lineære likningssystemet

x(0) = c1

[
1
1

]
+ c2

[
1

−1

]
=
[
2
0

]

løses av c1 = c2 = 1, slik at

x(t) = e4t

[
1
1

]
+ e2t

[
1

−1

]

Oppgave 5 Vi bruker sylinderskallmetoden, og beregner

2π
∫ π/2

0
x cos x dx = 2π

(
[x sin x]π/2

0 −
∫ π/2

0
sin x dx

)
= 2π

(
π

2 − 1
)

= π(π − 2).

Volumet ser omtrent slik ut:

−1
0

1 −1
0 1

0

0.5

1

Oppgave 6

a) Vi skriver
0 = 1 − x + arctan x = f(x).

Siden
f ′(x) = 1

1 + x2 − 1 ≤ 0
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for alle x, er f synkende overalt, og kan skjære x-aksen maksimalt en gang.
Nå er

f(0) = 1
og

lim
x→∞

f(x) = −∞.

Den siste kan vi se ved at siden tan x har definisjonsområde (−π/2, π2),
må −π/2 < arctan x < π/2. Siden f er deriverbar overalt, vet vi at f er
kontinuerlig, og følgelig må f skjære x-aksen for en eller annen x > 0.

b) Her er
g(x) = 1 + arctan x,

og siden
g′(x) = 1

1 + x2 < 1

så lenge x 6= 0, må fikspunktiterasjonen konvergere så dersom x0 6= 0. Dersom
vi skulle være uheldig å slumpe til med x0 = 0 blir x1 = 1, og da er vi inne
i området der g′ < 1, så det går også fint.

c) Jeg ville gjort det slik, men jeg liker jo golfkode. ITGK snur seg i graven.

import numpy as np

x=0 #initialgjetning

for i in range(10):
x=np.arctan(x)+1
print x

Oppgave 7 Først må vi delbrøksoppspalte. Her er korrekt oppsett:
1

x4 − 4x2 = 1
x2(x2 − 4) = A

x
+ B

x2 + C

x − 2 + D

x + 2

Så ganger vi opp med x4 − 4x2:

1 = Ax(x2 − 4) + B(x2 − 4) + Cx2(x + 2) + Dx2(x − 2)

Sammenlikning av ordener i x på begge sider av likningen gir likningssystemet
1 0 1 1 0
0 1 2 −2 0

−4 0 0 0 0
0 −4 0 0 1
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som umiddelbart gir A = 0 og B = −1/4, slik at vi kan koke ned til[
1 1 0
8 −8 1

]
∼
[

1 1 0
16 0 1

]

som gir C = −B = 1/16. Vi kan nå beregne∫ dx

x4 − 4x2 =
∫

− 1
4x2 + 1

16(x − 2)− 1
16(x + 2) = 1

4x
+ 1

16 ln |x−2|− 1
16 ln |x+2|+C

Kommentar: Dette er jo gørrkjedelig, men dessverre relevant for elektroingeni-
ører, fordi man må delbrøksoppspalte systemfunksjonen for å analysere lineære
kretser.

Oppgave 8 Vi bruker formelen for arealet til et legeme som fremkommer ved
å dreie y = f(x) ≥ 0 om x-aksen:

2π
∫ b

a
f(x)

√
1 + (f ′(x))2 dx,

som gir

2π
∫ ∞

1

1
x

√
1 + 1

x4 dx ≥ 2π
∫ ∞

1

1
x

dx = ∞

siden
√

1 + 1
x4 > 1 på [1, ∞).

Kommentar: Dette er altså Gabriels trompet. Den har endelig volum:

V = π
∫ ∞

1

1
x2 dx = π.

men som vi nå har sett, uendelig overflateareal. Du kan altså bruke den som ølglass
eller malingsspann, men hvis du prøver å male den på utsiden, har du laget deg et
langvarig prosjekt.


