LOSNINGSFORSLAG TIL OVING 11, TMA4105, V2008

Oppgave 14.5.19.

Parametrisering:
r=rcosf, y=rsinf, z=2r for 0<0<2m, 2<2r<6.

r(r,0) = (rcos@, rsinf, 2r).

i j k
= @ X @ =| cosf sinf 2| = (—=2rcosf, —2rsinf, r).
or 00 .
—rsinf rcosf 0

IN| = VAr2 cos2 0 + 4r2sin2 0 + 12 = V5r2 = V5.

27 3
Areal: //da:/ / V5rdrdd =8V5.
S 0=0 Jr=1

Oppgave 14.5.27. Flaten S er gitt ved
r(r,0) = (rcos@, rsind, r) for r >0, 0 <6 < 2x.

Punktet Py er r(2,2) = (v2, V2, 2).

or '
5(2, Z) = (cos ), sin 6, 1)‘(%/4) = <1/\/§7 1/\/5’ 1)
@(2 z)—(— sind, rcosf, 0) = (=2, V2, 0)
gp ) T ATTIMEL TCOSE R T , V2,
i i k
or, m or = m
72D 52| B =(V2 V2,
—V2 V2 0

Ligning for tangentplanet:

(—V2,V2,0) - (= V2, y —V2,2—-2) =0
V2 +2-V2+2+2:-4=0
V2

5 (x+y).

z =

Ligning for S:
22 +y? =r?cos® 0+ r?sin?0 = r? = 22



For bilde: se side A-60 i leereboken.

Oppgave 14.5.32:

a) Nar punktet (f(u), g(u)) i zy-planet roteres om z-aksen, danner det en sirkel
med sentrum i punktet (f(u), 0) og radius g(u). Det vil si, sirkelen

v = flu), y*+a®=g(u)?

Nar u gjennomlgper intervallet [a, b], vil disse sirklene beskrive en rotasjonsflate om
x-aksen. Vi vil parametrisere denne flaten. Vi velger a bruke den u-en vi allerede har
som den ene parameteren. Siden cos? v 4 sin®v = 1, velger vi den andre parametren
var v slik at

y=g(u)cosv, 2z = g(u)sinv.

Det gir folgende parametrisering av rotasjonsflaten:
x = f(u), y=g(u)cosv, z=g(u)sinv for a <u<b og 0 <wv <27
b) Kurven r = y? kan for eksempel parametriseres ved
T = u’, y=u for u>0.

Rotasjonsflaten far derved en parametrisering

.r:uQ, y=wucosv, z=usinv for u>0, 0<wv < 2m.

Oppgave 14.5.41:

Y Vi velger a bruke x og y som parametre ved parametris-
eringen av flaten 22 — 2y — 2z = 0. Det gir:
y =3z z?
T=T, Y=Y, 2=y for (z,y) € R.
Lok
or or |}
N:a—rxa—r: 10 z|=(-a1,1).
S (I - |
- IN| = Va2 + 12+ 12 = V2 + 22.

. Arealet av flaten: A = // |N|dz dy
R



Det vil si,

2 3 2
A:/ \/2+x2dyd:c:/ V2 + 2?3z dr
T 0 =0

Substitusjon u = 2 + 22 gir du = 2x dz, sa

6 3/2 6

du u 3

A:/ u1/2-3-—:[—-—} = 6% — 2%/ = 66 — 2V/2.
u=2 2 3/2 2 2

Oppgave 14.5.42:

Vi velger a ta utgangspunkt i kulekoordinater nar vi parametriserer flaten. Her er
p = V/2 hele tiden, sa parametrene vi velger er ¢ og 6 slik at:

x:ﬁsinwcosﬁ, y:\/ﬁsingosiné?, z:\/ﬁcoscp
for 0 <60 <2mog 0 < < 7. Det gir

i J k

N=—x—=|v2cospcosf +2cospsinf —v2sinyp
ﬁsingpsin& ﬁsirupcosﬁ 0
— (—2sin® g cos b, —2sin® psinf, V2 cos psin ).
IN|? = 4sin* ¢ cos? 6 + 4sin® psin? § + 4 cos? psin?

= 4sin? v + 4 cos® psin? p = 4sin? .

Arealet av flaten:

2 w/4 2m /4 27 2
A= / 2sin o dp df = 2/ [—cos gp} df = 2/ (1 - £> do = 2(2—V2)7.
0=0 J =0 =0 0 2

0

Oppgave 14.6.23:

Flaten S er gitt ved z = y/22 + 2 for 1 < z < 2. Vi velger a bruke r og 6 (basert
pa sylinderkoordinater) som parametre. Det gir:

S: x=rcosl, y=rsinf, z=r for 1 <r <2, 0<60<2nr.
. . K
or 0 ! J
| cosh sinf 1| = (—rcosf, —rsind, r).
or 00 .
—rsinf rcosf 0



4
Denne normalvektoren peker riktig vei i forhold til oppgaveteksten. Derfor er fluksen

27 2
q)://F-nda:/ / F-Ndrdb
S 0=0 Jr=1

F-N=(-rcosf, —rsinf, r*) - (—~rcosf, —rsinf, r) = r* +r?

der

slik at
21 2 21 3 42 21 7 15 737T
d = 2 3dd0:/ L d@:/ Te2 )= 28
/O/I(TH)T 0[3+41 o \37 7 6

Oppgave 14.6.33:

Flaten S er gitt ved z =4 —y2 for 0 <z <1 o0g 0 < z < 4. Vi velger a bruke x og
y som parametre. Det gir:

S: z=z, y=y, z=4—y*for 0<ax<1, —-1<y<2.
i j k
Nz?X?zl 0 0 |=(0,2y,1).
o9 o1 —2y

Denne normalvektoren peker riktig vei i forhold til oppgaveteksten. Videre er
F-N= <.Z'2, xz, _3Z> : <Oa 2y7 1) = 2.Z'y —3z = Qxy — 12+ 3y2.

Derfor er fluksen
2

1 1
/ / 12(2zy — 12 + 3y*)dy dv = / [a:yz — 12y + 4 dr = —32.
=0 Jy=-2 0

y=-2

Oppgave 14.6.39:

Arealet av hele kuleflaten er 4wa?. Arealet av den delen, S, som ligger i forste oktant
er 4ra?/8 = ma? /2.
Ser vi pa S i kulekoordinater, er den gitt ved

p=lal for 0<0<7/2, 0<p<m7/2.

Symmetri gjor at tyngdepunktet ma ligge i et punkt (p, , ). Det vil si, i et punkt
(Z, z, Z) i kartesiske koordinater, der

//ZdO' 9
7= 2258 = 2// la| cos ¢ do.
m™a S

ma? /2




Parametrisering av S:
r =l|a|sinpcosl, y=|a|lsinpsinf, =z = |a|cosep
gir pa samme mate som i oppgave 14.5.2 at |N| = a?sin ¢. Derved er

) pi/2
z =

/2
— / la]? cos @ sin o df dy
Ta" Jo=0 Jo=0

:M'z'/mlsmwdsozﬂ —cos2p W:M.
T 2 )2 2 | 2 |, "2

Tyngdepunktet er derfor (|a|/2, |a|/2, |a|/2).

Oppgave 14.7.7.
Ved Stokes teorem gjelder
I://curlF-nda:j{F-Tds:j[F-dr
S c
der C' er skjeeringskurven mellom S og zy-planet i positiv omlgpsretning.

Kurven C' er gitt ved
z=0, 42°+ 9y* = 36.

Parametrisering av C"
x=3cosf, y=2sinf, z=0 for 0 <O < 2m.

Integralet blir derfor
2m
I= / (y, 2%, (2% 4+ y*)* % sin eV®?) . (—3sin 6, 2cosh, 0)dh
0

2m 2m
= / (—3ysin @ + 22* cos 0)d = / (—6sin* 0 + 18cos® #)d) = —6 - 7 + 18 - 0 = —67.
0 0

Oppgave 14.7.11:

Ved Stokes teorem fglger at dette integralet er lik

j{F-dr
s

for enhver slik flate.



Oppgave 14.7.19a:
F(z,y,2) = (2x,2y,22) = V(2* +y* + 2%) = Vf(2,y, 2).

Ved Stokes teorem gjelder at

]{F-dr://(VxF)-ndaz/ (Vfo)-nda://O-nd0:0.
S s S
Oppgave 14.8.7:

//SF.ndo—/// divFdV — /// (0+z—1)dV = //z2+y2<4/ x—l

Vi bytter til sylinderkoordinater:

//F nda—/ / / (rcosf —1) rdrd@-/ / r*cos @ — r3)dr d
0=0 Jr 0=0 Jr=0
:/ |:T—COS¢9—T—:| d@—/ (—COSH 4) df = —8m.
0 5 41, 0 5

Oppgave 14.8.11:
Skjeeringskurven mellom planet y + 2z = 4 og xy-planet er linjen y = 4 som tangerer

ellipsen 422 +y? = 16. Derfor star D pa xy-planet med bunn 422 +1? < 16, vertikale
vegger, og tak z =4 — y.

[ mio= [[[ awrar = [ emozoar = [[[ vav

Symmetrien viser at dette integralet blir null.

Oppgave 14.8.22:

Vi har divF(z,y,2z) =1—2+ 1 =0, slik at den totale fluksen ut av hele boksen er
null. Fluksen ut av bunnen er

o Fr A== [ mia= -3

Fluksen ut av siden Sy i xz-planet er

//S F-(—j)dA://S 0dA =0.



Fluksen ut av siden Sy i yz-planet er

//SQF-(—i)dA://SQOdAZO.

Derfor er fluksen ut av toppen lik 0 — (—3) = 3.

Oppgave 14.8.25:

Divergensteoremet sier at

%//SF-ndozé///DdideV:%///D(l—i—l—i—l)d\/:///[)dv

som er volumet av D.



