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SIF5005 Matematikk 2, 9. august 2003

Lgsningsforslag

Oppgave 1

Kurven er en spiral som ligger pa sylinderen med ligning
22 +y? = 1. Spiralen gjor to omdreininger om sylinderen (vin-
kelen 2t vokser fra 0 til 47) og strekker seg i lengden 27 langs
sylinderen (fra z = 0 til z = 2m).

Figuren viser kurven sammen med sylinderen den ligger pa.

Hastighetsvektoren er v(t) = r/(t) = —2sin(2t) i+ 2 cos(2t) j +
k. Farten (lengden av hastighetsvektoren) er |v| = /5, altsa
konstant. Derivasjon av ligningen |v|? = 5 gir 2v -a = 0, der
a = v’ er akselerasjonsvektoren. Altsa er akselerasjonsvektoren
normalt pa hastighetsvektoren. (Dette kunne vi selvsagt ogsa
sett ved a regne ut a og beregne prikkproduktet.)

Om kurven hadde veert en sirkel pa tvers av aksens retning i
sylinderen, ville krumningsradien veert 1. Siden den ligger pa
skra, ma krumningsradien veere storre.

Vi kan selvsagt ogsa regne ut dette: Bruk formelen for dekom-
ponering av akselerasjonsvektoren fra formellisten. I dette til-
fellet er v2(t) = 5 og v/(t) = 0. Spesielt, siden |N(¢)| = 1 kan vi
ta lengden av hver side i formelen og fa |a(t)| = 5k(t). Direkte
utregning gir a(t) = v/(t) = —4 cos(2t) —4sin(2t), sa |a(t)| = 4.
Dermed blir x(t) = 4/5, og krumningsradien i ethvert punkt
pa kurven blir 1/k(t) =5/4 > 1.

Oppgave 2
Nivakurver | Gradientfelt | Funksjonsuttrykk
I B X
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Oppgave 3

Utregning viser at curl F = 0, og siden F er definert overalt folger at vektorfeltet er konser-
vativt. (Vi kunne godt hoppe over dette argumentet, siden utregningen nedenfor viser det
samme.)

Den sgkte funksjonen f ma oppfylle Vf = F, altsa

of . of_ of

Bz 8y_y’ 8223'

Dette gir

f(xayVZ) = %$2+Cl(yaz)a f(xvywz) - %y2+cz(x,z), f(l',y,Z) :3z+03(:c,y)

for funksjoner (“integrasjonskonstanter”) cj, c2 og c3. Vi ser at
f(z,y,2) = %CL‘Z + %yz + 3z

oppfyller disse ligningene. Funksjonen oppfyller ogsa f(0,0,0) = 0, og ma derfor vaere den
sokte funksjonen. (Med bokstavvalget i oppgaven skulle vi kanskje skrive dette f(a,b,c) =
%az + %bQ + 3c.) Spesielt er f(1,0,1) = 3% = %

Direkte utregning viser at Vf = F, sa F er et konservativt vektorfelt. Som antydet ovenfor
hadde vi altsa ikke trengt a regne ut at curl F = 0.

Oppgave 4

Direkte utregning (med litt forenkling underveis, ikke vist her) gir

@—i%— v K @ U @ 61‘_ )
ou w2402 v

Videre blir

u
v _ o _ i i+ k.
u? 402’ ou " v u2—|—v21+u2+v2‘]+

= 1= S S
(u2 + v2)2 + (u2 + v2)2 + w2 + 02 w2 + 02

| |2 v? u? 1 _1—|—u2—|—112

)

slik at arealet av S blir

1 2 2
areal(S // (u,v)| dudv = // %dudv
u“ +v

u24+0v2<9 u? +v2 <9
2 3

1 2
//\/ tr Tde9_27T \/1+7“2d1"

= 2%[%x 1422+ %ID(CL'—{— 1 +$2)]0: 7r(3\/ﬁ—|—ln(3+ \/E))
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b) Punktet (v/3,1, 27) er r(v/3,1). En normalvektor i dette punktet er
N(V3,1)=-ti+ LV3j+k
En ligning for tangentplanet i dette punktet blir da
—1(@=V3) +1V3(y—1) + (- 37) =0,
som det kanskje passer & skrive som

—$+\/§y+4z:%7r.

Oppgave 5
Ved kjerneregelen blir den tidsderiverte av valutakursen

d Ofdx Ofdy Ofdz 1 dx 1 dy y  1\dz
/D = Y ey T x2ydt+( " )dt+( 2 )dt'

Vi setter inn de gitte tallene, og far

a1 14 ( ¥+L) ( 1>+< ﬂ+i> 1

dt 2002100 200 - 1002 400 2 4002 400/ 2
11 1 L1 1

4000000 4000000 800 3200 800 3200 ’

sa valutakursen avtar i gyeblikket.

Oppgave 6

Vi starter med a bestemme skjeeringskurven mellom de to flatene S; og S3. Pa skjeerings-
kurven er 22 4 3y? = 9 — 322 — y?, altsa 422 + 4y? = 9. Projeksjonen av skjaeringskurven i
xy-planet er altsd sirkelen med sentrum i origo og radius \/g = % Projeksjonen av T blir

den tilhgrende sirkelskiven. Nedenfor kaller vi denne sirkelskiven R.

a) Massen av T blir

9—3x2—
m = ///537;1;, )dV = // / 22 dzdA = //9 4a* — 4y*)z* dA
2+3y
2 3/2 3/2

//9 41" 7‘ cos? 6 - rdrd@-/cos 0deo - /97" 47°

3/2 35 243 7
_ 9.4 4.6 o
W[ZT 6" }0 — 267 T Teq
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Ettersom D og D- tilsammen utgjgr hele overflaten til T', kan divergensteoremet skrives

/T//dideV:Zl/p.nderZz/F.ndS.

Vi finner divF = 322, sa integralet pa venstre side blir 3m, og dermed er

24
//F~nd5’:3' 377_2187772729@
Dy

64 256 256

Vi kan bruke Stokes’ teorem pa Ds (vi kunne like gjerne brukt D ):

Utregning gir curl F = —31i, og om vi parametriserer Dy med r(z,y) = zi + yj + zk der
(r,5) € Rog z =9 — 3z — 32 blir

or Or 0z 0z
R N P
gr “ay = on' gyl TRT @2k,

fF-Tds://curlF-ndS://(—3i)-(6$i+2yj+k)dA:—18//wdA:0
Do R R

c

N

sa

siden R er symmetrisk om y-aksen.

Vi kunne faktisk sett dette enda tidligere: curl F = —3i sammen med symmetrien av Dy om
yz-planet er tilstrekkelig til & se at integralet ma bli null.

Alternativt kunne vi parametrisert C' ved

_3 _ 3 _ 2 2_9 .2 27 12
x = j5cost, y=gsint, z=2x"+3y" = Jcos"t+ I sin"t

som gir
dr = —% sintdt, dy= %COStdt, dz = 9sintcostdt
og dermed
27
%F-Tds = /(287 cos® t i+ (9 cos? t+27 sin? t)j+3sint)-(—2sinti+2 costj+9sint costk)dt
C 0

som blir null fordi alle produktene i skalarproduktet involverer en odde potens av enten cost
eller sint. (Om du ikke er kjent med dette symmetriargumentet, er det en overkommelig
oppgave, om enn noe arbeidskrevende, a regne ut alle integralene og fa null i hvert tilfelle.)
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