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Alle svar skal begrunnes, og det skal være med så mye mellomregning at fremgangsmåten frem-
går tydelig av besvarelsen.

Oppgave 1 La f(x, y, z) = xy2 + arctan(xz). La P0 være punktet (1, 1,−1).

a) Finn gradienten til f i P0.

b) La S være den av nivåflatene til f som går gjennom punktet P0. Finn en ligning for S
og en ligning for tangentplanet til S i P0.

Oppgave 2 Finn og klassifiser de kritiske punktene til funksjonen

f(x, y) = xe−(x2+y2)/2.

Har f absolutte (dvs. globale) maksimums- og minimumsverdier? (Husk å begrunne svaret.)

Oppgave 3 La S være flaten bestemt ved

z = 2− 2
√

x2 + y2, z ≥ 0.

Skisser S, og beregn fluksen opp gjennom S av vektorfeltet

F(x, y, z) = (x + y2)i + (3x2y + y3 − x3)j + (z + 1)k.
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Oppgave 4 La S være kuleflaten x2 + y2 + z2 = 2.

a) La A betegne arealet av den delen av S som ligger over planet z = 1. Uttrykk A som et
iterert dobbeltintegral, og vis ved å løse dette integralet at A =

(
4− 2

√
2
)
π.

b) Bestem arealet av den delen av S som ligger over kvadratet −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1
(se figur). (Hint: Dersom du benytter svaret fra punkt (a), kan oppgaven løses uten
integrasjon. Dersom du velger å løse oppgaven ved integrasjon, kan du få bruk for at∫ 1

0
arcsin

(
1√

2−x2

)
dx =

(
1−

√
2

2

)
π.)

Oppgave 5 Betrakt vektorfeltene

F(x, y, z) = (1 + x)ex+yi + xex+yj− 2zk,

G(x, y, z) = (1 + x)ex+yi + xex+yj− 2yk = F(x, y, z) + 2(z − y)k.

a) Bestem en funksjon f(x, y, z) slik at ∇f = F.

b) Beregn
∫

C
G ·T ds langs den orienterte kurven C gitt ved

r(t) = (1− t)eti + tj + 2tk for 0 ≤ t ≤ 1.

Oppgave 6 En orientert kurve C er gitt ved

r(t) = cos t i + (1 + sin t)j + (1− cos t− sin t)k for 0 ≤ t ≤ 2π.

a) Vis at C ligger i et plan, og finn en ligning for dette planet. Hva slags kurve er projek-
sjonen av C i xy-planet?

b) Bruk Stokes’ teorem til å regne ut
∮

C
F ·T ds, der

F(x, y, z) = yexi + (x2 + ex)j + z2ezk.
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FORMELLISTE

Dekomponering av akselerasjonsvektor:

a(t) = v′(t)T(t) + κ(t)v2(t)N(t)

Diskriminanten i annenderiverttesten:

∆ = AC −B2 der A = fxx, B = fxy, C = fyy

Koordinatsystemer:

Sylinderkoordinater (r, θ, z):

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z,

r2 = x2 + y2, dV = r dz dr dθ

Kulekoordinater (ρ, ϕ, θ):

x = ρ sin ϕ cos θ, y = ρ sin ϕ sin θ, z = ρ cos ϕ,

ρ2 = x2 + y2 + z2, dV = ρ2 sin ϕ dρ dϕ dθ

Flateintegral:

dS = |N(u, v)|du dv =

∣∣∣∣∂r

∂u
× ∂r

∂v

∣∣∣∣ du dv

Spesialtilfelle 1: dS =
√

1 + f 2
x + f 2

y dx dy

Tyngdepunkt for romlige legemer:

x =
1

m

∫∫∫
T

x dm, y =
1

m

∫∫∫
T

y dm, z =
1

m

∫∫∫
T

z dm

Vektoranalyse:

Greens teorem:
∮

C

P dx + Qdy =

∫∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dA

Divergensteoremet:
∫∫

S

F · n dS =

∫∫∫
T

divF dV

Stokes’ teorem:
∮

C

F ·T ds =

∫∫
S

(curlF) · n dS


