Kapittel 2

Fourierrekker

Du har leert at mange glatte funksjoner kan skrives som
en potensrekke. For eksempel er

t2n+1

sint = ;(—1)"—(2n D)

for alle t.

En stgrre klasse av funksjoner kan skrives som rekker av
sinus- og cosinusfunksjoner. Joseph Fourier oppfant fou-
rierrekker da han prgvde 3 Igse varmelikningen tidlig pad
1800-tallet. Problemet han stgtte pa, var at han matte
skrive en funksjon f som en uendelig rekke av sinusfunk-
sjoner:

(oo}
f = Z b, sinnt,
n=1
pa intervallet [—m, ], og han begynte a lure pa hvilke
funksjoner som kunne skrives slik. Hvis du har noen triks
i ermet, er det ikke sa vanskelig a gjette formen pa koef-

fisientene.
Det er nemlig slik at

T ) n forn=m
sinntsinmt dt =

- 0 forn#m

og Fourier benyttet seg av dette omtrent som fglger. La
oss gange likningen

£ = Z b, sinn,
n=1

med sin mt og integrere;

T T b
f f@®)sinmt dt = f an sinntsinmt dt
o “Tn=1

Hvis vi bytter plass pa integraltegnet og summen, far

[ee]
T s
f f(t)sinmt dt = anj sinntsinmt dt
- n=1 -
og na blir det en haug med kanselleringer, og vi far

T
j f(t)sinmt dt = nb,.
-1

slik at
1 T
b, = —f f(@®)sinmt dt.
T -1

Det viser seg at veldig mange funksjoner kan skrives som
en uendelig rekke av sinuser eller cosinuser, men ideene

hans ble i noen grad avskrevet av samtidige matematike-
re, for bevisene hans (slik som det over) holdt ikke alltid
vann. Men eksemplene han oppdrev pa at en funksjon
med knekkpunkt kan skrives som en uendelig rekke av
glatte funksjoner var imidlertid banebrytende, og stimu-
lerte andre matematikere til a utvikle nytt maskineri for
a rydde opp i konvergensspgrsmalene Fourier gjettet til-
dels riktig pa.

Andre artige opplysninger om Joseph Fourier, er at at han
ble satt i fengsel under den franske revolusjon, dro ftil
Egypt med |Napoleon Bonaparte, og regnes som oppda-
geren av drivhuseffekten. De satte opp en statue av ham
i hjembyen Auxerre i 1849, men den ble visst rekvirert av
staten og smeltet om under andre verdenskrig.
Tradisjonelt sett har fourierrekker veert pensum i
TMA4120 pa Glgshaugen. Se pa gamle eksamener i 4K
her| for et rikholdig utvalg av regneeksempler. Se ogsa
Adams kap. 9.9, Kreyszig kap. 11 og Boyce/DiPrima kap.
10. (Du finner alle disse bgkene pa nettet.)

Litt om funksjoner

| M1 var alle funksjoner reelle. En kompleks funksjon av
en reell variabel er en funksjon

f: R->C

Man kan tenke pa f som en parametrisering av en kurve
i det komplekse planet.

Eksempel 2.1. Funksjonen
fOHO=A+idt t=0

beskriver en rett linje i fgrste kvadrant i det komplekse
planet. A

Eksempel 2.2. Fra forrige uke husker du forhapentligvis
Eulers formel

et = cost + isint.
Denne funksjonen kalles en kompleks eksponensialfunk-
sjon. Merk at funksjonsverdiene ligger pa enhetssirkelen
i det komplekse planet, og funksjonen kan betraktes som
en parametrisering av denne.
Dersom vi erstatter t med —t i Eulers formel, far vi

e it =cost —isint.
Disse to likningene kan kombineres til

elt’ + e—lt’

cost =
2


https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier
https://en.wikipedia.org/wiki/Napoleon
https://wiki.math.ntnu.no/tma4120/2020h/eksamensoppgaver

o8
' elt’ —it
sint =

—e
2i
Med andre ord: om vi har en funksjon som involverer

sinus- og cosinusfunksjoner, kan den like gjerne skrives
med komplekse eksponensialfunksjoner. A

Nar man skal forsta fourierrekker er det ikke mulig & kom-
me utenom periodiske funksjoner.

En funksjon sies a ha periode p > 0 dersom

f(t+p)=f(®)

for alle t i definisjonsmengden til f. Den minste
p slik at likningen holder for alle t, kalles funda-
mentalperioden til f.

Eksempel 2.3. La

f(t) =sint

Denne funksjonen har perioder 2nm for alle n € N. Fun-
damentalperioden er 2. A

Dersom f har periode p, og g(t) = f(kt), har g periode
p/k, for

g@) = f(kt) = f(kt +p)
=fk(+p/k) =g(t+p/k).
Eksempel 2.4. La

f(t) =sin(3t)

Denne funksjonen har perioder 2nm/3 for allen € N.
Fundamentalperioden er 21t /3. Under er plot av funksjo-
nene sint, sin 2t og sin 3t. A
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Eksempel 2.5. Den komplekse eksponensialfunksjonen
e't = cost + isint ogsa fundamentalperiode 2. A

Eksempel 2.6. Lavik = 2 /T og sammenlikner med for-
rige eksempel, ser vi at den komplekse eksponensialfunk-
sjonen e2™t/T har fundamentalperiode T. Det er vanlig &
skrive w = 2m/T. A

Hvis man tar en funksjon
fil-mm) - R
og kopierer funksjonen slik at den ser identisk ut pa

[r, 3m), [3m, 5m) og s videre, far man noe som kalles den
periodiske utvidelsen til f:

/\//'\U/\/\ﬂ
g s 7

Eksempel 2.7. Den 2m-periodiske utvidelsen av funksjo-
nen f : [-m, ) - R gitt ved

t<o
t=0

0
f©O =1,

kalles en firkantbglge. A

Eksempel 2.8. Den 2m-periodiske utvidelsen av funksjo-
nen f : [—m,m) = R gitt ved

f=t

kalles en sagtannbglge. A

Fourierrekker pa kompleks form

En trigonometrisk fourierrekke er en rekke pa formen

(o]

Z Cnemt_

n=-o

Dette er en geometrisk rekke med multiplikasjonsfaktor
e't, og den er periodisk med fundamentalperiode 27. Vi
skal bare jobbe med trigonometriske fourierrekker, sa fra
na av sier vi bare fourierrekke. Senere skal vi sette opp
fourierrekker med andre perioder enn 21, men formlene
blir mer grisete, sa vi tar 2m fgrst. Av pedagogiske hensyn
skal vi av og til skrive

[ee]
ag + Z a, cosnt + b, sinnt.

n=1

Denne skrivematen er litt lettere a skjgnne noe av i be-
gynnelsen, men vesentlig mer kignete 3 jobbe med i de
fleste situasjoner. Fra tid til annen er det ogsa praktisk a
skrive

N
do + Z d, cos(nt + ¢,),
n=1

se gvingsopplegg.



Det vakreste

La
fil-mn]->C

veere en funksjon.
Vi definerer f sin fourierrekke som

Z Cneint

n=-—oo
der

1 (" .

Cp = P f_nf(t)e“"t dt,
og skriver
£E) ~ Z cpeimt,
n=-—oo

Det er to spgrsmal som tvinger seg frem. Begge sp@rs-
malene er ganske tekniske a svare ordentlig pa, sa vi skal
skyve dem litt foran oss.

Det fgrste store spgrsmalet

Hvorfor er koeffisientene gitt ved

Vs
c =ij f(He ™t dt ?
"o2m)_,

Dette er et veldig interessant spgrsmal, og egentlig en
jobb for lineaeralgebradepartementet. Pa sett og vis kan
man si at vi skal bruke mesteparten av dette semesteret
pa a svare pa akkurat dette spgrsmalet.

Det andre store sp@grsmalet

Er det meningen at vi skal skrive

[o 2]

FO= ) el 7

n=—oo

Svaret pa dette spgrsmalet er definitivt ja, men man ma
veere litt forsiktig med hva man svarer ja pa. Dette avhen-
ger nemlig i veldig stor grad av f.

Og sa til slutt

Et ikke fullt sa stort spgrsmal

Kan vi ha andre intervaller enn [, T]?

Svaret pa dette er null stress joggedress, men det er greit
a begynne med [—m, ], for da blir ikke formlene sa gri-
sete.

Selve grunnideen med fourierrekker er noen tusen ar
gammel, og ved fgrste gyekast kan man bli forledet til
a tro at kun harmoniske svingebevegelser kan skrives pa
denne maten Dette trodde de fleste matematikere helt
frem til 1700-tallet eller sa. Det viser seg imidlertid at
veldig mange funksjoner kan skrives som trigonometriske
rekker. Joseph Fourier klarte ikke bevise dette ordentlig,
men Dirichlet fant ut av det i 1829, og oppfant en kon-
vergentstest i samme slengen. Det finnes noen bergmte
eksempler pa kontinuerlige funksjoner der fourierrekken
ikke konvergerer til funksjonen, men deriverbarhet gjgr

susen. Se siste avsnitt for vanskelige teoremer med bevis.

Konvergensteoremet

Teorem 2.9. La f vaere en stykkvis kontinuerlig
deriverbar funksjon pa [—m, ], der den venstre-
og hgyrederiverte eksisterer i eventuelle brudd-
punkter, og la

Hvis f er kontinuerlig i punktet t, konvergerer fou-
rierrekken til f(t) i t. Dersom f ikke er kontinuer-
ligi t, konvergerer fourierrekken til

fE=-n+ft+h
lim .
h—-0t 2

| endepunktene konvergerer fourierrekken til

. f(@=h)+f(—m+h)
lim .
h-ot 2

Dersom f er kontinuerlig deriverbar, er

[ee]

fO= ) cent

n=—oo

pa (—m, ), og dersom f er kontinuerlig deriver-
bar med periode 27, er

[oe]

FO= ) cel™

n=-—oo

pa [—m, ).

Eksempel 2.10. Vi finner fourierrekken til f : [—m, ] =
R gitt ved

ft) =t.

Vi beregner
1 s
Co = —f tdt=0,
2 J_,

og

.= ifﬂ te~int d¢ = _L(e—inn_i_eimT)
"o2m)_, 2in

1 (_1)n+1
—— Cosnm = ——.
in mn

Siden t er glatt pa intervallet (—m, i), kan vi skrive

(o)

+1
t= Z —(—1.)71 eint
in
n=-—oo
n+0
© +1 b +1
= Z &eint — Z &e—int
in in

n=1

n=1
ks -1 n+1
=2 Z L sinnt
n=1 n


https://en.wikipedia.org/wiki/Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet

pa (—m, ). Merk at fourierrekken konvergerer til

_ f(@—h)+f(—-m+h)
0= lim
h—0t 2

i endepunktene. A

Uttrykket

N

Sy(t) = z cpel™t

n=-N

kalles den N-te partialsummen til fourierrekken. Under
er et plot av tre av partialsummene til f i eksemplet over.
Den bld er Sg, den gule er S,5 og grgnne erSsggo. Merk
hvordan det er umulig a se forskjell pd S5990 08 f unntatt
i endepunktene.

Fourierrekker pa reell form

Dersom f erreell, blir fourierrekken ogsa reell, somillust-
rert i forrige eksempel. Dette fglger av formelen for koef-
fisientene c,,. Dersom f er reell, kan vi skrive

cp = ifn f(te it dt
"o2m)_,

1 (" —_—
- — int
2r f_nf(t)e at

1 Vs
= — t)eint dt =¢c_
=] 1o ;
Dette betyr at
Cneint + C_ne—int — Cneint + Cneint

blir en reell funksjon, og fglgelig er hele fourierrekken re-
ell. Vi kan fint sette opp fourierrekken direkte med sinus-
og cosinusfunksjoner.

Fourierrekker pa reell form

En annen variant er

(o]
f~ag +2ancosnt+bnsinnt

n=1
med koeffisienter:

1 (" 1 ("
a0=§f_nf(t)dt an=;f_nf(t)cosntdt

1 T
b, = —f f(t)sinnt dt
T -1

Det er vanlig a kalle alt dette 'reell fourierrekke’, men det
er litt misvisende, siden en fourierrekke kan veere reell
selv om den er skrevet ned med komplekse eksponen-
sialfunksjoner.

Eksempel 2.11. Vi finner fourierrekken til f : [—m, ] =
R der

fie)y=t

en gang til. Vi beregner
1 (" 1 ("
ay an_n an nj_n cosn

1 (" 2
b, = —f tsinnt dt = —(—1)"*1
T n

Merk at symmetri gir ay og a,, mens b,, ma beregnes.
Fourierrekken blir som kjent

® —1 n+1
t=2 Z L sinnt. A
n=1 n

Vi kan utlede formler for overgangen mellom fourierrek-
ker pa reell og kompleks form:

% <J_7;f(t)e‘i”f dt + j_:if(t)ei"f dt)
= % <f_1f(t) (e—int + eint) dt)

1 T
=;f f@®)cosnt dt = a,
-7

Cn+Cop

Cp—Cop = % <£;f(t)e_i”t dt — j_:if(t)ei"t dt)
1 T . )
- <f_nf(t) (emint — gint) dt)

—i (™
= —J f(t)sinnt dt = —ib,
T J_g

Vi kan selvfglgelig ogsa snu om pa disse formlene. Alt i
alt, dersomn € N:

Overgang mellom reell og kompleks

a, +ib,
A

a,=cp+c_, by,=ilc,—c_y)




Eksempel 2.12. Vi finner heavisidefunksjonen

1 fort=>0

u(t) =
© 0 fort<O.

sin reelle fourierrekke pa (—m, ). Vi beregner

_1fﬂ: tdt_lfndt_l
G0 = g | v dt=on | dt=7

1 (" 1 ("

an=—f u(t)cosntdt=—f cosntdt =0
) g w J,
1 (" 1 ("

bn=Ej u(t)sinntdt=;f0 sinnt dt

-1
2 forn oddetall
nm
0  forn partall.

Her kan vi bare skrive

sin(Zn - 1),

u(t)~— %Z

for fourierrekken konvergerer til u pa intervallene (—m, 0)
0g (0,m), mentil1/2it = 0 ogt = *m. Partialsummene
er gitt ved

NIH

S|n(2n - 1t.

N
2D T
7I_

Under er plot av partialsummerforn =0,n=1,n = 2,
n =5n = 10 ogn = 100. Jeg har plottet pa interval-
let [—2m, 2] for & illustrere hvordan fourierrekken opp-
fgrer seg utenfor intervallet [—m, r]. Merk den lille over-
og underskytningen partialsummene gjgr pa hver side av
spranget. Denne er alltid pa rundt 9% av sprangets hgy-
de, og oppfgrelen kalles Gibbs fenomen, til tross for at
det fgrst ble oppdaget av en som het Wilbraham. Spran-
get forsvinner pa mystisk vis narn — oo, A
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Andre intervaller

A utlede formler for fourierrekker pa andre intervaller
enn [—m, ] er ikke vanskelig, men formlene blir mer gri-
sete og vanskeligere & huske.

Fourierrekker pa generelt intervall

For intervallet [—L, L] skriver man

[o2]

£0) ~ Z e (2.1)

n=-—oo

eller

(o0}
nmt . nmt
f~ay+ Z G COS —— + by, sin A
n=1

Koeffisientene er gitt ved

1t _jnut
cn=Zf_Lf(t)e L dt,

og
1 I
ag = —J. f(t) dt
2L J_;
1 f’“ . nmt it
Gn = T _Lf()coS I
1t _ nmt
bn = Z'I-_Lf(t)SIHT dt
henholdsvis.

Utledning er identisk med utledning pa intervallet
[—m, ]. Pa samme mate kan man sette opp fourierrek-
ker pa intervallet [a, b], men det dropper vi.

Eksempel 2.13. Vi beregner den komplekse fourierrek-
ken til heavisidefunksjonen pa [—1, 1]. Koeffisientene blir

1! _jnut
Cp = Ef f()e "L dt
-1
1
1 1_in_m 51 for n=0
=—fe L dt =4— forodden
nmi
0 .
0 for jevne n,

slik at

1 1 - 1 .
~ — — = L,@n-Dmit
U~ 5+ Z 2n-1°¢ '
(0/e)

n+0
Merk nok en gang at

, . 2
cpe™ + c_pe T = — sinnmt,
nm

slik at
1 1 < 1 .
tY~ — + — = ,@n-)mit
u~ 5t Z 2n-10°¢
n=—oo
n+0
—1+Zi ! in(2 Dt A
=5+ 12n_lsm(n )rt.
n=

Odde og jevne funksjoner
Vi sier at en funksjon er odde dersom

f(=t)=—f(®)

og jevn dersom
f(=t) = f(®).

for alle t i definisjonsmengden til f. Grafen til en odde
funksjon blir identisk dersom du dreier den 7 radianer
om origo, mens grafen til en jevn funksjon blir identisk
dersom du speiler den om y-aksen. En rask kikk pa figur
overbeviser oss om at

L
f f) dt =0
-L

for odde funksjoner, og

J-_LLf(t)dt=2f0Lf(t)dt

for jevne funksjoner.

~_ | 7 "

f(x) f(x) x

f(-x)

Jevn Odde

Eksempel 2.14. Man kan vise at produktet av to jevne el-
ler to odde funksjoner blir en jevn funksjon, og at produk-
tet av en jevn og en odde funksjon blir en odde funksjon.
La f veere odde og g veere jevn. Siden f(—t) = —f(t),

og g(—t) = g(¢t), farvi
f(=)g(=t) = =f()g(®),

altsa er f g en odde funksjon. De andre tilfellene bevises
pa samme mate. A

Eksempel 2.15. Merk atu—=eren odde funksjon. Denne
strukturen kommer til syne i fourierrekken til u. A

Merk at dersom f er odde, er a, = 0 for alle n, mens
dersom f er jevn, er b, = 0 for alle n. Fourierrekken
til en odde funksjon inneholder fglgelig kun sinusfunksjo-
ner, mens fourierrekken til jevne funksjoner inneholder
kun cosinusfunksjoner.

Dersom en funksjon f har definisjonsmengde (0, L), kan
vi definere den odde utvidelsen

_f® fort = (0,L)
fo= —f(=t) fort=(-L,0)

og den jevne utvidelsen

_ f fort = (0,L)
f= f(=t) fort=(-=L,0).

Siden bade f, og f; er identiske med f pa (0, L), vil fou-
rierrekkene deres konvergere til f(t) pa (0, L). Man kan



saledes velge mellom sinus eller cosinus nar man skal fou-
rierutvikle f pa (0, L). Disse kalles henholdsvis sinus- og
cosinusrekkene til f pa (0, L).

Vi ser pa fourierutviklingen til f,. For den harviata, = 0
for alle n, og at

b :lfo(t)sinn—ntdt
n= 1 —LO L
- Efo(t)sinn—”t dt.
L), L

For fourierutviklingen til fj, har vi tilsvarende at

1t nmt
a, = Z f_Lf](t) cos T dt

ZJL . nrttdt
I 0f()cos I
samt
1 (L 1 (L
aO:Zf_ij(t)dtZZfof(t)dt'

Eksempel 2.16. Vi beregner cosinusrekken til f(t) =
pa (0, ). Koeffisientene blir

1 s
aozgf tdt=mn/2
0

og

2 (" _—42 for odde n
a, =—| tcosntdt=4{mn )
T Jo 0 for for jevne n.

slik at

cos(Zn Dt

_n 4i
_2 7'[_

pa intervallet (0, ). Under er et plot af f(t) = t og cosi-
nusrekken pa et litt stgrre intervall enn [0, 7t]. A

Parsevals teorem

En uendeligdimensjonal variant av pytagoras, kalles Par-
sevals teorem. Vi skal fa en magefglelse for hvorfor sene-
re i semesteret.

Parsevals teorem

Anta f er riemannintegrerbar, og at

(o]

£©) ~ Z el

n=—oo

Da gjelder Parsevals identitet:

A WECLS S el

n=—oo

=a§+52a%+b%
n=1

Eksempel 2.17. Vi kan bruke fourierrekken til heaviside-
funksjonen til 3 finne summen til rekken

2n—1
n=1
Siden
2
u(t)~— —Z sin(Zn—l)t
7T_
oguerglattit = m/2, serviat
1= 2—1+2§: L n2n—1F
—u(rt/)—2 - o 1sm(n )2
n=1
1 2w (-D)"
_E+522n—1

Dette betyr at

i(—l)"_ 1 N\r = A
2n—1 " 2/2 7 4
n=1

Eksempel 2.18. Vikan bruke Parsevals identitet til 4 finne
summen til den kjente og kjaere rekken

1+1+1+ —il
49 N n?’
n=1

© -1 n+1
t~ ZZ %sinnt,

gir Parsevals identitet at

2?2 1 - 1
—=—f tzdt—Zb2 Z—
3 T J_g _n
1
=ZF A

n=1

Siden

eller

Vanskelig teori

Hvis du slar opp i et kapittel om fourierrekker i en vanlig
lerebok i matematikk, begynner de gjerne med noe slikt:



Anta at vi har en funksjon f : [—m, ] — R som vi har lyst
til & skrive

£ = Z b, sinn.
n=1

Ok, sa hva ma koeffisientene vaere? La oss gange hele
greia med sin mt og integrere alt sammen:

T T b
f f(@t)sinmt dt = f ansinntsinmt dt
-1 -1 n=1

Det neste steget er a bytte plass paintegraltegnet og sum-
men, slik at vi far

T b Vs
f f(t)sinmt dt = Z bnf sinntsinmt dt
o n=1 o

og sa bruke at

m forn=m

Vs
f sinntsinmt dt =
- 0 forn+m

for a se at det blir en haug med kanselleringer pa hgyre-
siden, og at vi derfor far

T
J f(t)sinmt dt = nb,.
-1

Men denne ‘utledningen’ gir en litt falsk fglelse av forsta-
else. Det er et problem her, som er illustrert av et eksem-
pel fra kapittel 7 i Rudin. Problemet ligger i likningen

(00
T
f Z b, sinntsinmt dt =
e

n=
o
s
Z bnf sinntsinmt dt
n=1 -n

Fglgende eksempel viser at det a bytte om pa integrasjon
og uendelig sum kan veere farlig. La

fo® =nt(1-¢2)",

Fra rekketeorien ser vi enkelt at
lim f,(t) = lim nt(1-¢2)" =0
n—0oo n—oo
dersom 0 <t < 1, slik at
1
f lim f,(t) dt = 0.
0 n—-oo

Men

1 n
JTJJO M@ dt = lim > =5 =7

Det ligger altsa ingen ngdvendighet i at det gar greit 3 byt-
te om pa uendelig sum og integral:

1 1
f lim £,(t) dt # Iimf £,(0) dt
0 n—-oo n—-oo 0

Fglgende strategi er derfor 3 foretrekke. Strategien er litt
teknisk, men leder frem mot riktig resultat uten alt for

mange vanskeligheter. En generell fourierrekke er et ut-
trykk pa formen

[o9]
> endn(®.
n=1
Vi skal nd utlede litt teori om disse. La f og g veere kom-

plekse funksjoner av en reell variabel pa intervallet [a, b].
Vi skal senere i semesteret se at integralet

b
f fa
a
er en generalisering av indreproduktet mellom vektorer,

og har alle de samme egenskapene. Vi sier at f og g er
ortogonale pa [a, b] dersom

Lbf§=0-

Et ortogonalt system {¢,,} er familie av funksjoner ¢,
som er innbyrdes ortogonale. Merk at siden

fF=1f1?=0,
er
b —
[ r7=0
a
og den eneste funksjonen som tilfredsstiller
b —
[ rF=0
a

. . b ._ .
er f = 0. Pa samme vis som fa f g dt er en generalise-
ring av indreproduktet mellom vektorer, er

= || 'r7

a

en generalisering av lengden til en vektor.

Dersom en familie {¢p,,} av funksjoner er innbyrdes orto-
gonale, sier vi at {¢,} er et ortogonalt system, og dersom
de tilfredsstiller

b 1 forn=m
f ¢n¢m=[

0 forn+m
sier vi at familien er ortonormal.
Eksempel 2.19. De komplekse eksponensialfunksjonene
e™ nez
utgj@r et ortogonalt system pa intervallet [—m, ]:

T T
J eintomt gt zj einto—imt 44 —

-7 -7

f” pi(i-m)t gp — 2r forn=m A
- 0 forn+m

Eksempel 2.20. Funksjonene

1 int
Eem nez

er et ortonormalt system pa intervallet [, ]. A



Dersom f og g er reelle, blir f = ]_‘ ogg = g, slik at
indreproduktet kan skrives

fbfgdt.

Reelle funksjoner kan ogsa danne ortogonale systemer.

Eksempel 2.21. Lam,n = 1. Siden

T n forn=m
cosntcosmt dt =
_ 0 forn+m

T ) n forn=m
sinntsinmt dt =
— 0 forn+m

og
s
J- cosntsinmt dt =0
-

utgjgr {sinnt,cosmt} ogsa et ortogonalt system pa
[—m, ]. Det er ikke sa vanskelig a se at disse er ortogo-
nale. Vi beviser det for cosinusfunksjonene. Fgrst skriver
vi om litt:

Vs
f cosntcosmt;dt =
-1

1 T
3 f cos(n + m)t + cos(n — m)t dt
-7

Det siste integralet er lett & beregne. Det forsvinner for
alle verdier av m og n, unntatt nar m = n, for da er

1 s s
- J cos(n —m)t dt = f dt =m,
2 -1

-7
slik at
T m forn=m
cosntcosmt;dt =
— 0 forn+m
De to andre formlene bevises pa samme mate. A

Eksempel 2.22. Legendrepolynomene er en familie av
polynomer gitt ved rekursjonen

P()=1
M+ DP1(t) = 2n+ DR, (t) — nP_1(1).

og er et ortogonalt system pa intervallet [—1, 1]. De fgrs-
te fem polynomene er:

R =1
P()=t

1
B(t) = 5(3t2 -1
1
Py(t) = §(5t3 - 3t)
1
P(t) = 5(35t4 —30t%2 +3)

Vi skal ikke ha bruk for legendrepolynomene i dette ka-
pitlet, men vi skal mgte dem senere nar vi skal ha om

interpolasjon og numerisk integrasjon. Legendrepolyno-
mene dukker opp i mange sammenhenger, bade i mate-
matikken og i andre fagfelt. Det kanskje mest kjente ek-
semplet utenfor matematikken, er Schrgdingers likning
for hydrogenatomet, der disse dukker opp i familien av
Igsninger. A

Dersom en funksjon kan skrives som en lineaerkombina-
sjon av funksjoner i et ortogonalt system, er det lett & ut-
lede formler for koeffisientene i lineaerkombinasjonen.

Teorem 2.23. Dersom {¢, } er et ortonormalt sys-
tem pa [a, b], og

N

O =) cnnl®)

n=1

er

b J—
in= [ OB de

Bevis. Viganger f med %:
N
FOm® = ) cntn(OPm(®,
n=1

integrerer

b N b
L R dt= Y cy j GO dt,

n=1

og bruker ortogonaliteten:

b
f FOPmD dt = e O

Koeffisientene c, kalles fourierkoeffisientene. De har fgl-

gende artige egenskap dersom vi begrenser oss til funk-
} . . b

sjoner som tilfredsstiller [ ' f* < co.

Teorem 2.24. Dersom

N
f= ch(l’nr
n=1
oy b
2 _ 2
;m f f

er

Bevis. Viganger nd f med }_‘:

N N
7= ctmndm

n=1m=1

integrerer og bruker ortogonaliteten igjen:

fabf?

I

g
S
o
3

8 o
>
2
3



Dersom f ikke kan skrives som en lineaerkombinasjon av
funksjonene ¢,,, har allikevel uttrykket

N

> atbu

n=1

noen gunstige egenskaper. Linearkombinasjonen med
fourierkoeffisientene som vekter er en god approksima-
sjonen til f.

Teorem 2.25. Dersom

N

B(E) = ) ndn(®),
med ,
= | % at
og )
9O = ) dutn(®),
3}

b b
[ v -roras [ 1o - g0 a

Bevis. Denne beregningen er litt harete, men du finner
nok ut av det med penn og papir:

b

[ 1r® - g ac-

‘ b b
[ ac- | roa@ a

b b
- [F@ew ac+ [ 19 ae=

b N N N
[ ror a3 ad - G+ ) didn -
a n=1 n=1 n=1
b N N
[ ror =Y cm+ Y o= dal?
a

n=1

Det siste uttrykket er helt klart minimert dersom man vel-
gerd, = c,. O

Det neste teoremet kalles gjerne Bessels ulikhet, ihvert-
fall dersomn — co.
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Teorem 2.26. Dersom

N
h©) = ) eadnl®),
n=1
med b
o= f FORD dt
er

N b
Yleal” < [ IF@P de
n=1 @

Bevis. Fra forrige bevis vet vi at

N

b b
[ v -nord=[ irora-Y o
¢ a n=1
Siden .
[ ir@=-nwre o
ma . Y
If(®O1> dt = ) cpcy. O
INCEED)

Merk til slutt at dersom vi har uendelig mange funksjoner
¢n, impliserer Bessels ulikhet at

o
> el
n=1

er en konvergent rekke, og at lim,,_,, |c,| = 0.
Vi far snart bruk for uttrykket

N
DN(t) — Z eint’
n=-N

som kalles dirichletkjernen. Den er en reell funksjon, for
vi kan skrive
N

b=y

n=—-N

N
et =142 z cos nt.
n=1

Under er et plot av dirichletkjernen for N = 10.




Vi kan ogsa lage en enda penere formel. Fgrst utnytter vi
at en trigonometrisk rekke er en geometrisk rekke med

faktor e, og skriver
PN+t _ 1
th Z int _ Z lnt
— 1 ’
s& lenge et # 1. Siden
p—iN+1/2)t
. eVt =1
e—it/2
kan vi beregne
N o—i(N+1/2)t N
int — iNt int
iy )
n=-N n=—N
PIN+1/2)t _ p—i(N+1/2)t

olt/2 _ o-it/2

for t # 2km. Mer om denne i gvingsopplegget.

7~

Teorem 2.27. La f veere en 2m-periodisk funksjon
slik at f_”nfz konvergerer. Dersom f er deriverbar

it er
N
lim Lnt
N—-oo
n=-N

=f®.

Bevis. Dette er et pent bevis laget av en kar som heter
Paul Chernoff. Formlene i beviset blir litt enklere a skri-
ve opp dersom vi antar t = 0 og at f(0) = 0. Hvis
ikke er dette er tilfelle, kan vi flytte hele problemet slik
at t ligger pa origo, noe som er helt greit siden f er 2m-
periodisk, og sa subtrahere f(0) fra f, som ogsa er greit
siden f(x) — f(0) ogsa tilfredsstiller betingelsene i teo-
remet. Vi ma vise at

N
Jm S(©) = fim ) e =0
n=—nN

INg
:I

- Z an F(t)eint dt

n=-N n=—N
1 f” .
-~ | ro Z emint g¢
2m )_, =
1 (™ pI(N+1/2)t _ o—i(N+1/2)t
T on J-_nf(t) olt/2 _ o-it/2 dt
1 (7 pI(N+DE _ =Nt
2 J;nf( ) et —1
BN G
2m)_pett—1
1 (" f®) i
2w )_, et — 1°

De to siste integralene er fourierkoeffisienter til funksjo-

nen f()
t
9O =77

11

og ma derfor g& mot null n&r N > oo dersom f_ﬂn g*? kon-
vergerer. Siden f er deriverbar og f(0) = 0, er g begren-
set i omradet rundt 0, og fglgelig ma f_nngz konvergere

siden f_nnfz gjor det. O



Oppgaver

Uten LF

1. Regn ut
T
j sinmtsinnt dt
-1

for alle kombinasjoner avm,n € N.

2. Antadu harenfunksjon f : [—m, m] = R. Visatdersom

N
Fb) = Z b, sinnt
n=1

ma
1 3
= - t) sinnt dt.
- f_nf( )sinn
3. Vis at fourierrekken til funksjonen f : [—m, ] = R gitt
ved
0 t<o0
t) =
r® {1 t=0
er -
! + 2 Z ! in(2 1t
>+t ] sin(2n — 1)t.
n=1

Denne funksjonen kalles enhetssprangfunksjonen, eller
heavisidefunksjonen.

4. Lag et script som plotter partialsummer til sinusrekken
til heavisidefunksjonen, altsa funksjoner av typen

N

1+ZZ 1

2w 2n—1
n=1

Kjgr koden for noen forskjellige verdier av N, og plott
heavisidefunksjonen i samme figur.

sin(2n — 1)t.

5. Den 2m-periodiske utvidelsen av funksjonen f
[-m, ] = R gitt ved

t+m t<O0
-t t=0

f@®) = {

kalles en trekantbglge. Finn trekantbglgens fourierrekke
pa formen

[ee) [ee]
ap + Z a, cosnt + Z b, sinnt.
n=1 n=1

6. Lag et script som plotter partialsummer til fourierrek-
ken til trekantbglgen over.

7.Anta duharen funksjon f : [—m, ] = R.Visatdersom

N N
f@® =ao+2ancosnt+2bnsinnt
n=1 n=1

kan f ogsa skrives

N
£ = do + Z d,, cos(nt + ).
n=1
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8. Finn trekantbglgens fourierrekke pa formen

(o]

Z ¢ eint,

n=-—o

9. Finn summen til rekken
i ! =1+ ! + ! +
s (2n - 1) - 9 ' 25
n=

10. Finn summen til rekken

- 1
Z(Zn—1)4=1+8

TR
625

11. Den 2m-periodiske utvidelsen av funksjonen f
[-m, ] = R gitt ved

fiey=t

kalles en sagtannbglge. Finn sagtannbglgens fourierrekke
pa formen

(o) [o9)
ap + Z a, cosnt + Z b, sinnt.
n=1 n=1

12. Finn sagtannbglgens fourierrekke pa formen

(o8]

Z ¢ eint,

n=-—oo
13. Finn sagtannbglgens fourierrekke pa formen

N
£ = dg + Z d,, cos(nt + ¢.,).
n=1

14. Den T-periodiske utvidelsen av funksjonen f
[-T/2,T/2] - Rgitt ved

t<o0
t=0

Fo =1

1

kalles en firkantbglge med periode T. Finn fourierrekken
til firkantbglgen med T = 1.

15. Finn den komplekse fourierrekken til sagtannbglgen
med periode T = 1.

16. Finn den komplekse fourierrekken til trekantbglgen
med periode T = 1.

17. Fglgende krets kalles en halvbglgelikeretter. Denne er
essensiell nar noe som trenger likespenning skal forsynes
med strgm fra stikkontakten i veggen, som leverer vek-
selspenning.



f®

e

Dersom du mater inn et periodisk signal gitt ved
v(t) = sin 1007t

(strammen i veggen alternerer med frekvensen 50 Hz)
blir utsignalet den ﬁ-periodiske utvidelsen av

- <t<0

0 <
f(t) = 2007

sin100mt 0 <t < —
200m

Finn fourierrekken til f.

18. Finn sinusrekken til f(t) = t(3 — t) pa intervallet
[0,3].

Med LF

19. Vis at dirichletkjernen kan skrives

sin(N+%)t
Dn(t) = sin %t
2N +1 t =2km

t+0

13



Lesningsforslag

19. Vi beregner

pl(N+1/2)t _ o=i(N+1/2)t

eint -
eit/2 _ g-it/2

Siden Dy(0) = 2N + 1, og

sin (N + %) t N+ L
lim B =—2=2N+1,
t-0 sin =t =
2 2
kan vi skrive
in(N+2)e
e L
Dn(t) = sin Et

2N +1 t =2kn

Fun fact: Vi kan bruke dirichletkjernen til a skrive partial-
summen til en fourierrekke som noe som kalles en kon-
volusjon.

N N -
21 Z Cneint — Z f f(y)e—iny dy elint
n=-N n=—N""T
- N
[ 1 Y e ay
- n=-N

= [ o=y dy=1+D,

Konvolusjonsbegrepet er ekstremt viktig i signalbehand-
ling, men vi skal vente til neste semesteret med a se ngye
pa dette.
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