Kapittel 4

Vektorrom

| forrige semester laerte vi d Igse lineaere likningssystemer
pa en systematisk mate. Men det er ikke ngdvendigvis
prosessen med a Igse likningssystemene som er viktigst -
dette kan en datamaskin gjgre pa hundrevis av forskjellige
mater. Det som er viktig for oss, er selve vektorregningen.
Grunnen er veldig enkel - det er mange ting som ikke ser
ut som vektorregning ved fgrste gyekast, men som opp-
forer seg helt identisk med vektorregning allikevel.

Motivasjon

Na skal jeg preke litt. La oss begynne med

Det fgrste store spgrsmalet

Hva er en vektor?

Svaret pa dette spgrsmalet avhenger av hvem du spgr.
Noen vil si at det er en pil med lengde og retning som
kan brukes til & beskrive for eksempel fart. Noen vil si at
det er en liste med tall. En matematiker vil si at det er noe
som tilfredsstiller aksiomene for vektorrom, mens en in-
genigr vil kanskje si at det er noe du ikke trenger bry deg
seerlig med sa lenge du forstar superposisjonsprinsippet.
Alle har rett.

Vektorromskonseptet har som formal 3 binde sammen
ting som ser forskjellig ut, men som oppfgrer seg veldig
likt pa noen mater. Her kommer et eksempel. La oss ta

fplgende vektor i R?:
_(*1
=%
og skrive den slik:
1 0
X = X1 0 + X 1

Du kan tenke pa R? som alle linezerkombinasjoner av dis-
se to vektorene. Lgsningene til

X+x=0
er likeledes alle lineserkombinasjoner pa formen
x(t) =cycost +cysint.
Disse to mengdene likner i den forstand at begge bestar

av alle lineaerkombinasjoner av to ting. Dette er superpo-
sisjonsprinsippet i et ngtteskall.

Superposisjonsprinsippet

Tar du lineserkombinasjoner av noe som er med i
mengden, far du noe som ogsa er med i mengden.

La oss ta et spgrsmal til.

Det andre store spgrsmalet

Hva er en koordinat?

Det er ingenting spesielt med titallssystemet. Vi har valgt
det fordi vi har ti fingre, men det er ingenting feil med
andre tallsystemer. En moderne datamaskin er for eksem-
pel utenkelig uten totallssystemet, siden all informasjon
lagres med sma brytere som star enten av eller pa. Det vi
tenker pa som 7 heter 111 i totallssystemet, men det er
bare navnet som er forskjellig. Syv epler er syv epler.

For vektorer finnes en tilsvarende problemstilling. La

= (2).

Koordinatene til x er (1, 2), for

x:l.@)ﬂ.(g)_

Men vi kunne like gjerne basert alt pa

(5 = ()

siden alle vektorer i R? ogsd kan skrives som en entydig
lineaerkombinasjon av disse to:

SR

Forskjellen er at det punktet vi prater om, altsa det punk-
tet du til vanlig tenker pa som

(2

har koordinater enten (1, 2) eller (2, —1), alt etter hvilke
to vektorer vi baserer alt pa. Men det er fortsatt det sam-
me punktet, vi har bare skrevet det som to forskjellige li-
nearkombinasjoner. og vektene i denne lineaerkombina-
sjonen er det vi tenker pa som koordinatene til punktet.
Den samme situasjonen stgter vi pa for differensialliknin-
gen
X+x=0.



Lgsningene er alle lineaerkombinasjoner pa formen
x(t) =cqcost +cysint,

men vi kan jo like gjerne skrive dem som lineaerkombina-
sjoner pa formen

x(t) = dye't + dye™t,
En av Igsningene, for eksempel
x(t) = 2cost + 2sint,
er den samme som
x(t) = (1—i)elt + (14 i)e

de er bare skrevet pa litt forskjellig mate. Hvis vi har lyst til
a veere skikkelig profesjonelle, kan vi bruke initialverdiene
fra et eventuelt initialverdiproblem som koordinater, og
skrive

x(t) = xgcost + vgsint,

der x(0) = x( og x(0) = vy, altsa startposisjon og start-
fart.

Pa samme mate som totallssystemet i noen tilfeller er ve-
sentlig bedre enn titallssystemet, er det i noen situasjo-
ner koordinatsystemer som er bedre enn andre. Vi har al-
lerede sett at det er lettere a regne med komplekse eks-
ponensialfunksjoner en sinus og cosinus, og at man fgr
eller siden ma forholde seg til forskjellige koordinatsyste-
metr, er ikke noe a lure pa. Det er fremtiden, og dette vil
du oppdage i Igpet studiet. Sa la oss si at vi Igsriver oss
fra koordinatsystemet vi er vant til. | sa fall ser det ut som
om koordinatbegrepet henger sammen med konseptet li-
nezrkombinasjon, siden koordinater ser ut til & veere det
samme som vektene i en lineserkombinasjon.

Det tredje store spgrsmalet

Finnes det et matematisk konsept som binder
sammen disse greiene?

Svaret er ja. Det heter vektorrom. Noen elsker det og
noen hater det. En funksjon kan tenkes pa som en vek-
tor. Fglg med i neste bolk.

De ti bud

Anta at vi har to vektorer v og w, og to skalarer a og b.
Lineaerkombinasjonen av v og w med vekter a og b, er

av + bw.
Denne er satt sammen av vektoraddisjon
v+ w
og skalarmultiplikasjon
av.

Disse to operasjonene har du jobbet med siden viderega-
ende skole, og er sentrale for vektorrom.

La V veere en (ikke tom) mengde med vektorer
som kan adderes og skalarmultipliseres, og K en
kropp. Vi sier at mengden V er et vektorrom over
K dersom fglgende er tilfredsstilt:

De tre viktige:
1. Forallev,w € V ma
vtwev.
2.Foralleve Vmaa € Kma
av €EV.
3. Det skal finnes en vektor, kalt 0, slik at
v+0=v
forallev e V.

De syv ikke fullt sa viktige

|

Foralleu,v,w € V, a,b € KK: Addisjonen
skal vaere assosiativ

U+v)y+w=u+(v+w)
og kommutativ
ut+v=v+u.
Skalarmultiplikasjonen skal veere assosia-
tiv
a(bv) = (ab)v

og distributiv bade med hensyn pa addi-
sjon av skalarer

(a+b)v=av+ bv
og vektorer
a(v+w)=av+aw.

Vi ma ogsa kreve at

og at

\.

De tre fgrste budene forteller oss noe om hva et vektor-
rom ma inneholde, mens de resterende syv gar pa egen-
skapene til vektoraddisjon og skalarmultiplikasjon. Det
er sjelden en ingenigr stgter pa problemer med de syv
siste, men de tre fgrste er superposisjonsprinsippet i et
ngtteskall, sa disse er viktige. Vi kommer bare til 3 trenge
K = Reller K = C, sa du trenger ikke egentlig skjgnne
hva en kropp er.

Eksempel 4.1. Vi kan bruke aksiomene til 3 vise at v og
(—=1)v summerer til nullvektoren:

0=0v=_A-1Dv=v+(—1)v

Det er vanlig a skrive —v istedet for (—1)v. Det er kanskje
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mest vanlig 3 sette krav om existens av elementet —v som
et aksiom, og sa utlede at 0 = Ov, men da blir aksiomene
litt vanskeligere & huske. Jeg liker best a gjgre det slik som
vi gjgr, for det gjgr Hanche, og han er ganske smart. A

Eksempel 4.2. Det gar an a vise at nullvektoren er enty-
dig, i den forstand at det ikke finnes en annen vektor som
tilfredsstiller

viw=v

for alle v. La oss anta at en slik w finnes. Hvis vi velger
v = 0 likningen over, ser vi at

0+w=0.

Men na kan vi bruke aksiomene, og se at
0=0+w=0w+1w=(0+1Dw=w.
Altsderw = 0. A
Eksempel 4.3. Vi kan bevise at

a0 =0.

Vi vet at
av =a(v+0) =av+ a0,

men i forrige eksempel viste vi at nullvektoren er den
eneste vektoren med denne egenskapen. Altsd ma a0
vaere nettopp denne nullvektoren. A

Eksempel 4.4. Det gar na an a vise at dersom
av=20

ma enten a = 0 eller v = 0. Dersom a = 0, har vi jo et
aksiom som sier at Ov = 0, sa det er greit. Dersoma # 0,

er 1
v=1lv=—av=-0=0. A
a a

Na gar det an a fortsette pa denne maten, og bevise alt
mellom himmel og jord. Vel, faktisk ikke alt: Et av Godels
teoremer sier noe sant som at i alle aksiomatiske syste-
mer finnes det utsagn som er sanne, men som ikke lar
seg bevise med aksiomene man har til radighet. Godel var
veldig skarp, men sultet ihjel etter at han ble enkemann,
fordi han nektet a spise annen mat enn den kona lagde til
ham.

Arketypen pa vektorrom er R™. Dette er mengden av alle
vektorer pa formen

Xn

der alle komponentene er reelle tall. A vise at R" er et
vektorrom er trivielt, for aksiomene er avledet fra regne-
reglene for R™ du lzerte allerede pa gymnaset. Styrken i
vektorromsabstraksjonen er at det er mange ting som ved
forste pyekast ikke ser ut som R™, men som oppferer seg
som R™ allikevel.

Vi skriver C" for vektorrommet der vektorene er sgyle-
vektorer med komplekse komponenter

a, + bll Zq
a, + bzl _ V4
an + byi Zn

Du kjenner til mange vektorrom. Vi har bare ikke kalt det
vektorrom fgr. Her er noen enkle eksempler.

Eksempel 4.5. La v veere en vektor, for eksempel

_ (;)

Mengden av alle reelle eller komplekse skalarmultipler

(2

utgjer et vektorrom. Dette er relativt enkelt a sjekke, for
aksiomene for vektorrom er jo avledet fra de vanlige reg-
lene for vektorregning. A

Eksempel 4.6. Alle linezerkombinasjoner av

) = (3

utgjdr ogsa et vektorrom. Se gvingsoppegget. A

Eksempel 4.7. Lgsningene til differensiallikningen

y®) +y() =0
er

y(t) = acost + bsint.

Disse utgjgr et vektorrom. Det hgres sikkert snodig ut,
men dette er faktisk akkurat det samme vektorrommet
som det i forrige eksempel. A

Eksempel 4.8. Alle polynomer pa formen
p(x) =bx+c

utgj@r et vektorrom. Dette er ogsa det samme vektorrom-
met som i de to foregdende eksemplene. A

Det finnes ogsa ting som ved fgrste gyekast kan se ut som
vektorrrom, men som ikke er det.

Eksempel 4.9. Mengden av alle vektorer pa formen

9

utgj@r ikke et vektorrom, ihvertfall ikke dersom vi bruker
den vanlige vektoraddisjonen og skalarmultiplikasjonen
som regneoperasjoner. Kan du se hvilke aksiomer som
ikke er tilfredsstilt? A

En delmengde av et vektorrom som i seg selv er
et vektorrom, kalles et underrom.

Det er relativt enkelt 3 avgjgre om en delmengde av et
vektorrom er et vektorrom. La U vaere en delmengde av
et vektorrom V. De syv aksiomene som gar pa regnereg-
lene er ikke ngdvendig a sjekke, for det ligger i sakens na-
tur at vektorene i U tilfredsstiller de samme regnereglene
somde iV, siden vektorer i U ogsa er i V. Med andre ord
er det bare ngdvendig a sjekke de tre aksiomene som gar
pa innhold. Men sjekker vi at

wWEU —-v+welU
velU—ocvelU

kommer nullvektoren med i U av seg selv siden Ov = 0.



A sjekke om noe er et underrom

En delmengde U av vektorrommet IV er et under-
rom hvis og bare hvis

vwWEU —>v+weU
VEU —cveU

Eksempel 4.10. Alle skalarmultipler av

9

er et underrom av vektorrommet av alle lineserkombina-

sjoner av
1 3
2 og 4] A

Eksempel 4.11. Alle konstante funksjoner er et underrom
av vektorrommet av alle polynomer pa formen

p(x) = bx +c. A

Dimensjon

Vi sier at vektorer v4, v, ... vy, er linezrt uavhengige der-
som
C1V1 + CoVy + -+ CnVn = 0

impliserer at
cp=Cc=-=c,=0.

Merk at en linezert uavhengig vektormengde ikke kan
inneholde nullvektoren.

Linezer uavhengighet er praktisk

Dersom en vektor w kan skrives som en lineaer-
kombinasjon av de linezert uavhengige vektorene
V1, V5 ... Vyp, kan dette kun gjgres pa én mate.

Bevis. Anta at vi kan skrive bade

W = CqVq + CoVy + -+ CnVn

og
W = dqvq +dyvy + o+ dpvy.
| sa fall er
O=w—w

(c1 —dy)vy + (¢ —dy)vp + -+ + (cp — dp) V.

Men v4, v, ... vy, er lineaert uavhengige, sa likningen over
impliserer at ¢, = dy for alle k. O

Dersom allew € V kan skrives som en lineaerkombinasjon
av en linezert uavhengig vektormengde v4, v, ... v,, sier
viatvy, v, ... v, spenner ut V.

En vektormengde som spenner ut vektorrommet
V, kalles en basis for V.

Basis er et sentralt verktgy.

Et vektorrom har en basis

Et vektorrom har enten en endelig basis, eller en
uendelig fglge av linezert uavhengige vektorer.

Bevis. Selherl O

Hanche kaller det neste teoremet for plassmangelteore-
met, for det forteller noen om hvor mange linezert uav-
hengige vektorer det er plass til i et vektorrom.

Plassmangelteoremet

La vy, V5 ... v, veere en basis for V, og la wq, w,
... W, veere en lineaert uavhengig vektormengde
iV.Daerm < n.

Bevis. Anta m > n. Siden v4, v, ... v, er en basis for V,
kan vi skrive

Wi = C1Vq + CoVy + -+ CnVn-

Siden w4 # 0, ma minst en av koeffisientene ¢, vaere ulik
0. La oss anta at ¢; # 0. (Hvis ikke dette er tilfelle, bytter
vi bare litt pa rekkefglgen i vq, v, ... vj,.) Men i sa fall kan
vi skrive
2 Cn
Vi =Wq ) Vg = ) Vo

og dette betyr at wq, v5 ... v,, er en basis for V, for et vil-
karlig element u € V vil alltid kunne skrives

u :d1V1 + szz + -+ ngn

=d C2 Cn
= \W1 T V2 T oV

+davy + o+ dpvy

2 Cn
:d1W1+ d2 _dl_ V2 + -+ dTL_dl_ VTl'
€1 €1
Vifortsetter pa samme mate. Det er na klart at vi kan skri-
ve (med nye koeffisienter d; og cy)

Wy = dqwq + Covy + 0 + V.

Her ma minst en av koeffisientene cj, vaere ulik null, for w,
er ikke en skalarmultippel av w;. La oss anta at ¢, # O,
hvis ikke, bytt rekkefglge pd v,, vs ... v,,. Na kan vi skrive

og det samme argumentet som ovenfor forteller oss at
W1, Wq, V3 ... V, er en basis for V.

Vi tar en runde til. Vi kan skrive (nok en gang med nye
koeffisienter)

W3 = d]_W]_ + dez + C3V3 + -+ CnVn,

og her ma minst en ¢, vaere ulik null, for wy, w, og w5 er
jo linezert uavhengige. Samme prosess gir nok en gang at
W1, Wy, W3 Vy ... V,, €r en basis for V, og gjentar vi dette
igien og igjen, vil konklusjonen vaere at wq, wy ... w,, er
en basis for V.

Men dersom dette er sant, kan vi skrive

Wp41 = C1Wq + CoWy + -+ CnWn,

og dette gar pa tverke med den linesere uavhengigheten
til Wi, Wy ... Wy, Altsd kan ikke m > n. O
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Na kan vi snart definere dimensjon dere!

To endelige basiser for ett og samme vektorrom
ma besta av samme antall vektorer.

Bevis. Anta at vi har to basiser vq, v ... n,, 08 Wq, Wy ...
W;,. Sidenbaden <mogm <n,mavihan=m. [O

NA kan vi definere dimensjon!

Dersom et vektorrom har en endelig basis, sier vi
at vektorrommet er endeligdimensjonalt. To for-
skjellige basiser for et og samme endeligdimen-
sjonale vektorrom ma inneholde det samme an-
tall vektorer. Dette antallet kalles vektorrommets
dimensjon.

Eksempel 4.12. R" et n-dimensjonalt vektorrom over R.
En basis er de n vektorene

1 0 0
0 1 0
F P : A
0 0 1

Eksempel 4.13. Standardbasisen for R™ er ogsa en basis
for C™. Det er lett 3 se at alle elementer i C™ kan skrives
som en entydig linezerkombinasjon av elementene i basi-
sen:

aq + byl Z1
a,+byi\ [z
a, + byi Zn
1 0 0
0 1 0
=2z : + z, : +..+z, : A
0 0 1

Eksempel 4.14. Man kan ogsa se pa C™ som et vektorrom
over R, men da er ikke standardbasisen for R™ en basis
for C™. En basis er

1 0 0
0 1 0
+ |+t
0 0 1
i 0 0
i 0
+ + +ot] ]

(=}
o .-
~

og dimensjonen er 2n istedet for n. En tilfeldig vektor z i

C™ kan skrives

a, + bqi
, = az-i.—bzi
an-}‘-bni
1 0 0
=aq ? +a, 1 +.ta,
0 0 1
i 0 0
+ b, (:) + b, l + ..+ by ? . A
0 0 i

Eksempel 4.15. Q™ et vektorrom over Q. Selv om vi har
sagt at vi har gjort lineser algebra pa R™ til na, har vi i
praksis operert pa Q™. Ikke et eneste matriseeksempel
har involvert v/2. A

Eksempel 4.16. De hele tallene Z er ikke en kropp, sa Z"
er ikke et vektorrom. A

Eksempel 4.17. Alle polynomer pa formen
p(x) =ax?+bx+c

utgjor et vektorrom med dimensjon 3. En basis er 1, x,
x2. Hvordan sr vi det? Det er klart at alle polynomer pa
formen

ax® +bx +c

kan skrives som en linezerkombinasjon av 1, x, x2. (Du har
jo brukt denne basisen til 3 definere hva du mener med
et andregradspolynom siden fgrste klasse pa gymnaset.)
De tre elementene er ogsa linezert uavhengige, for om vi
krever

ax?+bx+c=0 forallet

mda =b =c = 0.En annen basis er de tre fgrste
Legendrepolynomene 1, x og E(3x2 —1). Det er litt mer
regning a vise, men grunnstegene er de samme. A

Eksempel 4.18. Lgsningene til differensiallikningen
y+y=0

utgjor et vektorrom over C med dimensjon 2. En basis er
sint, cos t, og en annen er e't, et A

Eksempel 4.19. Alle matriser pa formen

(¢ 3)

utgjor et vektorrom med dimensjon 4. En pen basis er de
fire matrisene

o) o) (o)) -

Eksempel 4.20. Alle kontinuerlige funksjoner, alle deri-
verbare funksjoner, alle analytiske funksjoner, og sa vide-
re, er eksempler pa vektorrom med uendelig mange di-
mensjoner. Husk at en funksjon er noe som pa en entydig
mate tilordner et element i en mengde til et elementien
annen mengde. Derfor kan du tenke pa en funksjon som
en uendelig lang sgylevektor der komponentene er funk-
sjonsverdiene til funksjonen pa alle punktene i R. A



Koordinater

| forrige avsnitt var rekkefglgen pa basiselementene litt
ad hoc. Fra na av skal vi skrive basiselementene i en be-
stemt rekkefglge, for da kan basisen brukes til a definere
koordinater.

Na kan vi definere koordinater!

La (vq, V3, -, V) Vaere en basis for et vektorrom,
ogla

W = C1Vq + CVy + o+ + CpVp.

Vi sier at skalarene (¢4, ¢, ..., ¢;,) er koordinatene
til w i basisen (vq, V3, ..., Vp,).

\

Eksempel 4.21. Vi skriver jo at z1, Z3,...Z,, er koordinate-
ne til z fordi

Z
2= |2
n
1 0 0
=z1| . |+2z| . |+F2y A
0 0 1

Eksempel 4.22. Koordinatene til
p(x)=x%+2x+1

i basisen (xz,x, 1) er (1,2, 1). Koordinatene i basisen
1
=(3x2-1),x,1
2
er (2/3,2,4/3), siden
2(1 4
p(x) =x?4+2x+1= 3 §(3x2—1) +2x+§. A
Eksempel 4.23. Koordinatene til vektoren
a b
c d

i vektorrommet av 2 X 2-matriser, er (a, b, ¢, d), siden

e

1 0Y, (0 1), (0 0\, (0 0},
2o o 0 0/T\1 o 0 1/

Lineaeravbildninger

Den vanligste funksjonen mellom vektorrom kalles line-
2ravbildning. Vanlige synonymer er lineaertransforma-
sjon og lineaeroperator.

Superposisjonsprinsippet pa matematikermaten

La V og W veere vektorrom. En linezeravbildning
er en funksjon T : V — W slik at

Tx+y)=Tx +T(y)
T(cx) = cT(x)

Arketypen pa en lineaeravbildning, er matrise-
vektorproduktet.

Eksempel 4.24. La A veere en n X m-matrise, og x og y
m X 1-vektorer. Vi vet jo fra forrige semester at

A(x+y) =Ax+ Ay

og at
A (cx) = cAx.

En linezeravbildning er bare en generalisering av denne
operasjonen, og vi kan definere T : R™ — R" ved

T (x) = Ax. A
Folk som driver pa med andre ting en matematikk, for ek-

sempel fysikk eller elektro, kaller lineaeravbildningens to
definerende egenskaper for superposisjonsprinsippet.

Eksempel 4.25. En digital-til-analog-konverter bestar av
en krets som ser slik ut:

V3

: 2R
V

V;

: 2R {

4

T

!

1

Kretsen fungerer slik at spenningsnivaene V;, 1, og 5
definerer en binzerkode ved at de har enten hgy (5V)
eller lav (OV) spenning, og sa far man ut en spenning V
pa mellom 0 og 5 volt. La oss representere V1,V som
en vektor med nullere og enere. Tabellen blir noe slikt:

whts Vv
000 ©
001 0.625
010 125
011 1.875
100 25
101 3.125
110 3.75
111 4375

Na er det slik at siden denne typen resistiv krets model-
leres av line=eralgebra, er superposisjonsprinsippet im-
plisert av linezralgebramodellen. Siden siden matrise-
vektorproduktet er en linezravbildning, vil ogsa kretsen
oppfgre seg som en lineaxravbildning. La for eksempel

x = (0,1,0)

og
y=(1,0,1).



Daer

T(x+y)=TX) +T(y)
=T(0,1,0) +T(1,0,1) =

Til slutt ma vi veere litt forsiktige her, for det er noen til-
leggsregler som gjelder fordi dette er elektronikk i prak-
sis. Man vil aldri legge sammen for eksempel vektorene
(0,1,0) og (0,1,1), for dette korresponderer til 3 sette
V, til 10V, og det gj@r man ikke. A

Eksempel 4.26. Egenskapen
T(x+y)=TX +T(y)

er sentral for superposisjonsprinsippet, men en vanlig kil-
de til misforstdelse. | noen fagfelt, for eksempel statistikk,
bruker man ordet ‘lineaer’ om en funksjon som beskriver
en rett linje, altsa funksjoner pa formen p(x) = ax + b.
For denne funksjonen gjelder jo ikke at

p(x+y)=px)+p)

med mindre b = 0, sa ordet lineser har for dem en helt
annen betydning. Dette er greit a vite om. A

Eksempel 4.27. Venstresiden i differensiallikningen
y+y=0
er en lineaeravbildning

Ty)=y+y.

Dette er matematikerens mate a si at superposisjonsprin-
sippet gjelder. Nar du sa likningen fgrste gang, brukte lae-
reren din egenskapene til linezeravbildninger, og sa anta-
gelig noe slikt som at ‘cost er jo selvfglgelig en Igsning,
men det er sint ogsa, og sa er det slik at da er faktisk
acost+ bsinten lgsning’. Nar det er snakk om differen-
siallikninger, bruker man ofte ordet lineseroperator. A

Eksempel 4.28. Settermanc =0
T(cv) = cT(v),

ser man at for en vilkarlig lineaertransformasjon T : V —
W, ma
T(0) = 0.

Her er det underforstatt at 0 pa venstre side er nullvekto-
ren iV, mens 0 pa hgyre side er nullvektoreni W. A

Noe litt tekniske greier

En linezeravbildning T : V = W er surjektiv der-
som det for enhver w € W finnes en v € V slik at
T(w) =w.

En linearavbildning T : V — W som er bade injektiv
og surjektiv, kalles en isomorfi. Dersom det finnes en iso-
morfi mellom V og W, sier viat V og W er isomorfe. Dette
betyr at det i bunn og grunn er snakk om samme vektor-
rom. To isomorfe vektorrom kan se veldig forskjellige ut.
Vektorrom er isomorfe dersom de har samme dimensjon.

Eksempel 4.29. Vektorrommet av Igsninger til
y+y=0

er isomorft med bade RZ. En isomorfi er for eksempel
) a
T(acost+ bsint) = (b)

Disse vektorrommene er ogsa isomorfe med C?, alle po-
lynomer pa formen ax + b, og C, dersom du ser pa det
som et todimensjonalt vektorrom over R. A

To viktige vektorrom

LaT : V - W veere en linearavbildning. Meng-
den av alle v € V slik at Tv = 0, kalles kjernen ftil
T. Mengden av alle w € W slik at Tv = w, kalles
bildet til T'.

Kjernen og bildet gir opphav til to viktige vektorrom.

De er faktisk vektorrom

Kjernen til T : V — W er et underrom av V, og
bildet er et underrom av W.

Bevis. Se gvingsopplegg. O]

Eksempel 4.30. Dersom T er gitt ved et matrise-vektor-
produkt Ax =y, er kjernen til T noe som kalles nullrom-
met til A. Dette er alle vektorer slik at

og man finner en basis for dette rommet ved a finne alle
Igsninger av dette lineaere likningssystemet.
Bildet til T kalles spylerommet, og er alle vektorer pa for-
men

Ax,

altsa alle mulige lineaerkombinasjoner av matrisens sgy-
ler. En basis for sgylerommet kan man fa ved radreduk-
sjon. Hvis man plukker ut sgyleindeksene til de sgylene
som ender opp med a ha pivotelementer etter radreduk-
sjonen, vil de sgylene med samme indeks i A vaere en ba-
sis for sgylerommet. Se gvingsopplegget. A

Eksempel 4.31. Dersom T : V — W er gitt ved en opera-
sjon som gjg@r et eller annet, sa finnes det alltid en matrise
som gjgr det samme med vektorer fra R™ til R™, derner
dimensjonen til V, og m er dimensjonen til W. La for ek-
sempel

Ty)=y+vy,

og la bade V og W vaere vektorrommet av polynomer pa
formen p(x) = ax? + bx + c. Dette rommet er isomorft
med R3, og derfor finnes det en 3 X 3-matrise som gjgr
det samme med vektorer i R3 som T gjgr med andre or-
dens polynomer. Hvis vi anvender T pa ax? + bx + c, far
Vi

T(ax? + bx + ¢) =aT(x?) + bT(x) + cT(1)
=a(2+x?) +bx+c
=ax? + bx + 2a +c.



En matrise som gjgr det samme mellom vektorer i R3, er

A=

N O =
(= )
= =]

siden
a

b
2a+c

a
Al b
c

Matrisen A kalles linezaeravbildningens standardmatrise,
og kan enkelt finnes ved a se pa hva linezeravbildningen
gjor med vektorene i basisen man har valgt for V. | det-
te tilfellet er basisen (x2,x,1). La oss begynne med x?2.
Siden T'(x2) = x? + 2, @nsker vi en matrise 4 slik at

b
[SI=IN
I
N o R

og dette impliserer at den fgrste sgylen i A ma vaere nett-

opp
1

0
2

Fortsetter man med T'(x) og T (1), detter de andre sgy-
lene ut. A

Eksempel 4.32. Vi kan finne standardmatrisen til line-
zravbildningen T som speiler punkter om x-aksen i R2.
Speilingen er definert av at

)0
-(2)
o o) .

Eksempel 4.33. Standardmatrisen til lineseravbildningen
som roterer punkter vinkelen 8 mot klokken, er gitt ved

A = cosf —sinf
= \sind cos@
1 cos B
Ag (0) - (sin@)
0 —sinf
A9<1>_<c059> A

og

slik at matrisen blir

siden

og



Oppgaver
Med LF

1. La v vaere en vektor, for eksempel

- ().

Sjekk at alle skalarmultipler av denne utgjgr et vektor-
rom.

2. La v og w veere to vektorer, for eksempel

() = o)

Sjekk at alle linezerkombinasjoner av disse utgjgr et vek-
torrom.

3. Mengden av alle vektorer pa formen

9

utgj@r ikke et vektorrom, ihvertfall ikke dersom vi bruker
den vanlige vektoraddisjonen og skalarmultiplikasjonen
som regneoperasjoner. Kan du se hvilke aksiomer som
ikke er tilfredsstilt?

Uten LF

4. Vis at sint og cost er lineaert uavhengige vektorer.

5. Differensiallikningen
y®) +y() =0
har generell Igsning
y(t) = Acost + Bsint.
Vis at Igsningene utgjgr et vektorrom.
6. Lgsningene kan like gjerne skrives
y(t) = Ce't + De™ .

Finn lineaeravbildningen T slik at
A C
(5)-(5)
7. Dersom A og B er reelle tall, kan Igsningen skrives

y(t) = asin(t + ¢).

Er F(a, ¢) = (4, B) en lineaertransformasjon?

8. Finn en basis for sgylerommet til matrisen

B W N =
62 QNN ON I V)
N Ul AW

9. Finn en basis for nullrommet til matrisen

2 3
3 4
4 5

N U1 D

og vis at dette er et vektorrom.

10. Vis at Igsningene til differensiallikningen

) +y@®) =1

ikke utgjgr et vektorrom.

11.la

W N =
Ul WN

Ul W
(R Sy SR

4

(&))

Lgs Ax = b, og vis at dette ikke er et vektorrom.

12. Vis at operatoren

Fy)=y+y

er en lineeroperator.

13. Vis at mengden av alle andregradspolynomer er et
vektorrom med dimensjon 3.

14. Vis at kjernen til T : V = W er et underrom av V/, og
at bildet er et underrom av /.

15. Vis at en lineaert uavhengig vektormengde ikke kan
inneholde nullvektoren.

16. Vis at rommet av kontinuerlige funksjoner pa [a, b] er
et vektorrom med uendelig mange dimensjoner.



L@sningsforslag

1. La V veere mengden av alle skalarmutlipler av v, altsa
alle vektorer pa formen

weaf2)

Vektoraddisjonen v + w tar vi som vanlig vektoraddisjon,
slik vi laerte pa skolen, og tilsvarende valg gjgres for ska-
larmultiplikasjon. Vi ma na sjekke alle aksiomene.

La oss begynne med nullvektoren. Vektoren

o)

ermed iV, siden den er en skalarmultippel av v:

(0)=(2)

La oss definere

Vi har na at
v+0=v

forallev € V, og at

Siden
av + bv = bv + av

ser vi at kommutativitet for vektoraddisjon holder. Asso-
siativitet sjekkes pa samme vis. Det samme gjelder regne-
reglene for skalarmultiplikasjon, altsa assosiativitet, dis-
tributivitet, og at 1v = v.

Vima til slutt a sjekke at V er lukket under vektoraddisjon.
Dette fglger av at summen av to skalarmultipler av en og
samme vektor, ogsa er en skalarmultippel av den samme
vektoren:

av + bv = (a + b)v.

A sjekke at V er lukket under skalarmultiplikasjon, er
sant per definisjon, siden vi har definert V som alle
skalarmultipler av vektoren v.

2. Vi ma jo egentlig sjekke alle aksiomene her, Men job-
ben med 3 sjekke aksiomene som gar pa regneregler, er
identisk med jobben som ble gjort i forrige oppgave, sa vi
ma tenke over hva som er nytt.

Det som er annerledes, er egentlig bare spgrsmalet om
hvorvidt V er lukket under de to regneoperasjone. Anta x
og y er vektorer i V. Er x + y ogsa i V? La oss skrive x =
av+ bwogy = cv+ dw. Men da er

x+y=av+bw+cv+dw = (a+c)v+ (b + d)w,

som er en lineserkombinasjon avv og w, sa x + y er altsa
med i V. Tilsvarende ser vi at

ex = eav + ebw

slik at ex er en lineserkombinasjon av v og w, og fglgelig
mediV.
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3. Det fgrste aksiomet som mangler, er det om nullvek-
toren. Det finnes ingen vektor w som har den egenskap
at

v+w=w.

For det andre er ikke denne mengden lukket under vanlig

vektoraddisjon, siden
a+b ~ c
4 2/

(6)+(2)-

For det tredje er den ikke lukket under den vanlige skalar-
multiplikasjonen, siden

o(5)= () 3

sdlenge b # 1.
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