Kapittel 5

Indreproduktrom

Vektorrom kan, i tillegg til vektoraddisjon og skalarmulti-
plikasjon, ha forskjellige typer produkt mellom vektorer. |
dette kapitlet skal vi se pa et av de viktigste.

Indreprodukt

Etindreprodukt er noe der du putter inn to vektorer og far
ut et tall. Dersom dette tallet er reellt, sier vi at indrepro-
duktet er reelt. Indreproduktet kan ogsa vaere komplekst,
men dette venter vi litt med.

Dette er en generalisering av skalarproduktet du laerte om
pa videregaende skole. Vi skriver gjerne

(v, w)

og falgende aksiomer skal gjelde.

Reelt indreprodukt

La V veere et vektorrom over R, la u, v og w veere
vektorer, og a og b reelle tall. Indreproduktet skal
vaere symmetrisk

v, w) = (w,v),
linezert i andre argument
(u,av + bw) = a(u,v) + b(u, w)
og positivt definitt
(v,v) >0 dersom v =#0.

Et vektorrom med et indreprodukt kalles et indre-
produktrom.

Eksempel 5.1. Indreproduktet er linezert ogsa i fgrste ar-
gument:

(av+ bw,u) = (u,av + bw)
a(u,v) + b(u,w)

a(v,u) + b(w,u)

Siden det reelle indreproduktet er linezert i begge argu-
menter, sier vi gjerne at det er bilinezert. Det gar like greit
3 sette opp som aksiom at indreproduktet er linezert i
fgrste faktor, og sa utlede at det er lineaert i andre faktor.
Vvilken vei man gjgr det har ingenting a si for reelle indre-
produkt, men det har litt a si for komplekse indreprodukt
som vi skal se pa lenger ned. A

Eksempel 5.2.
(v,0) = (v,0v) = 0(v,v) = 0. A

Eksempel 5.3. Fra videregaende skole husker du forha-
pentligvis skalarproduktet

V-WwW

mellom vektorer i R2. Dette er et indreprodukt. Det fin-
nes to formler for a beregne dette. Den ene ser slik ut:

v-w = ||v]|||w]|l cos 8 =

\/1712 + v2 \/wlz + w# cos 6

der 6 er vinkelen mellom v og w, og den andre slik:

VW= DV1Wq + VoW,

At disse to uttrykkene gir det samme tallet, fglger av cosi-
nussetningen, se gvingsopplegget. At uttrykket definerer
et indreprodukt, er ogsa lett a sjekke fra den siste forme-
len, for det er egenskapene til dette uttrykket som har gitt
opphav til aksiomene for indreprodukt. A

Eksempel 5.4. | R™ kan vi bruke matriseregningsregler,

og skrive skalarproduktet mellom to sgylevektorer vog w

somv-w =viw:

vl [wy wy
V2|, Mfz =[n v . v W2
UTL Wn Wn

=vw; + vwy + 0+ U Wy A

Ortogonalitet mellom vektorer

To vektorer v og w er ortogonale dersom (v, w) =
0.

Merk at nullvektoren star ortogonalt pa alle vektorer.
Merk ogsa at dersom (v,w) = 0, gir det fgrste aksiomet
at (w,v) = 0.

Eksempel 5.5. | R? er v og w ortogonale dersom vinkelen
mellom dem er /2. A

Eksempel 5.6. Vektorene
1

[y
[ =)

er ortogonale. A



Eksempel 5.7. La V vaere vektorrommet av kontinuerlige
funksjoner f : [—m, ] = R. Dette rommet kalles gjerne
C[—m, ]. Vi definerer indreproduktet

9= | Fege dx

Vi sjekker at aksiomene holder. Dette indreproduktet er
symmetrisk, siden

)= Fegw dx = g@f@ dx=(@.0),

og linezert i andre faktor

(f,ag + bh) f_ f(x) (ag(x) + bh(x)) dx

af_ f)gx) dx + bf_ f(xX)h(x) dx
a(f,g) +b(f, h).

Siden f2 > 0, ser vi ogsa at

F.H=] £ x>0

dersom f ikke er nullfunksjonen. Vi har tidligere sett at
funksjonene sin nt og cos nt er ortogonale pa dette vek-
torrommet. A

Lengden til en vektor v er gitt ved ||v|| = /(v, V).

Eksempel 5.8. Vektoren v = ﬁ har lengde 1 for alle

w # 0. For eksempel er

cosnt 1 (" )
|| ||=— cos“ntdt =1
T TJ_,

for alle n. A

Pytagoras’ teorem om rettvinklede trekanter i R? gjelder
ogsa for indreproduktrom.

Pytagoras

Vektorene v og w er ortogonale hvis og bare hvis

lIv+wll? = JIvIl* + [lw]|2.

Bevis. Vi beregner

v+ wl|? = (v+wv+w)
=(v,v) + (v,w) + (w,v) + (w,w)
= [IVIIZ + (v, W) + (W, v) + [[w]|?
= [IvII* + 2(v,w) + [lw]|.
Dersom (v,w) = 0, er det klart at
lIv=wl|? = [Iv[|* + [lw]|*.

Dersom
llv—wl® = [Iv[I* + [lw]l?,

kan vi trekke disse fra likningen over, og se at
—2(v,w) =0,

som betyr at v og w er ortogonale. O]

Visier at vektorene vq,v,, **+, v,, er innbyrdes ortogonale
dersom

(vi,v;)) =0

for alle i og j. Dersom i tillegg ||v;|| = 1 for alle j, sier vi
at vektorene er ortonormale. Det er lett & se at en innbyr-
des ortogonal vektormengde ma veere lineaert uavhengig.
Hvis vitar indreproduktet mellom v, og begge sider av lik-
ningen

ciVqy + vy + -+ vy, =0

servi at ¢, = 0 for alle k.

Projeksjon

| dette avsnittet skal vi ta for oss en viktig lineseravbild-
ning, nemlig projeksjon. La oss begynne med a se pa dette
i R2.

Et viktig spgrsmal

Hvordan kan vi skrive vektoren u i figuren under?

Hva er projeksjon?

Vi kan begynne med & utlede en formel for leng-
den:

v (VERYY]
[lull = ||w|| cos8 = M||w|| cosf = W

lIvll

Lengden [|u]| kalles w sin skalarprojeksjon pa v. Vi
kan sa bruke denne skalarprojeksjonen til a skrive

\ VW VW

u=1||u = —V=—V.
el = ey = v

Vektoren u kalles gjerne w sin komponent i ret-

ningen til v, eller vektorprojeksjonen av w pa v.
Komponenten til w ortogonalt pa v er og

W — u.

-

sin komponent i retningen gitt av

o

Eksempel 5.9. Vektoren

er:



Komponenten ortogonalt pa v er

BT ] g B U I A
w—u=1|; z 2| = 5 |=1|
Ortogonal projeksjon

La V vaere et vektorrom med et indreprodukt. In-
spirert av de geometriske betraktningene over,
definerer vi for v # 0 en lineaeravbildning

(w,v)

v,v)

kalt ortogonal projeksjon pa v.

P,(w) =

v,

\.

A se at dette er en lineaeravbildning, er ikke sa vanskelig,
se gvingsopplegg. Man kan tenke at P,(w) er skyggen w
kaster pa v dersom man lyser pa w med en lommelykt,
og lommelykten star uendelig langt borte, rett over w, og
vinkelrett pa v.

Noen vanskelige teoremer

Ortogonal basis

Et endeligdimensjonalt vektorrom har en ortogo-
nal basis.

Bevis. La V vaere vektorrommet, og la v{, vy, ...V,
veere en basis for V. Vi skal lage oss en ortogonal ba-
sis Uy, Uy, -+, u, for V. Prosedyren kalles Gram-Schmidts
metode, og gar som fglger.

Husk at ingen av vektorene v4, vy, *:+, vy, kan vaere null. Vi
begynner med a definere

U; = Vvj.

Vektoren u; ikke ngdvendigvis ortogonal pa v,, men det
er lett a sjekke at vektoren

(ug,vp)

Uy =V — Py vy = vy — —(U1 ul)U1
)

er det:

usg, Vo
(ug,up) = <U1'V2 -—= U1>

Uq,uq
(ug,v2)
= \Uq,Vp) — —— (U4, u
( 1 2) (u1,u1)( 1 1)

= (ug,vz) = (ug,v2) =0

Det er ogsa lett a se at u, ikke er nullvektoren. Dersom sa
var tilfelle, impliserer

(ul'VZ)u _
-y, =
(ug,uq)

at u; og v, erlinezert avhengige, noe som ikke er sant. Si-
den u; og u, er ortognonale, og ingen av dem nullvekto-
ren, er de linezert uavhengige. De spenner ut det samme
rommet som v, og v,, for dersom w kan skrives som en

lineserkombinasjon av v, og v,, kan w ogsa skrives som
en lineeerkombinasjon av u; og uy,:

W = Ccq1Vy + v,y

(uy,v2) )

= C1Uq + Cy (UZ + uq
(ug,uq)

Pa samme vis kan vi sjekke at vektoren

Uz = V3 _Pu1V3 _Pu2V3

(ug,v3) u (uz,v3) u
3~ 1 2
(ug,uq) (uz,uz)

ikke er nullvektoren, star ortogonalt pa bade u; og u,, og
sammen med u; og u, spenner ut det samme rommet
som vq, V5 0g V3. Vi kan na fortsette slik, og definere re-
kursivt

k=1
Ug = Vi = ) Pyvi
=1
k-1
_y Z (uj.vk)u
=v,— y L =u,
j=1 (uj,up)

og sa sjekke ved induksjon at vi far en ortogonal basis for
V. O

Dersom en ortogonal mengde u4, Uy, ...,u, spenner ut et
rom V, sier vi at mengden er en ortogonal basis for V.
Hvis vi har en ortogonal basis for et rom, er det veldig lett
a finne en vektors kordinater i dette rommet. La oss si at
vi gnsker a finne vektoren v sine komponenter i basisen
(uq,uy, -+, uy). Vektoren skrives

V =Cqu; + Cauy + ...+ cpuy

og komponentene er (cy,cy,***, €,). Tar vi indreproduk-
tet av begge sidene av likningen med ug, far vi en haug
med kanselleringer, og det eneste som star igjen, er

(U, v) = cr(ug, ug),

eller
_ (U, v)
(g, ug)

Det er sa lett!

La uq, Uy, ...,u, vaere en ortogonal basis for V, og
laveV.Daer

Ck

vV =C1Uq + CoUy + -+ CnUn

der
_ (Uk; V)

k - .
(ug, ug)

Dersom basisen er ortonormal, blir teoremet enda enk-
lere, og pytagoras gir en ekstra fun fact.



Pytagoras Il

La uq, Uy, ...,u, veere en ortonormal basis for V,
oglaveV.Daer

vV =C1Uq 4P CoU; + --- ChUpn

der
e = (U, V),

n
M2 = > lewl®
k=1

Bevis. Dersom basisen er ortonormal, blir

og

(Uk,uk) =1
for alle k. Tar man indreproduktet av
V= iUy + cuy + -+ chuy,

med seg selv og gj@r alle kanselleringer, detter

n
2 = > el
k=1

ut. Jeg har skrevet absoluttverditegn for at det skal vaere
tydelig hvordan teoremet ser ut for komplekse indrepro-
dukt, se lenger ned. O

Det er ikke uvanlig a kalle

— (Uk,V)
. (g, ug)

for fourierkoeffisientene. Dette vil bli klart litt lenger ned.
Det faktum at

n
IVI2 = ) fel?
k=1
kalles gjerne Parsevals teorem, ihvertfall dersom n = oo.
Eksempel 5.10. Dersom du gnsker 3 Igse et lineaert lik-

ningssystem
Ux = b,

der sgylene i matrisen er reelle og ortogonale vektorer
Uy, Uy, ...,U, er det bare & gange pa begge sider med UT:

UTUx=UTb

For siden kolonnene til U er ortogonale, blir den kvadra-
tiske matrisen UT U diagonal:

ulu; 0 0 .. 0

0 ulu, w 0

utu=| 0 0 uwu; .. 0
0 0 0 .. ulu,

Lgsningen av systemet UTUx = UTb bare 3 skrive rett
opp uten gausselimiasjon:

ulb ufb ulb
V=—F—U;+ U +.+ —F—uy
VERVEY upu, Unup,

Visier at U er en ortogonal matrise dersom sgylenei U er
ortogonale. A

Dersom v & V, har uttrykket

(ug,v) y (uz,v) (Up, V) "
(ug,uq) ! (uz,uz) (up, up) "

allikevel en artig egenskap: Dette er vektoren i V som er
narmest v, malt i lengden gitt av indreproduktet.

Kortest avstand

La uq, Uy, ...,u, veere en ortogonal basis for V, og
lav & V. Punktet

Uy + .+

v =cu; + cuy + .+ Uy
der
_ (Uk,V)
oy
(Up, ug)

er det punktet i IV som har kortest avstand til v:

C

v—V'| =min|v—w
lv = 'l = min [Iv = wij

\.

Bevis. Vi ma fgrst bevise at v — v’ star ortogonalt pa V.
Rommet V er utspent av uy, Uy, ...,Uy,. Visjekker at v — v’
star ortogonalt pad hver uy:

(v=V,up) = (v, uE) = (v, up)
=Vu) —vu) =0

Dersom w € V, ligger ogsa w — v’ i V, og da starw — v/
og v — V' ortogonalt pa hverande. Pytagoras’ teorem gir

v —wll? = llv—=v' = (w = Vv)]J?

= |lv=VII*+llw=V'[I* = |lv= V>
for alle w € V, slik at
lv—wl = [lv—=V],

og
v—V'| = min]lv—w]. O

Komplekse indreprodukt

Dersom V er et vektorrom over C, er det mest naturlig
a kreve at indreproduktet blir et komplekst tall. Reglene
blir litt annerledes, og fglgende aksiomer skal gjelde.

Komplekse indreprodukt

La V veere et vektorrom over C, la u, v og w vaere
vektorer, og a og b komplekse tall. Indreproduktet
skal veaere konjugert symmetrisk

v,w) = (w,v),
og positivt definitt
(v,v) >0 dersom v=+0,

og linezert enten fgrste eller andre faktor.

Linearitet i den ene faktoren, impliserer antilinearitet i
den andre faktoren. Dersom det komplekse indreproduk-
tet er lineaert i andre faktor,

(u,av + bw) = a(u,v) + b(u,w)



blir det antilinezert i frste faktor:

(au + bv,w) = a(u,w) + b(v, w)
Dersom det er linezert i fgrste faktor,

(au + bv,w) = a(u,w) + b(v,w)
blir det antilineaert i andre faktor:

(u,av + bw) = a(u,v) + b(u,w)

Forskjellige fagfelt foretrekker forskjellig versjon, sa det
er greit a vite om at dette kan gjgres pa to mater. Vi skal
ha mest bruk for den varianten som er linezer i fgrste fak-
tor, for det er denne som er vanlig i fourieranalyse. Relle
indreprodukt er lineaere i begge faktorer, sa da faller pro-
blemstillingen bort.

Eksempel 5.11. La V veere et vektorrom av integrerbare

funksjoner f : [—m, ] = C. Uttrykket

.9 = | reg dx.

definerer et komplekst indreprodukt pa V, og funksjone-
ne e'™ er ortogonale med hensyn pa dette indreproduk-
tet. Dette indreproduktet er linezert i fgrste faktor. A

Eksempel 5.12. La

a1 412 A1n
a a a

A =% 22 2n
Am1 Amz "° Amn

vaere en kompleks m X n-matrise. Hvis vi transponerer A
og komplekskonjugerer komponentene, far vi den adjun-
gerte matrisen

aj; Qz1 Gy
A* = Az Az - Gy
Ain Azn = Qnpn

Lav og w vaere sgylevektorer i C". Indreproduktet mellom
dem er som regel definert som:

v, W) =Vv'w =vwy + 1w, + - + Uy,

Merk at (v, v) bestar av de kvadrerte absoluttverdiene til
komponentene til v, slik at at vi far et fornuftig mal pa
lengden til v. (Dersom n = 1, klapper dette sammen til 3
bli modulus til et komplekst tall.)

Dette indreproduktet er lineaert i andre faktor, som anta-
gelig springer ut fra tradisjonen med a fokusere pa sgyle-
vektorer. Skulle vi hatt et indreprodukt som var linezert i
fgrste faktor, hadde det veert mer naturlig 3 si at vog w
var radvektorer i C", og definere

(V, W) =vw* = U1W1 + v2W2 + -+ van,

men dette er altsa ikke denne varianten som er vanligst i
bruk. A

Akkurat som for reelle indreprodukt, har vi at (w,v) = 0
dersom (v,w) = 0. De fleste teoremene vi beviste for

reelle indreproduktrom, gjelder for komplekse indrepro-
duktrom, men unntaket er Pytagoras’ teorem, som blir litt
annerledes.

Pytagoras llI

Dersom vektorene v og w er ortogonale, er

lIv—wll? = lIvll* + [lw]|%.

Bevis. Vivet at

lv—=wl[?=(v—w,v—w)
=(v,v) — (v,w) — (w,v) + (w,w)
= [IVIIZ = (v, w) = (W, v) + [Iw]|?
= |IvIIZ + [lw]|?

siden (v,w) = (w,v) = 0. O

Eksempel 5.13. | den komplekse varianten av Pytagoras’
teorem er det kun enveis implikasjon. Det er nemlig ikke
ngdvendigvis sant at (v,w) = 0 dersom

v —wl? = [IvII* + [lwl|?,
for uttrykket
—(v,w) — (w,v)
kan kansellere pa andre mater enn at begge indreprodukt
er null. Se gvingsopplegg. A

Eksempel 5.14. Vektorene

1 i
i| % |1
er ortogonale. A

Den ortogonale projeksjonen ma defineres som

_ (w,v)

P,(w) = ) v,
eller ww)
vV, W

PV(W) = (V, V) VI

alt etter om man opererer med et indreprodukt som er
linezertifgrste eller andre faktor. En linearavbildning skal
jo veere lineeer, ikke antilinezer!

Eksempel 5.15. La oss projisere vektoren

[—5i
w=| 0
| 2i
bade pa og normalt pa
[ 3
v=|—i
| 4

Vi beregner:
vwv)=3-3+i-(-i)+4-4=26

og
(vww)=3-(=5)+i-0+4-2i=-7i



slik at
|3
_ww) =i
Py(w) = (V,V)V_ % 4
og
w—P,(w)=w-— ((\\/;’\:Iv))v

=si|  _p[3] 4 [-109
2i 614 6 soi

Eksempel 5.16. Partialsummen til en fourierrekke

N
Sy(t) = Z cpelnt
n=—N
der
1 " —int
Cp = o f)e dt,
-1

er en ortogonal projeksjon av f ned i vektorrommet ut-
spent av funksjonene e™ for —N < n < N. Dersom
N — oo, utgjgr disse funksjonene en basis for et uende-
ligdimensjonalt vektorrom som heter L?(—m, ), og for
alle f i dette rommet er det riktig a skrive at

(o]

£(0) = Z ¢ eint,

n=-—oo

Dette kan ikke vi vise, for det er ganske kompliert, og
man ma fgrst giennom et komplisert kurs i noe som heter
funksjonalanalyse. Men det er greit a vite at fourierrek-
ker egentlig bare er linezeralgebra. Matematikkens styrke
er at mange ting som ser helt forskjellige ut, oppf@rer seg
temmelig likt. Man ma bare studere oppfgrselen ngye, litt
som en etolog som studerer |sjimpanser, [gorillaer, loran-
gutanger eller fjellbavianer. A

Minste kvadraters metode

Dette er en teknikk for 3 finne tilnaermede Igsninger til
linezere systemer med flere likninger enn ukjente. Teo-
remet om kortest avstand forteller hvordan vi kan gjgre
dette pa en fornuftig mate om vi har en ortogonal basis
for sgylerommet til matrisen. Minste kvadraters metode
er en teknikk som finner den samme Igsningen, men som
ikke avhenger av at vi har en ortogonal basis for sgyle-
rommet.

La oss si at A er en m X n-matrise, at x og b er kolonne-
vektorer i C", og at vi gnsker & betrakte systemet

Ax=Db

for m > n. Dette systemet vil ikke ha noen lgsning med
mindre b tilfeldigvis ligger i kolonnerommet til A, sa vi
gnsker istedet a finne den x som minimerer avstanden fra
Ax til b. Hvis vi krever at vektoren Ax — b star ortogonalt
pa kolonnerommet til A, oppnar vi dette. Altsd ma vi ha

A'(Ax—b) =0

eller
A*Ax = A™b.

Dette er et n X n-system som kalles normallikningene.
Lgsningen av systemet gir den x som minimerer avstan-
den fra Ax til b.

Eksempel 5.17. Vi gnsker a bruke minste kvadrats meto-
de pa systemet med totalmatrise

0 1|14
i1+
0 i i

Vi ganger matrisen pa venstre side av likningssystemet
med sin adjungerte

og far

[0 —i 0]? 1_[1 1]
1—l—lOL, 1 3

Vi ganger hgyresiden med den adjungerte av venstresi-

den, og far
1—i
0 —i 0 o T1—i
[1 —i —i] 1+i ‘[3—21]

i
Lgsningen av systemet med totalmatrise

er

Dette betyr at vektoren

o 1]; . 1—i/2
i [1__1/.22] =| 1+i
0 i i 1/2+1i

er det punktet i kolonnerommet til matrisen

1]
i
i

==

som minimerer avstanden til punktet
T
1+1 A

i

Polynominterpolasjon
Hvis du har n+ 1 punkter (x;, y;) i R?, der x; er forskjellig
for alle punktene, vil det alltid vaere mulig a finne et reelt
polynom

p(x) = apx™+ an_1x" T+ .+ ax +ag

hvis graf gar gjennom alle disse punktene, altsa at

p(x) =¥


https://www.youtube.com/watch?v=YVQN3rkD5UU
https://www.youtube.com/watch?v=NeaAZ1On-w8
https://www.youtube.com/watch?v=IFACrIx5SZ0
https://www.youtube.com/watch?v=IFACrIx5SZ0
https://www.youtube.com/watch?v=Bm1q-V2b1Sc

foralle 1 <i < n+ 1. Dette kalles interpolasjon. Liknin-
gene over utgjgr et (n + 1) X (n + 1)-likningssystem for
koeffisientene a; med totalmatrise

n n-1
x xf L x1 1] »n
n n-—
X2 Xy X2 1] »
n n—l
Xn+1 Xn+i o Xntr 1| Ynaa

Det kan vises at dette likningssystemet alltid har entydig
Ipsning sé lenge x; # x for j # k, og av dette fglger at
du alltid kan interpolere n + 1 punkter med et polynom
av orden n pa en entydig mate.

Eksempel 5.18. Vi prgver 3 finne et annengradspolyom
som gar gjennom punktene

HALRERH

Et annengradspolynom skrives p(x) = ax? + bx + ¢, s3
likningssystemet blir

c=1
a+b+c=0
4a+2b+c=1

Lgsningenera=1,b = —2 og ¢ = 1, slik at polynomet
blirp(x) = x2 — 2x + 1 = (x — 1)2. Det er lett 3 sjekke
at polynomet tar de rette verdieneix = 0, x = 1 og
x = 2. A

Dersom man prgver 3 gjgre den samme prosessen med
et polynom som har orden m < n, vil man fa det over-
bestemte (n + 1) X (m + 1)systemet

m n—-1 1

xt o xp L X1 V1
m n—
X5 x2 - Xy 1] oy
m n-1
Xn+1 Xns1 - Xne1 1| Yaaa

Bruker man sa minste kvadrats metode pa dette syste-
met, far man et polynom som passer ganske bra til punk-
tene uten at grafen gar gjennom hvert enkelt punkt - det-
te kalles regresjon.

Eksempel 5.19. Vi prgver 3 finne et annengradspolyom
som gar gjennom punktene

ol B o= 2

Likningssystemet blir na

c=1
a+b+c=0
4a+2b+c =1
9a+3b+c=2

Dette systemet har ingen Igsning, men vi kan bruke mins-
te kvadrats metode til & finne et polynom som passer
ganske bra. Matrisen er:

O o
WN RO
el

mens hgyresiden b er:

01 4 9 2 (1) 1 98 36 14
A*A=0123421=36146
1111 9 3 1 14 6 4
0g
01 4 9 (1)
Ab=10 1 2 3 1
1 111

Vi ma lgse systemet A*A = A*b, altsa systemet med to-

talmatrise
98 36 14| 22

36 14 6 | 8
14 6 4 | 4

Lgsningen er

1/2
—-11/10
9/10 |
slik at polynomet blir
1 11 N 9 A
p(x) = x 1Ox 0

Eksempel 5.20. Nar statistikere snakker om regresjons-
linje, snakker de om et fgrste ordens polynom som prg-
ver a reise gjiennom en punktmengde med litt for mange
punkter, der minste kvadraters metode er brukt for a fin-
ne noen koeffisienter som far linjen til 3 passe ganske bra
til punktene. La oss gjgre dette for punktmengden i ek-

T

Regresjonslinjen er gitt ved p(x) = ax + b, sa liknings-
systemet blir

b =1
a+b=0
2a+b =1
3a+b =2

Dette systemet har ingen Igsning. Vi bruker minste kvad-
rats metode, og beregner
‘ [14 6

0

* 01231
A4=11 1 1][2

3

Y



og

slik at regresjonslinjen blir

2
p(x) = g(x+1).



Oppgaver

1. Vis at vektoren v = ﬁ har lengde 1 for alle w # 0.

2. La V veere et vektorrom over C, og finn to ikke-
ortogonale vektorer slik at

lv = wil? = [IvII* + llwl|%.

3. Finn koordinatene til

i basisen

1 1 -1

=-1{, 2], 0|.

1 1 1
4. En generalisering av Pytagoras gjelder for ikkerettvink-
lede trekanter, og kalles cosinussetningen. Den sier at
dersom vinkelen mellom beina med lengde a og b er 6
istedet for /2, er

a? + b? —2abcosf = c2.

Utled denne.

5. Sjekk at skalarproduktet v - w = v;w; + v,w, er et
indreprodukt.

6. Bruk cosinussetningen til a vise at

[IV]llIw|| cos 8 = vywy + vows.

7. Vis at
VoW
u= v
YARY,
i figuren under.
w
\)
u
8. Vis at W)
W,V
P =
V(W) (V, V) v

er en lineaeravbildning.

9. Lgs likningssystemet

1 1 1]]x, 3
e
1 -1 1[[xs3 9

10. Finn den ortogonale projeksjonen av

3
3
9

p& rommet utspent av
1 1
V2| og [-V2].
1 1

11. Finn den ortogonale projeksjonen av

5

1

-1

-1

pa rommet utspent av

-1 1
0 1
1] °% |1
2 1

12. Finn den ortogonale projeksjonen av vektoren

3
3
9
pa kolonnerommet til
2 4 0
-5 —4 6
1 -2 -4

13. Sjekk at

Vs
(F.9)= | Fse dx
-1
definerer et komplekst indreprodukt.
14. Teorem 5.13, 5.15 og 5.18 har ekvivalente eller veldig
like teoremer i kapittel 2. Finn ut hvilke, og gj@r rede for

hvorfor de er like eller ekvivalente.

15. Finn koordinatene til vektoren

5
3
-1
1
i basisen gitt av sgylene til
2 3 4
1 0 1
0 1 0
0 0 1

16. Finn en ortogonal basis for sgylerommet til matrisen

2 3 4

1
0
0

S = O

1
0
1



17. Finn koordinatene til vektoren

-1
1

i den ortogonale basisen for sgylerommet til

co RN
oRrRr oW
_ O

18. | beviset for teorem 5.11 finner du Gram-Schmidts
metode. Bruk Gram-Schmidts metode til & finne en or-
togonal basis for vektorrommet av alle reelle polynomer
pa [—1, 1] av maksimal grad 2. Indreproduktet er

1

| P de

der p og q er to slike polynomer. Sjekk etterpa at basi-
sen du fant faktisk er ortogonal, og finn koordinatene til
p(t) = t? i denne basisen.

19. Finn regresjonslinjen til punktene (—1,5), (0,1),
(1,-1) og(2,-1).
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