Kapittel 8

Systemer av differensiallikninger

| dette kapitlet skal vi bruke det vi har laert om linezer
algebra til & studere systemer av differensiallikninger.

Fundamentalsystemer

| dette kapiitlet ma vi veere litt ngye pa forskjellen mel-
lom vektorfunksjonen x, som er et element i et uende-
ligdimensjonalt vektorrom av vektorfunksjoner, og funk-
sjonsverdien x(t), som er en sgylevektor i R™ eller C™.

Eksempel 8.1. La

X(t) = (i) og y(D) = (ef_l).

X(1) = y(1) = (})

x(0) = (8)

For alle andre verdier av t er x(t) og y(t) ikke parallelle.
Med andre ord: x(t) og y(t) er linezrt avhengige for
t =0 og t =1, men ikke for andre verdier av t. Som
vektorfunksjoner er x og y lineaert uavhengige, siden

Merk at

og at

ciXx+cy=0
impliserer ¢c; = ¢, = 0. A

Eksempel 8.2. La
2 3 4
x(t)=t|3], y@®)=t(4]| og zt)=t|5
4 5 6
| et tidligere kapittel fant vi at
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og i dette eksemplet er det lett & se at
x—2y+z=0.

Dette betyr at x, y og z er linezert avhengige som vek-
torfunksjoner. A

Eksempel 8.3. La nd

2 3 4
x®)=t{3], y@)=t|4 og z(t)=e'|5
4 5 6

De tre vektorene x(t), y(t) og z(t) er lineaert avhengige
for hver t, for vi kan alltid finne ¢4, ¢, og c3, ikke alle
lik null, slik at

c1x(t) + coy(t) + c3z(t) = 0.

Men c;, ¢; og c3 ma endres for hver t, for det er ikke
mulig & finne ett enkelt valg slik at likningen

c1X+cy+e3z=0

alltid er sann. Derfor er x, y og z linezrt uavhengige
som vektorfunksjoner. A

La oss anta at vi har en mengde

Y1, Y2, - ¥n

med vektorfunksjoner. Det er vanlig a sette funksjonene
opp som kolonner i en n X n-matrise Y, kalt fundamen-
talmatrisen. Dersom detY(t) # 0 for alle ¢, er funk-
sjonsverdiene til mengden en basis for R™ for hver t, og
vi kaller mengden et fundamentalsystem.

Eksempel 8.4. Vi kan sette sammen

2 3 4
x(t)=et(3], y@)=e'|4 og z2(t)=et(5
4 5 7
til
2 3 4
Yt)=et|3 4 5/,
4 5 7

og siden detY(t) = —et # 0 for alle t, utgjgr x, y og z
et fundamentalsystem. A

Eksempel 8.5. La

x(t) = t(;), og y(t)=et (é)

Funksjonene x og y er lineaert uavhengige siden det ikke
finnes konstanter c¢; og ¢, slik at

cix+cy = 0.

Men funksjonsverdiene x(t) og y(t) er parallelle vektorer
for alle t, og derfor utgjgr disse funksjonene ikke et
fundamentalsystem. A



Systemer av differensiallik-
ninger

| dette kapitlet skal
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alltid vaere en reell matrise. Det blir mer enn komplisert
nok. Et farsteordens linezert og homogent system av
differensiallikninger med konstante koeffisienter er et
sett med n likninger og n ukjente

3:’1 ® A1 A1z o Qgg\ /YD)
(1) _ [ Q1 G2 - G || D2 ®
Yn(t) An1 Qmz2 = Qpn yn(t)

P& kortform skriver vi enkelt og greit
y = Ay.

og forkorter den lange tittelen til system.

Fgr man i det hele tatt begynner & lgse systemet over,
kan man fa en ide om hvordan Igsningskurvene kommer
til & oppfgre seg, ved 3 skissere systemets vektorfelt.
Dette far man ved & evaluere hgyresiden i likningssyste-
met for forskjellige verdier av vy, slik at man far ut stig-
ningstallet til en eventuell Igsningskurve i dette punktet,
og sa tegne disse i et koordinatsystem.

Eksempel 8.6. Her er en skisse av vektorfeltet assosiert

med systemet
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Takk til Paul Trygsland som orket & programmere opp
denne figuren. A
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En konstant funksjon som Igser systemet y = Ay, kalles
en likevektslgsning. Dette er en Igsning som star stille
i rommet. Merk at dette er alle vektorer i nullrommet
til A. Denne klassen av Igsninger sitter inni en mer in-
teressant klasse av Igsninger, som er beskrevet i neste
teorem.

Det er enkelt & finne lgsninger

La x vaere en vektor i R™, og la
y(t) = ve’t.
Funksjonen y er en Igsning av systemet
y = Ay

hvis og bare hvis A er en egenverdi, og v den
korresponderende egenvektor, til matrisen A.

\.

Bevis. Siden (husk at e’ er en skalar)
Ay = Avelt = Jvett

og
y = Avett

er y en Igsning av systemet. Omvendt kan vi se at der-
som ve?! skal veere en Igsning av systemet, m3

d
Avert = = (velt) = pyelt,
ve o (vet) = Ave
og hvis vi deler ut e*t # 0 far vi
Av = Av,

som sier at v er en egenvektor med egenverdi A. O

Eksempel 8.7. Vi Igser systemet

y = Ay

1 =2
a=(4 7F)
Egenvektorer er som kjent
1 1
Cq 1 og C; —1

med egenverdier —1 og 3, henholdsvis. Derfor er to Igs-
ninger av likningssystemet

1\ _ 1
Y1=C1<1)9 L og y2=0; <_1>e3t- A

Eksempel 8.8. Matrisen

der

1 2 2
A=[2 6 2
2 2 6
har egenvektorer
0 1 —4
-11,(2 og 1
1 2 1

med egenverdier henholdsvis 4, 9 og 0. Lgsningene av
y = Ay er

0 1 -4
| —1)e*, c[2])e® og 3| 1
1 2 1

Merk at den siste er en likevektslgsning. A



Et vanskelig teorem eller ikke

For systemet

y = Ay
kan vi alltid finne n kontinuerlig deriverbare Igs-
ninger som utgjgr et fundamentalsystem.

Det generelle beviset er litt for hardt for oss, men det
er lett 3 se at det m3 veere sant dersom A er diagona-
liserbar. Finnes det n lineaert uavhengige egenvektorer,
finnes det ogsa n Igsninger pa formen

y(t) = etty,

og siden eksponensialfunksjonen aldri er null, er det lett
3 se at disse Igsningene utgjgr et fundamentalsystem.
Teoremet er imidlertid sant ogsa for ikkediagonaliser-
bare matriser, men dette er mer jobb & vise, se [Xavier
Raynauds notat. Trikset er & sette opp et fundamental-
system av Igsninger pa formen

y(t) = e*v(t),

der v(t) er en polynomisk vektorfunksjon basert p& noe
som kalles generaliserte egenvektorer. Dette er viktig i
automatisering og regulering.

Siden bade venstre- og hgyresiden av systemet y = Ay
falger superposisjonsprinsippet (begge sider av liknin-
gen er linezroperatorer) er det lett 4 se at mengden av
Igsninger danner et vektorrom. Vi skal nd se at dette
rommet har ngyaktig n dimensjoner.

Det blir et vektorrom!

Alle Igsninger av
y = Ay

utgjgr et vektorrom av dimensjon n.

Bevis. Vi lar Y veere et fundamentalsystem av Igsninger.
Vi at dette finnes. (Dersom A er diagonaliserbar, er det
lett & finne et fundamentalsystem. Dersom A ikke er
diagonaliserbar, er det vanskeligere, men alltid mulig.)
Husk at kolonnene i Y(t) alltid er linezert uavhengige,
slik at Y(t) kan inverteres for alle t.

La z vaere en Igsning. Siden kolonnene i Y(t) utgjgr en
basis for R™ for alle t, kan vi for hver verdi av t skrive

2(t) = Y(£)c(t).

og siden Y(t) er inverterbar for alle t, kan vi skrive

YTH(®)z(t) = (1),

som viser at ogsa c¢ er kontinuerlig deriverbar. Vi kan
derfor trygt derivere

i(t) = Y(t)c(t) + Y(£)E(D),

og siden bade
i(t) = Az(t)

og
Y(t)c(t) = AY(t)c(t) = Az(t),

kansellerer disse mot hverandre, og vi star igjen med

0 = Y(O)E(L).

Siden kolonnene i Y(t) er linezert uavhengige, implise-
rer denne likningen at ¢(t) = 0, og fglgelig er c(t) en
konstant vektor. Men dette betyr at

z(t) = Y(t)c,

og denne likningen sier at funksjonen z er en (kon-
stant) lineerkombinasjon av Igsningene i fundamen-
talsystemet. Disse Igsningene utgjgr dermed en basis
for Igsningsrommet, og fglgelig er Igsningsrommet n-
dimensjonalt. O

Fra nd av skal vi studere systemer der matrisen A er
diagonaliserbar, slik at Igsningen kan skrives
y(t) = cviet + cpvpetet + L+ cpvp et

der v, er egenvektorene til A, med korresponderende
egenverdier 4. Dette kalles den generelle Igsningen.

Eksempel 8.9. Den generelle Igsningen til systemet

y = Ay

1 2
1=z ?)
1 1
y=c¢ <1> et +c, (_1) et

Under er et par Igsningskurver, tegnet inn i vektorfeltet
til systemet. Merk hvordan Igsningene fglger flyten i
vektorfeltet.

der

er

Denne figuren er ogsa laget av Paul Trygsland. A

Eksempel 8.10. Den generelle Igsningen til systemet
med matrise

1 2 2
A=[2 6 2
2 2 6
er
0 1 -4
y®) =c; | —1]e** +c(2|e® +c3| 1 ]. A
1 2 1

| noen tilfeller er det naturlig & spesifisere et punkt R"
der Igsningskurven skal starte.


https://www.math.ntnu.no/emner/TMA4106/2021v/diverse/generaliserte_egenvektorer.pdf
https://www.math.ntnu.no/emner/TMA4106/2021v/diverse/generaliserte_egenvektorer.pdf

Initialverdiproblem

Et initialverdiproblem er et likningssystem
y = Ay
med initialbetingelse
y(to) = Yo,

der yo € R™. En kontinuerlig deriverbar Igsning
som tilfredsstiller dette kravet, kalles en spesiell
I#sning.

Det er ikke s3 vanskelig & se at et initialverdiproblem
har entydig Igsning. Lgsningen

y(t) = Y)Y (to)yo

tilfredsstiller helt klart initialbetingelsen y(ty) = vyp.
Anta at det finnes en annen Igsning z. Vi vet at z til-
fredsstiller

z(t) = Y(t)c,
der c er en konstant. Men siden z(t;) = vy, ma
c =Y 1(ty)yo. slik at

2(8) = Y(OY ™ (to)Yo = Y(D).

Dette er sapass viktig at vi skriver det opp som et teo-
rem.

Det finnes bare en Igsning og bra er det

Et initalverdiproblem
y=A4y  y(to) = Yo,

har entydig lgsning.

Eksempel 8.11. Den spesielle Igsningen

0 1 —4
y)=[-1]e** +(2]e’+| 1
1 2 1

til systemet i forrige eksempel, starter i punktet

-3
2
4

ved t = 0. A

Noen Igsninger i planet

Lgsninger av diagonaliserbare 2 X 2-systemer kan klas-
sifiseres ganske greit. Vi skal ogsa ta med et tilfelle der
A ikke er diagonaliserbar, for & gi en smakebit pd den
generelle teorien. Det er gunstig & dele inn i forskjellige
tilfeller basert pa egenverdiene til A, se pa hva som skjer
ndr t — oo, og plotte noen Igsninger i et fasediagram.

Reelle og distinkte egenverdier
Lgsningen er

y(t) = cix ettt + cpx et

der bade ¢4, ¢35, X1, X3 0g A1 # A, er relle. Vi illustrerer
hva som kan skje med fire eksempler.

Eksempel 8.12. La
2 1
1-(1 2)
1 1
y=roc; (1> e3t +c, (_1> et.

Merk at uansett hvilke kombinasjoner av ¢; og ¢, vi
har (sa lenge ikke begge er 0), vil alle Igsninger reise
mot uendelig ndr t — oo, altsd vekk fra den eneste
likevektslgsningen y = 0. Vi sier derfor at y er en ustabil
likevektslgsning. Nedenfor er plot av Igsningskurver for
et par tusen tilfeldige verdier av ¢; og c,. A

slik at

Eksempel

Eksempel 8.13. La
2 1
a=-(1 2)
1\ _ 1 _
y = c1<1>e 34, (_1>e t

Uansett hvilke kombinasjoner av ¢; og ¢, vi har, vil alle
Igsninger sgke mot origo ndr t — oo, slik at y er en
sakalt stabil likevektslgsning. A

Eksempel 8.14. La

slik at

slik at

1 1
y=c¢ <1) e3t +¢c, (_1> et

Dersom ¢y # 0, vil alle Igsninger gd mot uendelig nar
t — oo, altsd inn mot likevektslgsningen y = 0. Men
dersom ¢; = 0 og ¢, # 0, vil Igsningen sgke mot origo.
Likevektslgsningen y = 0 kalles en ustabil sadel. A

Eksempel 8.15. La
1(3 3
A=-3 (3 3)
1\ _ 1
y=cl<1>e 3t+c2<_1>.

Sa lenge ¢; # 0, vil alle Igsninger sgke mot likevekts-

Igsningen
1
y==0C -1/

og ingen moty = 0 ndrt — oo. Denne har et litt kjedelig
faseplott. A

slik at



Eksempel 8.16. La

slik at

Eksempel

Komplekse egenverdier

Vi har i gvingsopplegget vist at dersom en reell matrise
har komplekse egenverdier, opptrer disse i komplekskon-
jugerte par. Du har kanskje lagt merke til at dette ogsa
gjelder for de egenvektorene, siden

Ax=Ix & Ax=
Dette skal vi benytte oss av for 3 plukke ut relle Igsnin-
ger. La 1 = a + Bi ha egenvektor

()= () ()

og husk at e®*At = ¢%(Cosp + isin B), slik at

y(t) = crettx + ceMtx

=ce® ((3;) +i (Z;)) (CosPt + isin ft)
+c et ((Zi) - l(Zi)) (CosBt — isin Bt).

Denne Igsningen er pen pd papiret, men vi gnsker
kunne visualisere litt, og da hadde det vaert praktisk
finne en Igsning som var reell istedet.

Qo Qo

Siden e*x og e*x er linezrt uavhengige for alle t,
utgjgr de en basis for C2. La oss sgke en reell basis
istedet. Vi kaller den nye basisen v; og v,. Velg fgrst

1
C1 =C = E, og sett

v, =e%t <(Cos[)’t (2) —sin Bt (Zi)) .

. . 1
Sa velger vi c; = —¢, = 27 08 setter

v, = e®t <(Cosﬁt <Z;> + sin Bt (Z;)) .

N3a kan vi skrive

y(t) = divqy + dyv,

=d e <(Cos,8t (Z;) —sin Bt (g;))
+ dye®t <(Cosﬁt (Z;) + sin Bt (Z;)) .

Merk at siden y; og y, er linezrt uavhengige, og for-
holdet mellom disse og v, og v, er gitt ved

0 (] 7)-26e w),

er ogsa vq og V, linezert uavhengige for alle t. Fordelen
med den nye basisen er at vi nd enkelt kan skille ut alle
reelle Igsninger ved & holde oss til relle d; og d,.
Eksempel 8.17. La

(%)

som har egenverdier +i og egenvektorer
1 1
i) % \-i)
Den generelle Igsningen til systemet blir
1 . 0
y(t) =d, ((Cost (0> —sin t(l))
0 ) 1
+d, ((Cost (1) + sin t(O))
_ Cost sint\ [ Cost sint)(d;
=dy (— sin t) +d ((Cost) - (— sint (Cost) (dz

. . . d
Vi ser at denne Igsningen starter i punktet (dl ved
2
t = 0, og kjgrer deretter i en pen sirkuleer bane om
origo. Merk at kurven er traversert med klokken. A

)



Eksempel

Eksempel 8.18. La

=)

som har egenverdier 1 £+ i og de samme egenvektorene

(4 = ()

P& samme vis som i forrige eksempel blir den generelle
Igsningen

Cost sint
— t t
y(t) =dqe <— sin t) +dse <(Cost)

_ ¢+ Cost sint)(d,y
= ¢ \—sint Cost dy, )’

d
Denne Igsningen starter i punktet <d1> ved t = 0, og
2
kjgrer deretter i en saerdeles vakker sirkuleer og utadga-
ende spiral. A

Eksempel

Eksempel 8.19. La

= 3)

som har egenverdier —1+i og de samme egenvektorene

(4 = ()

P& samme vis som i de to forrige eksemplene blir den
generelle Igsningen

Cost sint
_ -t -t
y(t) = dse (— sin t) +dse <(Cost)

_ _¢[ Cost  sint)(d4
= ¢ \=sint Cost d, )’

1

Denne Igsningen starter i punktet (Z ) ved t = 0, og
2

kjgrer deretter i en innadgdende sirkulaer spiral. A

Eksempel

Defekt egenverdi - for spesielt
interesserte!

Tilfellet at A ikke er diagonaliserbar, kan vi egentlig ikke
analysere med teorien vi har laert til nd, s& du skal slippe
& kunne det til eksamen. Men vi tar en smakebit pa hva
som skjuler seg utenfor pensum.

Eksempel 8.20. La

(%))

som har dobbel egenverdi 1, men bare en egenvektor
1
(1). Hva gjgr vi nd? A

For & Igse knipen fra forrige eksempel, ma vi gjgre noe
artig, nemlig introdusere generalisert egenvektor. Egen-
vektoren til A finner man ved & finne nullrommet til
A — Al. For en 2 X 2-matrise med defekt egenverdi, er
en generalisert egenvektor en vektor i nullrommet til
(A— D2

Eksempel 8.21. La A vzre som i forrige eksempel.
Nullrommet til

a-o=((5 ) -(6 9)

er alle vektorer i C2. Alts3 er alle vektorer i C? gene-
raliserte egenvektorer til matrisen A. Vi velger oss en

tilfeldig vektor som ikke er parallell med <1>, for ek-

-1
sempel < ) Hvis vi ganger denne inn i A — I, far

1
-1 1\(-1\ (2
-1 1)\ 1) \2)
som er en egenvektor. Hm. A

Hvordan bruker vi dette til & Igse systemet?

Eksempel 8.22. Vektorene (_11> og (%) er et eksem-

pel pa en kjede av generaliserte egenvektorer. Lgsningen
som korresponderer til den genaliserte egenvektorkjeden

(7))
y2(t) = czet (t (3) * (_11>)'

Lgsningen som korresponderer til egenvektoren vi fant

tidligere, er
1
YI(t) = Clet (1) .



Dette er to lineaert uavhengige Igsninger, og den gene-
relle Igsningen til systemet er

o= (v (1B (7). »

Inhomogene systemer

Differensiallikningssystemet
y = Ay

har den fordel at det er lett & skrive opp alle mulige Igs-
ninger, alt vi trenger er egenverdiene og egenvektorene
til A. N3 skal vi se litt p& farsteordens inhomogent line-
art system av differensiallikninger med konstante koef-
fisienter. Dette er et likningssystem pa formen

y = Ay +f,

der f er en spesifisert vektorfunksjon. Tittelen forkorter
vi til inhomogent system.

Fgrst kan vi merke oss at dersom vi har en Igsning z
til det inhomogene systemet, og en Igsning y til det
homogene systemet

y = Ay,

vil z 4+ y Igse det inhomogene systemet. Det er derfor
vanlig & splitte Igsninger i

Y=YntyVyp

der y,, er den generelle Igsningen til det homogene sys-
temet, og y, er en Igsning til det inhomogene systemet.
Den fgrste kalles den homogene Igsningen, mens den
siste kalles enten den inhomogene Igsningen eller par-
tikulaerlgsningen. Ofte gér det an 3 gjette formen pa
partikulaerlgsningen.

Eksempel 8.23. Vi Igser likningssystemet

y=Ay +f
2 1

=(03)
1

(1)

Den homogene Igsningen er som kjent

1 1
Yh =1 <1> e3t +c, (_1) et.

der

og

Men hva med den inhomogene? Siden f er en konstant
vektor, er det ikke utenkelig at y, ogsa er det. Vi prgver.

La
€1
yp = <C2) *

Vi setter denne inn i likningen, og far

(0= 2)()+)

Dette gar fint dersom
2 1\fc\_ (1
1 2/\cy] ™ 1
_ C1 _ _1/3
Yo = \¢,) T\ =173

Lgsningen er med andre ord

som gir

Y=Yn+Vp

=c G) e3t+c, (_11) et + (:1?3) : A

Med litt erfaring kan man ofte gjette formen pd y,, og
pa internettet er det mulig 3 finne lange tabeller med
hvordan partikulzerlgsningen y,, ser ut for forskjellige f.
Dette er litt kjedelig & lzere seg, men greit & vite om.
Vi skal heller utlede en formel som i prinsippet alltid kan
finne y,. Strategien baserer seg pa 3 ta utgangspunkt i
Yn- Vi lar Y veere fundamentalmatrisen. Siden kolonnene
i Y(t) alltid utgjgr en basis for R™, er det rimelig &
forvente at en kontinuerlig deriverbar partikulaerlgsning,
dersom den finnes, kan skrives

yp(t) = Y(©)c(®).

der c er en vektorfunksjon. Merk at c ikke kan vaere en
konstant funksjon, for da blir y, en homogen Igsning.
Akkurat som i beviset for teorem ??, ser vi at ¢ ma
vaere kontinuerlig deriverbar. Vi kan derfor trygt skrive
ypt = yc + Yc, og sette dette inn i den inhomogene
likningen:

yc+ Yc = AYc +f.

Siden
y=A4Y,

kan likningen forkortes til
Yc =f,

og siden Y er inverterbar for alle t, kan vi invertere
c=VY1If

og integrere komponentvis

t
c(t) =f Y~1(s)f(s) ds.

Denne Igsningsformelen gir korrekt Igsning, dersom det
er mulig & utfgre integralet pd hgyre side. Integralet skal
tolkes komponentvis, og det trengs ingen nedre integra-
sjonsgrense, siden denne bare legger til en linecerkom-
binasjon av homogene Igsninger.



Eksempel 8.24. La nok en gang

-t

slik at gt

Y= <e3t _et>
og la

f= (})
Vi beregner
()

= Dgat | —e3t 3t

og

slik at

og

Yp ®) =

1/e3t et \[e3)  1(1
T3 \e3t —et 0 )]~ 3\1



Oppgaver

1. Vis at Igsningene til

Y1 () = y2(8)
Y2(t) = —y1(8)

gar i sirkulaere baner om origo.

2. Vis at Igsningene til

Y1 (@) =y (8) + (D)
Y2 (1) = =y1(0) + y2(t)

blir utadgande spiraler.

3. Skisser Igsningene til systemet

Y1) =y () +y.(0) -1
Y2 () = =y (5) +y2(0) — 1

4. Finn den generelle Igsningen til systemet

Y1) = y1(8) + ¥2(0)
Y2 () = y,(t)

5. Finn den generelle Igsningen til systemet
y1(t) = y1 () + y2(¢)

V2 (t) =y (1) + y3(8)
V3(t) = () + y3(8)
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