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Kapittel 1

Linezere likningssystemer

Grunnlaget for linezer algebra er lineare liknings-
systemer. Vi starter var reise inn i den lineaere algebraen
ved a se pa noen forskjellige mater a Igse likningssyste-
mer pa. Til slutt i dette kapitlet skal vi forsikre oss om at
vi er helt enige om ngyaktig hva det vil si at et liknings-
system er linezert, og innfgre en praktisk mate a skrive
lineaere likningssystemer pa.

Forskjellige fremgangsmater

Her er et eksempel pa et lineaert likningssystem:

2x+3y=9
(*) _
—x+6y=3

| dette systemet har vi to likninger og to ukjente. En Igs-
ning av systemet bestar av to tall som vi kan sette inn for
x og y slik at begge likningene er oppfylt samtidig.
Vikjenner fra fgr til flere mater a Igse et slikt system pa.
La oss Igse systemet over med noen forskjellige metoder.

Eksempel 1.1. Den kanskje mest apenbare metoden for a
Igse et likningssystem er a f@rst Igse én likning med hen-
syn pa én av de ukjente, og sa sette inn i den andre liknin-
gen (eller i de andre likningene, hvis vi har et system med
mer enn to likninger).

For & Ipse systemet (*) med denne metoden kan vi
forst Igse den andre likningen med hensyn pa x; da far
vi:

x=6y—3
Sa setter vi dette inn i den f@rste likningen og forenkler:

2-(6y—3)+3y=9
12y —-6+3y=9
15y =15
y=1
Til slutt setter vi denne y-verdien inn i uttrykket vi fant
for x, og far:
x=6y—3=6—3=3

Vi har altsad funnet ut at for at begge likningene skal
vaere oppfylt, md vihaat x = 3 0gy = 1. Vi sjekker
at dette virkelig er en Igsning av (*) ved & sette inn disse
verdiene i begge likningene i systemet:

2x+3y=2-3+3:-1=6+3=9
—x+6y=-3+6-1=3

Vi har na funnet ut at systemet (*) har ngyaktig én lgs-
ning, nemligx =3 o0gy = 1. A

Metoden i eksempelet over er enkel og grei, men kan
bli temmelig tungvint @ bruke hvis vi har mer enn to
ukjente. Vi ser pa en annen Igsningsmetode for det sam-
me systemet.

Eksempel 1.2. Viganger opp den andre likningen med 2,
og deretter legger vi sammen de to likningene:

2x+3y=9 (fgrste likning)
—2x+12y=6 (andre likning ganget med 2)
15y =15  (sum av likningene over)

Pa denne maten far vi x til a forsvinne, og vi star igjen med
en likning med bare y.

Den nye likningen 15y = 15 kan vi forenkle til y = 1.
Na kan vi gange opp denne med —3 og legge sammen
med den fgrste likningen fra systemet for a fa en likning
der y forsvinner:

2x+3y=9 (forste likning fra (*))
-3y =-3 (ny likning ganget med —3)
2x =06 (sum av likningene over)

Na har vi fatt en likning med bare x, og vi forenkler den
til x = 3. Vi har dermed igjen funnet Igsningen x = 3 og
y = 6. A

Vi skal etter hvert komme frem til en generell frem-
gangsmate for 3 Igse linezre likningssystemer. Den frem-
gangsmaten baserer seg pa a legge sammen likninger slik
som vi gjorde na.

For vi gar videre Igser vi systemet vart en tredje gang,
pa en helt annen mate:

Eksempel 1.3. Vikan ogsa Igse systemet (*) grafisk. Vi la-
ger et koordinatsystem med en x-akse og en y-akse. Hver
av detolikningene 2x+3y = 9 og —x+6y = 3 beskriver
en rett linje:



3 2x+3y=9

2 —x+6y=3

Lgsningene av 2x + 3y = 9 er alle punkter som ligger
pa den ene linjen, mens Igsningene av —x + 6y = 3 er
alle punkter som ligger pa den andre linjen. Den felles |@s-
ningen av begge likningene er punktet der de to linjene
mgtes, nemlig (3,1). Lgsningen eraltsd x = 3 ogy = 1.

Denne metoden er fin for a visualisere problemet og se
Igsningen pa en intuitiv mate, men ikke ngdvendigvis den
beste for a finne svaret eksakt. Dessuten blir det vanskelig
ategne hvis vi har mer enn to ukjente (men det kan likevel
veere nyttig a prgve a se for seg Igsningene av for eksem-
pel en likning med tre ukjente pa en grafisk mate). A

Hva er et lineaert likningssystem?

Et linezert likningssystem er et system av linezre liknin-
ger. Men ngyaktig hva mener vi med at en likning er line-
er?

Ordet «lineser» kommer fra det latinske «linea», som
betyr «linje». Hvis vi har en likning med to ukjente, sa kan
vi tegne grafen til denne likningen. Vi sier at likningen er
linezer hvis grafen dens er en rett linje. | eksempelet over
sa vi at grafene til likningene 2x+3y = 90g —x+6y = 3
er rette linjer. Men det er ogsa lett a finne likninger som
ikke har rettlinjede grafer, for eksempel y = x2 eller x? +
y? =4,

Generelt er det slik at grafen til en likning er en rett linje
hvis og bare hvis likningen kan skrives pa formen

ax+ by =c,

der a, b og c er konstanter.

Nar vi vil se pa likninger med mer enn to ukjente, gir det
ikke lenger mening a snakke om at grafen blir en rett linje.
Men det at likningen kan skrives pd formen ax + by = ¢
kan vi lett utvide til 3 ta med flere ukjente, sé det er dette
vi bruker i den generelle definisjonen av linezere likninger.

Definisjon. En likning med n ukjente x4, x5, ..., X, kalles
lineaer dersom den kan skrives pa formen

agx1 + azx, + - apx, = b,

der a4, ay, ..., a, og b er konstanter. Et linezert liknings-
system er en samling av én eller flere linezere likninger
med de samme ukjente. A

Eksempel 1.4. Her er noen eksempler pa lineaere liknin-
ger:

5x1+x2—7x3+x4=27
17x -5y =m

Og her er noen eksempler pa likninger som ikke er line-
®re:

2x2+y=3
x1+2x1x2+x3=1 A

Ekvivalente systemer

Vi sier at to likningssystemer er ekvivalente dersom de
har samme Igsninger. Vi kan Igse et likningssystem ved 3
erstatte det med stadig enklere ekvivalente systemer. Vi
tar et eksempel for a se hvordan dette kan gjgres.

Eksempel 1.5. La oss Igse det fglgende linezere liknings-
systemet:
x+2y—2z=-5
x+5y+9z=33
2x+5y— z=0

Vi vil begynne med a eliminere x-en fra de to siste liknin-
gene. Hvis vi trekker den fgrste likningen fra den andre,
far vi den nye likningen

3y + 11z = 38.

Vi bytter ut den andre likningen i systemet med denne
nye likningen:

x+2y— 2z=-5
3y+ 11z =38
2x+5y— z=0

Dette systemet er ekvivalent med det vi startet med.
Hvorfor er det det? Den nye likningen fglger fra to av lik-
ningene vi hadde fra fgr. Dermed ma enhver Igsning av
det opprinnelige systemet ogsa veere en Igsning av det
nye systemet.

Men omvendt er det ogsa slik at den opprinnelige
midterste likningen (som vi na har tatt vekk) kan vi fa ved
a legge sammen de to fgrste likningene i det nye syste-
met. Dermed ma enhver Igsning av det nye systemet ogsa
veere en Igsning av det gamle.

Til sammen betyr dette at de to systemene er ekviva-
lente.

Vi fortsetter a forenkle systemet. Vi eliminerer x fra
den siste likningen ved a trekke fra fgrste likning ganget
med 2:

x+2y— 2z=-5
3y+ 11z =38
y+ 3z=10

Igjen har vi et nytt system som er ekvivalent med det for-
rige.

Na vil vi eliminere y fra den siste likningen. Men det
er lettere a eliminere y fra den midterste likningen (ved
a trekke fra 3 ganger den siste). Likningenes rekkefglge
spiller imidlertid ingen rolle, sa vi kan bytte om pa de to
nederste likningene fgrst:

x+2y— 2z=-5
y+ 3z=10
3y+11z =38



Sa eliminerer vi y fra den siste likningen ved 3 trekke fra
andre likning ganget med 3:

x+2y—2z=-5
y+3z=10
2z=18
Na ser vi fra den siste likningen at vi ma ha:
z=4
Ved 3 sette inn det i den midterste likningen far vi:
y=10—-3-4=-2
Til slutt far vi, ved a sette inn y og z i den gverste likningen:
x==5-2-(-2)+2-4=7
Systemet har altsa én Igsning:
x=7 y=-2 z=4 A

Alle likningssystemene vi skrev opp i dette eksempelet
er ekvivalente med hverandre, men det siste er mye enk-
lere 3 handtere enn det vi startet med. Prosessen vi utfgr-
te for a forenkle systemet kalles gausseliminasjon, og blir
naermere beskrevet i kapittel ??.

Totalmatrisen til et system

Generelt kan et lineeert likningssystem (med m likninger
og n ukjente) se slik ut:

aj1Xq + A12Xp + -+ AnXn = b1

az1X1 + AyrXp + -+ AoynXn = b2

AmiX1 + QpaXxy + -+ QpnXn = by,

Nar vi skal Igse et slikt system, vil vi skrive opp en rekke
nye systemer som er ekvivalent med dette, men som er
stadig enklere. Da er det ungdvendig tungvint a skrive alle
de ukjente og alle +-ene og =-tegnene hver eneste gang.
Den eneste informasjonen vi trenger @ ha med oss gjen-
nom utregningen er koeffisientene (a-ene) og tallene pd
hgyresiden (b-ene).

Totalmatrisen til et likningssystem er en tabell som
inneholder akkurat disse tallene:

i1 Gz v Qg | by
a1 Q22 azn | by
Am1 Amz " Omn | by

Eksempel 1.6. Likningssystemet vi startet med i eksem-
pel ?? har fglgende totalmatrise:

12 -2]-5
15 9 |33
2 5 -1| 0 A

Den loddrette streken inni matrisen er egentlig ikke
ngdvendig a ha med, men den er praktisk for 3 hjelpe oss
med 3 huske at det som star til hgyre for streken hgrer til
hgyre side av likningene.



Kapittel 2

Gausseliminasjon

Na skal vi formalisere ideene fra kapittel ??. Vi skal se
hvordan vi kan Igse et hvilket som helst linezert liknings-
system ved a skrive om totalmatrisen til systemet etter
bestemte regler.

Reglene for hvordan totalmatrisen kan skrives om kal-
les radoperasjoner, og malet er a fa en matrise som er pa
trappeform. Denne prosessen kalles gausseliminasjon.

Radoperasjoner

Fglgende tre mater a endre en matrise pa kalles radope-
rasjoner:

1. Gange alle tallene i en rad med det samme tallet
(ikke 0).

2. Legge til (et multiplum av) en rad i en annen.
3. Bytte rekkefglge pa radene.

Vi sier at to matriser er radekvivalente hvis vi kan kom-
me fra den ene til den andre ved a utfgre en eller flere
radoperasjoner. Vi bruker notasjonen M ~ N for a si at to
matriser M og N er radekvivalente.

Eksempel 2.1. Disse matrisene er radekvivalente, siden vi
far den andre matrisen fra den fgrste ved a gange gverste

rad med 4:

2 5|0 8 2010

1 714 1 7 |4
Merk at vi ogsa kan ga motsatt vei: Ved a gange gverste
rad i den andre matrisen med 1/4 far vi tilbake den fgrste

matrisen.
Disse to matrisene er ogsa radekvivalente:

3 12 3 12

9 5|7 0 2|1
Her har vi brukt den andre typen radoperasjon: Vi la til
—3 ganger gverste rad i nederste rad for 3 komme fra den
fgrste matrisen til den andre. Merk igjen at vi ogsa kan ga

motsatt vei: Ved a legge til 3 ganger gverste rad i nederste
rad, kommer vi fra den andre matrisen til den fgrste. A

Hele poenget med radoperasjoner er at det a utfgre
en radoperasjon pa en totalmatrise tilsvarer a skrive om
likningssystemet til et nytt system som er ekvivalent med
det opprinnelige. Vi formulerer dette som et teorem:

Teorem 2.2. Huvis to likningssystemer har radekvivalente
totalmatriser, sa er de to likningssystemene ekvivalente.

Bevis. For a bevise dette, er det nok a vise at det a gjg-
re en radoperasjon pa totalmatrisen til et likningssystem
tilsvarer a gjgre en gyldig omskrivning av systemet selv.

Den fgrste typen radoperasjon — a gange alle tallene i
en rad med samme tall —tilsvarer a gange med det samme
tallet pa begge sider av en ligning. Litt mer detaljert: La
oss si at

aj1 Qjz -+ A | by
er en av radene i totalmatrisen, og at vi ganger opp denne
med tallet c slik at vi far:

(cair) (caiz) -+ (caim) | (cby)
Dette tilsvarer at vi bytter ut likningen
a1 x1 + appxy + -+ apx, = b;
med den nye likningen
(caj)xy + (caip)x + -+ + (cam)xn = cb;.

Men det er klart at hvis den opprinnelige likningen var
sann, sa ma ogsa den nye vaere det. Og siden det ikke til-
lates at tallet ¢ som vi ganger med er 0, sa har vi ogsa
det motsatte: Hvis den nye likningen er sann, sa ma ogsa
den opprinnelige veere det. Altsa gjgr vi ingen endring i
Igsningene av likningssystemet ved a utfgre denne typen
radoperasjon.

For den andre typen radoperasjon — legge til et multi-
plum av en rad i en annen — kan vi pa tilsvarende mate
se at den nye raden vi lager tilsvarer en likning som ma
veere sann hvis de gamle likningene var sanne. Sett at vi
legger til c ganger rad i i rad j. Dette tilsvarer at vi ganger
opp den i-te likningen med c, og legger til resultatet i den
j-te likningen. Alle Igsninger av de gamle likningene ma
da ogsa veere lgsninger av denne nye likningen. Dessuten
kan vi komme tilbake til det gamle systemet (ved & legge
til —c ganger rad i i rad j), og dermed ma alle Igsninger
av det nye systemet ogsa veere Igsninger av det gamle.

Den tredje og siste typen radoperasjon — bytte rekke-
fglge pa radene — gjgr apenbart ingen endringer i Igsnin-
gene av likningssystemet, siden dette bare tilsvarer a skri-
ve likningene i en annen rekkefglge. O

Eksempel 2.3. Vigjentar regningen i eksempel ??, denne
gangen ved 3 utfgre radoperasjoner pa totalmatrisen til



likningssystemet:

1 2 -2|-5 [1 2 —-2|-5]
15 9|33 ]|~|l0 3 1138
2 5 -1]0 |2 5 -1 0 |
[1 2 —-2|-5]
~0 3 11] 38
[0 1 3 |10 |
[1 2 -2 |-5]
~l0o 1 3|10
| 0 3 11|38 |
[ 1 2 -2 |-5]
~l0o 1 3|10
[0 0 2|8

Her gjorde vi fglgende radoperasjoner: Legge til —1 gan-
ger fgrste rad i andre rad, legge til —2 ganger fgrste rad i
tredje rad, bytte andre og tredje rad, og legge til —3 gan-
ger andre rad i tredje rad.

Den siste matrisen her er pa det som kalles trappeform,
og da er det (som vi sa i eksempel ??) lett & finne Igs-
ningen. Hvis vi vil gjgre det enda lettere, kan vi fortsette
med radoperasjoner til vi oppnar det som kalles redusert
trappeform:

1 2 -2|-5 1 2 -2|-5
01 3 [10(f~]0 1 310
0 0 2|8 00 1| 4
[ 1 2 0] 3 ]
~l0 1 0]-2
[0 0 1] 4
[ 1 0 0] 7
~l0 1 0]-2
[0 0 1] 4

Den siste totalmatrisen her svarer til fglgende likningssys-
tem:

x=7
y=-2
z=4
Her har vi altsd kommet helt frem til Igsningen. A

Trappeform

Vi vil nd gi en presis definisjon av begrepene «trappe-
form» og «redusert trappeform». Da trenger vi ogsa et
annet begrep, nemlig «pivotelement».

Definisjon. Det fgrste talleti en rad i en matrise som ikke
er 0 kalles pivotelementet for den raden. (En rad med
bare nuller har ikke noe pivotelement.) A

Eksempel 2.4. Se pa fglgende matrise:

3 =2 0 2
0 0 5 12
1 8 3 7
0 0 0 O

Pivotelementene her er tallet 3 i den gverste raden, tal-
let 5iden andre raden og tallet 1 i den tredje raden. Den
siste raden bestar av bare nuller, og har derfor ikke noe
pivotelement. A

Definisjon. En matrise er pa trappeform dersom hvert pi-
votelement er til hgyre for alle pivotelementer i tidligere
rader, og eventuelle nullrader er helt nederst. A

Eksempel 2.5. Denne matrisen er pa trappeform:

3 7 6
01 -2
0 0 2

Pivotelementene er 3, 1 og 2, og hvert avdem er til hgyre
for alle de tidligere pivotelementene.
Denne matrisen er ogsa pa trappeform:

-2 7 1 5
0 0 4 9
0 0 0 O

Denne matrisen er ikke pa trappeform fordi nullradene
ikke er samlet nederst:

S O o w
oN O @
oL ON
o B O O

Denne matrisen ser «trappete» ut, men er likevel ikke
pa trappeform:

5 7
0 1
0 2

S O B
= O O

0 3

Grunnen til at den ikke er pa trappeform er at pivotele-
mentet 9 i tredje rad ikke er til hgyre for pivotelementet
i andre rad, men rett under det isteden. A

Definisjon. En matrise er pa redusert trappeform hvis
den er pa trappeform og dessuten oppfyller:

¢ Alle pivotelementene er 1.
¢ Alle tall som star over pivotelementer er 0. A

Den siste matrisen i eksempel ?? er pa redusert trappe-
form, og der sa vi ogsa hva som gjgr redusert trappeform
nyttig: Lgsningen av systemet kan leses av direkte.

Det a skrive om en matrise til trappeform ved
hjelp av radoperasjoner kalles gausseliminasjon, opp-
kalt etter den tyske matematikeren Carl Friedrich Gauss
(1777-1855). Noen velger ogsa a ha et eget navn pa det
a komme frem til redusert trappeform, og kaller den pro-
sessen for Gauss—Jordan-eliminasjon, oppkalt etter Wil-
helm Jordan (1842-1899). Vitar det ikke s3 ngye med den
forskjellen, og sier «gausseliminasjon» uansett.

(Disse begrepene er uansett historisk sett fullstendig
misvisende. Metoden som vi kaller gausseliminasjon var
kjent i Kina for flere tusen ar siden, og Gauss — som rik-
tignok var et universalgeni og fant opp mengder av flotte
ting — har ikke egentlig sa mye med den a gjgre.)

Eksistens og entydighet av Igsninger

Nar vi vil Igse et likningssystem, er det noen apenbare
spgrsmal vi kan stille:

e Har systemet noen Igsning? (Eksistens)



¢ Hvis systemet har Igsning: Har det ogsa flere Igsnin-
ger, eller bare én? (Entydighet)

| eksempel ?? hadde vi et system med entydig Igsning.
Vi tar noen flere eksempler for a vise andre ting som kan
skje.

Eksempel 2.6. La oss Igse fglgende system:

x— 2y=1
—5x+ 10y = -1

Vi setter opp totalmatrisen og gausseliminerer:
1 -2 1 1 -2 |1
-5 10| -1 0 0 |4

Den siste matrisen svarer til fglgende system:

x+2y=1
Ox+0y=4

Likningen Ox + Oy = 4 kan ogsa skrives som 0 = 4,
og den kan ikke stemme uansett hva vi setter x og y til
vaere. Dette systemet har altsa ingen Igsning. A

Generelt er det slik at hvis vi far en rad i totalmatrisen
var pa formen
00 --0]b,

der b er et tall som ikke er 0, sa har systemet ingen Igs-
ning. Denne raden svarer jo til likningen 0 = b, som ikke
kan vaere sann. Hvis vi har en matrise pa trappeform der
ingen av radene er pa denne formen, sa har systemet
minst én Igsning.

Men et linezert likningssystem kan ogsa ha mer enn én
Igsning, som vi skal se i det neste eksempelet.

Eksempel 2.7. La oss Igse fglgende system:

X1 +3x2 +2x3 +3X4_ =16
x1+3x2+3x3+ x4:21
2x1 + 6x2 +4x3 + 6x4_ =32

Vi setter opp totalmatrisen og gausseliminerer:

1 3 2 3|16 1 3 2 3|16
1 3 3 1|21 |~]0 0 1 -2|5
2 6 4 632 000 010
[1 3 0 7 |6
~l0 0 1 =215
000 010

Den siste matrisen svarer til fglgende system:

x1+3x2+7x4=6
X3_2x4:5

(Her har viikke tatt med noen likning for nullraden i matri-
sen. Det er fordi nullraden star for likningen 0x; + 0x, +
0x3 + 0x4 = 0, eller med andre ord 0 = 0. Denne liknin-
gen er apenbart oppfylt uansett hva x4, x5, X3 0g x4 er,
sa vi trenger ikke ta den med.)

Hvis vi flytter alt unntatt x; og x3 til hgyresiden, ser
systemet slik ut:

X1 =—=3xy—7x,+6
X3=ZX4+5

Vi kan altsd finne Igsninger av systemet ved a sette x,
og x, til & veere hva vi vil, og deretter bruke disse to likhe-
tene til 3 bestemme x; og x3.

Hvis vi for eksempel velger x, = 0 og x, = 1, sa far vi
fglgende Igsning:

x,=-3-0—-7-1+6=-1

x2:0
X3=2-145=7
X4=1

For a beskrive alle Igsningene av systemet pa en ryddig
mate, kan vi sette x, = s og x, = t, der s og t star for to
vilkarlige tall. Da er alle Igsningene gitt ved:

x1=—-3s—=7t+6

Xy =S

x3=2t+5

Xq4 =1 A

Variabler som vi kan sette til hva vi vil, slik som x, og x,
i eksempelet over, kalles frie variabler.

Nar vi lgser et linezert likningssystem, og har funnet ut
at det har minst én Igsning, sa er det to muligheter. Den
ene muligheten er at vi ikke far noen frie variabler (slik
som i eksempel ??). Da har systemet entydig I@sning. Den
andre muligheten er at det er en eller flere frie variabler
(slik som i eksempel ??). Da har systemet uendelig mange
Igsninger, siden hver av de frie variablene kan settes til 3
vaere et hvilket som helst tall.

Dette betyr at det ikke er mulig at vi far for eksempel
to Igsninger, eller tre Igsninger, og sa videre. Om det fgrst
er mer enn én Igsning, ma det vaere uendelig mange.

La oss oppsummere det vi har funnet ut om eksistens
og entydighet av Igsninger. For ethvert linezert liknings-
system ma én av fglgende vaere sant:

e Systemet har ingen Igsning.
e Systemet har entydig Igsning.

e Systemet har uendelig mange Igsninger.

Valgfrihet

Nar vi gausseliminerer har vi en viss grad av valgfrihet.
Det som star fast er hva vi har lov til 3 gjgre, nemlig de
tre typene radoperasjoner, og hva vi vil ende opp med,
nemlig (redusert) trappeform. Ngyaktig hvordan vi bruker
radoperasjoner for 8 komme frem kan vi velge selv.

Vi tar et enkelt eksempel for a illustrere dette.

Eksempel 2.8. Anta at vi vil gausseliminere denne total-
matrisen:
0 2 4 1|7
3 8 2 0|4
5 9 2 4|4
Her er vi ngdt til 3 bytte gverste rad med en av de to andre
for a fa pivotelementet i fgrste rad pa riktig sted. Men vi
velger selv hvilken av de to radene vi vil flytte til toppen.
A

Vi har ogsa noe frihet nar det gjelder valg av frie vari-
abler.



Eksempel 2.9. | eksempel ?? endte vi opp med at de to
variablene x, og x, var frie. Men vi kunne ogsa ha valgt
a la x1 og x5 veere frie, som vi skal se na.

Vi hadde forenklet systemet til felgende:

x1=—3x2—7x4+6
X3:2.X4+5

Vi kan Igse den andre likningen her for x, og fa:

X3_5
2

Xg =

Deretter kan vi sette inn dette i den fgrste likningen og
Igse for x,:

_x1_7x4+6
Xp=———
_—xl—g(x3—5)+6
B 3

1 7oA
T T3 T T

Hvis vi na lar x; = s og x3 = t, sa har vi fglgende gene-
relle Igsning:

X1 =S
1 7 47
x2=—§s—gt+?
x3 =1
1
X4=EX3_E

Dette ser annerledes ut enn det vi fikk i eksempel ??, men
det beskriver ngyaktig de samme Igsningene. (Du kan for
eksempel sjekke at hvis vi her setter s = —1ogt = 7,
sa far vi den samme Igsningen som da vi valgte x, = 0
og x, = 1ieksempel ??). A



Kapittel 3

Vektor- og matriselikninger

I denne uken skal vi bruke enkel vektorregning til a analy-
sere linezere likningssystemer. Vi skal ha et spesielt fokus
pa R3, for det gar an & visualisere; klarer man det, gar det
lettere a abstrahere til R™. Senere i kurset skal vi se hvor-
dan noen av konseptene under kan generaliseres, slik at
vi kan konstruere teori som kan behandle matematiske
emner som tilsynelatende ser veldig forskjellige ut, men
fglger akkurat de samme lovene.

Vektorregning

Inntil videre skal vi skrive vektorer pa hgykant

X1
x

X = :2 ,
xn

kalt sgylevektor. Du kan ogsa tenke pa dette som et punkt
i R™. De to viktigste regnereglene for vektorer er skalar-
multiplikasjon

axq
ax = |7
ax,
og vektoraddisjon
X1 1 X1+n
X+y= 2|, }’:2 _ xz‘!‘)’z _
Xn Yn Xn+ Yn

En sammensetning av disse to operasjonene

X1 V1 ax; + by,
ax+by =a x:z +b y:z = axz-!-byz
Xn ynl  laxy + by,

kalles en linezerkombinasjon. Skalarene a og b kalles vek-
ter. Hvis vi har m vektorer Xy, definerer vi det linezere
spennet, eller

Sp{Xq, X3, oy X }
som alle linezerkombinasjoner av vektorene, altsa alle
vektorer pa formen

a1Xq + ayXy + o+ apXpy,.

Eksempel 3.1.
1 4 11
3121+ 2|5] =16 A
3 6 21

Eksempel 3.2. Spennet til vektorene i eksemplet over, er
alle vektorer pa formen

Q
w N
+
S2
o U1 b
>

Vektorlikninger

Ved a ta i bruk lineaerkombinasjon, kan vi skrive liknings-
systemet fra forrige uke

x+2y—2z=-5
x+5y+9z=33
2x+5y— z=0

som vektorlikningen

1 2 2] [-5
x[t|+y|5]+z]| 9 |=]33].
2 5 ~1| |o

Dette gir oss en ny mate a se likningssystemer pa: oppga-
ven er 3 finne vektene x, y og z slik at sgylene i matrisen
linezerkombineres til & bli lik hgyresiden.

Eksempel 3.3. Lgsningen til systemet over er
7
=|-2
4

1 2 -2 =5
711 —-2|5[+4| 9 |=]33]. A
5

N < xR

og du kan verifisere at

2 -1 0

Matriselikninger

Produktet av en n X n-matrise og en sgylevektor i R™ defi-
neres som fglgende lineserkombinasjon av matrisens sgy-
ler

- xl
aj; 0 Qip X,
an1 ann_ X
n
aq1] ap Ain
az1 azz a;
x1 . + xz . + + xn ‘TL
An1 An2 Ann



Eksempel 3.4.
1 2 =21|7 1 2 -2
1 5 9||-2|=7|1|-2|5]+4|9|. A
2 5 —11] 4 2 5 -1

Na kan vi skrive likningssystemet fra forrige uke som

—2 x1 _5
9 xZ = 33 .
=1 ]x3 0

N R
(S W& W N

Dersom vi skriver

og

b=33],

kan vi innfgre den kompakte notasjonen

Ax = b.

Eksistens og entydighet av Igsninger Il

likningssystemer deler seg naturlig i tre kategorier; de
som har en unik Igsning, de som har ingen Igsning, og
de som har uendelig mange Igsninger. Vi skal na gi en
geometrisk illustrasjon av hva som skjer i de forskjellige
tilfellene.

Eksempel 3.5. Hvis vi utfgrer Gauss-eliminasjon pa syste-
met ) o -
2 3 4||x 4
3 4 5 xz = 5 )
4 5 6]|x3 3
far vi } S
2 3 4||x 4
0 1 2||x|=|2].
0 1 2||x3 5

De to nederste linjene sier at x, + 2x3 skal vaere bade 2
og 5. Dette er apenbart umulig, og systemet haringen Igs-
ning. Grunnen er at sgylene ligger i samme i plan i R3, og
siden hgyresiden ikke ligger i dette planet, er det umulig
a skrive den som en lineserkombinasjon av disse vektore-
ne. A

Eksempel 3.6. Hvis vi derimot utfgrer Gauss-eliminasjon
pa systemet

2 3 4||x 9

3 4 5(|x|=[12],

4 5 6[|x; 15
far vi

2 3 4||x 9

0 1 2||x|=13],

0 1 2||x3 3

Na er to nederste linjene identiske. Sgylene i matrisen lig-
ger som kjent i samme plan i R3, men na ligger tilfeldig-
vis hgyresiden ogsa i dette planet, og systemet kan derfor
Igses. Hvis du gnsker a skrive en vektor i et plan som en
lineeerkombinasjon av tre andre vektorer i samme plan,
har du uendelig mange mater a gjgre det pa, og derfor
har likningssystemet uendelig mange Igsninger. A

Eksempel 3.7. likningssystemet

1 2 =2][x)] [-5
1 5 9||x|=]33].
2 5 —1||xs 0

har som kjent en unik Igsning. Vi sier at sgylene spenner
ut R3, siden alle punkter i R3 kan skrives som en unik
lineserkombinasjon av dem. Merk at sgylene i matrisen
danner et parallellepiped med volum 2. A

Du kan avgjgre hvorvidt tre vektorer i R3 ligger i samme
plan ved a beregne volumet til parallellepipedet spent ut
av de tre vektorene. Dersom volumet blir 0, ligger de i
samme plan. Dersom sg@ylene i matrisen A kalles a;, a,
og as, kalles dette volumet determinanten til 4, og er gitt
ved

detA =a;-a, X as.

Eksempel 3.8.

det =0. A

BN
Ul bW
o U1

Presise kriterier for nar et likningssystem har én, ingen,
eller mange Igsninger, far vi ikke uten litt mer matematisk
maskineri. Men et mentalt bilde av 3 X 3-systemer kan vi
lage oss.

¢ Hvis matrisens sgyler danner et parallellepiped har
systemet en unik Igsning uansett hgyreside.

¢ Hvis matrisens sgyler ligger i samme plan, og hgyre-
siden ikke ligger i dette planet, har systemet ingen
Igsning.

e Hvis matrisens sgyler ligger i samme plan, og hgyre-
siden ligger i dette planet, har systemet uendelig
mange Igsninger.

En forsmak pa lineaer uavhengighet

Hvis man har en samling vektorer, sier vi at de er lineaert
avhengige dersom en av vektorene i samlingen kan skri-
ves som en lineserkombinasjon av de andre, for eksempel
dersom tre vektorer i R3 ligger i samme plan.

Eksempel 3.9. Huvis du utfgrer gausseliminasjon pa syste-
met

2 3 4 0]

34 5 0

|4 5 6 0]
far du

2 3 4 0

01 2 0

0 0 0 O
altsa at

2x+3y+4z=0
y+2z=0"



setter vi z = s, far viy = —2s av den siste likningen, og
x = s av den fg@rste, slik at

ER

er en lgsning av systemet for vilkarlige s. Dette betyr at
sgyleneiden opprinnelige matrisen er lineaert avhengige.
Vi dobbeltsjekker:

‘ .

|

Bow N
SN
+
o U1
I
=E=X=
>

10



Kapittel 4

Matriser

Na har vi fatt erfaring med a bruke matriser i et par for-
skjellige sammenhenger. Vi har laert 3 Igse et lineaert lik-
ningssystem ved a sette opp totalmatrisen til systemet og
gausseliminere den (ved hjelp av radoperasjoner pa ma-
trisen), og vi har sett at et lineaert likningssystem kan skri-
ves pa formen

Ax=Db

der vi har samlet alle koeffisientene i matrisen A. For a
fa denne likningen til 3 gi mening, definerte vi hvordan vi
kan gange en m X n-matrise med en vektor i R™ og fa ut
en vektor i R™,

| tillegg til dette matrise—vektor-produktet finnes det
en hel rekke andre aritmetiske operasjoner vi kan utfgre
pa matriser. | dette kapitlet tar vi en grundig giennomgang
av disse operasjonene.

Definisjoner og notasjon

En m X n-matrise er en rektanguleaer tabell med tall som
har m tall i hgyden og n tall i bredden:

ai; Qg2 A1n
az1 Qa2 Az2n
Anm1  Am2 Amn

Kolonnene i matrisen er fglgende kolonnevektorer:

agq aiz Ain
az1 azz QAzn
Am1 Am2 Amn

Radene i matrisen er fglgende radvektorer:

[a11 a1z aln]
[a21 Azz aZn]
[aml Am2 amn]

Eksempel 4.1. Her er et eksempel pd en 2 X 3-matrise:
5 0 -2
31 4

Kolonnene i denne matrisen er:
5 0 -2
31 (1] °8 |4

5 0 -2

Radene er:

og [3 1 4] A
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Noen ganger har vi en liste med kolonnevektorer, si
Vi, Vo, e, Vg,

og vil lage en matrise som har disse vektorene som kolon-
ner. Den matrisen kan vi skrive slik:
[vi v, V|

Hvis vektorene ligger i R™, blir dette en m X n-matrise.

1
og v, =1
2

vaere to vektorer i R3. Matrisen [V1 V2] med disse vek-
torene som kolonner blir da fglgende 3 X 2-matrise:

] .

Pa samme mate kan vi, hvis vi har en liste med radvek-
torer

Eksempel 4.2. La

\ S

SO N

N = DN
S o R

[vi Vo] = [

Iy, Iy, .., Ty,

lage en matrise
r;
I
rm
med disse vektorene som rader.
Eksempel 4.3. La
n=[2 1, rp=[1 0]

og r;=[2 4
veere tre radvektorer. Da har vi:

o

Noen ganger vil vi bruke tilsvarende notasjon for a byg-
ge opp en matrise av andre matriser, eller av en kombina-
sjon av matriser og vektorer.

N =N
SO -

Eksempel 4.4. La A og B vaere matriser, og v en vektor,
slik som dette:

3 1 5 9 2 6
A=10 2| B=|-15 4 v=|8
7 1 10 0 3 -5



Da kan vi skrive [A B v] for matrisen som inneholder
alle tallene fra disse tre satt ved siden av hverandre:

31 5 92 6
[A B v]=|0 2 -1 5 4 8 A
7 1 10 0 3 -5

En n X n-matrise, altsa en matrise med like mange ra-
der og kolonner, kaller vi for en kvadratisk matrise. For
eksempel er matrisen B i eksempel ?? en kvadratisk ma-
trise, mens A ikke er det.

Produkt av matrise og vektor

La
A=la; a, ay|

vaere en m X n-matrise med vektorene a4, a,, ..., 2, Som
kolonner, og la

U1

v

v=|2

vﬂ.
vaere en vektor i R™. Vi definerer produktet Avav A ogv
som lineaerkombinasjonen av kolonnene i A med tallene
i v som vekter:

Av = : SRZ1 + A, Uy + -+ a, U,

Merk at produktet Av bare er definert nar bredden av
matrisen A er lik hgyden av vektoren v.

Eksempel 4.5. Viregner ut produktet av en 2 X 3-matrise
og en vektor i R3:

2 _
5 0 -2 5 0 -2
e | R HER AR M
[5-240-(-1)+(-2)-3
| 3-2+1-(-1D)+4-3
|4
__17
Merk at resultatet blir en vektor i R?. A

Nar vi skal regne ut et produkt Av av en matrise og en
vektor, trenger vi ikke egentlig @ skrive opp lineaerkom-
binasjonen av kolonnene i A med vekter fra v slik som vi
gjorde i eksempelet over. Den andre linjen av utregningen
i eksempelet viser en mer direkte mate a komme frem pa:
Tallet som skal vaere pa fgrste posisjon i resultatvektoren
far vi ved a gange tallene fra fgrste rad i A med talleneiv,
og legge sammen resultatene. Tallet pa andre posisjon i
resultatvektoren far vi pa samme mate fra andre rad i A.

Generelt har vi at dersom

a1 Q12 A1n %1
a a a

A=|"2 22 ml og v=| 2|,
Am1  Am2 Amn Un

sa kan vi regne ut produktet Av pa fglgende mate:
a1V + AUy + o+ agpvy,

Ay = | @21 + azzvz: + -t azpvy,

A1 V1 + AoV + - + A Vn

(Det er ikke vanskelig a se at dette fglger fra definisjonen
av Av.)
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Teorem 4.6. Hvis A er en m X n-matrise, v og w er vek-
torer i R™ og c er et tall, sa har vi fglgende likheter:

A(Vv+w) = Av + Aw og A(cv) = c(Av)

Eksempel 4.7. La A og v veere fglgende matrise og vektor:

A= 5 0 -2 _ _21
T3 1 af %8 VT
3
| eksempel ?? regnet vi ut produktet Av. Men hva om vi

har lyst til 3 gange A med vektoren (8, —4,12)? Siden
denne vektoren er lik 4 - v kan vi bruke teorem ?? og fa:

8
Al-4 =A-(4'V)=4'(A'V)=4'[147]z[ég]
12

Altsa: A ganget med vektoren 4v er det samme som 4
ganger vektoren Av. A

Det er verdt @ merke seg hva som skjer hvis vi ganger en
matrise med en vektor der ngyaktig ett av tallene er 1, og
resten er 0. La oss teste dette med en eksempelmatrise:

Eksempel 4.8. Viganger 2 X 3-matrisen
5 0 -2
4= [3 1 4 ]

med de tre vektorene

1 0 0
e, =|0], e,=[|1] og e;=]|0
0 0 1
og far fglgende:
5
Ael = 3]
[0
Aez = 1]
[—2
AE3 = 4 ]
Resultatene ble altsa de tre kolonnene i A. A

Generelt har vi at hvis A er en m X n-matrise, og e,
ey, ..., €, er vektorene i R™ som er slik at e; har et 1-tall
i sin i-te koordinat og bare 0-er ellers, sa er

Ae,, Ae,, .., Ae,

ngyaktig samme vektorer som kolonnene i A.

Sum og skalering av matriser

La A og B veere to m X n-matriser:

aiq A1n byy by

a ea b b
A= ?1 . ?n B = ?1 ?n

aml amn bml bmn

Vi definerer summen A + B pa den mest dpenbare ma-
ten —vi legger sammen tallene fra de to matrisene i hver
posisjon, og far en ny m X n-matrise:

a1 +byy  agp+byy ain + bin
A+B=|%t + byy  az + b, Azn + byn
Am1 + bml Am2 + bm2 Amn + bmn



Produktet av et tall og en matrise defineres ogsa pa den
apenbare maten —vi ganger med tallet pa hver plass i ma-
trisen:

C‘all C'alz C‘aln

c-a c-a c-a
cA = '21 ‘22 .2n

C-QAQnun1 C: Q2 C: Qmn

Teorem 4.9. Hvis A og B er m X n-matriser, v er en vektor
i R™ og c er et tall, sa har vi fglgende likheter:

(A+B)v=Av+Bv og (cA)v = c(Av)

Vektorer som matriser

Hittil har vi snakket om vektorer og matriser som to for-
skjellige slags ting, men vi kan ogsa velge a se pa vektorer
som et spesialtilfelle av matriser der enten hgyden eller
bredden er 1.
En kolonnevektor
V1
%)

Um

kan vi tenke pa som en m X 1-matrise, og en radvektor

[W1 Wy Wn]

kan vi tenke pa som en 1 X n-matrise.

Eksempel 4.10. La v og w vaere henholdsvis en kolonne-
vektor og en radvektor:

5
v=l—2‘ w=[2 3 1]
4

Vektoren v kan vi ogsa se pa som en 3 X 1-matrise, og
vektoren w kan vi se pa som en 1 X 3-matrise.

Hvis vi velger 3 tenke pa w som en matrise og v som
en vektor, sa kan vi gange dem sammen med den vanlige
regelen for produkt av matrise og vektor:

5
w-v=[2 3 1]-|-2
4

=[2-5+3-(—2)+1-4]=[8]
Resultatet blir vektoren [8] i RY. En vektor i R! bestar av
kun ett tall, og vi vil vanligvis si at en slik vektor er det

samme som det ene tallet. Med andre ord kan vi slgyfe
klammene og ganske enkelt skrive:

w-v=_8. A

Generelt har vi at produktet av en radvektor og en ko-
lonnevektor er gitt ved fglgende uttrykk:

U1
V2
[wi w, wa| | 2= wivy + wovy + o wywy
UTL
(Merk at det ma vaere like mange tall i radvektoren som

i kolonnevektoren for at vi skal kunne gange dem sam-
men.)
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Matrisemultiplikasjon

Na kommer vi til den mest spennende av de aritmetiske
operasjonene vi kan gjgre med matriser, nemlig matrise-
multiplikasjon.

Det er litt mer komplisert & beskrive hvordan vi multi-
pliserer matriser enn hvordan vi summerer dem. Det er
imidlertid en god grunn til at det er slik. Vi kunne valgt
a definere multiplikasjon av matriser pa tilsvarende mate
som sum, men det ville ikke blitt spesielt nyttig. Vi vil nem-
lig at matrisemultiplikasjon skal oppfgre seg pent sam-
men med multiplikasjon av matriser med vektorer. Spe-
sielt vil vi at fglgende likhet skal holde:

(AB)v = A(Bv)

Vivil altsa at vi fritt skal kunne flytte parentesene, akkurat
slik vi kan gjgre med et produkt av tre tall.

Hvordan kan vi definere produkt av matriser slik at
dette fungerer? La oss fgrst se pa et eksempel.

Eksempel 4.11. La A og B vere fglgende to 2 X 2-

matriser:
3 =5 4 3
O A B A

Vi har lyst til & finne matrisen AB som skal veere slik at
(AB)v = A(B(V)) for alle vektorer v i R2.
Na er det lurt 3 se pa de to spesielle vektorene

1 0
of °& |1/
Vi vet fra tidligere at hvis vi ganger en 2 X 2-matrise med

en av disse vektorene, sa far vi ut den fgrste eller den and-
re kolonnen i matrisen.

Vi regner ut:
1 4
?lo| -2
1

A(ll)= 71

Det vi er ute etter er at AB skal vaere slik at
(AB)v = A(Bv)

for alle vektorer v. Spesielt ma vi da ha:

am)|of =a(s}e]) = 2

Men det 3 gange med vektoren

g

er det samme som a plukke ut fgrste kolonne av matrisen,
sa vi har na funnet ut at fgrste kolonne i matrisen AB ma

veere:
2
22

e
(fl)-E R-1o
ooff-s o)1



Dette betyr at andre kolonne i AB ma veere:

i

Dermed kommer vi frem til at produktet av A og B er:

A

weft 3

22 13

La oss na generalisere det vi gjorde i eksempelet. Fore-
Igpig ser vi pa generelle 2 X 2-matriser, og sa tar vi det
helt generelle tilfellet, med matriser av vilkarlig stgrrelse,
etterpa.

La A og B veere to 2 X 2-matriser, og la

ool el

vaere de to spesielle vektorene vi brukte i eksempelet
over. La b; og b, vare kolonnene i B, slik at vi har:

B = [bl bz]
Pa samme mate som i eksempelet far vi na:

(AB)e1 = A(Bel) = Abl
(AB)e, = A(Be,) = Ab,

Dette betyr at fgrste kolonne i matrisen AB ma veere Ab,,
og andre kolonne ma vaere Ab,. Vi far altsa:

AB = [Ab; Aby]
Hvis vi lar a; og a, veere radene i 4, sa gir dette oss at:

a;b,
ayb,

_ |aibs
AB = [azb1
For a virkelig gjgre dette detaljert, kan vi skrive opp ngy-
aktig hvordan vi finner hvert tall i AB ut fra hvert enkelt
av tallene i A og B. Hvis

[a a b b
f= P11 Qa2 B=|"1 Dz
| 321 A2 ba1  bay
sa far vi:
AB = ay1b11 + a12b21  a11b12 + aszby;
|az21b11 + az2b21  az1b12 + az1bs;

Merk hvordan dette siste uttrykket er bygd opp. Nar vi
skal finne tallet som skal sta pa en bestemt posisjon i AB,
gar vi bortover den tilsvarende raden i A og samtidig ned-
over den tilsvarende kolonnen i B. Vi ganger sammen tal-
lene vi finner i A med de vi finner i B, og legger sammen
disse produktene.

Alt det vi gjorde na fungerer helt tilsvarende nar vi gar
til stgrre matriser enn 2 X 2. Men for at det skal gd an &
gange sammen to matriser A og B, ma de vaere «kompa-
tible» i stgrrelse. Vi finner produktet AB ved a kombinere
rader fra A med kolonner fra B, og for at dette skal ga an,
ma lengden av radene i A veere lik lengden av kolonnene
i B. Det vil si at bredden til A ma vaere lik hgyden til B.

Basert pa det vi har gjort na lager vi en generell defini-
sjon av matrisemultiplikasjon.
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Definisjon. La A vaere en m X n-matrise med rader aq,
ay, ..., Ay, 0g la B veere en n X p-matrise med kolonner
bl' bz, ey bp:

a;
a
A=|°?

B = [bl b2 bp]

am

Da er produktet av A og B en m X p-matrise definert ved:

a;b; ajb, a; b,
AB = a2:b1 32:b2 az}’p A
a,b; ayb, a,b,

Hvis vi lar A og B vaere som i definisjonen, kan vi ogsa
skrive produktet slik:

AB = [Ab; Ab, Ab,]

Eksempel 4.12. La A og B og C vere fglgende matriser:

2 1
5 0 -2 1 2
a=| | s=frol e-f3
31 4 2 4 3 4

Siden A er en 2 X 3-matrise og B er en 3 X 2-matrise, er
AB en 2 X 2-matrise. Vi regner ut denne matrisen ved 3
bruke definisjonen:

52401+ (=2)-2 5-1+0-0+(=2)-4
3.241-1+4-2 3-1+1-0+4-4

6 -3
115 19

Hvis vi ganger sammen de samme to matrisene i motsatt
rekkefglge, far vi en 3 X 3-matrise:

a8 - |

[2.-5+41-3 2-0+1-1 2-(-2)+1-4

BA=|1-540-3 1-04+0-1 1-(=2)+0-4
2:5+4-3 2:0+4-1 2-(-2)+4-4
[13 1 0
=[5 0 -2
22 4 12

Produktet av matrisene B og C blir en 3 X 2-matrise:

5 8
BC=(1 2
14 20

Men produktet CB er ikke definert, siden C er en 2 X 2-
matrise og B en 3 X 2-matrise.

Vi kunne ogsa regnet ut for eksempel CA, men AC er
ikke definert. A

Vi kan na legge merke til at matrisemultiplikasjon — i
motsetning til multiplikasjon av vanlige tall — ikke er kom-
mutativt. Det vil si at faktorenes rekkefglge spiller en rol-
le: AB er ikke ngdvendigvis det samme som BA.

Vi ma altsa passe pa at vi ikke av gammel vane bytter
om faktorene nar vi jobber med et produkt av matriser.
Men mange andre regneregler fungerer like bra med ma-
triser som med tall. Vi tar et teorem med noen regnereg-
ler for matrisemultiplikasjon.

|



Teorem 4.13. La A, B og C veere matriser, v en vektor, og
c et tall. | hver del av teoremet antar vi at stgrrelsene pa
matrisene og vektoren er slik at alle operasjonene som
brukes er definert.

(a) Matrisemultiplikasjon er en assosiativ operasjon:
A(BC) = (AB)C
Et spesialtilfelle av dette er fglgende:
(AB)v = A(Bv)
(b) A skalere et matriseprodukt er det samme som &
skalere én av faktorene og deretter multiplisere:
(cA)B = c(AB) = A(cB)
(c) Matrisemultiplikasjon distribuerer over addisjon av
matriser:

A(B+C)=AB+AC og (A+B)C=AC+BC

Transponering

Vi har hittil snakket om aritmetiske operasjoner pa matri-
ser som tilsvarer operasjoner vi kan gjgre med tall: addi-
sjon og multiplikasjon. Operasjonen transponering, der-
imot, er helt spesiell for matriser, og gar ut pa at vi bytter
om rader og kolonner.

Definisjon. La

aj;  Qgz Ain

a a a
A= :21 :22 ?n

Am1 Am2 Amn

vaere en m X n-matrise. Den transponerte av A ern X m-
matrisen

ai1 Q21 am1
AT = [Pz Q22 Am2
Ain  Q2n Amn
der radene og kolonnene i A er byttet om. A

Eksempel 4.14. Huvis vi lar A vaere matrisen

5 0 -2
A= [3 1 4 ]’
sa er den transponerte av A gitt ved:
5 3
AT=]0 1
-2 4

Hvis vi transponerer denne matrisen igjen, sa kommer vi
tilbake til utgangspunktet:

ANT =4 A
Vi tar med noen regneregler for transponering.

Teorem 4.15. For enhver matrise A har vi at a transpone-
re to ganger gir den opprinnelige matrisen:

AT =4
Hvis A og B er matriser sik at produktet AB er definert,

sa er den transponerte av produktet lik produktet av de
transponerte, i motsatt rekkefglge:

(AB)T =BT - AT
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Identitetsmatriser

Nar vi ser pa multiplikasjon av tall, sa er det ett bestemt
tall som oppfgrer seg helt spesielt, nemlig tallet 1. Tal-
let 1 oppfgrer seg som et identitetselement med hensyn
pa multiplikasjon. Det betyr at & gange med 1 ikke endrer
noe. Hvis vi starter med et hvilket som helst tall, og ganger
det med 1, sa far vi bare det samme tallet som resultat:

a-l=a

Finnes det noe tilsvarende som dette i verdenen av ma-
triser og matrisemultiplikasjon? Med andre ord: Finnes
det en matrise I slik at

for alle matriser A?

Det er ganske tydelig at det ikke gir mening a stille akku-
rat det spgrsmalet, for det gar ikke an a finne én matrise I
som er slik at produktet Al er definert for alle matriser A
av alle mulige stgrrelser.

Savi ma begrense oss til a se pa matriser av én stgrrelse
om gangen. Dessuten ma vi huske pa at matriseproduktet
ikke er kommutativt, sa Al og IA er ikke ngdvendigvis det
samme. For & si at I er et identitetselement vil vi at bade
Al og IA skal bli lik A.

Detviser seg at a finne identitetselementer bare er mu-
lig hvis vi dessuten begrenser oss til kvadratiske matriser.
Da kan vi reformulere spgrsmalet vart slik:

Finnes det en n X n-matrise I, som er slik at

A-L=A=1,-A

for alle n X n-matriser A?
Det er ikke vanskelig & se at denne matrisen oppfyller
egenskapene vi er ute etter:

100 - 0
010 0
L,=l0 0 1 0
000 — 1

n X n-matrise

Matrisen I, er en n X n-matrise der det er 1-tall langs dia-
gonalen mellom gverste venstre hjgrne og nederste hgy-
re hjgrne, og bare 0 ellers. Den kalles identitetsmatrisen
av stgrrelse n.

Eksempel 4.16. Identitetsmatrisen av stgrrelse 2 er:

Visjekker enkelt at vi kan gange en hvilken som helst 2X2-
matrise med I,, til venstre eller hgyre, uten at noe end-

res:
a11 a12 1 O __a11‘1+a12‘0 a11'0+a12'1
a21 a22 0 1 __a21‘1+a22'0 a21‘0+a22'1
_ a1, ag,
Q21 Q22
1 0 a11 a12 _’1‘a11+0‘a21 1‘a12+0‘a22
0 1 a21 azz __0‘a11+1'a21 0‘a12+1'a22
_ a1, ag,
321 Q22

|
|



Vi ser altsa at identitetsmatrisen I, oppfgrer seg som et
identitetselement med hensyn pa multiplikasjon av 2 X 2-
matriser. A

Vi ser ogsa at det a gange en identitetsmatrise med en
vektor ikke endrer vektoren. Altsa: Hvis v er en vektor
i R", sd er

L, -v=wv.
Mer generelt har vi at om vi ganger en identitetsmatrise
med en hvilken som helst matrise som den kan ganges
med, sa far vi den matrisen som resultat. Altsa: Hvis A er
en m X n-matrise, sa har vi:

In-A=A=A-1I,

Potenser av matriser

Hvis A er en kvadratisk matrise, sa kan vi gange A med seg
selv. Vi definerer potenser av A4 pa tilsvarende mate som
potenser av tall:

A2 =A-A
AB=A-A-4

og sa videre. Generelt definerer vi at A opphgyd i n-te er
produktet av A med seg selv n ganger:

AP =A-A---A

n ganger

Et spesielt tilfelle er 3 opphgye i 0-te. For tall har vi defi-
nert at a® = 1. Men vi vet jo at for matriser spiller identi-
tetsmatrisen den samme rollen som 1 gjgr for tall. Derfor
definerer vi at en n X n-matrise opphgyd i 0-te blir iden-
titetsmatrisen av stgrrelse n:

A0 =1,

Inverser

For multiplikasjon av tall har vi identitetselementet 1, og
vi har dessuten inverser. Gitt et tall a finnes et tall b, in-
versen til a, som er slik at

a-b=1.

Inversen til a er selvfglgelig bare tallet 1/a. For eksempel:
Inversen til tallet 5 er 1/5, og inversen til 3/4 er 4/3.

Kan vi pa tilsvarende mate finne inverser til matriser?
Igjen begrenser vi oss til  se pa kvadratiske matriser, og
spgrsmalet blir: Gitt en n X n-matrise A4, finnes det en
matrise B som er slik at likhetene

A-B=1,=B-A

er oppfylt?
Vi tar et eksempel for 3 se hvordan noen slike matriser
kan se ut.

Eksempel 4.17. La A og B veere fglgende 2 X 2-matriser:

-1/2 1]

. o
°g B_[—3/2 2

A= 3 -1

Da kan vi regne ut at

4 -2][-172 1] _[1 o] _
A'B‘>3 —1_[—3/2 2]‘[0 1]"2
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0g
_|-1/2 1{|4 -=2| _|1 O] _
B'A_[—3/2 2”3 —1]_[0 1]_12'
Disse matrisene oppfyller altsa likhetene
A-B=1,=B-A. A

Vi definerer begrepet «invers» ved a bruke disse likhe-
tene.

Definisjon. La A vaere en n X n-matrise. En invers til A er
enn X n-matrise B som er slik at

A-B=1I,=B-A.
En matrise er inverterbar hvis den har en invers. A

Denne definisjonen gir opphav til noen apenbare
spgrsmal:

e Finnes det kvadratiske matriser som ikke har noen
invers? (Vi har gitt et eget navn, «inverterbar», til
matriser som har invers. Dette hinter ganske sterkt
om at det bgr finnes matriser som ikke har invers
0gsa.)

e Kan en matrise ha mer enn én invers?

Vi kan ganske enkelt besvare det fgrste spgrsmalet ved
a se pa et eksempel.

Eksempel 4.18. Er matrisen

1 1
1o o
inverterbar?
La oss skje hva som skjer hvis vi antar at det finnes en
matrise
bi1 b1y
B =
[b21 by

som er en invers til A. Da ma vi ha at AB = I,, altsa:

1 1)[byy bp] 1 0
0 0||byy byy| [0 1

Men produktet pa venstre side her er:

byy +byy bip + by
0 0

Dermed far vi (ved a se pa tallene nederst til hgyre i matri-
sene som skal vaere like) at 0 = 1, noe som ikke er mulig.
Det kan altsa ikke finnes noen slik B som er eninvers til 4,
sa A er ikke inverterbar. A

La oss na ta for oss spgrsmalet om hvorvidt samme ma-
trise kan ha flere inverser. Svaret er at det kan den ikke, og
det kan vi vise ganske enkelt ut fra definisjonen av invers.

Teorem 4.19. Hvis en matrise er inverterbar, sa har den
ngyaktig én invers.



Bevis. La A vaere en inverterbar n X n-matrise. Anta at B
er en invers til A, og at C ogsa er en invers til A; det vil si
at

A-B=I,=B-A og A-C=I,=C-A.

Vi vil vise at B og C ikke kan veaere forskjellige, altsa at vi
namahaB = C.

La oss ta utgangspunkt i produktet BAC. Dette kan vi
skrive som enten (BA) - C eller B - (AC), og i hvert tilfelle
far vi (ved a bruke likhetene over) at uttrykket i parentes
blir identitetsmatrisen. Vi setter dette sammen og far:

C=1,-C=(BA)-C=B-(AC)=B-1,=B

Vi har altsa kommet frem til at B = C, sa inversen er en-
tydig. O]

Na som vi vet at en matrise A ikke kan ha mer enn én
invers, kan vi slutte & snakke om «en invers til A» i ube-
stemt form. Isteden sier vi «inversen til A» i bestemt form.
Vi definerer dessuten en notasjon for inversen. Hvis A er
en inverterbar matrise, sa skriver vi A=1 for inversen til 4.

Eksempel 4.20. | eksempel ?? er matrisen B en invers
til 4; vi har altsd at A=1 = B. Vi far dessuten at 4 er en
invers til B, slikat B™1 = A. A

Hvorfor er inverser interessante? En grunn er at de kan
fortelle oss noe om Igsninger av likninger.
Hvis vi skal Igse en likning

ax=>b

der a og b er tall, sa vil vi selvfglgelig dele pa a for a fa
x alene pa venstresiden. Det er det samme som a gange
med inversen til a.

Nar vi skal Igse en matriselikning

Ax = b,

sa kan vi ikke dele pa A. Men hvis A er inverterbar, sa kan
vi nesten gjgre det likevel, for da kan vi gange med inver-
sen til A. Det gjgr at vi kan konkludere med at likningen
er Igsbar — uansett hva hgyresidevektoren b er — og dess-
uten at Igsningen ma vaere entydig. Vi skriver opp dette
som et teorem.

Teorem 4.21. La A vaere en n X n-matrise, og b en vek-
tor i R™. Hvis A er inverterbar, s& har likningen Ax = b
entydig Igsning, og Igsningenerx = A1 - b.

Bevis. Vi sjekker ved innsettingatx = A~ ! - b er en Igs-
ning av likningen. Vi har:

A-(A1-b)=(A-41-b=1,-b=b

Det betyratx = A~1 - b er en Igsning.

Na ma vi sjekke at den er entydig. Fra likningen Ax = b
far vi ved & gange til venstre med A~! pa begge sider av
likhetstegnet:

A"lAx=A""b

Men siden A™1A = I,, kan venstresiden her forenkles til
I,,X, som bare er X. Dermed har vi:

x=A"1b

Det betyr at dette er den eneste Igsningen av likningen,
og beviset er ferdig. O]

17

Eksempel 4.22. La oss se pa fglgende likning:

EN

Fra eksempel ?? vet vi at matrisen pa venstresiden av
denne likningen er inverterbar, og at inversen er:

-1/2 1
-3/2 2

Da sier teorem ?? at likningen har entydig Igsning, og at

Igsningen er:
=172 1f|2] _ |4
X=1-3/2 2||5|=|7 A

N& vet vi ganske mye om inverser av matriser — men
ikke hvordan vi regner ut en invers. Vi kommer til dette
snart, men f@rst skal vi se pa en generell teknikk for a lgse
flere likningssystemer samtidig. Denne teknikken skal vi
deretter bruke til & utlede en metode for & regne ut in-
verser.

Samtidig lgsning av flere systemer

Vi husker at et linezert likningssystem kan skrives som en
matriselikning Ax = b, og at vi Igser det ved a gausseli-
minere totalmatrisen [ 4 | b ].

Anta na at vi vil Igse flere systemer

AX]_ = b1
AXZ = b2
AXt = bt

med samme koeffisientmatrise A, men forskjellige hgyre-
sidevektorer by, b,, ..., b;. Det kan vi selvsagt gjgre ved
a utfgre gausseliminasjon pa totalmatrisene til alle syste-
mene:

[ 4Dy ]
[ 410 ]
[ 4D ]

Men da gjgr vi egentlig den samme gausseliminasjonen
mange ganger. Det eneste som blir forskjellig er hva vi far
i siste kolonne. Vi kan spare oss for arbeid ved a sla sam-
men totalmatrisene til den ene matrisen

[4]by b, - b],

og gausseliminere den.

Eksempel 4.23. La A vaere fplgende matrise:
2 -2
Vi vil Igse disse tre systemene:

o= |7 | =[]



Vi lager en kombinert totalmatrise for alle systemene, og
gausseliminerer den:

2 —2|-2 10 -4 (1 3] 7 1 o0
1 317 1 0 [ 2 —2|-2 10 —4
~'1 3 1 0
[0 -8 68—4

~'137 1 0

[0 1]2 -1 1/2
(1 01 4 -3,2

[0 12 -1 1/2

Den siste matrisen her er pa redusert trappeform, og na
kan vi finne Igsningene av de tre systemene ved a se pa
de tre hgyresidene i denne matrisen:

4

) el

X1= 1/2

1
2 X2 =

Beregning av inverser

La oss na se pa hvordan vi kan regne ut inverser. Anta at
vi har en n X n-matrise A. Vi vil finne ut om den er inver-
terbar, og i sa fall vil vi finne inversmatrisen A=1.

Vi ser pa likningen

AX =1,
der X er en ukjent n X n-matrise. Hvis vi lar
X1, X3, ., Xp
veere kolonnene i X, altsa
= [X1 X2 Xn] ,
sa kan vi skrive produktet AX slik:
AX =

[Ax; Ax, Axy |

La oss gi navn til kolonnene i identitetsmatrisen I,, ogsa:

I, = [el €, en]

Det vil si at e; er den vektoren i R™ som har et 1-tall pa
posisjon i, og bare 0-er ellers.

Na kan vi, ved a se pa hver kolonne, skrive om likningen
AX = I, til disse n likningene:

AX1 = €1
AX2 =€
Ax, = e,

Dermed kan vi bruke teknikken vi beskrev over for & lgse
flere likningssystemer samtidig. Da ma vi gausseliminere
matrisen

[A|e e, e, |

for a Igse disse systemene.

La oss ta et eksempel for a se hvordan dette blir i prak-
sis.

|
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Eksempel 4.24. Vi vil forsgke a invertere fglgende matri-
se:

1 -1 -3
A=10 1 3
2 -2 -1

Vi fglger ideene beskrevet over, sa vi finner en matrise X
slik at AX = I ved a Igse fglgende tre systemer:

1 0 0
0 AXZ = 1 AX3 = 0
0 1

Vi setter opp den kombinerte totalmatrisen for de tre sys-
temene og gausseliminerer:

AX1 =

o

1 -1 -3]1 0 0] [1 -1 -3]1 o0
0 1 3/010~[0 1 3]0 1
2 -2 -1{0 0 1f |0 0 5 |-20
1 -1 -3] 1 0
~lo 1 3]0 1
00 1/|-20
L 5
1 0 0] 1 1 0
~lo 1 3]0 10
2 1
00 1|-2 0 ¢
(1 0 0] 1 1 0
~lo 10 g 1 —%
00 1/-2 0 2
| 5
Vi far altsa fglgende Igsninger:
1
—2/5 0 1/5

Na finner vi matrisen X ved a bruke X4, X, og X3 som ko-
lonner:

1 1 0
x=|6/5 1 -3/5
-2/5 0 1/5

Vi har funnet X ved a Igse likningen AX = I3, sa vi vet at
dette stemmer. Det kan likevel vaere lurt 3 sjekke det ved
a gange sammen A og X, for a vaere sikre pa at vi ikke har
regnet feil.

Hvis du prgver a gange dem sammen motsatt vei, vil
du oppdage at vi ogsa har XA = I5. Dette betyr at X er
inversen til 4, altsd at A™1 = X. A

I eksempelet Igste vilikningen AX = I, og det viste seg
at matrisen X som vi fant ogsa oppfylte likheten XA = I3,
slik at vi kunne konkludere med at A=1 = X.

Dette var ikke en tilfeldighet — det er faktisk alltid nok
a Igse likningen AX = I,, for a finne inversen til A. Vi skal
bevise dette, men vi tar fgrst et lemma (hjelperesultat)
som vi skal bruke i beviset vart.

Lemma 4.25. La A og B veere n X n-matriser. Dersom
[Alf]~[=W]B]
saerAB = I,.

Bevis. Vi viste over (i diskusjonen fgr eksempel ??) at vi
kan Igse likningen AX = I, ved & gausseliminere matrisen

[A| L]

iR o P OO



Na har vi antatt at
[AlL |~[L[B]

og siden den andre matrisen her er pa redusert trappe-
form, er det den vi ender opp med nar vi gausseliminerer.
Det vil siat X = B er Igsningen av likningen AX = I,,, alt-
sdharvidB =1I,. O

N3 er vi klare for a bevise at metoden var for a finne
inverser fungerer.

Teorem 4.26. La A vaere en n X n-matrise.
(a) A erinverterbar hvis og bare hvis A ~ [,.

(b) Hvis A er inverterbar, sa kan vi finne inversen ved a
gausseliminere matrisen

[A]6]

til redusert trappeform og lese av hgyre halvdel av
den resulterende matrisen. Med andre ord: Resulta-
tet av gausseliminasjonen blir fglgende matrise:

[ |47 ]

Bevis. Nar vi gausseliminerer matrisen
[ A ]

til redusert trappeform, ma venstre halvdel av den resul-
terende matrisen enten bli I,,, eller en matrise med minst
én nullrad. Men i hgyre halvdel kan det ikke bli noen null-
rader, for enhver rad vi far etter a ha gjort radoperasjoner
pa I, er pa formen

alrl + azrz + ce + anrn

der ry, Iy, ..., I, er radene i [,, og minst én a; er ulik 0.
Dette betyr at hvis vi far en nullrad i venstre halvdel av
trappeformmatrisen, sa har likningen AX = I, ingen Igs-
ning, og dermed er A ikke inverterbar. Dermed har vi vist
én halvdel av pastanden i del (a): Hvis A er inverterbar, sa
maviha 4 ~ I,.

La oss nd anta at A ~ [I,,. Vi vil vise at da er A inver-
terbar, og at metoden beskrevet i del (b) gir riktig svar. La
B veere matrisen vi far som svar ved a bruke denne me-
toden. Det vil si at fglgende matriser er begynnelsen og
slutten av gausseliminasjonen vi utfgrer:

[Al L ]~[ |81

Na sier lemma ?? at AB = I,,.
La oss stokke litt om pa kolonnene i matrisen

[ A6 ]
og isteden se pa fglgende matrise:
[I]A]

Hvis vi utfgrer akkurat de samme radoperasjonene pa
denne som vi gjorde i gausseliminasjonen av den fgrste
matrisen, sa far vi akkurat samme resultat, men med til-
svarende omstokking av kolonnene, altsa:

[B]6]
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Dette betyr at disse matrisene er radekvivalente:
[Blh]~[h[4]

Ved a bruke lemma ?? igjen, pa denne siste radekvivalen-
sen, farviat BA = I,.
Vi har altsa vist at vi har

AB =1, = BA,

som betyr at B er inversen til A. Det vil si at vi har bevist
andre halvdel av del (a) (hvis A ~ I,, sa er A inverterbar),
og vi har bevist at metoden i del (b) gir riktig svar. O]

Det alt dette betyr i praksis er at hvis vi har en matrise A
som vi har lyst til 8 invertere, hvis det er mulig, sa setter
Vi opp matrisen

[A] 6]

og gausseliminerer. Da er det to muligheter. Enten far vi
en nullrad i venstre halvdel, og da er A ikke inverterbar.
Eller sd kommer vi frem til redusert trappeform uten noen
nullrad i venstre halvdel, og da har vi matrisen

[ 1| A7"]

der inversen til A kan leses av i hgyre halvdel.



Kapittel 5

Linezer uavhengighet

Definisjonen av lineaer uavhengighet

Vi starter med et eksempel:

Eksempel 5.1. La u, v og w vere fglgende tre vektorer

3.
4 1 1
4 v=|1 w=|1
9 0 1

Disse vektorene oppfyller fglgende likhet (det er lett a
sjekke):

u=

u=-5-v+9.-w

En slik lineaer likhet som knytter sammen vektorer ten-
ker vi pa som en «avhengighet» mellom vektorene, og vi
sier at vektorene u, v og w er linezert avhengige fordi det
finnes en slik sammenheng mellom dem.

Vi kan ogsa skrive likheten var pa fglgende mate ved 3
sette alle vektorene pa samme side av likhetstegnet:

u+5-v—-9-w=0

Det vi har gjort na er 3 skrive nullvektoren som en lineaer-
kombinasjon av u, v og w. A

Hvis vi har en liste vy, V5, ..., v, med vektorer, sa er det
klart at nullvektoren 0 er en linezerkombinasjon av disse,
fordi vi har likheten

O-vi+0-vy+--+0-v, =0

der vi har satt alle vektene til 3 vaere 0.

Men spgrsmalet vi kan stille er: Kan vi ogsa skrive 0
som en lineaerkombinasjon av vektorene vare pa en an-
nen mate, der ikke alle vektene er 0? | eksempelet over
kunne vi det, men i andre tilfeller er det ikke mulig. Dette
er det vi vil bruke som definerende egenskap for a si at
noen gitte vektorer enten er lineart avhengige eller line-
2rt uavhengige.

Definisjon. Lavy, vy, ..., V,, veere vektorer i R™. Disse vek-
torene er lineaert uavhengige dersom likningen

Vi X+ VXt +vy,x, =0

ikke har andre Igsninger enn den trivielle Igsningen x; =
Xy, =+ =x,=0.
| motsatt tilfelle kalles de linezert avhengige. A

Eksempel 5.2. Se pa vektorene

3
-2
0

V1= V2=

= =]
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i R3. Likningen
Vix1 +Vx, =0

medfgrer at 3x; = 0 og4x, = 0,altsa x; = x, = 0, sa
den har bare den trivielle Igsningen. Dermed er v; og v,
lineaert uavhengige. A

Eksempel 5.3. Vektorene u, vog w i eksempel ?? er line-
2rt avhengige, siden likningen

ux; +vx, +wxz =0

har ikketrivielle Igsninger (for eksempel Igsningen x; =
1, x, =50gx3 =-9). A

Linezer uavhengighet for to vektorer

Hvis vi ser pa bare to vektorer, er det ikke vanskelig a sjek-
ke om de er linezert uavhengige eller ikke.

Eksempel 5.4. Vi undersgker om fglgende vektorer er li-
nezert uavhengige:

8 4
V]_ = 2 og V2 = 1
—-12 -6

Siden vi har v; = 2 - v, far vi at nullvektoren kan skri-
ves som en ikketriviell linearkombinasjon av v; og 2 pa
denne maten:

1 . V1 - 2 . V2 = 0
Vektorene v; og v, er derfor linezert avhengige. A

| dette eksempelet hadde vi at den ene vektoren kunne
skrives som et tall ganger den andre, og ut fra det fant vi
at vektorene var linezert avhengige. Vi viser at dette ge-
nerelt er nok til 3 bestemme om to vektorer er linezert
uavhengige eller ikke.

Teorem 5.5. To vektorer u ogv er lineaert uavhengige hvis
og bare hvis ingen av dem er lik en skalar ganger den and-
re.

Bevis. Pastanden i teoremet kan ogsa formuleres slik:
Vektorene er lineaert avhengige hvis og bare hvis en av
dem er lik en skalar ganger den andre. Vi viser dette.

Anta fgrst at u og v er linezert avhengige. Da finnes to
tall a og b slik at

u-at+v-b=0



og minst én av a og b er ulik 0. Hvis a # 0, far vi

b
u=—-v
a
Hvis b # 0, far vi
_a
V= bu.

| begge tilfeller har vi at én av vektorene er en skalar gan-
ger den andre.

Na viser vi den motsatt implikasjonen. Anta derfor at
én av vektorene er en skalar ganger den andre. Hvis u =
¢ - v for en skalar c, sa far vi:

u-1+v-(-c)=0.

Hvis v = d - u for en skalar d, sa far vi:
u-d+v-(-1)=0.

| begge tilfeller har vi en ikketriviell Igsning av likningen

u-x; +Vv-x, =0, ogdet betyr at vektorene er linezert
avhengige. ]

Teoremet sier altsa at to vektorer er lineaert uavhengi-
ge hvis og bare hvis de ikke ligger pa en rett linje gjennom
origo.

Hvordan sjekke lineaer uavhengighet
Det 3 sjekke om vektorer vy, vy, ..., v,, er linezert uavhen-
gige, er (fra definisjonen) det samme som a sjekke om lik-
ningen

Vl'xl +V2-x2+---+Vn-xn=0
har uendelig mange Igsninger, eller bare én. Denne lik-
ningen kan vi selvfglgelig Igse pa vanlig mate, ved a gaus-
seliminere totalmatrisen:
Va | 0 ]

[V1 V2

Eksempel 5.6. Er disse vektorene lineaert uavhengige?

3 2 8
9 7 31
U=z Y72 %6  W=Zl12
3 4 22

Vi setter opp totalmatrisen for likningssystemet
u-x+v-y+w-z=0,

og gausseliminerer den:

w w o w
BN NN
N =W oy
oS O oo
S oo w
SO RN
[l N I ee]
o O O o

1
2
2

Vi kunne fortsatt videre til redusert trappeform, men al-
lerede her er det tydelig at vi far kun én Igsning: x = y =
z = 0. Dette betyr at vektorene u, v og w er linezrt uav-
hengige. A
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Det essensielle vi trenger a fa ut av gausseliminasjonen
for a sjekke lineaer uavhengighet, er om det blir noen frie
variabler eller ikke. Merk ogsa at vi ikke egentlig trenger a
ta med hgyresidevektoren i gausseliminasjonen. | og med
at det er bare 0-er der fra begynnelsen av, kan det aldri
bli noe annet enn 0 der, uansett hvilke radoperasjoner vi
utfgrer.

Vi skriver opp et teorem basert pa det vi har observert

°

na.

Teorem 5.7. La A veaere en matrise. Fglgende pastander
er ekvivalente:

1. Kolonnene i A er linezert uavhengige.

2. Likningen Ax = 0 har bare den trivielle Igsningen
x = 0.

3. Vifar ingen frie variabler nar vi lgser Ax = 0.

4. Nar vi gausseliminerer A, far vi et pivotelement i
hver kolonne.

Bevis. Pastand 2 er bare en omskrivning av definisjonen
av lineaer uavhengighet til en matriselikning. Pastand 3
forklarer hvordan vi kan se at likningen Ax = 0 ikke
har mer enn én Igsning (husk at vi vet at den alltid har
X = 0 som Igsning). Pastand 4 er en omformulering av
pastand 3, der vi utnytter at vi vet at den siste kolonnen
i totalmatrisen uansett bare bestar av 0-er, sa vi trenger
ikke ta den med i gausseliminasjonen. O]

Teorem ?? gir oss en grei metode for 3 sjekke lineaer

uavhengighet. Hvis vi har vektorer
Vi, Vo, o, Vg

i R™, kan vi finne ut om de er linezert uavhengige pa den-
ne maten:

1. lagen matrise A = [v; v v,] med disse

vektorene som kolonner.
2. Gausseliminer A til trappeform.

3. Hvis hver kolonne inneholder et pivotelement, er
vektorene lineaert uavhengige. Ellers er de linezert
avhengige.

Nar du gjgr dette, bgr du imidlertid ikke bare fglge den-
ne oppskriften slavisk (og du ma for all del ikke pugge sli-
ke fremgangsmater som dette), men huske pa at det du
egentlig gjgr er 3 sjekke om likningen

Vitx1+Vy-xp+ -+, x, =0
har entydig Igsning eller ikke.

Eksempel 5.8. Er disse vektorene lineaert uavhengige?

5 3 2
10 7 6
V= 5 |’ Vy = 5 0og V3 = 6
0 4 8

Vi gausseliminerer matrisen [V1 v, V3]:

5 3 21 [5 3 2
10 7 6| |0 1 2
5 5 6/ o 0o o0
0 4 8/ [0 oo



Siste kolonne har ikke noe pivotelement. Dermed er vy,
V, og V3 linezert avhengige. A

Eksempel 5.9. Er disse vektorene linezert uavhengige?

8 14 3 7
\ 7 , Vp = -2 , V3 = 1 , Vg = 5
4 5 0 11

For a sjekke dette kan vi gausseliminere denne matrisen:

8 14 3 7
7 =2 1 5
4 5 0 11

Men vi trenger ikke egentlig 3 utfgre gausseliminasjonen.
Vi ser med en gang at uansett hva som skjer, sa kan vi ikke
fa mer enn tre pivotelementer (ett i hver rad). Dermed
kan det ikke bli pivotelementer i alle de fire kolonnene,
sa vektorene vy, v, V3 og v, er linezert avhengige. A

Som vi sa i dette siste eksempelet, trenger vi ikke all-
tid & gausseliminere for a finne ut om vektorer er linezert
uavhengige eller ikke. Noen ganger kan vi se det pa enk-
lere mater.

Vi lister opp noen forskjellige betingelser som kan vaere
nyttige a se etter for & oppdage at vektorer er linezaert av-
hengige.

Teorem 5.10. Gitt n vektorer vy, vy, ..., v, i R™. Hvis

1. enavvektorene er en linezerkombinasjon av de and-
re, eller

2. en av vektorene er 0, eller
3. n>m,
sa er vektorene lineaert avhengige.

Bevis. Anta fgrst at én vektor vy er en lineaerkombinasjon

av de andre:
Vg = Z a;v;
i*k
Da kan vi sette a;, = —1 og fa:
n
a;v; = 0
i=1

Her har vi skrevet nullvektoren som en ikketriviell lineaer-
kombinasjon av vektorene vare (vi vet ikke hva alle a;-ene
er, men vi vet i hvert fall at én av dem, ay, ikke er 0). Det
betyr at vektorene er linezert avhengige.

Na gar vividere til & se pa den andre antagelsen i teore-
met, sa vi antar at én av vektorene i listen er nullvektoren.
Hvis v, = 0, sa kan vi definere n tall a4, ay, ..., a, ved:

{0 hvis i # k
a; =

1 hvisi=k
Da far vi at
n
Z a;v; = 0,
i=1

og vektorene er linezert avhengige.
Til slutt ser vi pa den tredje antagelsen. Akkurat som i
eksempel ?? far vi her at nar vi gausseliminerer matrisen

[V1 \) Vn] )
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sa far vi maksimalt m pivotelementer (ett i hver rad), men
vitrenger n pivotelementer (ett i hver kolonne) for at vek-
torene skal vaere linezert uavhengige. Nar n > m gar ikke
det an, sa da er vektorene linezert avhengige. O]

Den fgrste betingelsen i teorem ?? er ikke bare tilstrek-
kelig for a fa lineaer avhengighet, den er ekvivalent med
at vektorene er linezert avhengige. Vi viser dette ogsa.

Teorem 5.11. Vektorene vy, Vy, ..., v, i R™ er lineaert uav-
hengige hvis og bare hvis ingen av dem kan skrives som
en lineeerkombinasjon av de andre.

Bevis. Pastanden i teoremet er det samme som a si at
vektorene er linezert avhengige hvis og bare hvis en av
dem kan skrives som en linezerkombinasjon av de andre.

| teorem ?? viste vi at dersom en av vektorene er en
linezerkombinasjon av de andre, sa er de lineaert avhen-
gige. Det gjenstar a vise at dersom vektorene er linezert
avhengige, sa er en av dem en linearkombinasjon av de
andre.

Anta at vektorene er lineaert avhengige, altsa at vi har

a1V1 + a2V2 + -+ anVn = 0,

der minst én av a;-ene er ulik 0. Velg en k slik at a;, # 0.
Da har vi:
AV = Z(_ai)vi
i#k
Siden a;, # 0 kan vi dele pa a;, og fa:

W=y

ik

. v.
ag t

Dermed er vektoren vy, en linezerkombinasjon av de and-
re vektorene i listen. O

Like mange vektorer som dimensjonen

Til slutt ser vi pa hva vi kan si om lineaer uavhengighet
hvis vi ser pa n vektorer i R™. N3 har vi altsa like mange
vektorer som dimensjonen til rommet vektorene bor i.

Hvis vi har to vektorer i R?, sa kan vi skille mellom fgl-
gende tre tilfeller:

1. Begge vektorene er nullvektoren. Da utspenner de
bare mengden bestaende av nullvektoren, og de er
linezert avhengige.

2. Minst én av vektorene er ulik 0, og vektorene ligger
pa samme linje. Da utspenner de denne linjen, og de
er linezert avhengige.

3. Vektorene ligger ikke pa samme linje, de peker altsa
i hver sin retning. Da utspenner de hele planet, og
de er lineaert uavhengige.

Hvis vi har tre vektorer i R3, s kan vi skille mellom fire
tilfeller:

1. Alle er nullvektoren. Da utspenner de bare mengden
bestaende av nullvektoren, og de er linesert avhen-

gige.

2. Minst én av vektorene er ulik 0, og vektorene ligger
pa samme linje. Da utspenner de denne linjen, og de
er lineart avhengige.



3. Vektorene ligger ikke pd samme linje, men det finnes
etplaniR3 som inneholder alle tre. Da utspenner de
dette planet, og de er linezert avhengige.

4. Vektorene ligger ikke i samme plan. Da utspenner de
hele R3, og de er lineaert uavhengige.

Generelt har vi at n vektorer i R™ enten er linezert av-
hengige og utspenner en mengde som er mindre enn R",
eller sa er de lineaert uavhengige og utspenner hele R™.

Teorem 5.12. Huvis vi har n vektorer vy, vy, ..., v, i R", sa
er de linezert uavhengige hvis og bare hvis de utspenner
hele R™, altsa hvis og bare hvis

Sp{vi, vy, ..., v} = R™.

Bevis. La
A = [Vl V2 V‘l’l]

vaere nXn-matrisen med vektorene vare som kolonner. Vi
vet at vektorene er linezert uavhengige hvis og bare hvis
vi far pivotelementer i alle kolonner nar vi gausselimine-
rer A. Men siden A4 er kvadratisk, er dette det samme som
atvi far pivotelementeri alle rader. Det er igjen ekvivalent
med at

AXx=Db

har lgsning for alle vektorer b i R™, som er det samme
som at kolonnene i 4 utspenner R™. O]
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Kapittel 6

Determinanter

En matrise inneholder mange tall og dermed mye infor-
masjon — sa mye at det kan vaere litt overveldende. Vi kan
kondensere ned all informasjonen i en kvadratisk matrise
til ett enkelt tall som kalles determinanten til matrisen.
Dette ene tallet sier oss en hel del om hvordan matrisen
oppforer seg.

Vi har to forskjellige notasjoner for determinanter. Hvis

ai1 A2 Ain

a a a
A=|t o

an1  An2 Ann

er en n X n-matrise, sa skriver vi enten

ai1 a2 Ain

a a a
detA  eller 2 Tz an

an1  An2 Ann

for determinanten til A. De to notasjonene betyr akkurat
det samme. Den f@rste er praktisk a bruke nar vi har en
variabel som star for matrisen vi vil ta determinanten av;
den andre nar vi vil liste opp alle tallene i matrisen.

Determinanter for 2 X 2-matriser

For en 2 X 2-matrise

a b
a=le
er determinanten definert ved:
detAd = a Z =ad — bc

Determinanten har en fin geometrisk tolkning. Vi ser pa
de to kolonnene i A som vektorer i R?, tegner dem som
piler i planet, og lager et parallellogram med disse som to
av sidene. Dette paralellogrammet kan vi kalle parallello-
grammet utspent av de to vektorene.

b ",,/”” //
dl -

d n ’
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Parallellogrammet utspent av kolonnene i A

La oss beregne arealet av dette parallellogrammet. Vi
tegner pa noen hjelpelinjer:

c+d

d

T

b a

Parallellogramarealberegningshjelpefigur

a+b

Vi kan finne arealet av parallellogrammet ved a starte
med arealet av det store rektangelet, som er

(a+b)(c+ad),

og trekke fra arealene av de to sma rektanglene og de fire
trekantene som omgir parallellogrammet. Vi ser at hvert
av de sma rektanglene har areal bc, at de to trekantene
gverst og nederst til sammen har areal ac, og at trekante-
ne til venstre og hgyre til sammen har areal bd. Det betyr
at arealet av parallellogrammet er:

(a+b)(c+d)—2bc—ac—bd
=ac+ad+ bc+ bd — 2bc — ac — bd
=ad — bc
=det4

Vi kommer altsa frem til at arealet av parallellogrammet
utspent av kolonnenei A er lik determinanten til A. Denne
utregningen var imidlertid litt avhengig av hvordan disse
to kolonnevektorene er plassert i forhold til hverandre i
planet. Hvis vi hadde byttet plass pa kolonnene, sa ville vi
isteden fatt bc — ad som areal. Da ville altsa determinan-
ten veert negativ.

Det som holder i alle tilfeller, er at arealet av parallello-
grammet utspent av kolonnene i A er lik absoluttverdien
til determinanten:

| det A|

Sa determinanten gir oss arealet til et parallellogram.
Men hva forteller det oss om matrisen A?

Vi kan tenke pa A som en transformasjon av planet der
hver vektor v i R? sendes til vektoren Av. Determinanten



sier noe om hvordan planet endres under denne trans-
formasjonen.

ol el

vaere de to enhetsvektorene i R?, og se p& kvadratet ut-
spent av disse:

€,

1

Enhetskvadratet

Na vil vi se pa hva som skjer med dette kvadratet dersom
vi sender hvert punkt v i R? il Av, der

A=la; a,]

er en 2 X 2-matrise med a; og a, som kolonner. Da sen-
des vektoren e, til a;, og vektoren e, sendes til a,. Alle
vektorene som ligger inni enhetskvadratet i forrige figur
sendes til vektorer som ligger inni parallellogrammet ut-
spent av a; og a,.

Viskisserer noen forskjellige muligheter, for forskjellige
valg av matrisen A:

a;
detA >0 det 4
a;
a;
detA <0 _detA
a;
detA=0 a,
a;
detA=0 a,

a;

I den f@rste figuren har vi en matrise med positiv de-
terminant. Da gjgr transformasjonen v = Av at enhets-
kvadratet skaleres til et parallellogram med areal det A.
Hvis det A > 1 betyr dette at planet «blases opp»; hvis
0 < detA < 1 betyr det at planet «krympes sammen».

25

| den andre figuren har vi en matrise med negativ de-
terminant. Da er situasjonen helt lik som i den fgrste fi-
guren, bortsett fra at det er (— det A) som er arealet. Da
far vi at med det A < —1 blir planet «blast opp», og med
—1 < detA < 0 blir det «kkrympet sammen».

I den tredje og den fjerde figuren har vi situasjoner der
determinanten er 0. Det vil si at parallellogrammet ut-
spent av kolonnene i A har areal 0. Det blir altsa ikke et
virkelig parallellogram i disse tilfellene; det har kollapset
til et «degenerert» parallellogram som er bare en linje.
Pa samme mate vil transformasjonen v = Av i disse ftil-
fellene kollapse hele planet ned til linjen utspent av a;
oga,.

Determinanter for 3 X 3-matriser

For en 3 X 3-matrise

a1 Q12 4313
A=|az az; az
az; 04z d4szs
er determinanten definert ved:
aj; 412 Aas3
detd = a1 QApp QA3
az1 Qazz 4as3
_ Qazz Q33 az1 Qzs azi
=4a — Qa2 a3
azz 04z3 az; 04zs asz;

Her er det ogsa en geometrisk tolkning. Vi kan tegne opp
kolonnene i A som piler i R3, og lage et parallellepiped
med disse pilene som tre av sidene. Dette kaller vi for
parallellepipedet utspent av de tre vektorene. Da har vi
at volumet av parallellepipedet utspent av kolonnene i A
er lik absoluttverdien av determinanten til A.

Den generelle definisjonen

Vi definerer determinanten til en vilkarlig stor kvadratisk
matrise etter samme mgnster som determinanten til en
3 X 3-matrise.

Definisjon. La

ai1 a2 A1n

a a a
A=|f G2 G

an1 an2 Ann

vaere en n X n-matrise. Determinanten til 4, som har no-
tasjonen det 4, defineres pa fglgende mate.

1. Hvisn =1,saharviat4 = [an], og da definerer vi
atdetA = aq;.

2. Hvis n > 1, innfgrer vi fgrst noen hjelpevariabler.
For hver i og j fra 1 til n setter vi 4;; til & veere (n —
1) X (n — 1)-matrisen vi far ved a fjerne rad i og
kolonne j fra A, og vi setter

Cij = (—1)i+j detAL-j

til & vaere determinanten til denne matrisen, med et
fortegn som avhenger av i og j. Determinanten til A
defineres ved:

n
detA=Za1jC1]‘ A
=1

azz
asz




Tallene C;; i definisjonen kalles kofaktorer av A.

Det er ikke vanskelig a se at hvis vi setter inn en 2 X 2-
matrise eller en 3 X 3-matrise i denne generelle definisjo-
nen, sa far vi bare de vanlige reglene for determinanter av
2 X 2- og 3 X 3-matriser.

For a fa litt erfaring med a bruke definisjonen pa stgrre
matriser regner vi ut determinanten av en 4 X 4-matrise.

Eksempel 6.1. La A vaere fglgende 4 X 4-matrise:

0 4

NN =W
U= =N

0
0
3

oo N

Vi regner ut determinanten til A. Fra definisjonen far vi:

2 10 1 10
detA=3]0 1 0[—-0f2 1 0
0 5 3 7 5 3

1 2 0 1 2 1

+2|2 0 0[—-4(2 0 1

7 0 3 7 0 5

Vi regner ut hver av 3 X 3-determinantene som trengs
(merk at vi ikke trenger a regne ut den andre, for den skal
uansett ganges med 0):

2 1 0

1 0 0 0 0 1
0 1 0]=2 -1 +0 =6
0 5 3 5 3 0 3 0 5
1 2 0

0 0 2 0 2 0
2 0 0]=1 -2 +0 =-12
72 0 3 0 3 7 3 7 0
1 2 1

01 2 1 2 0
2 0 1|1=1 -2 +1 =—6
70 5 0 5 7 5 7 0

Ved a sette inn disse i uttrykket for det A far vi:
detA=3-6-0+2-(-12)—4-(—6) =18
Vi har altsa regnet ut at det A = 18. A

Ved hjelp av definisjonen kan vi regne ut determinan-
ten til en hvilken som helst kvadratisk matrise, men det
kan bli veldig mye jobb. | eksempelet sa vi at determinan-
ten til en 4 X 4-matrise er definert ut fra determinantene
til fire 3 X 3-matriser, og hver av disse er igjen definert
ut fra determinantene til tre 2 X 2-matriser. Hvis vi gar til
stgrre matriser, blir arbeidsmengden fort enormt stor.

I lppet av dette kapitlet skal vi se pa noen lure teknikker
for & regne ut determinanter pa mindre arbeidskrevende
mater.

Kofaktorekspansjon

| definisjonen av determinanten gar vi gjennom fgrste rad
i matrisen, og ser pa tallene

a1, A1, -, Aqp-

Hvert tall a, ; ganges med den tilhgrende kofaktoren Cy j,
og til slutt summerer vi alle disse produktene.

Det er imidlertid ikke ngdvendig a ga langs fgrste rad
nar vi gjgr dette. Det fungerer like bra & gé langs en annen
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rad og fglge det samme systemet, og resultatet blir det
samme. Det gar dessuten an a ga langs en hvilken som
helst kolonne med samme system. Vi oppsummerer dette
i felgende teorem.

Teorem 6.2. La A veere en n X n-matrise, dern > 1, og
la A;j og C;j veere som i definisjonen av determinant. Da

har vi
n

n
detA = Z aijkj = Z ailCil

j=1 i=1

forallekoglslikatl <k <nogl<l<n.

A regne ut determinanten ved & beregne en sum av tall
fra matrisen ganget med kofaktorer slik som i teoremet
kalles kofaktorekspansjon. Vi sier at vi gj@r kofaktoreks-
pansjon langs rad k eller langs kolonne L.

La oss na regne ut den samme determinanten som i
eksempel ??, men pa en lurere mate.

Eksempel 6.3. Vi larigjen A vaere denne 4 X 4-matrisen:

NN R W
co N O
Ul R N
w o o b

Vi kan observere at den andre kolonnen inneholder nes-
ten bare nuller, sa det er lurt 3 gjgre kofaktorekspansjon
langs den. Da far vi:

110 3 2 4
deta=—-0[2 1 o|+2[2 1 0
7 5 3 7 5 3

3 2 4 3 2 4

—oft 1 o[+o0f1 1 0

7 5 3 2 10
2 1 3 2
-2:(vfp o+ )
=2-(4-3+3-(-1)) =18

Vi fikk samme resultat som i eksempel ??, men med mind-
re arbeid, siden vi bare trengte a regne ut én 3 X 3-
determinant. A

Vi ma passe pa at vi far fortegnene i kofaktorene riktig.
Nar vi gjgr kofaktorekspansjon langs fgrste rad (slik som
i definisjonen) eller langs fgrste kolonne, starter vi alltid
med positivt fortegn i det fgrste leddet. Men nar vi eks-
panderer langs en annen rad eller kolonne, kan det hen-
de vi ma starte med negativt fortegn. Det kan vaere nyttig
a bruke fglgende diagram som en huskeregel for hvilket
fortegn vi skal ha i de forskjellige kofaktorene:

+ - + -
-+ - +
+ - + -
-+ - +

Determinanter og radoperasjoner

Hvis vi utfgrer en radoperasjon pa en matrise, sa far vi en
ny matrise. Den matrisen har ikke ngdvendigvis samme
determinant som den opprinnelige, men det viser seg at



determinanten endrer seg pa ganske kontrollerte mater
nar vi utfgrer radoperasjoner. Dette kan vi utnytte for a
spare oss for en del arbeid nar vi skal regne ut determi-
nanter, spesielt hvis vi har store matriser.

Teorem 6.4. La A vere en n X n-matrise, og la B veere
en matrise vi far ved a utfgre en radoperasjon pa A. Da
har vi fglgende sammenheng mellom determinantene til
A og B, basert pa hvilken type radoperasjon vi utfgrte:

Resultat
detB =k -detA

Radoperasjon

Gange en rad med et tall k
Legge til et multiplum

av énradienannen

Bytte om to rader

detB = detA4
detB = —detA

La oss bruke dette teoremet til & beregne en determi-
nant.

Eksempel 6.5. Viregner ut det 4, der

3 3 12
A=|2 2 13
4 2 19
Vi far:
3 3 12 1 1 4
detA=12 2 13[=3-12 2 13
4 2 19 4 2 19
1 1 4 1 1 4
=310 0 5/=-3-10 =2 3
0 -2 3 0 0 5
-2 3
2]

=-3-1-(=2)-5=30

Her startet vi med a gjgre radoperasjoner pa matrisen,
samtidig som vi holdt styr pa hvordan determinanten
endret seg.

Fgrst ganget vi gverste rad med 1/3. Det medfgrte at
determinanten til den nye matrisen ble 1/3 ganger deter-
minanten til 4, sa vi matte gange den med 3 for at tallene
skal bli like. En hendig mate a huske hvordan dette funge-
rer er & tenke pa det som 3 sette et tall utenfor parentes.
Pa samme mate som vi kan trekke ut et 3-tall fra en pa-
rentes og fa

(B+3+12)=3-(1+1+12),

kan vi trekke ut et 3-tall fra en rad i en determinant.

Etterpa trakk vi fra multipler av fgrste rad i de to andre
radene, men det medfgrte ingen endring av determinan-
ten.

Sa byttet vi de to nederste radene, og det gjorde at de-
terminanten skifter fortegn.

Til slutt gjorde vi kofaktorekspansjon langs den fgrs-
te kolonnen. Siden vi ved a utfgre radoperasjoner hadde
sgrget for & fa bare nuller under diagonalen, ble kofaktor-
ekspansjonen enkel og grei. A
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Triangulaere matriser

Visier at en n X n-matrise er gvre triangulaer hvis alle tall
under diagonalen er 0, altsa hvis den er pa fglgende form:

aj; A1z Ai3 Ain
0 ay aps QAzn
0 0 asz3 asn
0 0 0 Ann

Tilsvarende sier vi at en n X n-matrise er nedre triangu-
leer hvis alle tall over diagonalen er 0, altsa hvis den er pa
fglgende form:

a11 0 0 A 0
a21 a22 0 b 0
az; dzz 0433 0
an1 dp2 Qps Ann

Eksempel 6.6. | eksempel ?? brukte vi radoperasjoner til
a skrive om matrisen var til fglgende:

1 1 4
0 -2 3
0 0 5
Denne matrisen er gvre trianguleer. A

Hvis vi skal finne determinanten til en gvre triangulaer
matrise er det praktisk & kofaktorekspandere langs fgrs-
te kolonne. Da far vi bare ett ledd i ekspansjonen, nemlig
tallet gverst til venstre i matrisen ganget med determi-
nanten til matrisen der fgrste rad og kolonne er fijernet.
Denne matrisen er igjen gvre trianguleer. Sa fortsetter vi
med kofaktorekspansjon langs fgrste kolonne i hvert steg
nedover. Det vi ender opp med til slutt er a bare gange
sammen alle tallene pa diagonalen.

Vi oppsummerer dette i et teorem.

Teorem 6.7. La A vzere en (gvre eller nedre) triangulaer
n X n-matrise. Da er determinanten til A lik produktet av
tallene pa diagonalen i A:

detA = aqq - azp - a3z Ay
Eksempel 6.8. Ved a bruke teoremet kan vi skrive opp

determinanten til en trianguleer matrise direkte, uten a
matte beregne andre determinanter fgrst:

1 1 4
0 -2 3|=1-(-2)-5 A
0 0 5

Hvis vi skal beregne determinanten til en stor og stygg
matrise, er det en god strategi a bruke radoperasjoner for
a skrive om matrisen til gvre trianguleer form (og holde
orden pa hvordan determinanten endrer seg ved hjelp av
teorem ??), og sa regne ut determinanten til den triangu-
lzere matrisen ved hjelp av teorem ??.

Flere regneregler

Vi tar med et par regneregler til for determinanter.



Teorem 6.9. Determinanten til et produkt av to matriser
er produktet av determinantene. Altsa: Hvis A og B er to
n X n-matriser, sa er

det(AB) = (det A)(det B).

Teorem 6.10. Determinanten endrer seg ikke nar vitrans-
ponerer matrisen. Altsa: Hvis A er en n X n-matrise, sa er

detA = detA".

Karakterisering av inverterbarhet

Vi kan bruke determinanten til & sjekke om en matrise er
inverterbar eller ikke. Dette kan dessuten knyttes sam-
men med hvorvidt kolonnene i matrisen var er lineaert
uavhengige, og hva det utspenner.

Fglgende teorem gir en presis sammenheng mel-
lom inverterbarhet, determinant, lineaer uavhengighet
og mengden utspent av kolonnene.

Teorem 6.11. La A veere en n X n-matrise. Fglgende pa-
stander er ekvivalente:

1. Aerinverterbar.
2. detA # 0.
3. Kolonnenei A er linezert uavhengige.

4. Kolonnene i A utspenner R™.
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Kapittel 7

Egenverdier og egenvektorer

Det er ofte hensiktsmessig a tenke pa en matrise ikke bare
som en tabell med tall, men som en transformasjon av
vektorer. Hvis A er en m X n-matrise, sa gir A en transfor-
masjon

v Av

fra R™ til R™. Vi kan anvende A pa en vektor v i R", og
den vektoren transformeres til en vektor Av i R™.

Hvis A er en n X n-matrise, altsa en kvadratisk matrise,
sa sender den vektorer i R™ til andre vektorer som ogsa
er i R™. Generelt kan vektoren Av veere veldig forskjellig
fra v, men noen ganger er den ikke det. Hvis virkningen
av A pa v er det samme som 3 bare gange opp v med
et tall, sa kalles v en egenvektor for A, og tallet kalles en
egenverdi.

| dette kapitlet skal vi se hvordan vi kan finne alle egen-
verdiene og egenvektorene til en matrise, og vi skal se
noen interessante egenskaper de har.

Definisjon av egenverdier og egenvektorer

Vi starter med et enkelt eksempel, slik at vi har et konkret
tilfelle vi kan ha i tankene nar vi kommer til definisjonen.

Eksempel 7.1. La A veere fglgende 2 X 2-matrise:

=l 3

Vi vil se pa hva som skjer med punkter i planet nar vi gan-
ger dem med 4, altsa nar vi sender en vektor x til vekto-
ren AX.

Vi velger fglgende fire vektorer og ser hva A gjgr med

dem:
1 0 -1 3
e, = ol’ e, = 1|’ u= 2|’ V= 2
Vifar:

La oss tegne opp de fire vektorene, samt vektorene A sen-
der dem til, som punkter i planet.
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Av

L[]
Ae,
Matrisen A kaster vektorene rundt i planet

Vi ser at matrisen sender de fire eksempelvektorene vare
i forskjellige retninger. Men akkurat vektoren

v 3

12

er interessant. Det som skjer med den er at den blir sendt
til )
9

6 )

men det er jo det samme som 3 - v. Virkningen av matri-

sen A pa akkurat denne vektoren er altsa bare a skalere
den opp med 3:

Av = 3v A

Teorien om egenverdier og egenvektorer handler om a
identifisere slike situasjoner som den vi sa i eksempelet,
der virkningen av en matrise pa en vektor blir det samme
som 3 bare gange opp vektoren med et tall.

Definisjon. La A vaere en n X n-matrise, A et tall og v en
vektor i R™ som ikke er nullvektoren. Hvis

Av = v,

sa sier vi at tallet A er en egenverdi for matrisen A, og at
vektoren v er en egenvektor for A som hgrer til egenver-
dien A. A

Et par merknader — én matematisk og én spraklig — er
pa sin plass etter denne definisjonen.

Merk. Hvorfor sier vi at v ikke skal vaere nullvektoren? Jo,
for hvis vi setter inn nullvektoren for v, sa far vi likningen

A-0=21-0,

som er oppfylt for alle matriser A og alle tall A. Hvis vi
hadde tillatt nullvektoren som en egenvektor, sa ville vi
altsa fatt at alle tall er egenverdier for alle matriser. Da
blir egenverdibegrepet ganske meningslgst. A



Merk. Det er vanlig a bruke den greske bokstaven 1 som
variabelnavn for egenverdier. Vi kunne i og for seg brukt
en hvilken som helst annen bokstav, men siden det er 4
folk vanligvis bruker, sa gjor vi det. Navnet pa bokstaven
uttales «lambda», og den tilsvarer bokstaven | i det latins-
ke alfabetet. Hvis vi for eksempel skriver navnet pa filoso-
fen Platon pa hans eget sprak, sa er A den andre boksta-
ven: NAatwv. A

Eksempel 7.2. Viserigjen pa matrisen A fra eksempel ??.
Vi sa at vektoren

3

]

Av = 3v.

V=

oppfylte likheten

Det betyr at 3 er en egenverdi for matrisen A, og at ver
en egenvektor som hgrer til egenverdien 3.

Finnes det flere egenvektorer? Hvis vi ser pa en vektor
som er parallell med v, altsa som er pa formenw =c-v
der c er et tall, sa far vi:

Aw=A-(cv)=c-(Av)=c-Bv)=3-w

Enhver slik vektor er altsa en egenvektor som hgrer ftil
egenverdien 3, forutsatt at den ikke er nullvektoren.

Vi har altsa funnet ut at A i hvert fall har én egenverdi,
nemlig 3, og uendelig mange egenvektorer som hgrer til
denne egenverdien, nemlig alle vektorene pa denne lin-
jen (unntatt nullvektoren):

Det viforelgpig ikke vet, er om det kan finnes enda flere
egenvektorer, og om A har flere egenverdier enn 3. Vi skal
vende tilbake til dette eksempelet om en stund og finne
ut av dette, etter at vi har kommet frem til en generell
metode for 3 finne alle egenverdiene og egenvektorene
til en matrise. A

| eksempelet sa vi at vi ut fra én egenvektor kunne finne
uendelig mange egenvektorer som hgrte til den samme
egenverdien. Vi formulerer dette generelt som et teorem.
(Beviset far du enkelt ved a generalisere det vi gjorde i
eksempelet.)

Teorem 7.3. Anta at 1 er en egenverdi for en n X n-
matrise A4, og at v er en tilhgrende egenvektor. Da er alle
multipler cv av vektoren v, der c er et tall som ikke er 0,
ogsa egenvektorer som hgrer til egenverdien 1. Med and-
re ord er alle vektorer i mengden Sp{v}, unntatt nullvek-
toren, egenvektorer som hgrer til egenverdien A.

En annen ting som vi enkelt kan se ut fra definisjonen
av egenverdier og egenvektorer, er hva som skal til for at
en matrise skal ha 0 som egenverdi. Hvis vi setter inn 0
for A i likheten

Av = v,

sa far vi Av = 0. Det vil si at en matrise A har 0 som
egenverdi hvis og bare hvis likningen

Ax=0

har ikketrivielle Igsninger, og dette er igjen sant hvis og
bare hvis A ikke er inverterbar. Vi formulerer dette ogsa
som et teorem.

Teorem 7.4. Enn X n-matrise A har 0 som egenverdi hvis
og bare hvis den ikke er inverterbar.
Noen geometriske eksempler

Fgr vi utleder den generelle fremgangsmaten for a reg-
ne ut egenverdier og egenvektorer, tar vi noen enkle ek-
sempler der vi kan se geometrisk hva egenverdiene og
egenvektorene ma veere.

Eksempel 7.5. La A veere matrisen

!

Al =[

for enhver vektor (vy,v,) i R2. Virkningen av A er altsa
en refleksjon om diagonallinjen som gar gjennom origo
og punktet (1, 1).

Daer

Matrisen A reflekterer vektorene om diagonalen

Vi ser lett at alle punkter pa denne diagonalen sendes til
seg selv, sa disse oppfyller likheten

Av =1v,

og er altsa egenvektorer tilhgrende egenverdien 1. Nar vi
tenker oss litt mer om, finner vi dessuten ut at alle punk-
ter pa den omvendte diagonalen reflekteres gjennom ori-
go slik at de oppfyller likheten

Av = —v

og er egenvektorer tilhgrende egenverdien —1. Da har vi
funnet at alle vektorene pa disse to diagonallinjene (unn-
tatt nullvektoren, selvsagt) er egenvektorer:

Egenvektorene er pa diagonalene



Men for alle andre vektorer v i planet gjgr refleksjonen
av Av peker i en annen retning enn v, sa det finnes ikke
flere egenvektorer. A

Eksempel 7.6. La A vaere matrisen

Daer
[ 1] [ 2]
172 1.71

for enhver vektor (vy, v,) i R?. Virkningen av A er altsa &
rotere planet med 90°.

N

Matrisen A roterer planet

Dermed kan ikke A ha noen egenvektorer, siden enhver
vektor (utenom nullvektoren) sendes til en som peker i
en annen retning. A

Hvordan finne egenverdier/-vektorer

Gitt en n X n-matrise A, hvordan kan vi finne alle egen-
verdiene og egenvektorene dens?

Ut fra definisjonen er vi pa jakt etter tall A og vekto-
rer v # 0 som oppfyller likheten

Av = Av.

Vi har altsa en likning med bade 1 og v som ukjente, og
den ser ved fgrste gyekast ganske uhandterlig ut. Men vi
kan trikse litt med den. Vi kan fgrst flytte alt over til venst-
re side:

Av—2Av=0

Na fremstar det som veldig fristende a sette v-en utenfor
parentes, altsa a skrive (A — A)v. Men det gar ikke an,
for uttrykket A — A, altsa en matrise minus et tall, gir ikke
mening.

Na kan vi bruke et lurt triks: Vi ganger inn identitetsma-
trisen I,. Vi vet at [,,v bare blir v uansett hva vektoren v
er, sa vi kan skrive om likningen til:

Av—Al,v=0

Det vi har oppnadd na er at vi har en n X n-matrise ganget
med v i hvert ledd, og da kan vi sette v utenfor parentes:

(A=) -v="0

Na ser vi at A er en egenverdi for A hvis og bare hvis lik-
ningen
A-2AL)-x=0

har en ikketriviell lgsning. Men dette er bare et vanlig li-
neeert likningssystem med

A—2I,
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som koeffisientmatrise, og vi vet fra fgr at et slikt system
har ikketrivielle Igsninger hvis og bare hvis

det(4 — Al,) = 0.

Her har vi endt opp med en likning med bare A som
ukjent. Vi kan altsa Igse denne for a finne egenverdiene,
uten at vi samtidig ma tenke pa hva de tilhgrende egen-
vektorene skal veere.

Vi oppsummerer det vi har funnet ut i et teorem.

Teorem 7.7. La A veere en n X n-matrise.

(a) Egenverdiene til A er alle Igsninger A av likningen

det(A — AI,) = 0.

(b) Hvis A er en egenverdi for A, sa er de tilhgrende
egenvektorene gitt ved alle ikketrivielle Igsninger av
likningen

(A=) -x=0.

Uttrykket
det(A — A1),

som star pa venstresiden av likningen vi lgser for & finne
egenverdiene, blir et n-tegradspolynom i A. Vi kaller det
for det karakteristiske polynomet til A.

Eksempel 7.8. Na kan vi bruke teorem ?? til & finne alle
egenverdiene og egenvektorene til matrisen

1 3
=l
fra eksempel ??.

Vi finner egenverdiene ved a Igse likningen
det(A — Al,) =0,

der venstresiden er det karakteristiske polynomet til A. La
oss fgrst se hvordan matrisen A — A1, ser ut:

1 3 20 1-2 3
A"UZ‘[LL —3]_[0 ,1]‘[ 4 —3—,1]

Det karakteristiske polynomet blir:

det(A — L) = 1;’1 _33_ /1‘
=(1-2)(-3-1)-3-4
=A2+21-15

Det betyr at vi kan Igse andregradslikningen
A2+21-15=0

for & finne egenverdiene. Vi Igser den pa vanlig mate og
far:
—242%2—-4-(-15)

2
Vi far altsa to egenverdier: 3 og —5.

Vi finner alle egenvektorer som hgrer til egenverdien 3
ved a Igse likningen (A — 313)x = 0. Vi kan Igse denne
likningen ved 3 gausseliminere matrisen (4 — 31,):

B

A= =-14+4




Vi far én fri variabel, og Igsningene blir

[

for alle tall t. Egenvektorene som hgrer til egenverdien 3
er altsa alle vektorer i
3
unntatt nullvektoren.
Vi finner alle egenvektorer som hgrer til egenverdi-

en —5 ved 3 Igse likningen (4 + 513)x = 0. Vi kan Igse
denne likningen ved a gausseliminere matrisen (A+51,):

N

Vi far én fri variabel, og lgsningene blir

e-[4] ¢

for alle tall t. Egenvektorene som hgrer til egenverdi-
en —5 er altsa alle vektorer i

w2}

unntatt nullvektoren. A

Egenrom

Vi har sett at egenverdiene til en matrise er noen enkelt-
verdier, mens egenvektorene er uendelig mange (dersom
matrisen har egenverdier og egenvektorer). | eksempel ??
beskrev vi egenvektorene tilhgrende en gitt egenvektor
ved 3 si «alle vektorer i (...) unntatt nullvektoren». Viinn-
fgrer nd et nytt begrep som gjor det litt enklere a beskrive
alle egenvektorene til en egenverdi.

Definisjon. La A veere en n X n-matrise, og anta at A er
en egenverdi for A. Da er egenrommet til A mengden av
alle egenvektorer som hgrer til A4, samt nullvektoren; altsa
mengden

{VER" | Av=Av}. A

Eksempel 7.9. | eksempel ?? kunne vi sagt at egenrom-
met til egenvektoren 3 er

w2

og at egenrommet til egenverdien —5 er

w2}

Hvert av disse to egenrommene er en linje i planet:

egenrommet til 3

+ egenrommet til =5
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La oss na ta et litt stgrre eksempel.

Eksempel 7.10. Vifinner egenverdiene til matrisen

-8 0 6
A=|12 4 -6l,
-20 0 14

og de tilhgrende egenrommene.
Det karakteristiske polynomet til A er:

—8-1 0 6
det(A—2A)=| 12 4-1 —6
-20 0 14-—2
-8-1 6
=(4_’D" —20 14—/1|

=@-D((-8-1)(14—-21) +6-20)
=(@A-)(%—-61+8)
Vi finner altsa egenverdiene til A ved a lgse tredjegrads-

likningen
(4—-D(A%?—-61+8)=0.

Denne likningen er ekvivalent med at
4-21=0

eller A2 —-—61+8=0.

Andregradslikningen A2 — 61 + 8 = 0 har Igsninger

6+Vv6Z—-4-8
l=f=3i1,

sa vi far to egenverdier: 2 og 4.
Vi finner egenrommene ved 3 Igse likningene

(A - 213)X =0 0og (A - 4]3)X =0.

Vi tar ikke med all utregningen her, men du bgr gjgre den
selv. Resultatet blir at egenrommet til egenverdien 2 er

3
Sps|—3|;,
5

og egenrommet til egenverdien 4 er

of |11
Sps(1f,|0f;-
0 |2
Egenrommet til 2 er altsd en linje i R2, mens egenrommet
til 4 er et plan. A

Diagonalmatriser

La oss se pa noen eksempler pd matriser der det er veldig
lett & se hva egenverdiene er.

Eksempel 7.11. Har identitetsmatrisen I,, noen egenver-
dier? Vi vet at

Lrv=1-v
for alle vektorer v i R™. Dermed ser vi at I, har tallet 1

som egenverdi, med hele R™ som det tilhgrende egen-
rommet. A



Eksempel 7.12. La A veere fglgende 2 X 2-matrise:
9 0
4=l 3

Av = 9v

Da har vi at

for alle viR?. Det betyr at 9 er en egenverdi for 4, og det
tilhgrende egenrommet er hele R?. A

Eksempel 7.13. La A veere fglgende 3 X 3-matrise:

7 0 0
A=]|0 =3 0
0 0 1
Da har vi at
121 714
A-|vy| =[-3v,
2 1v,

for en vektor (vy, 7,,13) i R3. Da ser vi lett at de tre en-

hetsvektorene
1 0 0
0], |1] og |O
0 0 1

er egenvektorer, med 7, —3 og 1 som tilhgrende egen-
verdier. Det er ogsd lett 3 se at hvis vi har en vektor
(v1, 13, v3) der minst to av komponentene vy, v, og v3
ikke er 0, sa kan den ikke vaere en egenvektor, siden kom-
ponentene ganges opp med ulike tall nar vi ganger vekto-
ren med A.

Vi ser altsa at matrisen har egenverdiene 7, —3 og 1,

med
1 0 0
Sps{0f¢, Spyll og Sps|0
0 0 1

som tilhgrende egenrom. A

| alle disse tre eksemplene hadde vi matriser der de
eneste tallene som ikke er 0 er pa diagonalen. Vi gir et
navn til slike matriser.

Definisjon. En diagonalmatrise er en kvadratisk matrise
der alle tall utenfor diagonalen er 0, altsa en matrise pa
fglgende form:

a;, 0 0 - 0
0 a22 0 oo 0
0 0 as 0
0 0 0 Ao N

P4 samme mate som i eksemplene over kan vi lett finne
egenverdiene til enhver diagonalmatrise.

Teorem 7.14. Egenverdiene til en diagonalmatrise er tal-
lene pa diagonalen.
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Linezer uavhengighet av egenvektorer

Vi skal na ta en ganske omfattende diskusjon om hvorvidt
egenvektorer er lineaert uavhengige av hverandre, og hva
vi kan si om vektorer som ligger i mengden utspent av
noen gitte egenvektorer.

Hele diskusjonen kommer til a bli konkludert med et
fint og flott teorem (teorem ?7?), men la oss ikke se pa kon-
klusjonen helt med en gang. For a prgve a forsta hvordan
man kunne kommet frem til det teoremet pa egen hand,
skal vi bygge oss opp mot det i sma steg. Vibegynner med
3 se pa én egenvektor, og deretter to egenvektorer som
hgrer til forskjellige egenverdier. Vi ser hva vi kan si om
disse, og etter hvert kommer vi til 8 naerme oss et gene-
relt resultat.

Gjennom alt det vi skal gjgre na lar vi A veere enn X n-
matrise.

Vi vet fra fgr (teorem ??) at hvis vi har en egenvektor v
som hgrer til en egenverdi 4, sd er enhver vektor i Sp{v},
utenom nullvektoren, ogsa en egenvektor som hgrer til A.
Vi har altsa:

Hvis w er en skalar ganger en egenvektor v, og ikke er lik
nullvektoren, sa er w en egenvektor tilhgrende samme
egenverdi som v.

Dette enkle og greie resultatet skal vi utnytte nar vi na
gar videre til 3 se pa flere egenvektorer som hgrer til for-
skjellige egenverdier.

La oss se pa hva vi kan si hvis vi har to egenvektorer
Vi 0g V2
som hgrer til to forskjellige egenverdier
A1 08 4,.

Vi vet at alle vektorer i Sp{v,} er egenvektorer som hg-
rer til egenverdien A,;. Dermed er det klart at v, ikke kan
veere i Sp{v;}, siden v, hgrer til egenverdien 1,. Pa sam-
me mate ser vi at vy ikke kan vaere i Sp{v,}. Dermed ser
vi (ved a bruke teorem ??, eller ved a tenke selv) at vek-
torene v; og v, er linezert uavhengige. Vi har altsa vist:

To egenvektorer som hgrer til forskjellige egenverdier ma
vaere linezrt uavhengige.

Dette betyr at vi kan se for oss de to vektorene v; og v,
som to piler som peker i forskjellige retninger:

V3

Vi
De to egenvektorene vare

La oss na se hva vi kan si om en vektor w i Sp{vy, v,},
altsa i planet utspent av v; og v,. En slik vektor w er en
linecerkombinasjon av v; og v, sa det finnes tall ¢; og ¢,
slik at

W = C1Vy + C,Vs.

For det f@rste: Hvis ¢, = 0, sa er w bare et tall ganger v;,
og da vet vi at den er en egenvektor som hgrer til egen-
verdien 1. Pa samme mate far vi at hvisc; = 0, sd er
w en egenvektor som hgrer til egenverdien 4,. Men hva
kan vi si dersom bade c; og c, er forskjellige fra 0, altsa
dersom w ikke ligger i Sp{v, } eller i Sp{v,}?



Vi tegner inn w pa tegningen var, og far med hvordan
den er en lineaerkombinasjon av v; og v,:

Vektoren w er en lineerkombinasjon av v, og v,

Na vil vi finne ut om w er en egenvektor eller ikke, altsa
om det finnes et tall A slik at Aw = Aw. Vi ser pa uttrykket
Aw. Siden vi vet at v; og v, er egenvektorer tilhgrende
egenverdiene 4, og A,, far vi:

Aw = Aclvl + ACZVZ = /11(:1V1 + 12C2V2

Vi tegner inn Aw ogsa pa tegningen var:

\{)

€1V1
Vi

Vektoren Aw ma peke i en annen
retning enn w fordi A4, # A4,

Denne siste figuren viser at w ikke kan vaere en egenvek-
tor. Den eneste muligheten for a fa Aw til 3 peke i samme
retning som w er d anta at .; = A,, og vi har jo antatt
akkurat det motsatte, nemlig at A; # 4.

Denne figuren er det man bgr se for seg for a forsta hva
som skjer, men vi kan vise det samme pa en mer presis og
rent algebraisk mate som ikke avhenger av figuren.

Hvis vi ganger w med et tall 4, sa far vi:

/1W = /1C1V1 + /‘{C2V2
Og vi sa at hvis vi ganger A med w, sa far vi:
AW = Alclvl + 12C2V2

Hvis w er en egenverdi, sa finnes det en A slik at Aw =
Aw, og dermed:

/‘11C1V1 + 2.2C2V2 b /1C1V1 + /‘1C2V2
Siden v; og v, er linezert uavhengige, betyr dette at

/11C1 = /1C1 0og ).26'2 = /’{Cz.

Men vi har antatt at bade c; og c, er forskjellige fra 0 og
at 1, # A,, og da er dette umulig. Det vil si at w ikke er
en egenvektor.

N3& har vi vist:
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Hvis w er en lineserkombinasjon av to egenvektorer som
hgrer til forskjellige egenverdier, sa er det to muligheter:
Enten er w lik en skalar ganger én av de to egenvektorene,
eller sa er w ikke en egenvektor.

Na gar vi videre til 3 se pa tre egenvektorer
Vy, V, 08 V3
som hgrer til forskjellige egenverdier
A1, A, 0g A3.

Da kan vi bruke det vi nettopp viste til a konkludere med
at ingen av disse egenvektorene kan veere en linezer-
kombinasjon av de andre to. For hvis v3 skulle veert i
Sp{vi, v,}, sa ville vi fatt at den enten er nullvektoren,
eller en skalar ganger v, eller v, (men da ville den hatt A4
eller A, som tilhgrende egenverdi istedenfor 43), eller sa
ville den ikke veert en egenvektor i det hele tatt. Alle disse
alternativene er utelukket, siden vi har antatt at vz er en
egenvektor tilhgrende egenverdien 4;.

Pa samme mate far vi at v, ikke kan vaere i Sp{vy, v3}
og at v, ikke kan veere i Sp{v,, v3}.

Siden vi har vist at ingen av de tre vektorene er en li-
neaerkombinasjon av de andre to, far vi (fra teorem ??) at
de er lineaert uavhengige. Vi har altsa vist:

Tre egenvektorer som hgrer til forskjellige egenverdier
ma veere lineaert uavhengige.

Men vi trenger ikke a gi oss der. Ved et helt tilsvarende

argument som det vi hadde i tilfellet med to vektorer kan
vi vise:
Hvis w er en lineserkombinasjon av tre egenvektorer som
hgrer til forskjellige egenverdier, sa er det to muligheter:
Enten er w lik en skalar ganger én av de tre egenvektore-
ne, eller sa er w ikke en egenvektor.

Hvis du fremdeles henger med, sa ser du antagelig
hvordan vi na kan ga videre til:

Fire egenvektorer som hgrer til forskjellige egenverdier
ma veere lineart uavhengige.

Herfra kan vi fortsette pa akkurat samme mate, og vi
far de samme resultatene for enhver liste av vilkarlig man-
ge egenvektorer som hgrer til forskjellige egenverdier. Da
har vi kommet til slutten pa var lange diskusjon om linezer
uavhengighet for egenvektorer, og vi oppsummerer det vi
har funnet ut i et teorem.

Teorem 7.15. La A4, 45, ..., A; vaere forskjellige egenverdi-
er for en matrise 4, og la vy, vy, ..., V; veere egenvektorer
som hgrer til hver av disse egenverdiene. Da har vi:

(a) Vektorene vy, v, ..., v; er linezert uavhengige.
(b) I'mengden
Sp{va, vz, ==+, v¢}

utspent av egenvektorene vi ser pa finnes det ingen
andre egenvektorer enn de som er et multippel c- v;
av én av vektorene i listen.



