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Lagsningsforslag

Setter man z? = (x +1iy)? = (22 — y?) + i(22y) lik i|z|*> = i(z% + y?) far man fglgende to
krav pa tallene x og y:
(i) 22—y =0 samt (i) 2zy =2 +¢>

Ligning (i) gir at 22 = 32, dvs © = y eller * = —y. Setter man dette inn i ligning (ii) far
man 2zy = 222, som gir at + = y. Konklusjonen blir at alle komplekse tall som oppfyller
ligningen 2% = i|z|? er pa formen z = z + iz = x(1 +14), for et vilkarlig reelt tall z.

a) Den gitte ligningen
1
Y +—y=cosx®, x>0
x

er en linezer fgrsteordens ligning pé standardform, og en integrerende faktor er

o) = xp (1) = v .

Ligningen kan da omformes til (zy)" =  cos 22, og ved integrasjon far vi
9 1 1 . 1.
xy = | rcosx“dxr = §cosudu:§smu+C’:§smx +C.

Generell lgsning blir dermed
ssinaz? +C  sinz?+ O
z N 2z

y(z) = . (01 =20).
b) Ligningen

y//+5y/+6y :0
har karakteristisk ligning A2 + 5\ + 6 = 0, som har to reelle lgsninger A\ = —2 og Ay = —3.

Dermed er generell lgsning pa formen

y(z) = c1e7% 4 cpe 3 c1, co vilkarlige reelle tall.

Bruker ubestemte koeffisienters metode for & finne y(x) som lgser
Y+ 5y + 6y =e 2 — 122 — 10.

Partikuleerlgsning skal veere pa formen y, = x - Ae=?® 4+ Bx + C for konstanter A, B og
C. Siden Ae~?* er Igsning av den tilhgrende homogene ligningen er dette leddet modifisert
ved multiplikasjon med z. Setter man y, inn i ligningen far man fglgende krav pa A, B og
C: A=1, B=—-2o0g C = 0. Dermed er y(x) som lgser den ikke-homogene ligningen pa
formen

y(z) = yn +yp = cre” 2 + coe ™ + e — 22

c) Far oppgitt at den homogene ligningen har generell lgsning y; = ci1x + ca2?. Bruker
variasjon av parametre for & finne partikuleerlgsning av den ikke-homogene ligningen:

a b
y"+—y/+—2y:2, x > 0.
x x
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Finner partikuleerlgsning y, pa formen

Yp = uy1 +vy2 der u= — /—dx ogv—/wd:ﬁ

Her er r = 2 (hoyre side i den ikke-homogene diff. ligningen) og W = y1y5—vy2 er Wronski-

determinanten til 1 og y2, som vi far oppgitt er en basis av lgsninger for tilhgrende homogen

ligning. W =z -2z —1-22 = 22, sa

/—dx——/2d$——2$ og U—/—dl‘—/gdl’ZQID(l’).
x

(NB: Tar ikke med integrasjonskonstanter her). Dermed er lgsningen pa form
y(x) = yp + uz + va* = cjz + coa® — 22° + 22° In(z)

der ¢ og cy er vilkarlige konstanter.

a) Ligningssystemet

2ax + ay + 3z =4a
x +(a—1)z= a
T+ y-— z= 1
2a a 3 4a
har tilhgrende augmentert matrise |1 0 a—1 a | . Koeflisientmatrisen er 3 x 3-
11 -1 1
2a a 3
matrisen | 1 0 a— 1|, denne har determinant lik 3 + 2a — a?, som er null bare hvis
1 1 -1
a = —1 eller a = 3. For alle andre verdier av a har systemet en unik lgsning.

Bruker den augmenterte matrisen til & drgfte andre muligheter for lgsning: Gausseliminasjon
gir trappe(echelon-)form

11 —1 1
0 1 —a (1—-a)
0 0 (3+2a—a? (3a—ad?

Vi undersgker mulighet for at systemet er inkonsistent (ingen lgsning), bruker nederste rad:
Mulighet for inkonsistens nar 3 + 2a — a? = 0, og samtidig 3a —a® #0. 3 +2a —a?> =0
for @ = —1 og a = 3. For a = —1 blir nederste rad i redusert matrise [0 0 0 — 4], som gir
at systemet ikke har lgsning. For a = 3 blir trappeformen av matrisen

11 -1 1
01 -3 -2
00 O 0

som svarer til et konsistent system med uendelig mange lgsninger. NB: Hele oppgaven kan
lgses bare med drgfting av augmentert matrise, uten a bruke determinant.

b) Bruker redusert form av augmentert matrise fra (a) for a lgse ligningssystemet nar a = 3,

1 1 -1 1 1 0 2 3
0 1 —3 —2| kan reduseres til 01 -3 -2
00 O 0 0 0 O 0
som gir at (i) ¢ = 3 — 2z, (ii) y = —2 + 3z. Setter z = t, gir parametrisert lgsning

xr=-2t+3, y=3t—2, og z =1, lgsning for alle reelle tall .
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La

a) Karakteristisk polynom til matrisen A er
det(A— ) = N+ A=AA\+1),
som er null for Ay = —1, Ay = 0. Finner tilhgrende egenvektorer ved & lgse tilhgrende
ligningssystemer:
A1 = —1 gir systemet (A + I)x = 0, der x = B]

4 2

Reduserer A + I = [—6 _3

2 1
] til [O O]’ som gir at parametrisert lgsning til systemet er

T = —%t, y = t. Dermed er alle egenvektorer tilhgrende A1 pa formen x = ¢ [_21] , for reelle

tall ¢ £ 0.
A1 = 0 gir systemet Ax = 0,

. 2 . . .
reduserer A til [8 0}, som gir parametrisert lgsning © = —2s/3, y = s. Dermed er alle

-2
3

b) Fra (a) har vi to linesert uavhengige egenvektorer (de tilhgrer ulike egenverdier) v; =

egenvektorer tilhgrende Ay péa formen x = s [ } , for reelle tall s # 0.

-1 -2
[ ] 0og vy = [ 3} . Dermed vet vi at matrisen

2
P =[vi,ve] = [‘21 _32]

oppfyller A = PDP~! der D er diagonalmatrisen med egenverdiene tilhgrende v og vy pa
diagonalen, dvs,
A0 -1 0
D pu— p—
IR

For et (positivt heltall) k er A*¥ = (PDP~1)* = PD*P~! dermed er A?006 = pp32006 p—1,
__1)2006
D er diagonal, og D?0%6 = [( 1)0 02%06} = B 8]

Pl = [ 3 2], og matriseproduktet

-2 -1
s _ [—1 =21 013 2] _ [-3 -2
]2 3110 O] |-2 —1| 6 4|

b) Ser at systemet

Y1 = 3y1 + 2y2
Yy = —6y1 — 4yo
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y1(t)
y2(?)

linecert uavhengige egenvektorer vi og vo til A, tilhgrende de reelle egenverdiene \; = —1
og Ay = 0 er generell lgsning pa formen

er pA formy’ = Ay, dery = [ } , for samme matrise A som i oppgave (a) og (b). For to

-1 -2 —cre t—2¢
_ At Aoto, —t 0t = ! ?
y =cie” vy + e’ ve = cie [ 2] + coe [ 3] o [che—t—FBCJ ’

der ¢; og ¢y er reelle tall. Tilleggsbetingelsene y;(0) = 1 og y2(0) = —3 gir fplgende krav

til ¢1 og co:
(1) y1(0) = —c1e7® — 2c9 = —¢1 — 2co = 1 og (ii) y2(0) = 2c1e7% + 3c2 = 2¢1 + 3¢2 = 3.
Dette gir at ¢; = —3 og ¢z = 1, dermed er lgsningen pa systemet

7= o] = Lo

a) Riktig svar: C.

x1 Y1 1y
Gittx = |22| ogy = |92|,saer A = xyT en 3 x 3-matrise, og den ser slik ut: A = |zay|.
3 Y3 T3y

Hverken x eller y er nullvektoren, dermed er minst en x; # 0. Ved a utfgre radoperasjonene
R; — R; — i—le pa A far vi gjort om alle rader unntatt rad ¢ til nullrader: R; — i—le =
Tjy — i—ley = 0. Rad i er lik z;y, og kan ikke vaere en nullrad siden x; er ulik 0 og y # O.
Dermed er rangen til A lik 1, og rank(A)+dim(Null(A)) = 3, dermed er dim(Null(A))= 2.

b) Riktig svar: D.

v1 og va er linesert uavhengige, sa rangen til A er 2. Rank(A)+ dim(Null(A)) = 4 (antall
kolonner i A), s Null(A) skal ha en basis med to elementer, dermed kan bare B eller D
veere riktig. Nullrommet star ortogonalt pa radrommet, sa da er det bare & sjekke hvilke
vektorer som gir prikkprodukt null med v og vo, det er de to i D.

@ Ligningen y’ + sin(z 4+ y) = 1 er pa formen ¢y’ = f(x,y) for f(x,y) = 1 —sin(z + y). Eulers
metode for tilnserming av y(7) med skrittlengde h = 7, med initialverdi y(0) = 0 gir oss
fglgende:

g =0o0gyo = 0girat 21 = 9+ h = §, og y(zr1) tilneermet lik y1 = yo + hf(zo,y0) =
0+ 35 -(1—sin(0+0)) = 5. Videre er 3 = 21 + h = 7, og y(x2) = y(m) er tilnsermet lik
y2=y1+hf(r,y) =5+ 31 —sin(5 +3)) =
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