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Oppgave 1
a) Vi har
. . -
P=i o = o r:1,39:§+2k57r
som gir
o = GTER p=0,1,2.
Tredjergttene av i er derfor
2 =¢'s —cosz+isinz = —34—3
’ 6 6 2 '
- 57 Tr 57]' \/§ 7/
z1=¢€"6 =cos— +isin— = ——— + —,
' 6 6 2 "2
ior 3 Lisi 3m .
Zg = €'6 = CoS— + isin — = —i.
2 2 5 ==t
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Figur til oppgave 1 a).
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b) Vi skriver ut det oppgitte uttrykket

\z+\/§!—]§—\/§\:2
\/(I+\/§)2+92—\/(I—\/§)2+y2=2
)

(o + VIR =4+ 4y/(e — VIR +42 + (2 — VI)?
)
\/ix_lz\/(f—\/i)%—y?

Y
(V2r — 1) = (1(Iw—\/§)2+y2)
22—y =1
)
r==x\y*+ 1.

Men hvis z < 0 sa vil |2+ /(2)| < |z — V2|, slik at negative z ikke kan gi noen lgsning.
Det samme kan vi se i 4. linje i utledningen, x blir positiv. Dermed far vi lgsningene

r=+vy?+1

/

64

Figur til oppgave 1 b).
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Oppgave 2

a) Med x > 0 kan vi dividere med z og far
, 2

Generell lgsning av differensialligningen finnes ved

T

2
hz/—dszlnx, F(z) =" = e2n® = 22,

Multiplikasjon med F'(x) pa begge sider av ligningen gir

1
(2%y) = 42° = 2’y ="+ ¢ = y =2’ +c—.
x

Med initialbetingelsen y(1) = 2 = 1+ ¢ far vi at ¢ = 1. Lgsning pa initialverdiproblemet
er derfor

y(x):xQ—I—P, x> 0.

b) Eulers metode er
Ynt+1 = Yn + hf('rnu yn)

Vi har f(z,y) = 4o — %y, (x0,%0) = (1,2), h = % 0g Tpy1 = Tp + h. Med dette far vi :

y(%) R Y= Yo+ %(4:150 — xloyo) =92, 1= %

\)

y@) Ry =y + $(da — Zy) =L, 1y =2
yE) Ry =y b i(Aey — 2yp) =B, 2y =3

0g

5 35
y(i) ~ g
Avviket 1 svaret er da
2 2
@) —wl = [3) +(3) — %
4 ~
% — %\ ~ 0.57667.

Oppgave 3
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a)

b)

Karakteristisk ligning 2\ — 3\ + 1 = 0 har rottene \; = 1 og Ay = % Den tilhgrende
homogene ligningen har derfor lgsning

yn(z) = c1€” + o2,

Siden 1 er rot i den karakteristiske ligningen og hgyresiden er 2ze”, er partikulserlgsningen

pa formen
Yp(x) = x(Azx + B)e”.

Innsatt i differensialligningen
2y, — 3y, +yp = (2Ax + B + 4A)e” = 2xe”,

og vi far ligningene 24 = 2 og B +4A =0, som gir A = 1 og B = —4. Generell lgsning
er
y(z) = cre® + coe®/? + (22 — 4x)e”.

Karakteristisk ligning A> — 2\ +2 = 0 har rgttene A\; = 1+i og Ay = 1 —i. Den tilhgrende
homogene ligningen har derfor lgsning

yn(x) = €"(cp cosx + casin ).

Formen pa hgyresiden gjgr at vi ma bruke variasjon av parametre for & finne en partikulaer
lgsning. Partikulaerlgsningen y, har formen y,(x) = u(x)y1(x) + v(x)y2(x), der u og v

oppfyller
oyl (v _ | O
now) V] (@)

Setter vi inn y; = e” cosx, Yo = €*sinx og r(z) = €/ cosx far vi

e* cos e’sinx u QE
: : = e
e*(cosx —sinz) e*(sinx + cosx)| v

COs T

som har lgsningen v’ = sinx/ cosz og v’ = 1, slik at

u(z) = / ldr =z, v(x) = / Sy dr = Incosx siden |z| < g
COS T

Partikulaerlgsningen blir da
yp(z) = e"(cosxIncosz + rsinx)
og generell lgsning er

y(x) = e"(c1cosx + cosinx) 4+ e”(cosxIncosz + xsin x).
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Oppgave 4

a)

b)

Lgser systemet vha. Gauss-eliminasjon

112 1la 1 2 1 a 1121 a
124 3/b|~|0 1 2 2{b—a |~]01 2 2 b—a
31 2 —1]c 0 -2 —4 —4|c—3a 0 00 Ojc—5ba+2b
Systemet vil ha en lgsning hvis og bare hvis —5a +2b+c¢ =10

Col(A)* er rommet av alle vektorer som star ortogonalt pa vektorene i kolonnerommet
til A. Rangen til matrisa er 2, dvs. dim(Col(A))= 2 og dim(Col(A)t)= 3 —2 = 1, det
betyr at det er nok a finne en vektor forskjellig fra nullvektoren som star ortogonalt pa
Col(A). Na vet vi ogsa at systemet ovenfor har en lgsning hvis og bare hvis hgyresiden
ligger i Col(A). Betingelsen

—5a+2b+c=[-521] =0

O o R

forteller at hgyresida ligger i Col(A) hvis og bare hvis den star ortogonalt pa vektoren
(—5,2,1), som dermed ma vere den etterlyste vektoren.

-5
En basis for Col(A)* er | 2
1

(Alternativt kan man finne alle x slik at x* A = [0,0,0, 0], det vil si lgse ATx = 0).

Generell Igsning av systemet kan skrives pa formen x = x;, + x,, hvor x;, er Igsning pa
tilhgrende homogene ligning og x,, er en partikuleerlgsning av det inhomogene systemet.
Siden vi har oppgitt en partikuleerlgsning av det inhomogene systemet x, = (0,1,1, —1)
behgver vi kun & finne lgsning pa systemet Ax;, = 0. I del a) utforte vi Gauss eliminasjon

pa A. Ved a velge x4 = t, x3 = s som frie parametre vil o = —2s — 2t og xy = t. Vi far
t 0 1
B TR N I I I
h— s - 1 0|’
t 0 1
og lgsningene pa ligningssystemet er derfor alle pa formen
0 0 1
x=| Tlas| 2 4e] F
I T A B 0

-1 0 1
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En basis for Null(A) er

0 1
—2 —2

1o h
1

c) Vi ser fra punkt a) at en basis for Col(A) og Row(A) er

1 0
1 1 ) )

Col(A): {| 1|, 2|} Row(4): {|,|.], |}
3 1 | 5

Oppgave 5

a) For & finne en basis for V' blant de gitte vektorene arrangerer vi dem som kolonner i en
matrise og utfgrer Gauss eleminasjon pa matrisen.

1 0 1 1 2 1 0 1 1 2
A 0 1 -2 2 3 01 -2 2 3
1 0 1 2 3 00 011
1 -1 11 00 00O
En basis for Ver derfor
1 0 1
0 1 2
{V17V27V3} = { 1 5 0 ) 2 }
1 —1 1

b) For & finne en ortogonal basis for V' brukes Gram-Schmidt ortogonaliseringsalgoritme pa
basisvektorene. Vi far

1
0
u =vy = 1|
1
0 1 1/3 1
Uy = Vo — Hi1eVva u = 1 —i—lo— 1 velger uy = 3
2 — 2 ul.ul 1 — 0 3 1 - 1/3 9 g 2 — 1 9
-1 1 —2/3 -2
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1 1 1 —4/5
ﬁ—v— u; e vy w — Ug ® V3 w — 2 _é 0 _l 3 B 3/5
S u; e uy ! Uy ® Us 272 311 151 1/5
|1 1 -2 3/5
[ —4
3
velger uz = 1
|3
En ortogonal basis for V' er
1 1 —4
0 3 3
{u17u27u3} :{ 1 ) 1 ) 1 }
1 —2 3
Oppgave 6
a) Karakteristisk ligning er
—4 — )\ 1 2
det(A — \I) = 3 —=3—-AX 3
2 1 —4—-A

= (=4—=N((-3-X)(-4-X)—=3-1)—1(3(=4—)\) —3-2)
+2(3-1—(=3-)\)2)
=X 11X =30\ = - A(A +5)(A+6) = 0.

Egenverdiene er
)\1:07 /\2:—50g)\3:—6.

Losning av ligningssystemene (A — \;I)v; =0, ¢ = 1,2, 3 gir tilhgrende egenvektorer:

-4 1 2 1
)\1 = O, 3 -3 3 V] = 0, V] = 2
2 1 -4 1

da
2 1 —4 21 —4 2 0 =2
-4 1 2 0 3 —6 01 -2
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(Nok & se pa to linezert uavhengige radvektorer, den tredje méa vaere en lineszerkombinasjon

av disse.)
11 2 1
)\1 = —5, 3 2 3 Vo = 0, Vo = -3
211 1
da
11 2 1 1 2 1 0 -1
211 0 -1 -3 01 3
2 1 2 1
/\1 = —6, 3 3 3 V3 = 0, V3 = 0
2 1 2 —1
Et mulig valg av P og D er
1 1 0o 0 O
P=|[vy,vy,vs]=|2 -3 0|, D=0 =5 0
1 1 -1 0 0 —6
b) Situasjonenen kan tegnes opp:
2-103a
1-1073b 3-103¢
A B C
1-107%a —1-1073b 1-1073¢
T 3-103a 1-1073b ‘
2-1073¢
Vi far fglgende:
Intern vekst i A Innflytting fra B og C Utflytting til B og C
d(t) =1-10%a(t) +1-1073b(t) + 2 - 1073¢(t) — (3 - 10 3a(t) + 2 - 103a(t))
Intern vekst i B Innflytting fra A og C Utflytting til A og C
B(t) = —1-1073b(t) +3- 10 %a(t) + 3 - 10~3¢(t) — (1 - 1073b(t) + 1 - 103b(¢))
Intern vekst i C Innflytting fra B og C Utflytting til A og B

d(t) =1-1073c(t) +2- 10 3a(t) + 1 - 1073b(t) — (2- 10 3¢(t) + 3 - 103¢(t))
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Systemet av differensialligninger blir

da (1—3—=2)a(t) + b(t) + 2¢(t)
1
y=By=| % = 1000 3a(t) — (L4+ 1+ 1)b(t) + 3c(t) |,
de 2a(t) +b(t) + (1 — 2 — 3)c(t)
og dermed far vi
-4 1 2
1 1
000 o 1 _4 000

Siden A\gv = Bv = 1-102Av = 1-1073\4v vil egenverdiene til B vere 1/1000
av egenverdiene til A mens egenvektorene er de samme. Generell lgsning av systemet
y’ = By blir da

1 1 1
yt)=c1 | 2 | +c| =3 e t20 4 o, 0 | ¢—8t/500
1 1 1

c) Med initialbetingelsen far vi

1 1 1 150000
y0)=ci | 2 | +e| =3 |+e| 0] =1 200000 |,
1 1 ~1 250000

som gir ¢; = 160000, co = 40000 og c3 = —50000. Befolkningsfordelingen pa lang sikt,
dvs. nar t — oo, blir derfor

A : 160000, B :320000, C :160000.

Oppgave 7 Vi ser pa ligningen
(*¥) X+ cAX + c3A’x =0
Venstre multiplikasjon med A gir
(%) 1 AX + cpA’x = 0,

siden A%x = 0. Av samme grunn (multipliser med A fra venstre) ser vi at ¢; A>x = 0. Antagelsen
A%x # 0 gir derfor ¢; = 0. Ved & sette inn ¢; = 01 (**) finner vi at ¢y = 0, siden A?x # 0.
Ligningen (*) reduserer seg derfor til c3A*x = 0, dvs. ¢c3 = 0. Konklusjon: ligningen (*) har
kun den trivielle lgsningen, og vektorene x, Ax? og A?x er derfor linesert nuavhengige.



