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Oppgave 1
—1\* _
Likninga (z + 1)* = (2 — 1)* er ekvivalent med (z ) — 1. Derfor er - = w, der w
z+1 z+
. : . . . : I+w .
star for fjerdergttene av 1, altsa w; = 1, wy = i, w3 = —1, wy = —1. Vi har z = T— o altsa
—w
141 1—1
21 =0, 2 = 1 +Z, =1, 23 = 1 +Z, = —i. (w = —1 svarer til z = oo, som ikke er en lgsning.)
—1 i

Alternativ framgangsmate:
Direkte utregning (f.eks. ved binomialformelen) gir at (z + 1)* = (2 — 1)* er ekvivalent med

234+ 2 =0, altsd z(2*> + 1) = 0. Rgttene er z =0, z = +i.

Oppgave 2

1
a) Differensiallikninga har en integrerende faktor e il = —, 0g kan derfor skrives som
x

I 1
(—Qy) = €. Integrasjon gir —y = e* + C, sa generell lgsning er y = 2 (e” + O).
x x

Initialkravet y(1) = 0 gir C' = —e, og dermed y = z%(e® — e).

9
b) y’=f(:v,y):;y+x26x y(1)=0,2>0

1
Eulers metode med skrittlengde h = 3"

$n+1:x0+nh:1+n§
Yo=y(1)=0

1 /2y, 1 22
Ynt1 = Yn + " (Zn, Yn) = yn + 5 (i + xief"’n) = (1 + x_) Un + ?nexn

n=0,1,23,...
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5 9
o=cet ge% ~ 7,3071~ y(2)

5 27 3 5
= e+ —e2 +22~25 7388~y | =
Ys=get gt Tee ’ y(Q)

Oppgave 3

a)

b)

Karakteristisk likning A> — 2\ +5 = 0 har rgttene A = 1 & 2i. Generell lgsning blir
derfor y = e*[C} cos2x + Cysin 2z], med y' = e®[(C} + 2Cy) cos 2z + (Cy — 2C) sin 2z].

3 3
y(0)=1,9'(0) = —2¢gir C; =1, Cy = —3 altsa y = e*[cos 2z — isin2x].

Karakteristisk likning A* — a? = 0 har rgttene A\ = 4a for a > 0, dobbeltrot A = 0 for
a = 0. Generell lgsning av den homogene likning blir da y = Cie® 4 Cye™** for a > 0,
y = Cix + Cs for a = 0. For a # 1 har den inhomogene likning en partikuleer lgsning

av form gy = Ae®. Innsetting gir A = 1 For a = 1 har den inhomogene likning en

_a2'

partikuleer lgsning av form yy = Aze”, der innsetting gir A = 3

Generell lgsning blir altsa:

y=Cix+Cy+e” fora=0,

1
y = Cie® + Coe™ + ixe‘” fora =1,

1
y = Cre® 4+ Coe™ ™ + 1

setfor0<a<logl<a,
—a

Den homogene likninga har lgsning y = C cos x + Cy sin z, og den inhomogene likninga
har derfor en partikuleer lgsning av form y = u;(x) cos  + uy(x) sin . Funksjonene u; og
uy bestemmes av likningssystemet

uj cosx + upsine =0

) 1
—uysinz + uycosx = :
tanx
2
. cos® 1 . .
Vi finner v} = —cosz og u) = — = —— —sinz, og dermed uy(z) = —sinz,
sin sin

ug(z) = Intan <§) + cos x. Differensiallikninga har da en partikuleer lgsning
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x x
Yo = —sinxcosz + Intan <§> sinx 4+ cosxsinx = sinx Intan <§>, og generell lgsning

blir y = sin z In tan <g) + Cy cosx + Cysin z. (Generell lgsning oppnas ogsa direkte ved

a ta med integrasjonskonstantene nar en integrerer u/(x) og ub(z).)

Oppgave 4

a) Vi kan regne ut det(A) f.eks. ved a addere andre til tredje rad:

a —1 1 «Q —1 1
det(A)=|-1 a -1l=|-1 « —1 |. Utvikling etter tredje rad gir na
1 -1 « 0 a—-1 a-1
det(A):—(&—l){ _ozl _11'— _041 _al }:(04—1)(042—044—2):(a—1)2(0¢+2).

(Direkte utregning av den opprinnelige determinanten gir det(A) = a® — 3a + 2. En ser
lett at @ = 1 er et nullpunkt, og ved polynomdivisjon finner en

det(4) = (a —1)(a® —a+2).)

For a« =1 har vi
1 -1 1 1 -1
A=|-1 1 —-1{~1|0 O
0 O

1
0|. Likningssystemet AZ = 0 har da lgsning
1 -1 1 0

1 1
rn=8—t,xo=8w3=t altsar=s|1| +t| 0
0

1 1
En basis for Null(A) blir ¢ 1],
0 -1

b) Vi skal avgjgre om ¢ At + co AU+ c3 Al = 0 har bare nullgsningen, nar @, ¥, @ er linesert
uavhengige. Vi har
0 = L Al + AT + c3AT = Ay 4 1T + c31).
Anta forst at det(A) # 0. Da er A(c1t+ cot+ c3w) = 0 bare nar ¢4+ coU+ 3@ = 0, altsa
nar ¢; = co = ¢c3 = 0, siden u, v, w er linesert uavhengie. Altsa er Au, Av, Aw linegert
uavhengige.

Anta dernest at det(A) = 0. Da fins en vektor 7 # 0 slik at AZ = 0, og siden @, ¥, @
danner en basis for R? kan vi skrive Z = ¢1@ + co0 + c3w med (1, ¢z, ¢3) # (0,0,0). Altsa
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er i All 4+ AT + 3 A = 0 for et trippel (¢, cq,¢3) # (0,0,0), slik at A, AT, A@ er
linezert avhengige.

Konklusjon: Implikasjonen gjelder ngyaktig nar a ¢ {1, —2}.

c) Egenverdiene til A er de verdiene A som er slik at det(A — AI) = 0, altsa
1-x) -1 1
-1 (1-XA) -1 |=0Settervil—\=a«
1 1 (1-2))
far vi A = 1 — a. Determinanten er null nar o = —2 og o = 1, altsa nar A = A\; = 3 og
nar A = \, = 0.
-2 -1 1 1
Vihar A—\I=|-1 -2 —-1| ~ |0
1 -1 -2 0

En egenvektor svarende til \; er da v; = | —1].

1
Tilsvarende er A — Mo/ = [—-1 1 —1| ~ |0
0

1 1
To linesert uavhengige egenvektorer svarende til Ay er da vo = |1| og U3 = )
0 -1

Matrisen P = [ththt3] = |—1 1 0

300
oppfyller da A= PDP~'der D= |0 0 0.
0 00

Oppgave 5

a) Gauss-reduksjon av totalmatrisen til likningssystemet gir

2 1 —-11: 1 2 1 —-11: 1 2 1 1 : 1
2 -3 3 1: 3|~0 4 4 0: 4] ~1]01 =1 0 : 1}f.
4 —-10 10 2 : —10 0 —-12 12 0 : —12 00 0 0 :0

t.

1 1
Med 23 =s, xy =tfarviazgo=1+23=1+s, xlzi(l—x2+x3—x4):—§
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Lgsningsvektorene blir da

1 1
]
S |L+s| _
T = s =54 +1 0 + 0
t 0 1 0
2 1 -1 1
b) Gauss-reduksjon av A gir matrisen [0 1 —1 0]. Pivot-elementene er i fgrste og annen
00 0 O
linje, og i forste og annen kolonne. En basis for Row(A) er da {(2,1,—1,1), (0,1,—1,0)}.
2] [ 1
En basis for Col(A) er < 2], | —3
4| [-10

Null(A) bestar av lgsningene av det homogene likningssystemet AZ = 0. Fra a) far vi

( 1
0 2

derfor at Null(A) har en basis < 1 ; 8
0 1

\

c) Vi har generelt at Row(B)* = Null(B). Siden Col(A) = Row(A") far vi med B = A':

2 2 4 112
Col(A)* = Null(A"). Gauss-reduksjon av AT gir _1 1 _33 _11)0 ~
-

1 1 2

Med x3 =t far vi o = —3t,x1 = —x9 — 223 = t. En basis for Null(A"), og dermed for
1
Col(A)*, blir da | —3].
1
2 1 1
(Legg merke til at [1,-3,1] |2 = 0, [1,-3,1] | =3 | = 0, slik at |—3]| virkelig er
4 —10 1

ortogonal til Col(A).)

Oppgave 6

(—2-)) 1

a) Vi finner (A — M| = 5 (=1— )

‘ = A? + 3\ = A(\ + 3). Egenverdiene er altsa

2

A=00g A= -3 For A\=0farvi A— A ~ lo _01} . En egenvektor er derfor v = B] .



b)
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For A= -3 farvi A — [ ~ ll 1]. En egenvektor er derfor v, = [ 1 ]

00 -1
Av AU = MU folger kAU = kAU. Matrisen kA har derfor egenverdiene kX, der A er
egenverdiene til A, og samme egenvektorer som A.

For saltmengdene z;(t) og x5(t) finner vi differensiallikningssystemet

179007 100"

= 4 x 4 T

271007 2007

altsa

. [_i 4 1

i = | J0 200 } 7= — A7,
00 300 50

der A er matrisen i punkt a.

1
Egenverdiene for %A er da
-3 ) . 1 . 1
w1 =0 o0g s = - —0, 06, med tilsvarende egenvektorer v; = ol 082 = | -

1
-1

For t = 0 har vi z; = 0, x5 = 30. Dette gir C; + Cy = 0, 2C; — Cy = 30, altsa
Ci =10, Cy = 10.

Lgsningen blir da

Lo 10] [107 _gem
r= {20} {—10}6 ‘

Generell lgsning av systemet blir & = C,veM! 4 Cothe’?t = O E] + Oy { } e~0,06¢,

Oppgave 7
Vi skal vise at |A — M| =0 og |[U7YAU — M\I| = 0 har samme lgsninger.

Vi har UPAU — A = U™ AU — UAIU = U"Y(A — AD)U og dermed |U~ AU — AI| =
1
U YA = XU| = |[UY|A - M||U| = |A— M|, siden |[U™!| = —. Dette viser at A og

ol

U~'AU har de samme egenverdiene.

Alternativ framgangsmate:

Ax = x & AU(U 'x) = Xx
& UTTAU(U 'x) = MU 'x).
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Dette viser at A og U 'AU har de samme egenverdier (men egenvektorene er transformert
med U evt. U~! i forhold til hverandre).



