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Oppgave 1

Im (z + i) = |z − i| ⇔ Im (x + i(y + 1)) = |x + i(y − 1)| ⇔ y + 1 =
√

x2 + (y − 1)2

⇒
(∗)

(y + 1)2 = x2 + (y − 1)2 ⇔ (y + 1)2 − (y − 1)2 = x2 ⇔ 4y = x2

Siden y blir positiv, slik at y + 1 ≥ 0, har vi ekvivalens ogs̊a ved (∗).
Punktene (x, y) som oppfyller likheten utgjør parabelen 4y = x2.

Oppgave 2

a) Anta x > 0 og divider med x. En integrende faktor for y′+ 3
x
y = 3

x
ex3

er e
R

3
x

dx = e3 ln x =
x3, og vi f̊ar

d

dx
(x3y) = 3x2ex3

slik at

x3y =

∫
3x2ex3

dx = ex3

+ c.

Fra y(1) = 0 f̊as c = −e, og y = (ex3 − e)/x3, x > 0.

b) Den karakteristisike ligningen λ2 + 3λ + 2 = 0 har røttene

λ1,2 =
−3 ±√

9 − 8

2
=

{
−1

−2

Siden −1 er rot i den karakteristiske ligningen, har yp formen yp = x(A + Bx)e−x. Vi
deriverer og f̊ar

yp = (Ax + Bx2)e−x

y′
p = (A + (2B − A)x − Bx2)e−x

y′′
p = (2(B − A) + (A − 4B)x + Bx2)e−x.
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Innsatt gir dette
(2B + A + 2Bx)e−x = −2xe−x

slik at ligningene for koeffisientene blir

A + 2B = 0

2B = −2.

Dermed blir A = 2 og B = −1. Generell løsning er da

y = yh + yp = c1e
−2x + c2e

−x + (2x − x2)e−x.

c) Den karakteristiske ligningen λ2 − 2λ + 2 = 0 har røttene λ1,2 = 1 ± i. Siden ±i ikke er
rot i den karakteristiske ligningen, har yp formen yp = A cos x + B sin x. Vi deriverer og
f̊ar

yp = A cos x + B sin x

y′
p = B cos x − A sin x

y′′
p = −A cos x − B sin x.

Innsatt gir dette
(A − 2B) cosx + (2A + B) sin x = 5 sinx

slik at

A − 2B = 0

2A + B = 5.

Dermed blir A = 2 og B = 1. Generell løsning er

y = yh + yp = c1e
x cos x + c2e

x sin x + 2 cos x + sin x.

d) Den karakteristiske ligningen λ2 − 2λ + 1 = (λ − 1)2 = 0 har λ = 1 som dobbelrot, s̊a
generell løsning av den homogene ligningen er yh = c1e

x + c2xex.

P̊a grunn av høyresiden brukes variasjon av konstantene, dvs. yp har formen

yp = u1y1 + u2y2

der y1 = ex, y2 = xex, og u1 og u2 oppfyller

[
y1 y2

y′
1 y′

2

] [
u′

1

u′
2

]
=

[
y1u

′
1 + y2u

′
2

y′
1u

′
1 + y′

2u
′
2

]
=

[
0
ex

1+x2

]
.



Løsningsforslag SIF5010 Side 3 av 6

Etter divisjon med ex f̊ar vi da[
1 x
1 1 + x

] [
u′

1

u′
2

]
=

[
u′

1 + xu′
2

u′
1 + (1 + x)u′

2

]
=

[
0
1

1+x2

]

og u2 =

∫
1

1 + x2
dx = arctan x, u1 =

∫ −x

1 + x2
dx = −1

2
ln(1 + x2).

S̊a generell løsning er

y = c1e
x + c2xex − 1

2
ex ln(1 + x2) + xex arctan x.

Oppgave 3
Med y′ =

√
x + y, x0 = 0, y0 = 1

4
og h = 1

2
gir Eulers metode

yn+1 = yn + h
√

xn + yn, xn = nh =
1

2
n.

S̊a

y1 = 1
4

+ 1
2

√
1
4

= 1
2
, x1 = 1

2

y2 = 1
2

+ 1
2

√
1 = 1, x2 = 1

y3 = 1 + 1
2

√
2, x3 = 3

2
.

Oppgave 4

a) Gauss-Jordan-eliminasjon p̊a A gir

A =




1 1 3 3 1
−1 0 −2 −1 1

2 3 7 8 1
−2 4 0 6 7


 ∼




1 1 3 3 −1
0 1 1 2 2
0 1 1 2 −1
0 6 6 12 9


 ∼




1 0 2 1 −3
0 1 1 2 2
0 0 0 0 −3
0 0 0 0 −3


 ∼




1 0 2 1 0
0 1 1 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


 .

Med x3 = s og x4 = t f̊as at løsningene av Ax = 0 er

x = s




−2
−1

1
0
0


 + t




−1
−2

0
1
0


; s, t ∈ R,
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og en basis for Null(A) er




−2
−1

1
0
0


 ,




−1
−2

0
1
0


.

b) Fra (den reduserte) echelon-formen til A f̊as at en basis er for

Row(A) :




1
0
2
1
0


 ,




0
1
1
2
0


 ,




0
0
0
0
1


, Col(A) :




1
−1

2
−2


 ,




1
0
3
4


 ,




1
1
1
7


.

c) Her er dim Col(A)⊥ = 4 − dim Col(A) = 1, og siden (1,5,1,-1) er ortogonal til de tre
basisvektorene til Col(A), er Col(A)⊥ = span{(1, 5, 1,−1)}. Ligningssystemet har løsning
hvis og bare hvis (a, b, c, d) ∈ Col(A) = span{(1, 5, 1,−1)}⊥, dvs. hvis og bare hvis
(a, b, c, d) • (1, 5, 1,−1) = 0. Betingelsen er alts̊a a + 5b + c − d = 0.

Oppgave 5

a)

det(A − λI) =

∣∣∣∣∣∣
2 − λ 2 3

1 2 − λ 1
3 2 2 − λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2 − λ 2 1 + λ

1 2 − λ 0
3 2 −(1 + λ)

∣∣∣∣∣∣
= (1 + λ)

∣∣∣∣∣∣
2 − λ 2 1

1 2 − λ 0
3 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = −(1 + λ)(λ2 − 7λ + 6)

= −(λ + 1)(λ − 1)(λ − 6) = 0

gir egenverdiene λ = −1, 1 og 6.

Egenvektorer er for

λ = −1 : A − λI =


 3 2 3

1 3 1
3 2 3


 ∼


 1 0 1

0 1 0
0 0 0


 , v1 =


 1

0
−1
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λ = 1 : A − λI =


 1 2 3

1 1 1
3 2 1


 ∼


 1 0 −1

0 1 2
0 0 0


 , v2 =


 1

−2
1




λ = 6 : A − 6I =


 −4 2 3

1 −4 1
3 2 −4


 ∼


 1 0 −1

0 2 −1
0 0 0


 , v3 =


 2

1
2


.

Et mulige valg av P og D er da

P =


 1 1 2

0 −2 1
−1 1 2


, D =


 −1 0 0

0 1 0
0 0 6


.

b)

y = c1e
−t


 1

0
−1


 + c2e

t


 1

−2
1


 + c3e

6t


 2

1
2


.

c) Vi f̊ar

xk =




1
3

1
3

1
2

1
6

1
3

1
6

1
2

1
3

1
3


xk−1, dvs. M =




1
3

1
3

1
2

1
6

1
3

1
6

1
2

1
3

1
3


 =

1

6
A,

ut fra de gitte data som ogs̊a gir at 1
3

av fuglene i hvert tilfelle returnerer til samme
omr̊ade som året før:

ak =
1

3
ak−1 +

1

3
bk−1 +

1

2
ck−1

bk =
1

6
ak−1 +

1

3
bk−1 +

1

6
ck−1

ck =
1

2
ak−1 +

1

3
bk−1 +

1

3
ck−1
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A
ak−1

B
bk−1

C
ck−1

A
ak

B
bk

C
ck

år (k − 1) år k

-

-

-
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1
3

1
3

1
6

1
3

1
3

1
2

1
2 1

6
1
3

Siden M = 1
6
A, er egenvektorene til M og A de samme, dvs. v1, v2 og v3 er egenvektorer

for M , mens egenverdiene til M er λ1 = −1
6
, λ2 = 1

6
og λ3 = 1.

d) Fra x0 = α1v1 + α2v2 + α3v3 f̊as x1 = Mx0 = α1λ1v1 + α2λ2v2 + α3λ3v3 og formelen for
xk holder for k = 1. Anta at den holder for k − 1, k ≥ 2, da f̊ar vi

xk =Mxk−1

=M(α1λ
k−1
1 v1 + α2λ

k−1
2 v2 + α3λ

k−1
3 v3)

=α1λ
k
1v1 + α2λ

k
2v2 + α3λ

k
3v3,

og formelen holder for k. Ved induksjon holder da formelen for alle k = 1, 2, 3 . . . .

Vi f̊ar

xk = α1

(
−1

6

)k

v1 + α2

(
1

6

)k

v2 + α3v3 → α3


 2

1
2




n̊ar k → ∞. Her er 2α3 + α3 + 2α3 = 5000, s̊a α3 = 1000, og fordelingen p̊a lang sikt blir
A : 2000, B : 1000, C : 2000.


