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Oppgave 1
(i) Gjer om til polar form: z = re® og = = (Hbﬁ = 1 = Re', der
1+ 1 1+ T
R= 25 g=A _T
‘ 2 ‘ 2’ ¢ rg 2 4

Dette gir likningen r3e?? = 271/2¢%% som gir r® = 27 1/2 0g 360 = T2k

for k = 0,1,2. Dvs vi har de tre lgsningene
2k = 2_%6“%—’_%’”), k=0,1,2.
(i) Husk at |z|? = 2Z slik at likningen kan skrives (a—z)z = 0. Lgsningene
blir dermed 2; = a og z, = 0.

Oppgave 2

a) Den karakteristiske ligningen 4)\* + 4\ + 1 = 0 har A = —1/2 som
dobbelrot. Generell lgsning blir da y = Cre~ 3% + Coze™ 2. Initialver-
diene gir C; =1 og Cy = —1/2, slik at lgsningen blir

1 1
=(1— — -2
y=(1-gz)e

b) Den karakteristiske ligningen A\?> + 1 = 0 har +7 som rgtter, sd y, =
Cisinx + Cycosz. Siden hgyresiden er en lgsning av den homogene
likningen, setter vi y, = Az cosz + Bz sin z, som innsatt i likningne gir
A= —1/2 og B = 0. Generell lgsning blir da

1
y=Cicosx + Cysinz — 5T c0s T

c¢) Den karakteristiske ligningen A2 —3X+2 = 0 har A\; = 1 og Ay = 2 som
lgsninger, sa y, = C1y; + Cayo, der y; = €® og yo = €**. For & finne y,
bruker vi variasjon av parametere, dvs. y, har formen

Yyor (z)

r\x
w=—v | = @) .

w

dz + yo

1



der r(z) = % og W = 4195 — yiy2 = €3%. De to integralene er hhv.

T 1
/ ° dr = /—dv =In(1 + €"),
1+e* wv=lter | v

1 e’
/1+emdm /( 1+em)dx =l +¢),

slik at y, = —e”In(1 + €*) + e**(z — In(1 + €*)). Generell lgsning er da

y = C1e” + Coe* — e“In(1 + €%) + e**(z — In(1 + €%)).

Oppgave 3

a) Divider med z(1 + z") slik at likningen blir

1 nx™ 2

!
+oy=——, x>0
Y+ ov= o ©

Likningen har integrerende faktor e/ 247 — g slik at

(zy) = ﬂ, som gir
1+
n—1 1
Yy = " gy = —dv =In(1+2") + C.
1+2z"  v=ltar | v

Initialbetingelsen gir C' = — In 2 slik at lgsningen blir
1
y=—(In(1+2")—1In2), z>0.
x
b) Eulers metode med n =2, h =1/2:

1
560:1, $k+1:1+(1€+1)

5:
= 0 = — _
Yo ) Yk+1 yk+2< xk+1+$i>’
for k=0,1,2,.... Dette gir da
31 25 5 177
= (2. = = (2. 22 — (2 2ty
(xlayl) (25 2): (anyQ) ( ’ 39): (373,2/3) (2: 260)
Dvs at y(5/2) = 2 ~ 0, 6808.



Oppgave 4

a) Gausseliminasjon gir

1 2 1 2 -3 121 2 -3

A= 3 6 4 -1 2 N 001 -7 11
4 8 5 1 -1 000 0 O

-2 -4 -3 3 =5 000 0 O

Tilbakesubstitusjon gir da fglgende lgsing x av Ax = O:

-2 -9 14
1 0 0
X = t1V1+t2V2+t3V3 = tl 0 +t2 7 +t3 —11 ;tl, tz, t3 e R
0 1 0
0 0 1

En basis for Null(A) er da {vy, va, v3}.
b) Basis for:

1 1
3 4
Col(A): | e p }
-2 -3
1 0
2 0
Row(A): { 1, 1|}
2 -7
-3 11

Row(A)* = Null(A) :  {vi,va,v3}.

¢) Dimensjon = antall basiselementer, dvs dim Col(A) = 2, dim Row(A) =
2 og dim Row(A)*+ = 3.

Hvis V underrom av R", da er dim V + dim V+ = n. Siden kolonnene
i A har 4 elementer, er Col(A) et underrom av R*. Formelen over gir
da

dim Col(A)* = 4 — dim Col(A) = 2.



Oppgave 5
Ma vise at (PQ)" = (PQ)™":

P T: TPT — ,1P,1 — (P 71.
( Q) Q P,Q ortogonale Q ( Q)
Oppgave 6
a 0 0
a) detA=1|0 a+b —b|=d*+2b). A inverterbar hvis og bare
0 —b a+b

hvis det A # 0, dvs nar a # 0 og a # —2b.

Gausseliminasjon gir

1 0 0|1 00 100100
0 2 -1{010|~|010[0 2 3|,
0 —1 001 001/0 5 2
og dermed er
[100]
A1:[0§%J.
0 3 3
100 6 -3 -3 6 -3 -3
0 5 2 -3 0 3 -3 1 2

Siden C' er symmetrisk (C* = C) er C (ortogonal) diagonaliserbar.

Obs: Matrisen i denne oppgaven er lik C = A"'B fra oppgave b).
6-A -3 -3
det(C—X)=| -3 2—-X 1 = —-AA—1)(A—9) som gir
-3 1 2=A
egenverdiene \; =0, Ay =1 0g A3 =09.

Siden C(1,1,1) = (0,0,0) er v; = (1,1,1) egenvektor for A\; = 0.

o =3 =3 1 00

=1 C—-1= -3 1 1| ~ [0 1 1. Tilbakesubsti-
-3 1 1 000

tusjon gir da at (C' — I)x = 0 har lgsning x = ¢(0,1, —1) for ¢t € R, og



egenvektoren kan da velges

0
Vo = 1
—1
-3 -3 -3 11 1
M=9C-9I=|-3 -7 1|~ |0 1 =1 |,som girfglgende
-3 1 -7 00 O
egenvektor
—2
V3 = 1
1

Med L = Ly =1, R =3, E(t) = 0 blir systemet

I I
Al |=B| L |,
I I

der A er matrisa fra a) med @ = b =1 og B er matrisa fra b). Venstre-
multipliser likningen med A~! slik at systemet blir

I'=CI, der C=A"'B.
Substitusjon av I = vel gir
Av =Cv.

Dette egenverdiproblemet ble lgst i oppgave ¢). Vi har altsa fglgende

lgsninger:

Aot Ast
7 7

Il =V, :[2 = Vo€ 13 = V3€

der v;, \i(i = 1,2,3) er gitt i ¢). Siden egenvektorene v;(i = 1,2, 3) er
linezert uavhengige, og siden vi har et 3 x 3 system, vil {I;, I, I3} veere
en basis av lgsninger. Generell lgsning blir da

1 0 —2
Yy = 01]:1 + CQIQ =+ 0313 = Cl 1 + 02 1 et -+ 03 1 egt.
1 —1 1



(Husk: Egenvektorer tilhgrende distinkte egenverdier er linezrt uavhengige.)

Viser at I, = ae™ er en partikulaer/spesiell lgsning av systemet nar
E(t) = e ved insetting i likningnene:

AT = BI, + (1,0,0)e" & I, =CL,+ A™'(1,0,0)e"
dvs
(C+Ia=-A7(1,0,0).

Siden A = —1 ikke er en egenvektor til C, er det(C' + 1) # 0, og dermed
er (C + I) inverterbar. Altsa lgser I, systmet nar

a=—(C+1)""A71(1,0,0).

(Alternativt: Regn ut verdiene av a ved Gausseliminasjon.)



