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Vi setter w = 1 + i1/3. Dette tallet har lengde |w| = I +3 = 2, og og argu-
ment 6, der tanf = /3, og siden w ligger i forste kvadrant ma 6 ha en av verdiene
6 = /3 + 2k for heltallige k. Videre ser vi at z* = w/w har lengde 1 og argu-
ment 26. Derfor har Igsningene ogsa lengde 1, og lgsningsmengden er {z | z* = w/w} =
{em/G’ e27ri/3’ 6—57ri/6’ e—m‘/3}'

Z1

2

a) For den forste ordens differensialligningen ' = f(z,y) med initialverdi y(xo) = yo,
gir Eulers metode oss to sekvenser av verdier yg, y1,¥y2, ... 0g g, L1, T2, .. .,

der xj41 = T + h og yr1 = Yk + hf (@, yr).

I denne oppgaven er f(z,y) = e % — 2zy, og vi far

Yo = 1 To = 07
y1=1+05’—0)=1.5 z1 = 0.5,
ys = 1.5+ 0.5(e”©* —2.05.1.5) ~ 1.1394 2o = 1.

Med denne skrittlengden far vi en tilngerming til y(1) som er yo = 1.1394.

b) Den linezre ligningen y' + p(z)y = r(x) kan lgses eksakt som folger. Dersom P(x)
er slik at P'(z) = p(z) og P(xo) = 0, sa er y(z) = u(x)e @, der o/(z) = r(zx)el®).
Denne lgsningen tilfredsstiller initialbetingelsen y(xo) = u(xo).

I denne oppgaven blir P(z) = 22 og u(z) = z + 1, sa y(z) = (z + 1)e~*". Den cksakte
verdien er altsa y(1) = 2e~! a2 0.7358. Skrittlengden h = 1/2 er alt for stor til at Eulers
metode skal gi en god approksimasjon.

For de som foretrekker a bruke en integrerende faktor, sa kan det bemerkes at p(zr) =
e er en integrerende faktor og at differensialligningen er ekvivalent med ligningen
(u(x)y) = p(x)e=*" =1, som viser at (u(x)y) = + C. Initialbetingelsen er tilfredsstilt
nar C' =1, og da er y(z) = (z + 1)e~" som for.
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a) Den karakteristiske ligningen er A> —3A+42 = 0. Vi finner to rgtter, A = 1 og A = 2.

Siden hverken 0 eller —1 er rgtter i den karakteristiske ligningen vil en partikuleerlgsning
vaere av formen y, = A+ Be™". Innsetting gir y, —3y,+2y, = 2A+6Be~". Den generelle
Igsningen er derfor y = Ae® 4+ Be?® + 1 + e 7.

Vi finner at 4/ = Ae® + 2Be?* — =%, Initialbetingelsene gir oss de to ligningene y(0) =
A+B+2=0o0g y(0)=A+2B—1=0. Altsa er A = —5 og B = 3, sa lgsningen er
y=—be® +3e?" +1+e7 ",

b) Den karakteristiske ligningen er A2 — 1 = 0, som har rgtter A = 1 og A = —1. Siden
—1 er rot i den karakteristiske ligningen, er en partikuleer lgsning av formen y, = Cxe™™.
Innsetting gir y, —y, = —2Ce™". Vi ma altsa ha C' = —1/2, sa den generelle lgsningen
er yp = Ae* + (B —x/2)e™".

c) Den karakteristiske ligningen er A> — 2\ 4+ 1 = 0, som har en dobbel rot, A = 1.
Det vil si at funksjonene y;(x) = e® og y2(z) = xe® danner en basis for alle lgsningene
av den homogene ligningen. Ved a bruke metoden med variasjon av koeffisientene kan
vi skrive lgsningene av den inhomogene ligningen som y = u1y1 + uaye, der u} og uj
tilfredsstiller ligningene

/ /!
uy1 + ugy2 = 0,
X
e
!,/ !,
UY1 + UsYy = —5—.
191 292 7 0s21

Vi kan dele med e* og da far vi ligningene

uy + uhz = 0,

1
/! /! 1 —
u) +uy(z + 1) I
som viser at v} = —x/cos®z, og uh = 1/cos’x. Fra Rottmann side 143-144 formel 106
og 126 finner vi u; = —ztanx —Incosz + A og us = tanx + B. Den generelle lgsningen

er altsa y = (—xtanz — Incosx + A)e” + (tanz + B)ze® = (—Incosz + A + Bx)e”.

a) Siden en kvadratisk matrise er inverterbar hvis og bare hvis determinanten ikke
forsvinner, sa regner vi ut det A. Det kan vi f. eks. gjgre ved a utvikle etter siste rad.

detA=1-(2-0-1-a)+1-(a-a—2-1)=a*>—a—2=(a—2)(a+1).

Matrisen A er inverterbar nar a ¢ {—1,2}

b) Ved a utfore Gausseliminasjon pa tilleggsmatrisen til systemet far vi
2 2 1 1+t¢ 1 01 3+¢ 1 0 1 3+t 1 0 1 3+t
1 20 24+t|~1|1 2 0 24¢t{~[0 2 -1 -1 |~]|0 1 —-1/2 —1/2
1 01 3+¢ 2 2 1 1+¢ 0 2 -1 —5-—t¢ 0 0 0 441

Dette viser at systemet har lgsning hvis og bare hvis ¢ = —4.

c) Vi benytter Gauss-Jordaneliminasjon til a finne den reduserte echelonformen som
er radekvivalent med matrisen.

-1 2 1 1 0 1 1 01 1 01
1 -1 0f~|1 -1 O0f~|0 1 1| ~]0 1 1
1 0 1 -1 2 1 0 2 2 0 00

En basis for nullrommet kan f. eks. besta av vektoren [1,1, —1]7.
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a) La A veere matrisen som har vektorene vi,vl, ... ,Vg som rader. Vi har at
1 3 -2 1 0 1
10 1 0 1 -1
A=12 1 1|~ |0 0 O
1 2 -1 00 O
31 2 00 O

Setter viy; = [1,0,1]7, yo =[0,1,-1]T og z = [-1,1,1]7, er
V = span{yi,y2} og V+ = Null(A) = span{z}.

b) Ved a bruke Gram Schmidt’s ortogonaliseringsalgoritme far vi en ortogonal basis
for V.

1 ulTyg 0 1 1 1 1
u =y = |0 0g Uy =Yz~ Uy = 1 —50 =3 2
1 A 1 1 —1
Projeksjonen av b ned pa V er
ulTb llQTb 1 1
by = T u; + T u=-u;+u = |1
u;’ u uz” up 2 0

Dersom vi kaller projeksjonen av b ned pa V+ for by, har vi

-2
)
b2:ZTZ: 2
Z"Z
2

Vi finner igjen by = b — ba.
c) Dersom av+fw =0,s8er0=v-0=v-(av+pw) =a(v-v)+8(v-w) = a|v|*.
Tallet |v|* # 0 siden v ikke er nullvektoren, sd vi ma ha a = 0.

Ved a ta indreprodukt med w, kan vi pa samme mate konkludere med at 3 = 0. Dette
viser at v og w er linesert uavhengige.
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@ For & beregne egenunderrommene tilhgrende de forskjellige egenverdiene A, sa lgser

vi de homogene ligningsystemene (A — A\I) = 0, for A € {2,4}.

A=2.
11 -1 11 -1
A-2I=1{1 1 -1~ 1|0 0 O
00 O 00 O

En basis for egenunderrommet tilhgrende egenverdien A = 2 er {vy,va}, der vi =
[-1,1,0]T og vo = [1,0,1]7.

A=4.
-1 1 -1 -1 1 0
A—-4I=1]1 -1 -1~ |0 0 1
0 0 -2 0 00
En basis for egenunderrommet tilhgrende egenverdien A = 4 er {v3}, der v3 = [1,1,0]".

Den generelle Igsningen er
[z,y,2]7 = e*(Avy + Bva) + ¥ Cvs.

For & finne lgsningen pa initialverdiproblemet ma vi bestemme koeffisientene A, B og
C slik at Avy + Bva + Cvs = [1,2,1]7, som er det samme som

—-A+B+C=1
A +C=2
B =1
Viser at A= B =C =1, sa lgsningen er
" oAt
5 o2t

Dersom vi antar at saltkonsentrasjonene er tilnsermet konstante og lik henholdsvis

(x1(t)/100)g/¢ og (z2(t)/50)g/¢ i et lite tidsintervall mellom ¢ og ¢t + At sekunder,
far vi ligningene

1 (1)
512‘1(75 + At) — 512‘1(75) 100 3AL
ot + AL — aa(t) = (xllo(é) “";g)> At
Nar vi gar til grensen At — 0, far vi differensialligningssystemet
. 3
I = —m 1
1 2
100"~ 100"

Egenverdiene til matrisen 155 0 [ 13 } er henholdsvis —3/100 og —2/100, med tilhgrende

egenvektorer [1, —1]7 og [0,1]7. Den generelle lgsningen er derfor

{iiéii] =[G e )

For & tilfredsstille initialbetingelsene ser vi at vi ma ha A = 100 og B = 200, s& lgsningen
er
35t

z1(t) = 100e~ 100 og xo(t)= 100(2e~ 100° — ¢~ 100 ).
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