Lasningsforslag for eksamen i TMA4110, Matematikk 3,

4. desember 2008.

Oppgave 1

Vi har
541245 (5+12v6)(2+WB) g5
2-i5 (2-iV5) (2+i\/§)_ 9

—iJ5 =5t n=0+142 ...

Dette gir

iZ+i27zn

73 =5ig't

jZ4jlz
|+|3n

1
< 72=5% .

De tre lgsningene blir da:

v

ol

Oppgave 2
a)
Vi har karakteristisk ligning r*—6r +13=0 < r =3+ 2i. Dette gir generell lgsning

y(x)=e(C,cos2x+C,sin2x). Bruker y(0)=1som girC, =1. Altsa er
y'(x)=3e*(cos2x +C, sin 2x) + &> (-2sin 2x+2C, cos 2x). y'(0)=1gir da C, =-1.
Lesningen pa initialverdiproblemet er altsa
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y(x)=e*(cos2x—sin 2x).

b)
Tilhgrende homogene ligning (THL) har karakteristisk ligning
r’-r-2=0< (r-2)(r+1)=0. Altsa er

Yo (X)=Ce™+Ce™.

Siden hgyre side av den inhomogene ligninga er lgsning pd THL ma vi modifisere
Yo (x) og sette y, (x) = Axe*. Innsatt i ligninga gir dette A=—21. Generell lgsning er da

—X

y(x)=Ce™+Ce™ —1xe

c)

THL y"—+y'+-y=0er en Cauchy-Euler ligning som kan skrives som
x’y"—4xy'+6y=0. Leserda Y"—5Y'+6Y =0som girY (t)=C,e* +C,e*. Vi har
Yu (X)=Y (Inx)=Cx* +C,x°. Lay, (x)=x*0g Y, (X)=Xx*, og bruk variasjon av
parametre for & finne y, (x)=C,(x)y,(x)+C,(x)y,(x). Dette gir ligningsystemet

XZ X3 C1’ 0 H ' ' 2
o || ~ [=] | med lgsningC/=-10gC; =+ . AltsaerC, =-x0gC, =Inx. Dette
2x 3 || C; X

gir generell 1gsning
Y(X) =Yq (X)+ Yo (X) = C1X2 +C2X3 —x3+x;Inx= Clx2 +sz3 +x3Inx.
Oppgave 3

a)
Totalmatrisa blir

12 1 0 2 3 1 21 0 2 3
2 4 2 1 3 4 |somerrad-ekvivalenttil|O 0 0 1 -1 -2
510 51 9 13 0 000O0 O
Dette gir lgsning

3 -2 -1 -2

0 0 0 1

Xx={0 [+t|0 |[+s|1 |[+u|0 |, ts,ueR
-2 1 0 0
o] (1] |0] |0
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b)
Matrisa her er den samme som koeffisientmatrisa i a). Altsa er en basis for Null (A) gitt
ved (siden lgsninga i a) er x =x_ +Xx,,, der X, er lgsning pa den homogene ligninga)

2| |-1| |2

, basis for Row( A) leser vi av trappeformen som

R P O O

o o ko
o o o

erfl 2 1 0 2],[0 0 0 1 -1], mens

farste og fjerde sayle i trappeformen har ledende element. D.v.s. farste og fjerde sayle

1 0
iA,[2]og |1 |eren basis for Col (A).
5 1
c)
10
LaC=|2 1 |.Daer Col (A) = Col (C) Den ortogonale projeksjonen av binn i
51

Col (C) er gitt ved p = CX, der X er lgsninga pa normaligningaC'CX =C'b. Vi har

30 7 15 8
c’c :{ 8 }ogCTb:{z] Dette gir 7:{ 1ZJ.AItséler

2 T
16
-1
p=CX=—|-13
11
35
Oppgave 4
Vi har

CW, +C,W, +CW, =0 & € (V, +V, ) +C, (V, +V, +V; ) +C; (v, —V, ) =0.
Dette gir
(€, +C,+C;)V, +(C, +C, —C; )V, +C,V, =0.

Siden v,,v,,v,er lineeert uavhengige er ¢, +c¢, +¢, =0, ¢, +¢,—C, =0, ¢, =0. Dette gir
¢, =¢, =c, =0. Altsa erw,, w,, w, linezert uavhengige.
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Oppgave 5

a)
Finner egenverdiene til A: det(A-A1)=0 < 1*-161+60=0 < (1-6)(1-10)=0.

11
Egenvektorer: A4, =6gir A—61 som er rad-ekvivalent til {0 0} som gir
1 i . 1=3 1
egenvektorer x =t 1 ,t#0. A, =10gir A-101 som er radekvivalent til 0o ol

1
Dette gir egenvektorer x =t {3} t#0.

Hvis Ax = Ax, erkAx = (k4)x. Altsd har kAegenverdiene 6k 0g10k med samme
egenvektorer som A.

b)
La x, veere andelen biler med tohjulstrekk og y, andelen biler med firehjulstrekk etter

nér. Daer
X,., =0.7x, +0.1y,

Yo =0.3%,+0.9y, .
P& matriseform:

X 0.75
der Aer matrisa i 5a) og X, = L]”} Dette gir X, =B"X,, der X, :{O 25] Vi har

n

) . I 1 1 06 0 .
B=PDPogB"=PD"P, der P= , D= L . Vi har

-1 3 0
3 -1
daPlzi{1 1]som gir

n _17ro. 4+8(0.6)"
X =PD"PX, = toL)0o) 0j1fs 0Tl 1) 4+8(06) '
-1 3]l o 14[1 1][025] 16|12-8(06)
Altsa er

12-8(0.6)"
Yio :—1(6 ) ~0.747.

D.v.s. 74.7% av bileierne har firehjulstrekk om 10 ar.
Oppgave 6

Vi har
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8x +12x,X, +17x5 =20 < X' Ax=20,
der

8 6 X | . . .
A= 0g X= . Finner egenverdiene til A:
6 17 X,

det(A-A1)=0 < (8-4)(17-1)-36=0 < (1-20)(A-5)=0, som gir
4, =20,4, =5.

. -12 6 . 12 1
Egenvektorer: 4, =20gir A—201 :[ 6 3}, radekvivalent til [ 0 0}.

1 1
Egenvektorer erx =t {2} ,t#0,deru = i{ } har enhets lengde.

J5(2

. 3 6 : 412 . -2
A, =5QirA-51 = , radekvivalent til , som gir egenvektorer x =t :
6 12 0 0 1

-2
t=#0.u, = %{ 1 } har enhets lengde (og star, som den skal, ortogonalt pau, ). La

u, og u, bestemme nye koordinatakser med tilhgrende koordinater X, X,. Ligninga for
kurva i dette koordinatsystemet er da

G2 G2
AR+ A =20 & 2082 +5%2 =20 )1‘1—2+X—2=1.

22

Dette er ligninga for en ellipse som har halvakser med lengde 1 og 2.

v

Oppgave 7

La Ax=Ax.Daer A(Bx)=ABx=BAx=Bix=4(Bx). Alts er Bx egenvektor for

Amed egenverdi A . Siden egenrommet E, er 1-dimensjonalt med xsom en basis, ma
Bx = kx for en konstantk .
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