®NTNU TMA4115 Matematikk 3
Institutt for matematiske fag eksamen 11.08.0

Lagsningsforslag

Eksamenssettet har 12 punkter, 1, 2ab, 3ab, 4ab, 5abcd og 6, som teller likt ved bedgmmelsen.

Vi skal vise “Parallellogramlikheten™ |21 + 2z2|? 4 |21 — 22/ = 2 (]21]* + |22/?). Ved & bruke

at |z]? = 27 far vi

|21 4+ 202 4 |21 — 22| = (21 + 22) (21 + 22) + (21 — 22)(21 — 22)
( 21+ 22 (2’1 +Eg) + (2’1 — 22> (El —Eg)
=2(2171 + 2222) =2 (|21 + |21 [?) -

Alternativt kan vi innfgre z; = 1 + iy; 0og 20 = x5 + iys. Det gir
|21 + 2‘2|2 + |21 — 22!2 = (21 + 1‘2)2 + (y1 + y2)2 + (21 — 1‘2)2 + (y1 — y2)2
=20+ a3 +9i+13) =2(|af +1a).

a) Eulers metode med skrittlengde h = 0.1 pa ligningen ¢/ = x + y er
Tpi1 =Tn+0.1, Ypt1 =yn+0.1(xy +yn), n=0,1,2,....
Fra initialbetingelsen y(0) = 0 far vi 29 = 0, yo = 0. Da blir

Il = 0.1, Y1 = 0

2 =02,  yp=0.1(0.1) = 0.01

23 =03,  ys=0.01+0.1(0.2+0.01) = 0.031.
Folgelig er y(0.3) ~ 0.031.

b) Differensialligningen i a) er lineeer:

y —y=ua
Ved & multiplisere med den integrerende faktoren F'(z) = e/(=Dde — o= }ap ligningen
skrives
(ye_w)/ =ze ¥,
og ved delvis integrasjon far vi ye™" = —zxe™* — e~ * + (. Initialbetingelsen y(0) = 0 gir
C = 1. Folgelig er
y=e*—xz—1.

Da er y(0.3) = €%3 — 1.3 = 0.050 (avrundet til 3 desimaler), og differansen mellom den
eksakte verdien og den tilnszermede verdien i a) er 0.019.

a) Differensialligningen x2y” — 2zy’ + 2y = 0 er en Cauchy-Euler-ligning, og vi finner
lgsningen ved & sette inn y = z™. P& venstresiden far vi

2? (™) =2z (™) +2(2™) = 2" [m(m — 1) — 2m + 2] = 2™ [m* = 3m + 2] .

Hvis y = 2™ skal veere lgsning, ma vi ha m? —3m +2 = 0 som gir m = 1 og m = 2.
Generell lgsning er fglgelig
y = Oz + Cox?
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Av initialbetingelsene 0 = y(1) = C1 + Cy og 1 = ¢/(1) = C1 + 20, far vi C1 = —1 og
C5 = 1. Lgsningen pa initialverdiproblemet blir altsa

y = — .

b) Den generelle lgsningen av z%y” — 22y’ + 2y = zlnx har formen y = y, + yp. Fra a)
har vi g, = C1z + Cy2?, og vi kan bruke metoden med “variasjon av parametrene” for &
finne en partikuleer lgsning pa formen y, = uy; +vy2 = xu + z?v. Til bestemmelse av u’
og v' har vi ligningssystemet u'y; + v'y2 = 0, v'y} + v'yh = r(z), der r(x) er hoyresiden i
ligningen nér ligningen er pa standardform (y” + p(z)y’ + ¢(x)y = r(x)). Vi far

xu + 220 =0
u + 2x0 = %ln:c

1 1
} med lgsning v = — Inz, v =—"Inz.
x x

Dermed blir
1 1
/ Sy (1n$ og U—/de—— (I1+1Inz).

der vi substituerte u = Inz (evt. formel 82 side 141 i Rottmann) i det forste integralet
og brukte den oppgitte integralformelen i det andre integralet. (I begge integralene er
integrasjonskonstanten satt lik 0.) Den generelle lgsningen av differensialligningen blir

1 1
y=yp+y, = Clx+02:c2—§ (Inz)? x—;(l—i—ln x)r? = C’1x+02:c2—g (Inz)®+2Inz +2).

Svaret kan ogsa skrives y = Cla + Coz? — £ ((Inz)? + 2Inz) der C] = Cy — 1.

a) Vi lgser ligningssystemet ved & omforme koeffisientmatrisen A til echelonform:

1101 g:gggligz 1 101] [t 1 01
A=l2 11 2/ 222 00 211 o) B2 0001 1 0| =B
2 2 0 2 0 000 00 00

Da er x1 og x5 ledervariabler og x3 og x4 folgelig frie variabler. Setter vi x5 = s og x4 = t,
far vi ved tilbakesubstitusjon 9 = x3 = s og xr1 = —x4 — x93 = —t — 5. Losningen av
ligningssystemet Ax = 0 er altsa

(x1, 29, x3,24) = (—t — 8,8,8,t) = s(—1,1,1,0) + ¢(—1,0,0, 1), s,t € R.

b) Basis for

Null(A) : {(-1,1,1,0),(—1,0,0,1)} (fra lgsningen i a))
Row(A) : {(1,1,0,1),(0,1,—-1,0)} (ikkenullradene i F)
. (kolonnevektorene i A i som
Col(4) : {(1,2,2),(1,1,2)} tilsvarer pivotkolonnene i E)
Col(A)t:  {(~2,0,1)} (Col(A)* = Row(A")+ = Null(AT))

Her fant vi en basis for Null(AT) ved & lgse ligningssystemet x1 4+ 2z + 2x3 = 0, z1 + x5 +
223 = 0. (De to siste ligningene i ATx = 0 er overflgdige.) Lgsningene er gitt ved z = 0,
xr1 = —2x3, og vektoren (—2,0,1) er folgelig en basis for lgsningsrommet.

Siden Col(A) har dimensjon 2 og er underrom i R?, har Col(A)* dimensjon 1, og vi kunne
derfor ogsa funnet en basis for Col(A)L ved & ta vektorproduktet (kryssproduktet) av de
to vektorene i basisen for Col(A).
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a) Vi regner ut det A ved f.eks. & utvikle etter forste rad:

a 1

1 4 =a(a®*-1)—(a—1)+ (1 —a)

’1 a
=a

11

_11
1 a

— = Q
—_Q
Q = =

=ala+1)(a—1)—2(a—1)=(a®*+a—2)(a—1).

Fglgelig er det A = 0 nar a = 1 ognar a®>+a—2 =0, a = 1 og a = —2. Nullpunktet a = 1
har altsa multiplisitet 2.

b) Nar a = 0, er det A # 0 og A folgelig inverterbar. Vi kan finne A~! ved & omforme
[A . 1 ] til redusert echelonform ved hjelp av elementaere radoperasjoner. Vi bytter fgrst om
forste og tredje rad i [A . 1 ], og den videre regningen blir

1 10001 DR R 1 1000 1
10170 1 0| E2EEE NG 1 110 1 1
01 11100 0 1 1/10 0
1 0000 1 . 11 0:0 0 1
! —DRa, (HR |
(1)R2 + R3 0 —1 1:0 1 -1 M) 0 1 —1:0 —1 1
0 0 2/1 1 -1 00 13 3 —3%
1100 0 1 00i-5 3 3
(WRs+Re | (¢ Oi% -4 1 (DR + R 1oy 3 -1 1
1 1 1 :
00 1rg 3 —3 011 3 3 —3
Folgelig er
-2 12 12 (-1 1 1
A= 1/2 —-1/2  1/2 =51 -1 1
/2 1/2 —1/2 1 1 -1

c) Et reelt tall A er en egenverdi for A hvis |A — AI| = 0. Her er

a— A 1 1
A—-)X = 1 a— A 1 ,
1 1 a— A\

og fra a) med a — X istedenfor a@ har viat |[A —A[| =0nara— A =1, A =a—1 og
a—\=—2,\=a+2. Egenverdiene til A er da A\ = a —1 (dobbel egenverdi) og A = a + 2.
For A = a — 1: Ligningssystemet (A — AI)v = 0 er gitt ved

1 1 1] |z 0
1 1 1) |yl =10
1 1 1) |z 0
Vi far ligningen z+y+ 2z = 0, og egenrommet blir 2-dimensjonalt. Med y = 1 og z = 0 far vi

xr = —1 og egenvektoren vi = (—1,1,0). Med y = 0 og z = 1 far vi z = —1 og egenvektoren
vy = (—1,0,1). Egenrommet til A for egenverdien A = @ — 1 har basis {vi, va}.

For A\ = a + 2: Vi omformer koeffisientmatrisen i systemet (A — AI)v = 0 til echelonform:

-2 1 1 1 1 -2 1 1 =2
1 -2 1] ~ 1 -2 1l ~10 1 -1
1 1 -2 -2 1 1 00 O
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Den andre ligningen gir y = z, og fra fgrste ligning far vi x = 2z — y = 2. Setter vi z = 1,
far vi egenvektoren vg = (1,1,1).

d) Med y = (y1,¥2,y3) kan differensialligningssystemet skrives y’ = Ay. Bruker vi egen-
vektorene vi fant i c), kan generell lgsning skrives

-1 —1 1
y=c1el@ Dt 1| 4@ V| 0 +egel@tDE |1
0 1 1

De gitte initialbetingelsene er y;(0) = 0, ( ) = 1 og y3(0) = 2. De er oppfylt dersom
c1(—1,1,0) + c2(—1,0,1) + ¢3(1,1,1) = (0,1,2). Vi far et inhomogent ligningssystem

—c1—cg+c3=0
cl +c3=1
co +c3 = 2.

Ved & addere ligningene far vi 3c3 = 3, ¢c3 = 1. Av ligning 2 far vida ¢y =1 —¢3 = 0, og
av ligning 3 far vi cg = 2 — ¢3 = 1. Lgsningen av initialverdiproblemet er altsa

Y = _e(a—l)t + e(oL—&-Q)t7 Yo = 6(a+2)t’ Y3 = e(a—l)t + 6(a+2)t.
@ La aj, as, ..., a, veere kolonnevektorene til den gitte m x m-matrisen A. Da er altsa
A= [a1 a ... an], og med x = (z1,x9,...,z,) kan ligningssystemet Ax = b skrives

r1a1 +x2a2+ -+ +zna, =b.

For en gitt b € R™ vil fplgelig ligningssystemet Ax = b ha lgsning hvis og bare hvis
b € span{aj,as,...,a,} = Col(A). Vi har dim Col(A) < n. Da n < m, er Col(A) et ekte
underrom av R™. Det finnes derfor b € R™ som ikke er i Col(A). For slike b har Ax = b
ingen lgsning.
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