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Lgsningsforslag

a) Siden —i\/§+ iz’ = %ei(f’”/G) far vi
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Ligningen 2% = w = %ei”/Q har Igsningene z = z;, = %e”i/6+2k”i/3, k=0,1, 2. Det gir
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Som kontroll har vi at —%\/g + %i ma veere en av lgsningene, her z;. Vi kunne ogsa funnet

de to andre lgsningene ved & multipisere z; med e27%/3 Amif3,

og e
b) I kvadratet OABC skal hjgrnet A skal

Im, B
veere tallet z. Se figuren.

Multiplikasjon med ¢ er geometrisk en ro-

tasjon 90° mot urviseren. Fglgelig ma C ¢
veere iz. Siden B er summen av A og C, A
blir svaret

B=z+iz=(1+4+1i)z og C=iz. 0 e

a) For z # 0 (og vi velger = > 0 pga. initialbetingelsen) er en integrerende faktor for den
lineaere differensialligningen
cos T

2
y/ +-y= B} gitt ved F(:L‘) = 6f(2/:v) de _ 2Inz _ .2
z x

Multipliserer vi med F'(z), kan ligningen omskrives til
(ny)/ = cosx som gir 22y =sinz + C.
Av initialbetingelsen y(7/2) =0 far vi 0 = 1+ C, C = —1, og lgsningen pa initialverdipro-
blemet blir _
sinz —1

= —D, x> 0.
) 22

b) Eulers metode med skrittlengde h = 0.5 pa ligningen 3/ = 1 + (z — y)? er

Tri1 = T + 0.5, yn+1:yn+0.5<1—|—(xn—yn)2>, n=0,1,2,....

Fra initialbetingelsen y(2) = 1 far vi 29 = 2.0, yo = 1.0. Da blir

11 =25y =10+05(1+1.0% =20
20 =3.0,  y2=2.0+05(1+0.5%) =2.625.

Folgelig er y(2.5) ~ 2.0 og y(3.0) ~ 2.625.
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a) I differensialligningen y” + 1’ — 2y = €% + €2® har den homogene ligningen karakteristisk
ligning A% + A\ — 2 = 0 med lgsningene A\; = 1 og Ay = —2. Den homogene ligningen har da
generell lgsning y, = c1eMT 4 coeMT = 1T + cqe 2T,

Ifglge ubestemte koeffisienters metode har den inhomogene ligningen en partikuleer lgsning
av formen y, = - Ae® + Be**. Da er y)) +y, — 2y, = 3Ae” + 4Be*”, og y, er lpsning hvis
3A=1, A= % og 4B =1, B = 1. Generell lgsning av y” + ¢’ — 2y = €® + ¢*® blir folgelig
Y=1Yn+yp=cre’ + coe 2T 4 %xex + %e%.

b) Med y1 = = +a er (1 — 2?)y] + 2zy; — 2y1 = —2a. Folgelig er y; = = + a lgsning av
(1—2%)y" + 22y’ — 2y = 0 hvis a = 0. For yo = 22 +b far vi (1 —2?)y} + 22y2 — 2y2 = 2 —20.
Folgelig er yo = 22 + b lgsning hvis 2 —2b =0, b = 1.

Lgsningene y; = = og y2 = 22 + 1 er linezert uavhengige pa intervallet —1 < = < 1 siden
forholdet y; /y2 = z/(x? + 1) ikke er konstant.

Generell lgsning av (1 — 22)y” + 22y’ — 2y = 0 pa intervallet —1 < 2 < 1 er da
Yy =cyi+ Y2 = 1T +C2 (:C2 + 1) .

c) Vi bruker metoden med variasjon av parametrene for & finne en partikuleer lgsning av
(1—xQ)y"+2:cy'—2y:6(1—562)2, -l<z <1

Den homogene ligningen er lgst i b). En partikuleer lgsning har formen y, = uy; + vy2 =
zu + (22 + 1)v. Til bestemmelse av u’' og v’ har vi ligningssystemet u'y; + v'ys = 0,
u'y +v'yh = r(z). Her betyr r(x) hoyresiden i ligningen nar ligningen er pa standardform
(v + p(x)y + q(x)y = r(z)). Vi far ligningssystemet

zu + (22 + 1) =0 med lgsnin v' = —6x
u + 220" = 6(1 — 22) & u = 6(z% +1).
Dermed far vi u = 223 + 6z, v = —322 og y, = (223 + 62)x — 322(2? + 1) = 322 — 2.
a) Nar A og B er 2 x 2 — matriser med determinanter henholdsvis 2 og 3, er
det (—247'BT) = (—2)*det (A" ") det (B") =4- 5 -3=6.

Riktig svar er fglgelig alternativ C.

b) Tre vektorer i R? er linesert uavhengige hvis og bare hvis matrisen med de tre vektorene
som kolonnevektorer har determinant ulik 0. Her er

1 -2 -1 1 0 0
3 4 1l=| 3 10 4 | = 10c — 10.
-3 1 c -3 =5 ¢c—3

Vektorene er linesert uavhengige hvis og bare 10(c — 1) # 0, ¢ # 1. Riktig svar er altsa C.

a) Vi lgser ligningssystemet Ax = 0 ved & omforme koeffisientmatrisen A til en echelon-
matrise £ ved hjelp av elementaere radoperasjoner:

1 2 10 1 2 10 1 21 0
A=11 2 -2 3|~ |0 0 -3 3| ~1|0 O 1 —-1|=FE.
2 4 -3 5 0 0 =5 5 000 O
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Med x = (21,2, x3,24) er 1 og x3 ledervariabler, og xs og x4 folgelig frie variabler. Setter
vi x9g = s og x4 = t far vi ved tilbakesubstitusjon x3 = x4 =t og 1 = —2x9 — 13 = —2s—t.
Lgsningen av ligningssystemet er altsa

x = (—2s —t,s,t,t) = s(—2,1,0,0) + ¢(—1,0,1,1), s,t € R.
b) En basis for radrommet til A far vi ved & ta ikkenullradene i echelonmatrisen E.
Basis for Row(A): vi=(1,2,1,0), vo = (0,0,1,—1).

En basis for kolonnerommet til A far vi ved & ta de kolonnevektorene i A som tilsvarer
pivotkolonnene i echelonmatrisen F, det blir her kolonnene 1 og 3:

Basis for Col(A): wi = (1,1,2), wy = (1,—2,-3).

c) Vektoren y = (1,5, —3) ligger i det ortogonale komplementet Col(A)* hvis y -w = 0 for
alle w € Col(A). Her er

ywp=1-145-14(-3)-2=0 og y-wa=1-14+5-(=2)+(-3)-(-3)=0.

Siden alle vektorer i Col(A) er en linezerkombinasjon av wy og wa, er fglgelig y € Col(A)*.
Kolonnerommet Col(A) og det ortogonale komplementet er underrom i R?, og vi har
dim Col(A) + dim Col(A)* = 3.
Fra b) vet vi at dim Col(A) = 2. Fglgelig er Col(A)~+ et endimensjonalt underrom i R3, og
bestar, i tillegg til y, av alle vektorer ty, t € R, ¢t # 1.
@ a) Vi finner egenverdiene til A ved & lgse den karakteristiske ligningen |A — AI| = 0. Her er
1-X 1 -2

A—)X = 4 - 4
1 -1 4-2A

Ved & utvikle etter fgrste rad far vi
A=A =(1—=A)(A\? —4A+4) — (12— 4\) + (=2) (=4 + \)
=1-NA=2°+2(A=2)=A—-2) (=22 +3)) = A\ - 2)(\ - 3).
Egenverdiene til A er fglgelig 0, 2 og 3.

Regner vi ut Avy og Avs, far vi

1 1 =2 (-1 0 1 1 =27 (0 0
AV1 = |4 0 4 3| =10 = 0V1, AV2 = |4 0 4 2| = (4| = 2V2.
1 -1 4 1 0 1 -1 4 (1 2

Folgelig er v og va egenvektorer, og tilhgrende egenverdier A\; og Ao er A1 = 0 og Ao = 2.
b) Vi vil bestemme en egenvektor vs til egenverdien A3 = 3. Da mé vi finne en lgsning v # 0
av ligningssystemet (A — 31)v = 0. Vi setter v = (z,y, z) og omformer koeffisientmatrisen
til echelonform:

-2 1 -2 1 -1 1 1 -1 1
A-3I = 4 =3 A4~ 4 -3 4~ |0 10
1 -1 1 -2 1 -2 0 00
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Herav fplger y = 0 og 2 = —z. En egenvektor tilhgrende A3 = 3 er folgelig vs = (—1,0,1).

De tre egenvektorene vi, vo og vs er linesert uavhengige siden de tilhgrer forskjellige egen-
verdier. Da er egenvektormatrisen P = [vl A Vg] inverterbar, og P~' AP blir diagonal-
matrisen D med egenverdiene A1, Ao og A3 pa diagonalen.

Fglgelig er P~1AP = D hvis

-1 0 -1 0 00
P=1| 3 2 0 og D=0 2 0
11 1 0 0 3

¢) Med y = (y1,y2,y3) kan differensialligningssystemet skrives y’ = Ay. Generell lgsning
er
y = cleAltvl + CQe)QtVQ + 036)‘3tV3

nar vi, vo og vs er linesert uavhengige egenvektorer for A. Fra b) far vi
-1 0 -1

y=c1| 3| +ce® |2| +c33 | 0
1 1 1

De gitte initialbetingelsene er y1(0) = 0, y2(0) = 1 og y3(0) = 2. De er oppfylt dersom
c1(—1,3,1) + ¢2(0,2,1) + ¢3(—1,0,1) = (0,1,2). Vi far et inhomogent ligningssystem

—C1 —C3=0
3c1 + 2¢o =1
c1+ ca+ce3=2

som vi lgser ved & omforme systemets totalmatrise til echelonform:
1 0 -1 0 10 10 1010
32 01 ~]0 2 =3 1|{~({0 1 0 2
11 1 2 01 0 2 00 11
Da far vic3 =1, cg = 2 og ¢; = —cg = —1. Lgsningen av initialverdiproblemet er altsa
y=1— e, Yo = —3 + 4e*, ys = —1 4 2e% 4 &3,

Vi skal vise at x” Ax > 0 for alle vektorer x # 0 i R” dersom A er en symmetrisk n x n—
matrise med bare positive egenverdier.

En symmetrisk matrise A er ortogonalt diagonaliserbar. Det fins altsa en ortogonal matrise
P slik at PT AP er diagonalmatrisen D med egenverdiene A1, Aa, . .., A, til A pa diagonalen.

Vi innfegrer y = (y1,v2,...,yn) ved x = Py og far
x"Ax = (Py)" A(Py) = y" PTAPy = y" Dy = \yf + A + -+ + Mt

Her er Ay > 0, Ao >0, ..., A\, > 0. Hvis x # 0, sd er ogsda y # 0 (for y = 0 medforer
x = Py = 0). Dermed er y; # 0 og folgelig )\iyf > 0 for minst en 7. Siden )\iyg > 0 for alle
1=1,2,...,n folger

xTAx = \Myd + doys 4+ -+ M2 >0 foralle x #0 i R™
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