®NTNU TMA4115 Matematikk 3
Institutt for matematiske fag eksamen 07.06.0

Lagsningsforslag

Siden (V3 +14)2 = 3 + 2iv/3 +i% = 2(1 +i\/3), far vi
w=(V3+i) =4(1+iv3)* =4(1+2iv3 —3) = -8 + 8iV3.

Kjenner vi én lgsning zy av ligningen 2* = w, er de andre Im
lpsningene gitt ved z = ze™®™/2, k=1, 2, 3. 1
Her er zg = /3 + i lgsning av ligningen siden zé = w. 20

Punktet zg ligger i forste kvadrant, og da finner vi lgs-

ningen z; i andre kvadrant ved & multiplisere zy med
61'71'/2 = 4

21 =i(V3 +i) = —1+iV3. %2

Alternativt: “3
Bruker vi polarform /3 + i = 2¢/6_ far vi

w — (\/g + i)4 — 166i27/3 — 16t (@m/3+2kmT)

Ligningen 2* = w har Igsningene z = z = 261(2ﬂ/3+2kﬂ-)/4, k=0,1, 2, 3. Det gir

20=2"0 = /3 44, 2 =223 = _1+iV3 (i andre kvadrant),

29 =270 = ;0= —V3 —i og 23 =267/ = —z1 =1 — V3.

a) Karakteristisk ligning for differensialligningen y” 4 6y’ 4+ 10y = 0 er A2 + 6\ 4+ 10 = 0
med lgsningene A\; = —3 + i og Ay = —3 — i. Generell Igsning av differensialligningen er
folgelig

y= c1e7 3% cos x + coe T sin z..

3 3

Initialbetingelsen y(0) = 0 gir ¢; = 0. Da blir 3/ = coe™>* cosx — 3cae™ % sin x, og initial-
betingelsen ' (0) = 2 gir ¢ = 2. Lgsningen av initialverdiproblemet er alts&

3% gin .

y=2e"
b) I differensialligningen y” — 3y’ + 2y = ¢” 4+ 10sin = har den homogene ligningen karakte-
ristisk ligning A — 3\ 4+ 2 = 0 med Igsningene A\; = 1 og Ay = 2. Den homogene ligningen
har da generell lgsning
yn = cre” + cpe?”.
Ifglge ubestemte koeffisienters metode har den inhomogene ligningen en partikuleer lgsning
av formen
yp = - Ae” + Bsinz + C cos z.

Da er y, — 3y, + 2y, = —Ae” + (B + 3C)sinz + (=3B + C) cosz, og y, er lgsning hvis
—A=1 B+3C=100g —3B+C =0. Det gir A= -1, B=1og C = 3. En partikuleer
lgsning er fglgelig y, = —xe® + sinx + 3 cos x, og generell lgsning blir

Y =yn+yp=cie’ + c9e®® — ze® +sinx + 3cos .
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c¢) I differensialligningen y” + p(z)y’ + ¢(x)y = = har vi gitt homogenlgsningen
Yn = c1y1 + c2yo = c12° + coz’ Inz.

Vi bruker metoden med variasjon av parametre for & finne en partikulser lgsning av formen
Yp = uy1 + vys. Her er Wronskideterminanten W = y1y5 — y2y) = 23 og r = 2. Da far vi

Yar yr
Yp = —y1/Wd:c+y2 Wd:c

= —xQ/lnxdx-i-lenJ:/ de = —2?(xlnz — z) + 23 Inx = 23,

Alternativt: v’ og v’ skal tilfredsstille ligningssystemet u'y; + v'y2 = 0, vy} + v'yh, = .
Herav far vi ' = —Inx og v/ = 1. Ved integrasjon folger v = —(x1lnz — z) og v = x, og
dermed y, = uy; + vy2 = (r —xlnz) 22 + - 2% Inx = 23.

Generell lgsning av den gitte differensialligningen blir da

y:yh+ypzcl$2+62:c21nx+:c3, x> 0.

a) Vi lgser ligningssystemet Ax = 0 ved & omforme A til en echelonmatrise E:

1 2 1 2 1 (—2)R1+Rs 1 21 2 1 (=1)Rs + Rs 1 2 1 2 1

001 -1 -1 (-H)Ri+Rs |O O 1 -1 -1 (=1)R2 + R4 001 -1 —
_— _—

2 4 3 0 01 -1 —1| swAPRs,Ry) |0 O O 0

1 2 2 1 1 00 1 -1 0 0 0O 0

Med x = (21, 22, z3,24,%5) €r 1, T3 0g 5 ledervariabler og xo og x4 folgelig frie variabler.
Setter vi xo = s og x4 = t, far vi ved tilbakesubstitusjon x5 = 0, x3 = z4 + x5 = t og
r1 = —2x9 — 3 — 2x4 — x5 = —2s — 3t. Lgsningen av ligningssystemet Ax = 0 er altsa

x = (=2s — 3t,5,t,t,0) = s(=2,1,0,0,0) + t(—3,0,1,1,0),  s,t€R.

Da er {(-2,1,0,0,0),(—3,0,1,1,0)} en basis for Null(A).
b) Basis for
Col(A) : {(1,0,2,1),(1,1,3,2),(1,-1,1,1)}

(kolonnene i A i som tilsvarer
pivotkolonnene i E)

Row(4): {(1,2,1,2,1),(0,0,1,—-1,-1),(0,0,0,0,1)} (ikkenullradene i E)
Row(A): {(~2,1,0,0,0),(—3,0,1,1,0)} (Row(A)L = Null(A)).

c) Vektoren v = (2,1,—1,0) er i Col(A)* hvis v-w = 0 for alle w i en basis for Col(A).
Her er

v-(1,0,2,1) =2-2=0, v-(1,1,3,2) =2+1-3=00gv-(1,—-1,1,1) =2—-1—-1 =0,

Folgelig er v € Col(A)*. Hvis, generelt, V er et underrom i R”, si er dim V +dim V+ = n.
Her er Col(A) underrom i R*, og vi far

dim Col(A)* = 4 — dim Col(4) = 1.

Col(A)* er altsa endimensjonalt, og enhver vektor # 0 er en basis. Spesielt er {v} en basis
for Col(A)*. Alternativt kan vi vise at ligningssystemet A”x = 0 har lgsning x = tv,
t € R. Siden Col(A)*+ = Null(AT), gir det svar pa begge delspgrsmalene.
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a) Normalsystemet AT Ax = ATb blir her

3 3| |x| |6
3 11| || |14
med lgsning £ = 1, y = 1. Riktig svar er fglgelig alternativ C. Vi kunne ogséa funnet svaret
ved a velge det alternativet der kvadratavviket
E2=(z+37-5>%+@—5—-1)%4 2z +7)>
blir minst.

b) En kvadratisk matrise er ortogonal hvis og bare hvis kolonnene er ortogonale enhets-
vektorer. Det er oppfylt hvis 2a8 4+ 2 = 0, 20% 4+ 2 = 4 og 26% + 2 = 4. Fplgelig ma vi ha
a=logf=—-lellera=—-1logf=1 Meda=1o0g 3=-—1far vi

1/2 —1/2 —-1/2 —1/2| [1/2 0 0 0 Lol
detp— |2 U2 -2 120 ji2 10y 1l
/2 12 1/2 1207 |12 0 1 172 |

/2 12 1/2 —1/2] [1/2 1 1 0

der vi adderte kolonne 1 til kolonne 2, 3 og 4 fgr vi kofaktorutviklet determinanten langs
rad 1. Med a = —1 og 8 = 1 far vi samme matrise med kolonne 1 og 4 byttet om. Da
skifter determinanten fortegn, og riktig svar blir fglgelig C.

a) Vi finner egenverdiene til A ved & lgse den karakteristiske ligningen |A — AI| = 0. Her

er
33— -1 -2
A—- N = 2 —-A -2

2 -1 —-1-2A

Ved kofaktorutvikling etter forste rad far vi
A= XM= B =X\ 4+X=2) = (=1)(=2\ +2) + (—2)(2\ — 2)
= M422Z A= AN 20+ 1) = AN - 1)2

Folgelig har A egenverdiene \; = 0 og Ao = A3 = 1.

Vi finner s egenvektorene. For A = 0 far vi

3 -1 =2 1 0 -1 1 0 -1
A-X=12 0 -2~ |3 -1 =2~ |0 -1 1
2 -1 -1 2 -1 -1 0 0 O

En egenvektor er v; = (1,1,1), og alle egenvektorene for A; = 0 er gitt ved rvy, r # 0.
For A =1 far vi

2 -1 -2 2 -1 =2
A-X=1]2 -1 -2~ |0 0 O
2 -1 -2 0 0 O

Det gir ligningen 2z — y — 2z = 0, og ligningssystemet (A — AI)x = 0 har generell lgsning
x = svg +tvg der vo = (1,2,0) og v3 = (1,0,1). Alle egenvektorene for g = A3 = 1 er
gitt ved svg + tvg der s og t ikke begge er null.

b) De tre egenvektorene vy, vy og vs er linesert uavhengige. Da er egenvektormatrisen
P = [vl Vo Vg] inverterbar, og P~'AP blir diagonalmatrisen D med egenverdiene A1,
A2 0og A3 pa diagonalen.
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Folgelig er P~'AP = D hvis
1 11 0 00
P=1{1 2 0| og D=0 1 0
1 01 0 01

Med y = (y1,¥2,ys3) kan differensialligningssystemet skrives y’ = Ay. Generell lpsning er

y = cleAltvl + CQ@AQtVQ + 036)‘3tV3

nar vi, vg og vs er linezert uavhengige egenvektorer for A. Her far vi

1 1 1
y=c |1| + cpet 2] + c;:,et 0
1 0 1

Setter vi inn initialbetingelsene, far vi ligningssystemet

c1 +ca+c3=0

c1 + 2c¢y =1
Cc1 +c3 =2
med lgsning ¢; = 5, cg = —2 og c3 = —3. Lgsningen av initialverdiproblemet er altsa

y1 =5 — be', Yo = 5 — 4e’, ys = 5 — 3e’.

c) Vi har A = PDP~!. Siden D? = D, far vi A2 = PD?P~! = PDP~! = A. Altsd er A
idempotent. Alternativt kunne vi vist dette ved a utfgre matrisemultiplikasjonen:

3 -1 =2 |3 -1 =2 9-2-4 -3+2 —6+2+2 3 -1 =2
2 0 =212 0 —-2|=1|6-4 242 —442 = |2 0 -2
2 -1 -1112 -1 -1 6-2-2 241 —4+4+2+1 2 -1 -1

Hvis A er egenverdi for en matrise B, s& er Bv = Av for en vektor v £ 0. Da er
B*v =B (Bv) =B (\v) = A(Bv) = A\(\v) = \?v.

Hvis B er idempotent, er B>v = Bv. Fglgelig er A>v = Av dvs. (A> = \)v = 0. Siden v # 0,
folger A2 — \ = 0 som medfgrer A = 0 eller A = 1.
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