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Alle svar skal begrunnes, og det skal ga klart frem hvordan svarene er oppnadd. Hver av de 12
punktene (1, 2ab, 3ab, 4abc, 5, Gab, 7) teller likt ved sensuren.

Oppgave 1 Finn alle Igsningene til ligningen

5_16(2v3-1-i(2+V3))

z A )
2—1

og tegn lgsningene i det komplekse plan.

Forst skal vi regne ut hgyre side og skrive den pa polar form. Vi far

_16(2V3-1-i(2+V3))  16(2v3-1-i(2+V3)) (2+1)

2 i (2—14)(2+1)

16(4\/5—2+2+\/§+52¢§z’—i—4i—2¢\/§) 16(vE ).

Da er |w| = 16]|v/3 — i| = 32 og § = Argw = arctan(—1/+/3), siden w ligger i fjerde kvadrant.
Vi har arctan(—+/3) = —7/6 og folgelig er

w

w =327 =32 (Cos(—%) +isin(—%)> .

5

Na skal vi finne Igsningene til ligningen z° = w. De er gitt ved

2 = V/32e &5k =0,1,2,3,4.
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21
2
20 = 2750 = 2 cos(—7/30) + 2i sin(—m/30),
S 117 .
2 = 2€"30 = 2cos(117/30) 4 2isin(117/30), -
. 237 <0
2 = 2e" = 2cos(237/30) + 2i sin(237/30), .,
23 = 2e"® = 2cos(7m/6) + 2isin(77/6),
- 47T z
2 = 261% = 2cos(47m/30) + 2isin(477/30). )

Oppgave 2
a) Lgs initialverdiproblemet

y'— 6y +16y =0, y(0)=1, ¢'(0)=—1.

Den karakteristiske ligninger blir A — 6\ + 25 = 0, den har rgtter Ao = 3 + 4i Generell
lgsning er y(z) = €3%(c; cosdx + cysindx). Vi setter inn initialbetingelsene og far ¢; = 1 og
3c1 + 4cy = —1, dette gir |y(t) = e3*(cos 4o — sin 4z).

b) Finn generell lgsning til ligningen

y" — 6y’ + 25y = 20ze”.

Vi finner en partikuleer lgsning forst. I fglge ubestemte coeflisientes metode har ligningen en
partikuleer lgsning pa formen y(z) = (Az + B)e”. Innsetting gir

y" — 6y + 25y = (20Az — 4A + 20B)e".

sa far vi A =1 og B = 0.2, dermed y, = (z + 0.2)e”. Generell lgsning har formen y = y, + ys
hvor y;, er generell lgsning til den homogene ligningen. Svaret blir
y(x) = (x 4+ 0.2)e” + (¢; cos 4z + co8in 4:1:)639”.
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Oppgave 3

a) Finn en partikuleer lgsning til ligningen
22y +xy —y =4z, x> 0.
Dette er inhomogen Euler-Cauchy ligningen. Fgrst lgser vi den homogene ligningen x%y” +
xy’ —y = 0. Vi ser etter lgsningene paformen y = 2™ hvor m? — 1 = 0. Vi har to lgsninger
y1 = = og y» = v L. For afinne lgsning til den inhomogene ligningen bruker vi variasjon av
parametre. Wronskideterminanten blir W (y1, y2) = y1y5 — yiy2 = —22~L. Vi skriver ligningen
som
y// —l—x_ly' _ ZL‘_2y — 41,—1
og skal finne lgsning y = uy; + vy hvor u'y; + v'y, = 0 og u'y; + vy, = 4x~1. Dette gir

W =22"1 og v =-2z.

Sau=2Inz, v=—-2?o0g|y=2xlnz — o '2? =2zlnz — z.

Alternativt svar: Vi ser at y = 2xInx ogsa er en partikuleer lgsning til ligningen.
b) Ligningen
22y — 2r+2°)y + 2+ 2)y=0, x>0,

har en lgsning ¥, (z) = z. Finn en annen lgsning ys slik at y; og ys er linesert uavhengige.
Regn ut Wronskideterminanten W (yy, ya).

Vi bruker reduksjon av orden og finner en annen lgsning pa formen y, = wuy; = ux. Hvis
ligningen er y” + p(x)y’ + q(z)y = 0 sa blir

u = y1—26—fpdx'
Vi har ligningen y” — (227 + 1)y’ + (2072 + 27 1)y = 0. Dette gir

Sz 4 )ds _ . —2 2Inz z _ _x

u = x 2% e Mt = e”,

Sa far vi u = €* og Lgsningene y; og y, er linezert uavhengige fordi yo/y; = e” ikke
er en konstant funksjon.

Wronskideterminanten blir W (yy, y2) = y195 — 192 :

Oppgave 4 La

1 -3 6 -5 9
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a) Finn en basis for nullrommet Null(A) og en basis for radrommet Row(A).

Gausseliminasjon gir

1 -3 0 1 0 1 -3 0 1 0
A= -2 6 —2 0 —3 |2t 1o o —9 o _g | 3fth
1 -3 6 -5 9| ™ 1o 0 6 -6 9

1 -3 01 0

0 0 -2 2 -3 |=F

0O 0 00 O
Vi finner alle lgsningene til ligningen Ax = 0. Med 25 = r, x4 = s og x5 = t far vi x3 = s — 1.5¢
og 1 = 3r — s. Generell lpsning blir (21, z9, x3, 24, 25) = (3,1,0,0,0)r + (—1,0,1,1,0)s +
(0,0,—1.5,0,1)t. Da er |u; = (3,1,0,0,0), ug = (—1,0,1,1,0), uz = (0,0, —1.5,0,1) | en basis
for Null(A).

Ikkenullradene i F gir en basis for Row(A), |r; = (1,-3,0,1,0), ry = (0,0, —2,2, -3).

b) Finn en basis for kolonnerommet (sgylerommet) Col(A) og en basis for det ortogonale
komplementet til Col(A), Col(A)*.

Kolonner til A som tilsvarer til de ledendevariabler danner en basis for Col(A), vi far:
vy =(1,-2,1), vo = (0,—-2,6) |

For 4 finne en basis for Col(A)* skal vi lgse systemet:

0 = vi'x = 21 — 229 + z3
0 = vog-x = — 219 + 6x3

Vi far 23 = a, 19 = 3a og x1 = 5a; (11, 29, x3) = (5,3, 1)a. Basis for Col(A)* blir|u = (5,3, 1).

c) Finn den ortogonale projeksjonen av

inn i Col(A).
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Den orthogonale projeksjonen av b inn i Col(A)* er

Da er den ortogonale projeksjonen av b inni Col(A) lik p = b—q = (6,1,2)—(5,3,1) = (1, -2, 1).

Alternativt: Vi finner en ortogonal basis for Col(A) ved & bruke Gramm-Schmidt pa basisen
vi,va. Vifar up = vi = (1,-2,1) og uy = vo — 2%y, = (0,-2,6) — 2(1,-2,1) og vi tar

ll2 prmnd (_574, ]_3) Dette glr ui-uj
b- b-
= u, u + Uo U = u; = (1’ _2’ 1)
Alternativt: La
1 0
C = -2 -9
1 6

Da har vi Col(A) = Col(C). Vi finner den ortogonale projeksjon av b inn i Col(C) ved
den minste kvadraters metoden. Det tilhgrende normalsystemet blir C7Cx = CTb, dette

6 10 6 1 3 o o . . o
er [ 10 40 } X = { 10 } og vi finner lgsningen 27 = 1, o = 0. Sa far vi p = Cx = (1, -2, 1).

Oppgave 5 La

=N O

1
3
2

- O W

A:

O W =N

5 0

D

Finn det(A) og lgs det homogene ligningssystemet Ax = 0. Hva er rangen til A?

Vi har
1 0 1
det(A) =—-5| 3 +6[2 3 =—-5-(=5)+6-0=25.
2 1 2

W = N
- O W
W = o

Da har det homogene ligningssystemet en triviel lgsning x = 0. rank(A) = dim Row(A) = 4.
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Oppgave 6

a) La
7T 24
A=l 4]
Finn egenverdiene til A og egenvektorer vy, vy slik at matrisen P med kolonnevektorer
V1 0g Vs er en ortogonal matrise med determinant 1.

Vihar det(A—AI) = (7T—\)(=7—\) —24? = A\ =625 og egenverdiene er \; = 25 og Ay = —25.
Vi finner tilsvarende egenvektorer:

—18 24

A_25I:l 24 —32

| avmi=| 3 ]

24 18

og u; = s(4,3), ug = t(—3,4). For & fa en ortogonal matrise P = [u;, uz] med determinant 1,
velger vi s =t = 0.2. Dette gir u; = (0.8,0.6)7 og uy = (—0.6,0.8)T.

b) Ligningen
T2 4+ 48zy — Ty* — 40z — 30y =0
beskriver et kjeglesnitt i zy-planet. Finn et rotert koordinatsystem (2',y’), der ligningen
pa kjeglesnitt er pa formen

M ()2 4+ Ao (1) +da’ +ey =0.

Hvilken type kjeglesnitt er det? Tegn de nye koordinataksene og kjeglesnitt i zy-planet.

Vi skriver ligningen som x? Ax + Bx = 0 hvor

T 7T 24 Yy ,
X—|:y:|, A—[24 _7} og B =[-40,-30]. T

U2

Vi setter inn x = Px’ og far w

2522 — 25y — 502" = 0, >

eller 25(z' — 1)% — 25y’2 = 25, dette er ligningen av en

hyperbola (2’ — 1)? — y"* = 1.| Tegningen ser sann ut:
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Oppgave 7 La A veere en symmetrisk matrise og la x vaere en egenvektor til A. Vis at
dersom y er en vektor som er ortogonal til x (det vil si y - x = 0), sa er vektoren Ay ogséa
ortogonal til x.

La A veere egenverdien som tilsvarer x, Ax = Ax. Vi har
Ay -x = yTATx. Matrisen A er symmetrisk, sa er AT = A og

Ay x =y 'Ax =y"dx = Ay -x) = 0.



