Linezere differensialligninger av orden 2

NTNU, Institutt for matematiske fag

August 25, 2009

NTNU, Institutt for matematiske fag TMAA4110 Matematikk 3, Forelesning 3



Annenordens linezre differensialligninger

Standartform til en annenordens linezr differensialligning:

Yy + p(x)y" + a(x)y = r(x)

Ligningen er homogen hvis r(x) = 0 og inhomogen ellers.

Vi skal fgrst studere homogene ligningner.
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Fundamentalteoremet for homogene ligninger

Linezert prinsipp

Hvis y1 og y» er Igsninger av
Y+ p(x)y" +a(x)y =0 (1)

sa er ogsd c1y1 + oy Igsning av (1), ¢, ¢p er konstanter.

c1y1 + Coyo sies & vaere en linezer kombinasjon av y;1 og y»
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Linezert uavhengige funksjoner

To funksjoner y; og y» er linexrt uavhengige pé en intervall | hvis
ligningen
kiy1(x) + koyo(x) =0 for alle x i /

medfgrer k1 =0 og ko = 0.

To funksjoner som ikke er linert uavhengige kalles linezert
avhengige.

Med andre ord, y1 og y» er linezert avhengige pa | hvis y» =0 pd /
eller y1/y> er konstant pa /
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Basis og generell Igsning

To lineaert uavhengige Igsninger y1 og y» av en homogen ligning
Y+ p(x)y"+q(x)y =0
sies & vaere en basis for Igsningene av ligningen og
y=ayi+ay

kalles en generell Igsning.
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Initialverdiproblem

Vi vil finne en Igsning av

y'+p(x)y +aq(x)y =0
som oppfyller initialbetingelser

y(x0) = Ko, ¥'(x0) = Ki.

Hvis y = c1y1 + oo er en generell Igsning av ligningen, lgser vi
initialverdiproblemet ved & bestemme konstantene ¢; og c».
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Reduksjon av orden

Kjenner vi én Igsning y; av
y" 4+ p(x)y" +a(x)y =0
kan vi finne en generell Igsning ved 3 innfgre y = uy;. Vi fér
fgrsteordens differensialligning i U = u’:
2 /
+ MU —0.
Y1

Ul
Da blir det
U(x) =y 2e™ TP

og
Vo :yl/U(x)dx.

Lgsningene y1 og y» er linexert uavhengige, generell Igsning er
Ciy1 + C2y2.
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