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Fra Kreyszig (9. utgave) avsnitt 2.7
Vi skal lgse ligningen (1) y” — 16y = 19.2e** + 60e®. Den karakteristiske ligningen
A% — 16 = 0 har rgtter A = +4. Generell Igsning av den homogene ligningen er da

yn = 1™ + coe 4.

En partikuleer lgsning y, av (1) kan vi finne ved hjelp av ubestemte koeffisienters
metode. Vi bruker regelen om at y,, blir en sum tilsvarende leddene i r(x) = 19.2¢% +
60e”, og vi bruker modifikasjonsregelen pa det forste leddet i , siden e!® er en lpsning
i den homogene ligningen. Formen pa y,, blir dermed

Yp = Yp1 + Yp2 = A + Be®.

Derivasjon gir y, = (A + 4Ax)e’® + Be® og ) = (84 4 16Ax)e’™ + Be®. Innsatt i

(1):
8Ae* — 15Be” = 19.2¢* 4 60 <<= A=24, B=—4.

Generell lgsning av (1) blir da

Y=Y+ Yp= c1e®® + coe 1 4 2. 4xelT — 4e”.

Vi skal lgse ligningen (1) y” —y' — 12y = 14423 +12.5 med initialbetingelsene y(0) = 5
og 4'(0) = —0.5. Den karakteristiske ligningen A> — A\ — 12 = 0 har rgtter \; = —

og Ao = 4. Det gir

Yn = c1e 5% 4+ cpel®

som lgsning av den homogene differensialligningen.

For & finne en partikuleer lgsning y, av (1), bruker vi ubestemte koeffisienters metode.
Ifplge hovedregelen (basic rule) er y, pa formen

yp:Ax3+Bx2+Cx+D.
Da er y), = 3A2? + 2Bz + C og y) = 6Az + 2B. Innsatt i (1) far vi
—12A42% + (=34 —12B)2% + (6A — 2B — 12C)z + (2B — C' — 12D) = 1442° + 12.5.

Sammenligner vi koeffisientene for hver potens av x, far vi ligningssystemet

(23] —12A = 144
[2?] : -3A—-12B =0
2] 6A—2B—12C =0
[2°] 2B—C —12D =125
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med lgsning (ovenfra og nedover) A = —12, B = 3, C = —6.5 og D = 0. Den
generelle lgsningen av (1) blir dermed

Yy=yn+yYp = c1e 3% 4 cpe®® — 1223 + 322 — 6.5z .
Sa tilpasser vi lgsningen til initialbetingelsene:

5=y(0)=c1+c q cp+c=5
Vs.
—0.5=4'(0) = =3¢y +4cy — 6.5 —3c1 +4ep = 6.

Det gir ¢; = 2 og co = 3, og lgsningen av initialverdiproblemet blir

y = 2e73 + 3¢ — 1223 + 322 — 6.5z

Fra Kreyszig (9. utgave) avsnitt 2.10

Vi skal Igse ligningen (1) 3” +y = 1/sinx. Den karakteristiske ligningen A\?> 41 = 0
har rgtter A\ = +4. Generell lgsning av den homogene ligningen er da

yn = Ay1 + Bys = Acosz + Bsinx.

Vi bruker metoden med variasjon av parametre til & finne en partikuleer lgsning av
(1) pa formen y, = uyi + vy2. Her er Wronskideterminanten W' = y1y5 — yay) =
cos?z + sin?z = 1, og hgyresiden i (1) (som er pa standardform) er r(z) = 1/sinz.
Da far vi

T T
=y [ Prdety | L de

w w
cos
:—Cosx/dx+sinx/ ——dx = —zxcosx + (sinx) In|sin z|.
sin z

Alternativt: u’ og v’ skal tilfredsstille ligningssystemet

Wy +v'ys =0 d w cosx + v sing =0
Vs,
uyy +o'yy =7 —u'sinz 4+ v cosz = 1/sinx.
Det gir v/ = —1 og v/ = (cosx)/ sin z. Ved integrasjon folger u = —z og v = In | sin x|,
og dermed blir y, = ucosz +vsinz = —x cosz + (sinz) In | sin z| som ovenfor. (NB:

Vi tar ikke med integrasjonskonstanter nar vi regner ut yj,.)

Generell lpsning av (1) blir altsa

y=yn+yp=Acosx+ Bsinz —xcosx +sinzIn|sinz|.

Vi skal lgse ligningen
(1) y' — 2y +y=e"sinx

ved variasjon av parametere. Den karakteristiske ligningen til den tilhgrende homo-
gene ligningen er

24+ /(=22 -4
N —_2X4+1=0, A= (=2) =
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sd {e®, xe”} er en basis for lgsninger av den tilhgrende homogene ligningen. Vi regner
ut Wronskideterminanten

W (e, xe®) = e*(xe®) — ze®(e*)

e® (% + ze®) — e®xe® =

Vi setter sa inn W = e?? og r = e”sinz i formelen for partikulerlgsningen, som gir

T, Sy T, oy
rete® sinx e*e*sinx
_ x
yp = —e / o dz + xe / 2z dz

——ex/xsinxda;—i—xex/sin:cdx.

Det andre integralet er uproblematisk; det forste integralet kan handteres ved delvis
integrasjon

/acsinacda:: —xcosx—l—/Cosxdx:sinm—xcosx—i-C

og partikuleerlgsningen er dermed gitt ved
yp(z) = —e“(sinx — xcosx) — ze® cosz = —e“sinx

Merk at integrasjonskonstanter kan ignoreres her (hvorfor?). Dermed er generell lgs-
ning av (1) gitt ved
Y =yn+yp=-e"(c1+cox —sinz)

Fra Kreyszig (9. utgave) avsnitt 2.R
(repetisjonsspgrsmal og oppgaver s. 102)

Vi har ligningen my” + cy’ + ky = r(t) for utslaget y (se Kreyszig 2.8). Med m = 4,
c=4, k=17 og r(t) = 202 cos 3t, far vi
4o + 49 + 17y = 202 cos 3t.

Oppgaven spgr etter stasjoneer lgsning, dvs. tilstanden til systemet etter at lang tid
har gatt. Denne tilstanden er gitt av bidraget fra partikuleerlgsningen y,. (Lgsningen
av den homogene ligningen gar mot null nar ¢ — oo, se Kreyszig 2.4, dempet system).

For & finne y,,, bruker vi ubestemte koeffisienters metode med v, = K cos 3t+M sin 3t.
Innsatt i ligningen far vi

(—19K + 12M) cos 3t + (—12K — 19M) sin 3t = 202 cos 3t.
Sammenligner vi koeffisientene pa begge sider av likhetstegnet, far vi ligningene

—19K + 12M = 202 [cos 3t]

—12K —19M =0 [sin 3t ]
med lgsning
24
K= 38 og M=—.
5 5

Stasjoneer lgsning blir da

yp(t) = —28 cos 3t + 2! sin 3¢.
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Bevegelsesligningen for masse/fjaer-systemet er her
(1) 0.25y" +y = 15cos 0.5t — 7sin 1.5¢ dvs. y" +4y = 60 cos 0.5t — 28 sin 1.5t

med startbetingelser y(0) = 0, y'(0) = 0.

Den homogene ligningen 3" 4+ 4y = 0 har generell lgsning y;, = A cos 2t 4+ Bsin 2t. En
partikuleerlgsning av (1) har formen y, = (K cos 0.5t + M sin 0.5¢) + (K3 cos 1.5¢ +
Ms sin 1.5t), og ved innsetting i (1) far vi

3.75(K1 cos 0.5t+M; sin 0.5¢)+1.75( K2 cos 1.5¢t+Ms sin 1.5¢) = 60 cos 0.5¢—28 sin 1.5¢,
og dermed Ky = 16, M1 = 0, Ko = 0 og My = —16. Generell lgsning av (1) er folgelig
Yy =yn +Yyp = Acos 2t + Bsin 2t + 16(cos 0.5t — sin 1.5¢).

Da er ¢y = —2Asin2t + 2B cos 2t — 8sin 0.5t — 24 cos 1.5¢, og til bestemmelse av A
og B har vi

0=y(0)=A+16
0=1y'(0)=2B—24
som gir A = —16 og B = 12. Lgsningen blir altsa
y = —16 cos 2t + 12sin 2t + 16(cos 0.5t — sin 1.5¢t).

De to siste leddene skyldes den patrykte kraften. For de to ferste leddene (dvs. for
det frie systemet) er wy = \/k/m = 2. Folgelig ville vi fatt resonans dersom den
patrykte kraften hadde hatt frekvens w/(27) = 2/(27) = 1/7 ~ 0.32 Hz.

Eksamensoppgaver (www.math.ntnu.no/emner/TMA4110/2010h/eksamen/xoppg . pdf)

Den gitte differensialligningen
(1) y' — (a+b)y +aby =0
har karakteristisk ligning
M —(a+b)\+ab=0.
Siden A% — (a+b)A+ab = (A —a)(A —b) er rgttene \; = a og A2 = b. Vi kunne ogsa
brukt formel for & finne A\ og Ao:
5= (a+b) £/ (a+b)?—4ab (a+b)*£+/(a—b)? (a+b)+(a—Db) AL =
a a a T X=b

2 2 2
Generell lgsning av (1) blir da
y = 01" + Coel® nar a # b,
y = C1e* + Coze™ nar a = b.
For den inhomogene differensialligningen
(2) y// _ Qay' + a2y = 0%

er folgelig yp, = Cr1e* + Coxe®. Siden den karakteristiske ligningen har dobbelrot
A1 = A2 = a er en partikuleer lgsning av formen y, = 2% - Ae®. Innsetting i (2) gir
A= %, og generell lgsning av (2) blir

1
Yy =yn+yp = Cre" + Coxe™ + 59:2@‘“’.
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Flervalgsoppgave

Basis for lgsning av y” + p(x)y’ + q(x)y = 0 er y; = 1 og y2 = cosz. Vi bruker
metoden med variasjon av parametre. Vi regner ut Wronskideterminanten

W (y1,92) = y1vh — y2y; = 1+ (cosz)’ — (cosx) - 0 = —sinx

Partikuleer lgsning er

Y2 Y1
Y Z—yl/d:eryz/da:
P W(y1,y2) Wy, y2)

sinz cosx sin x
:—1/dfc+cosx/ ——dx

—sinx —sinx

:/cosmdx—cosx/ldx

=sinx — xrcosx

Dvs Igsningsalternativ B er det riktige.

Alternativ lgsning: Vi setter inn y; = 1, y; = 0 og ¥/ = 0 inn i den homogene
likningen og far g(z) = 0. Deretter setter vi inn ya = cosz, yh = —sinz og y§ =
—cosz inn i den homogene likningen og finner p(r) = — 7 = —cot z. Det vil si at
den inhomogene likningen som har generell lgsning ¢; + ¢ cos x er

y" — (cotx)y’ = sinz.
Denne kan lgses ved & sette
Yp = UY1 + VY2 = u + VCOST

0g
0=u'y; + vy = v + v cosz.

Vi regner ut y;, og y,:

/ / / . .
Yp =U + UV COST —USINT = —VSINT.
" ! -
Yp = —U SINT — VCOST

og setter inn i den inhomogene likningen.
/. . .
—v'sinxz — vcosx + (cot x)vsinx = sin .

Bruker sa at cot xsinz = cos x:
/
—v' =1

, 0g vi har v = —z. Setter sd inn v/ = —1inn i 0 =v +v' cosz = 0:
0=u'—cosz

Vi lgser denne og far u = sinx. y, = sinxz — x cosx. Det vil si at B er riktig svar.
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