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Fra Edwards & Penney, avsnitt 2.4

Vi har gitt systemet Ax = b der

3 -1 =5 x1 3
A=14 -4 -3 X = |x2 og b=|-4
1 0 -5 x3 2

Vi skal bruke Cramers regel for & lgse systemet over. Forst bestemmes det A. Nar
denne er kjent (og ulik 0), kan vi bruke Cramers regel til & finne x1, z2 og x3.

Ved a utvikle langs tredje rad far vi

3 -1 =5
detA=|4 —4 -3 ’ - ‘+(—5)‘ 3 1 ‘_—17+4o_23.
-4 -3 4 —4
1 0 -5
For x1,x9 og 3 far vi (ved for eksempel & utvikle determinantene langs forste rad):
3 -1 =5
_ ! -4 -4 -3 —i(3~20—(—1)-26+(—5)~8)—2
17 et A 23 7
2 0 -5
1 3 3 -5 1
rp=g| 4 —4 3 :2—3(3-26—3-(—17)+(—5)-12) =3,
1 2 -5
1 3 -1 3 1
wg=qog| 4 4 4= 2—3(3-(—8)—(—1)-12+3-4) =0.
1 0 2
Vi har gitt
3 5 2
A=|-2 3 —4
-5 0 =5
og skal finne A~! ved utregning av den adjungerte matrisen adj A.
Vi far
3 5 2 3 5 —1 54
detA=|-2 3 —4|=|-2 3 -=-2|= (—5)‘3 2’ =35
-5 0 =5 -5 0 0
(ved & addere (—1) ganger forste kolonne til tredje kolonne og utvikle etter tredje
rad) og

Ay =—15, Ajp= 10, Ai3= 15
Aoy = 25, Agy=—5, Ag3=—25.
Agl = *26, A32 = 8, A33 = 19
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Dermed blir

A11 A21 A31 —15 25 —26
ade: A12 A22 Agg = 10 -5 8 y
A13 A23 A33 15 —25 19
og
) 1 —15 25 —26
A" = ——adjA=— 10 -5 8
e

Dersom A er symmetrisk vil A;; = Aj;, slik at kofaktormatrisen til A er symmetrisk.
Da vil adj A = [A4;;]T veere symmetrisk og folgelig er

_ 1 . 1
AT = detAad‘] A= det A [Aij]T

ogsa symmetrisk.

Alternativt (med kjennskap til transponeringsreglene side 86): Generelt har vi for A
invertibel at (AT)~™! = (A~1T. Dette folger fra at AT (AT = (A71A)T =17 =I.
Sa for A symmetrisk er (A~1)T = (AT)"! = A7 og A~ er ogsa symmetrisk.

Fra Edwards & Penney, avsnitt 4.1

W er ikke et underrom i R? siden 0 ikke er med i W. (Vektoren O er alltid et element
i et underrom U, siden Ov = 0 for en vilkarlig vektor v i U, og dersom v ligger i U, sa
mé ogsa cv gjore det for alle ¢ € R). Vi nevner to alternative lgsninger ogsa: Vi har at
v = (0,1,0) en vektor i W, mens v+v = (0, 2,0) som ligger utenfor W (sa W er ikke
lukket under (vektor-)addisjon). Tilsvarende, ligger ogsé f.eks 2v = (0,2,0) utenfor
W (sa W er ikke lukket under skalarmultiplikasjon). Faktisk gjelder det samme for
cv for alle ¢ # 1.

Merk at for x = (z1,z2) € R?, (21)? + (22)? = 0 hvis og bare hvis 1 = x5 = 0. Vi
har altsa at W = {0}. Da er W et underrom i R? ved Teorem 1: 0+0 = 0 og c0 = 0
for alle ¢ € R.

Redusert trappeform av koeffisientmatrisa til dette systemet er

1 010
01 20
0 001
Her er z3 en fri variabel. Lgsningen blir:
rx3=t, x1=—-t, x9=-2t, x4=0.
Lgsningsvektorene er péa formen
X —t -1
< — T2 . —2t ¢ -2
- I3 o t o 1
Ty 0 0
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Lgsningsrommet er fglgelig mengden av alle skalare multipla av vektoren u = (-1, -2, 1,0).

Vi bruker Theorem 1 side 167 i EP. La x,y € UNV, og la ¢ veere en skalar. Siden U
og V er underrom i W og x og y er i bade U og V, har vi at x +y og ¢x er i bade
UogV,dvsat x+yogcxerilUnNV. Folgeliger U NV et underrom i W.

Hvis U og V er plan gjennom origo, sd er U NV enten et plan (hvis U = V) eller en
linje gjennom origo (hvis U # V).

Eksamensoppgaver

Anta ¢1x 4+ coAx + c3A%2x = 0. Da er
0=A(c1x + coAx + 63A2X) = 1 AX + 2 A’X + 3 A% = 1 Ax + 2 A%x.
Videre har vi
0 = A(c1 AX + cAX) = 1 A?X + 3 A%x = 1 A%x.

Men A%x # 0 og da er ¢; = 0. Vi far ogsd caA’x = —c1Ax = 0 og ¢ = 0; pa en
lignende mate c3A’x = —c1x — cpAx =0, c3 = 0. Sa har vi ¢; = ¢3 = ¢3 = 0. Dette
viser at x, Ax og A?x er linesert uavhengige.

a) Vi regner forst ut determinanten til A. Ved & utvikle langs forste rad far vi

0 o 1 0 0 «
det(A)=1la 1 a|—(-a)|0 a 1|l=a’4+a®—-1-0a!
1 a O a 1 o

=—(a* =202 +1) = —(a® - 1)~
A er inverterbar for alle a som gjor det(A) # 0. Det vil si for o # £1.

b) Systemet Ax = b har ngyaktig en lgsning nar A er inverterbar, det vil si for
a # +1. For a = +1 far vi (husk at o = 1)

1 00 —a, « 1 00 —a, «
0 0 o 11" O (—a)Ri+Rs |0 0O a 1 '0
I - I
0 ol o, « 0 ol a6 «
a l a 0 jl—i—a 01 o 1 joz

1 00 —a,a 100 —a, «

SWAP(R2,Rs) [0 1 o 1 '« (—a)R2+R3 01 o 1" «

_ | |
0 a1 «a  a| sSWAP(R3,Ry) [0 O a 1 , O
00 a 1'0 000 0'a-1

Vi ser at dersom o — 1 = 0, det vil si « = 1, far vi uendelig mange lgsninger. For
a = —1 blir  — 1 = =2 # 0 slik at ligningssystemet ikke far noen lgsninger.

Flervalgsoppgaver

Vi kan ta utgangspunkt i at antall frie variabler k i et homogent system Ax = 0 er
lik antall vektorer i en basis for lgsningsrommet, k& = dim Null(A). Videre vet vi (se
EP side 195) at for en m x n—matrise A gjelder generelt

rang(A) + dim Null(A) = n
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der rang(A) = dim Row(A) = dim Col(A). I oppgaven er A en 5 x 7-matrise, og da
er n =7 o0g 0 <rang(A) <5. Vi har altsa

k = dim Null(A) = 7 — rang(A),

og siden rang(A) < 5 folger k > 2, og siden rang(A) > 0 folger & < 7. Dermed er
2 <k <7, og C er det riktige alternativet.

Vi skal bestemme rangen r for 3 x 4—matrisen
11 21
A=11 0 1 2
2 1 3 1

Vi husker at rang(A4) = dim Row(A) = dim Col(A). Siden A har tre rader, er r < 3,
og alternativ D (r = 4) er utelukket. Vi ser ogsa at frste og andre rad i A er linesert
uavhengige, folgelig er r > 2 sa alternativ A (r = 1) er ogsa utelukket.

For a avgjgre om det er alternativ B eller C som er riktig, kan vi omforme A til en
echelonmatrise og lese av dim Row(A) som antall ikkenullrader. Vi far

Lr2a) L2 1) 12
1 01 2| —2 10 -1 —1 1] /2010 -1 -1 1
9 1 3 1| ¥R g 1 1 3 0 0 0 -2

Siden vi far tre ikkenullrader, er r = 3, og C er det riktige alternativet.
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