TMA4110 Matematikk 3 — Eksamen hasten 2018 — Lgsning Side 1 av 9

Lgsningsforslag
CczDoce———————
Oppgave 1 Vi setter opp totalmatrisen og gausseliminerer:
1 -1 2| 28 [1 —1 228 1 —1 2|28
-2 5 —4|-20|~|0 3 036 |~]0 1 012
-1 1 —-1|-10 |0 0 1|18 0 0 1]18
1 0 0] 4
~ 10 1 012
10 0 1]18

Den siste matrisen her er pa redusert trappeform, og vi far entydig lgsning:

r =4
y =12
z =18

(Hvorfor valgte vi akkurat disse tallene? Fordi eksamenen var den z-te dagen
i den y-te maneden i ar totusenogz.)

Oppgave 2 Vi skal finne ut to ting: Om vektorene vy, vy og v3 er linesert
uavhengige, og om b er en lineserkombinasjon av vy, vy og vs. Vi kan besvare
begge spgrsmalene ved a gausseliminere totalmatrisen | vi vy V3 ‘ b } Vi
gjor dette:

3 =2 1] 4 3 =2 1 | 4 3 =2 1 | 4
-3 2 -1/-9|{~]0 0 O|-5|~|0 0 —6|11
-6 4 =8| 3 0 0 —-6|11 0 0 0 |-5

Vi ser at vektorene vy, vy og v3 ikke er linezert uavhengige, siden det ikke er noe
pivotelement i den andre kolonnen. Vektoren b er ikke en lineserkombinasjon
av vi, Vo 0g v, siden vi far den selvmotsigende likningen 0 = —5 fra siste rad.

Begge spgrsmalene i oppgaven har altsa svaret nei.
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Oppgave 3

Likningssystemet kan

skrives pa matriseform slik:

=k

-2
2

IH

Egenverdiene til matrisen er 3 og 6,
henholdsvis [1]
og [?]. Den generelle lgsningen av

med egenvektorer

systemet er

o] o e i~

Side 2 av 9

Fasediagram

Oppgave 4 Vi finner fgrst andregradspolynomet p(z) = az? + bx + ¢ som
passer eksakt til de tre punktene. Da ma vi ha
p(0)=-1, p(1)=1 og p(2)=71,
sa vi kan sette opp likningssystemet
c=-—1
a+ b+c=1
da+2b+c=T

for koeffisientene i p. Dette systemet har én lgsning: a = 2, b = 0 og ¢ = —1.
Polynomet blir altsd p(x) = 22?2 — 1.

Na skal vi finne det forsteordens polynomet g(x) = dz + e som passer best til
punktene. Hvis ¢ skulle passet eksakt til punktene, ville vi hatt

q(0)=-1, q(1)=1 og q(2)=T,

som gir fglgende likningssystem for koeffisientene:

e=—1
d+e=1
2d+e=17

Skrevet pa matriseform ser det slik ut:

0 1 ~1
11[ﬂ: 1
2 1 7

Vi finner den beste tilngermingen til en lgsning ved & bruke minste kvadraters
metode. Da ma vi gange begge sider av likningen med den transponerte

01 2
1 11
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av koeffisientmatrisen. Det gir oss likningssystemet

-1

som har lgsning d = 4 og ¢ = —g. Polynomet er ¢(z) = 4x — g

Oppgave 5 Vi skal finne alle 2 x 2-matriser X som er lgsninger av likningen

AX = XA, der
9 -3
=15 %)

La oss kalle de fire tallene i matrisen X for xy, x9, x3 0g 24:

ol

xr3 T4

Vi skriver opp hvordan matrisene AX og X A ser ut:

AX — 9 -3 Ty To| 91’1 — 3&73 91’2 — 3&74
=3 2| |zg x4 | -3x1 4213 —3x9+ 224

XA — 1 X9 9 -3 - 9.’13'1—3332 —3331+2£C2
s | |3 2| 923 —3x4 —3x3+ 214

Likningen AX = X A er altsa ekvivalent med dette systemet av fire likninger:

921 — 323 = 911 — 319

929 — 314 = —3x1 + 229
—3x1 + 223 = 913 — 314
—3xy 4+ 214 = —3x3 + 214
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Vi flytter alt over til venstresiden i hver likning og forenkler:

3Ty —3x3 =0

3r1+ Txe — 324 =0
—3x1 — T3+ 3x4 =0
—3x9+ 323 =0

Dette er et vanlig linezert likningssystem, sa vi kan sette opp koeffisientmatrisen
og gausseliminere:

0 3 -3 0 10 7/3 -1
3 7 0 -3 01 -1 0
3 0 -7 3|7 71loo 0 o
0 -3 3 0 00 0 0

Vi far to frie variabler, og den generelle lgsningen blir

Ty = —zs +t
)
T2 =S$§ der s og t er vilkarlige tall.
I3 = S
Ty = t

Dette betyr at alle lgsninger av likningen AX = X A er gitt ved

X — [—71/3 (1)1 54 [é (1)] t der s og t er vilkarlige tall.

Oppgave 6 La U = Sp{viy, va, V3, v4} veere rommet vi skal finne en or-
togonal basis for. Det er lett a se at v, er en lineserkombinasjon av de andre
vektorene, siden vy = vy 4+ v3. Det er heller ikke vanskelig a se at vektorene
Vi, Vo 0g vs er linesert uavhengige, slik at (vq, vy, v3) er en basis for U.

Vi ortogonaliserer basisen med Gram—Schmidt-metoden:

u; =Vvy
UIVQ
U =vy— —F—u =vy—0-u; =vy
u; U
1 2 1 -1/6
u v _UIV3 _I_IQTVg . 1 _é 1 _;]. 0 . 2/6
ST ulw wu, - |1 6|1 6 |[—-2| | O
0 0 1 1/6
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N& er (uy,u, u3) en ortogonal basis for U. Siden lengden av hver vektor ikke
spiller noen rolle, kan vi alternativt erstatte uz med 6 - us for a fa penere tall;
da ender vi opp med fglgende ortogonale basis:

2 1 —1
1 0 2
117 1=2]"10
0 1 1

Oppgave 7 Her er to forskjellige forslag til lgsning:

Losning 1, der vi husker at diagonalisering gjor det enkelt a beregne potenser
av matriser. Hvis vi klarer & diagonalisere matrisen R, sa blir det enklere &
regne ut R*2. Vi starter derfor med & finne egenverdier og egenvektorer. Det
karakteristiske polynomet til R er

1/2—-X /3/2
‘——»/3/2 1/2 — A

og vi far egenverdiene

1\ 3
—(==A) +5 =222 +1
Q >+4 +4

1 V3
)\1:§+72 og AQZ

Vi regner ut, pa vanlig mate, at vektorene

oof] e el

er egenvektorer som hgrer til henholdsvis A; og Ao. Vi far altsa en diagonali-
sering

R=VDV™
av matrisen R, der matrisene V' og D er gitt ved:
11 A0
I I (94

N& vil vi regne ut D42, Da er det en fordel & skrive de komplekse egenverdiene
A1 0g Ao pa polarform:

Dette gjor at vi far
)\4112 — e42-%i — 67-27m' -1

)\4212 — A2(=F0) — p(=D2mi _ 1,
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slik at -
A 0 1 0
or=fF 8- 4
0 A2 01 2

Dette betyr at vi har:

R¥2=vD®yl=vLVi=VvV1i=1

Losning 2, der vi ikke husker de der diagonaliseringsgreiene, men er litt lure

isteden. Siden cos § = % og sin § = ?, ser vi at matrisen R ogsa kan skrives
slik:
s : s
cosT sinZ
3 3
R = l ]
in = s
sin ¥ cos %

Dette er en rotasjonsmatrise som roterer vektorer ¥ radianer med klokken. A
anvende denne matrisen seks ganger gir en full rotasjon, slik at Rv = v for
alle vektorer v. Det vil si at RS er identitetsmatrisen I, og vi far

7

R? = (R%) =1I] = I

Oppgave 8 Vi folger standard metode for a finne kolonne- og nullrommet
til A, sa vi begynner med a gausseliminere:

2 1 5—-3 2 1 5—3 2 1 5—3 2 1 0
A=14 2 10+2|~|0 0 & | ~00 & |~|0 01
2t —1 446 00 1+ 0 0 0 0 00

Pivotelement i forste og tredje kolonne viser at

21 [5-3i
41,110+ 2i
2| | 4+6i

er en basis for Col A.

Nullrommet bestéar av alle lgsninger av likningen Ax = 0. Gausseliminasjonen
over gir at denne likningen kan skrives som fglgende system:

il’g + 2.1'1 =0
T3 — 0
Den generelle lgsningen blir
—1/2

x=1| 1 |t der t er et vilkarlig komplekst tall.
0
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Dermed er
—i/2
1
0

en basis for Null A.
Til slutt skal vi finne alle vektorer v i C3 slik at Av = 0 og ||v]| = 1. At
Av = 0 er det samme som at v ligger i nullrommet til A, og vi har allerede

funnet en basis for nullrommet. For & finne vektorer i nullrommet som har
lengde 1, normaliserer vi basisvektoren var. Lengden av basisvektoren vi fant

H R GRS

0

Det vil si at vektoren
_Z/\/g
u=|2/\/5
0

er en vektor med lengde 1 som utspenner Null A. Alle vektorer i nullrommet
er pa formen tu der t er et komplekst tall, og lengden av en slik vektor blir

[tall = [t ffull = ],

slik at lengden er 1 hvis og bare hvis tallet ¢ har absoluttverdi 1. De komplekse
tallene som har absoluttverdi 1 er alle tallene pa formen e? for en vilkarlig
vinkel 6. Alle vektorene v som er slik at Av = 0 og ||v|| = 1 blir altsa:

~i/V/5

v=|2/V5|¢" for en vilkarlig 6 i intervallet [0, 27).
0

Oppgave 9 Vi skal vise at funksjonen T er en linesertransformasjon. Vi
kan fgrst legge merke til at transponeringsoperasjonen er lineser, altsa at

(M+N)'=M"+N" og (kM) =k(M")

for alle 2 x 2-matriser M og N, og alle skalarer k. (Dette er sant for matriser
av alle stgrrelser, men i denne oppgaven trenger vi bare & se pa 2 X 2-matriser.)
Vi viser at dette stemmer. La

a v
S I N



TMA4110 Matematikk 3 — Eksamen hasten 2018 — Lgsning Side 8 av 9

veere to matriser i My, og la k veere et tall. Da har vi:

-
a+d b+VY a+ad c+c a c a
(M+N)T:[c+c' d+d’] :[b+b’ d+d’]:[b d]*[b’ d’]:MT“VT

(b)) — [ka /{:br _ [lm k;c] ™)

ke kd kb kd

Ved & bruke at transponering er linesert, som vi nettopp har vist, blir det lett
a vise at T er en linezrtransformasjon. For alle matriser M og N i My, og alle
skalarer k, har vi

T(M+N)=(M+N)—(M+N)'=M+N-M"-N"
=(M~-M")+(N-N")=T(M)+T(N)
0g
T(kM)=kM — (EM)" = kM —k(M") = k(M — M") = kT(M),
som vil si at T" er en linesertransformasjon.

Videre skal vi finne kjernen kerT" og bildet im T". Kjernen bestar av alle ma-
triser som 7 sender til nullmatrisen, altsa alle matriser M slik at M — M " er
nullmatrisen. Dette er det samme som at M = M . Kjernen til 7" bestar altsa
av alle symmetriske matriser i M.

Bildet bestér av alle matriser som vi kan skrive som 7'(M) for en matrise M.
Hvis _
a b
M= c d]
er en vilkarlig matrise, sa er

N o R T S Ay

Siden b og ¢ kan vaere hvilke som helst reelle tall, ser vi at bildet av T" bestar
av alle matriser pa formen

0 t

—t 0’

der t er et vilkarlig tall.
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Oppgave 10 La oss gi navn til kolonnene i matrisene A, B og C"
A: |:al ay - aTL:|) B: |:b1 b2 o bp:|7 O: |:C1 Cy - Cp

Vi kan farst legge merke til at likningen Ax = 0 kun har den trivielle lgsningen
x = 0. Hvordan ser vi det? Uttrykket Ax er per definisjon lik en lineserkom-
binasjon av kolonnene i A med tallene i x som vekter:

Ax = ajr; + axry + -+ - + a,x,
Men vi vet at kolonnene i A er linesert uavhengige, som betyr at likningen
ayry +asrs+---+a,z, =0

kun har den trivielle lgsningen. Dermed har likningen Ax = 0 ogsa bare den
trivielle lgsningen.

Na gar vi lgs pa a bevise det oppgaven ber om. Vi antar at AB = AC. Da har
vi for hver ¢ (fra 1 til p) at Ab; = Ac;, og det betyr at

Men vi har allerede vist at likningen Ax = 0 kun har den trivielle lgsningen,
sa na far vi at

bi — C; = 0.
Dermed er b; = c¢;. Dette holder for alle 7, slik at kolonnene i B er ngyaktig
samme vektorer som kolonnene i C'. Vi har altsa vist at B = C.



