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I denne uken skal vi bruke enkel vektorregning til a
analysere linezere ligningssystemer. Vi skal ha et spe-
sielt fokus pa R3, for det gar an & visualisere; klarer
man det, gar det lettere a abstrahere til R™. Senere i
kurset skal vi se hvordan noen av konseptene under
kan generaliseres, slik at vi kan konstruere teori som
kan behandle matematiske emner som tilsynelaten-
de ser veldig forskjellige ut, men fglger akkurat de
samme lovene.

Vektorregning

Inntil videre skal vi skrive vektorer pa hgykant

T
T2

Ln

kalt sgylevektor. Du kan ogsa tenke pa dette som et
punkt i R™. De to viktigste regnereglene for vektorer
er skalarmultiplikasjon

axry
axro
ax = | .
axy
og vektoraddisjon
1 Y1 1+
X2 Y2 T2 + Y2
Xt+ty=|.|+|.]|= .

En sammensetning av disse to operasjonene

Vektorligninger

Ved & ta i bruk lineserkombinasjon, kan vi skrive lig-
ningssystemet fra forrige uke

T+2y—2z=-5
4+ 5y +9z =33
20 +5y— 2=0

som vektorligningen

1 2 —2 )
xy [1| +a2 |5 +23| 9 | = |33
2 5 -1 0

Dette gir oss en ny mate & se ligningssystemer pa:
oppgaven er a finne vektene xi1, xo og z3 slik at
sgylene i matrisen linesrkombineres til & bli lik
hgyresiden.

Eksempel 3.3. Lgsningen til systemet over er

X1 7
ro| = —2
I3 4

og du kan verifisere at

1 2 —2 -5
711 —2|5|+4| 9| =133
2 5 -1 0
A
Matriseligninger

T1 n ary + by Produktet av en n x n-matrise og en sgylevektor i R™
T2 Y2 azy + bys defineres som fglgende lineserkombinasjon av matri-
ax+by=a| . |+b]|.]| = .
: : : sens sgyler
Ty Yn axy + byn
o T ari a2 a1n
kalles en lineerkombinasjon. Skalarene a og b kalles a11 Qin X9 as as9 aop
vekter. Hvis vi har m vektorer x;, definerer vi det : : =1 | . |+Z2 +- -4z,
lineeere spennet, eller n1 Gpn
T anl an2 a3n
Sp{xla X2 00y Xm}
som alle linezerkombinasjoner av vektorene, altsa alle Eksempel 3.4.
vektorer pa formen 1 9 _9 7 1 9 _9
a1X1 + asXo + ... + QX 1 5 9 =2 =711 —2|5|+4| 9
2 5 —1 4 2 5 -1
Eksempel 3.1.
1 4 11 A
312 +2]|5| =116 . . .
3 6 21 Na kan vi skrive ligningssystemet fra forrige uke som
VAN 1 2 =2 |z -5
Eksempel 3.2. Spennet til vektorene i eksemplet L5 9 r2| = |33
. 2 5 —1| |z3 0
over, er alle vektorer pa formen
1 4 Dersom vi skriver
2 b |5
‘15 * . 12 -2
A=11 5 9|,
A 2 5 —1



371_
X = |X2
.733_
og
—5]
b= [33],
O -

kan vi innfgre den kompakte notasjonen

Ax =b.

Eksistens og entydighet av lgsninger 11

Ligningssystemer deler seg naturlig i tre kategorier;
de som har en unik lgsning, de som har ingen lgsning,
og de som har uendelig mange lgsninger. Vi skal na
gi en geometrisk illustrasjon av hva som skjer i de
forskjellige tilfellene.

Eksempel 3.5. Hvis vi utfgrer Gauss-eliminasjon pa
systemet

2 3 4| = 4
3 4 5| |z = 5],
14 5 6] |73 13 ]
far vi ~ o -
2 3 4] = 4
0 1 2] |xo| =12
_0 1 2_ _373_ _5_

De to nederste linjene sier at xo+2x3 skal veere bade 2
og 5. Dette er apenbart umulig, og systemet har ingen
lpsning. Grunnen er at sgylene ligger i samme i plan
i R3, og siden hgyresiden ikke ligger i dette planet,
er det umulig & skrive den som en lineserkombinasjon
av disse vektorene. A

Eksempel 3.6. Hvis vi derimot utfgrer Gauss-
eliminasjon pa systemet

2341‘1 9

3 4 5| |z| = |12],

4 5 6| |x3 15
far vi

2341‘1 9

0 1 2| |zo| = 3],

0 1 2| |as 3

Na er to nederste linjene identiske. Sgylene i matrisen
ligger som kjent i samme plan i R?, men na ligger til-
feldigvis hgyresiden ogsa i dette planet, og systemet
kan derfor lgses. Hvis du gnsker a skrive en vektor i
et plan som en lineserkombinasjon av tre andre vek-
torer i samme plan, har du uendelig mange mater a
gjore det pa, og derfor har ligningssystemet uendelig
mange lgsninger. A

Eksempel 3.7. Ligningssystemet

1 2 —2] [=y -5
15 9| |z =133
2 5 —1| |3 0

har som kjent en unik lgsning. Vi sier at sgylene spen-
ner ut R3, siden alle punkter i R? kan skrives som en
unik lineszerkombinasjon av dem. Merk at sgylene i
matrisen danner et parallellepiped med volum 2. A

Du kan avgjgre hvorvidt tre vektorer i R3 ligger i
samme plan ved & beregne volumet til parallellepipe-
det spent ut av de tre vektorene. Dersom volumet blir
0, ligger de i samme plan. Dersom sgylene i matrisen
A kalles a;, a; og agz, kalles dette volumet determi-
nanten til A, og er gitt ved

det A = a; -as X as.

Eksempel 3.8.

det
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Presise kriterier for nar et ligningssystem har én, in-
gen, eller mange lgsninger, far vi ikke uten litt mer
matematisk maskineri. Men et mentalt bilde av 3 x 3-
systemer kan vi lage oss.

e Hvis matrisens sgyler danner et parallellepiped
har systemet en unik Igsning uansett hgyreside.

e Hvis matrisens sgyler ligger i samme plan, og
hgyresiden ikke ligger i dette planet, har syste-
met ingen lgsning.

e Hvis matrisens sgyler ligger i samme plan, og
hgyresiden ligger i dette planet, har systemet
uendelig mange lgsninger.

En forsmak pa lineser uavhengighet

Anta at vi har en samling vektorer. Dersom en av
vektorene kan skrives som en linezerkombinasjon av
andre vektorer i samlingen, sier vi at vektorene er li-
neaert avhengige. Et eksempel er tre vektorer i samme
plan i R3.

Eksempel 3.9. Hvis du utfgrer gausseliminasjon pa
systemet

23 40

3 450

4 5 6 0
far du

2 340

01 2 0},

0 0 0O
altsa at

20 +3y+42=0
y+22=0"

Setter vi z = s, far vi y = —2s av den siste ligningen,

og x = s av den fgrste, slik at

I 1
To| =8 [—2
I3 1

er en lgsning av systemet for vilkarlige s. Dette be-
tyr at sgylene i den opprinnelige matrisen er linesert
avhengige. Vi dobbeltsjekker:

2 3 4 0
3| —2 (4| + [5] =10
4 ) 6 0



