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I forrige kapittel begynte vi a formulere lineser alge-
bra pa en generell mate, ved & gi en abstrakt defi-
nisjon av vektorrom. For & beskrive sammenhenger
mellom forskjellige vektorer og vektorrom trenger vi
ogsa a se pa funksjoner som tar inn vektorer og gir ut
vektorer. For to vektorrom V' og W er vi interessert i
de funksjonene fra V' til W som bevarer vektorroms-
strukturen. Slike funksjoner kaller vi linesertransfor-
masjoner.

Funksjoner

Siden linezertransformasjoner er en spesiell type funk-
sjoner, begynner vi med a ta en gjennomgang av en
del generelle ting om funksjoner som vi kommer til
a fa bruk for. Aller forst definerer vi presist hva en
funksjon er for noe. En funksjon bestar av tre ting:

1. En mengde som kalles funksjonens domene.
2. En mengde som kalles funksjonens kodomene.

3. En regel som til hvert element i domenet tilord-
ner et element i kodomenet.

Vi bruker notasjonen f: A — B for a angi at f er en
funksjon med mengden A som domene og mengden
B som kodomene.

(Mengdene som er tilknyttet en funksjon er ogsa
kjent under andre navn. Domenet kan ogsa kalles de-
finisjonsmengden til funksjonen, og kodomenet kan
ogsa kalles verdimengden.)

Fra fgr er du antagelig mest vant til funksjoner
som har mengden R av reelle tall som bade domene
og kodomene, og der regelen for funksjonen er gitt
ved et aritmetisk uttrykk. Her er et eksempel pa en
slik funksjon.

Eksempel 9.1. La f: R — R veere funksjonen defi-
nert ved

f(r)=3z*+1 foralle ziR.
Da har vi for eksempel at
f(5) =3-5%+1="76.

Vi kan tegne grafen til funksjonen:

Men det er verdt a merke seg at bade domenet og
kodomenet kan veere hvilke som helst mengder, og
regelen kan vi spesifisere akkurat slik vi vil.

Eksempel 9.2. La A vaere mengden bestaende av
de tre fruktene eple, banan og ananas, og la B vaere
mengden bestaende av heltallene 0, 1, ..., 5:

A = {eple, banan, ananas}
B=1{0,1,2,34,5)

Na kan vi lage en funksjon
g:A—B

ved a bestemme hva hvert av de tre elementene i
mengden A skal sendes til. Hvis vi for eksempel be-
stemmer at

g(eple) =4,
g(banan) = 3,

g(ananas) = 0,
sa har vi beskrevet funksjonen g fullstendig. A

Eksempel 9.3. Vi definerer en funksjon

h: R® — R?
ved regelen
Ty
h ) = |:‘T1 * :E2:| . A
T2 -+ I3
]

Definisjon. La f: A — B vere en funksjon.

Vi sier at f er injektiv (eller en-til-en) hvis det for
hver b i B er maksimalt én a i A slik at f(a) = .

Vi sier at f er surjektiv (eller pa) hvis det for hver
bi B finnes en a i A slik at f(a) = b.

Bildet til f er mengden av alle elementer i kodo-
menet som blir truffet av f, altsa delmengden

imf={f(a) | a€ A}
av B. A

Det fglger umiddelbart fra definisjonen at en funk-
sjon f: A — B er surjektiv hvis og bare hvis bildet
til funksjonen er hele kodomenet: im f = B.

Eksempel 9.4. Vi finner bildene til hver av funk-
sjonene f, g og h fra eksempel [0.1H9.3] og finner ut
om funksjonene er injektive og/eller surjektive.

For funksjonen f ser vi at vi kan fa f(x) til & bli
alle tall fra 1 og oppover ved a variere z, slik at

im f =[1, 00).

Funksjonen er ikke injektiv, siden den sender flere
elementer til det samme — for eksempel har vi:

f() =4=f(-1)

Funksjonen er heller ikke surjektiv, siden bildet ikke
er hele kodomenet.



For funksjonen ¢ ser vi at bildet blir mengden
bestaende av de tre tallene vi har valgt & sende fruk-
tene til:

img = {0, 3,4}

Funksjonen er injektiv, siden den sender alle fruktene
til forskjellige tall. Den er ikke surjektiv, siden bildet
ikke er hele kodomenet.

For a finne bildet til funksjonen A ma vi kanskje
tenke litt. Men nar vi prgver oss litt frem, ser vi gans-
ke raskt at den treffer hele R?, siden vi for enhver
vektor [,1] 1 R? far:

U1
hilol]= {”1]
Dette betyr at

imh = R2.

Dermed har vi ogsa vist at h er surjektiv. Men vi kan
lett finne flere vektorer i R3 som h sender til samme
vektor, for eksempel:

1 1 0
() == (f
1 0
Dette vil si at h ikke er injektiv. A

Vi definerer to konsepter til som har med funksjo-
ner a gjore.

Definisjon. For enhver mengde A finnes en identi-
tetsfunksjon id4: A — A, definert ved

ida(a) =a for alle ai A. A

Definisjon. Hvis f: A — B og g: B — C er funk-
sjoner, sa er sammensetningen av g og f en funksjon
go f: A— C definert ved

(g0 f)(a) = g(f(a)). A

Eksempel 9.5. La f: R — R og g: R — R veere
funksjoner definert ved:

f(z) =sinz +1
g(x) = 2 + 5z

Da er sammensetningene fog og go f ogsa funksjoner
fra R til R, og de er gitt ved:

= sin(z? + 5z) + 1
= (sinz + 1)% 4+ 5(sinz + 1) A

Definisjon av linesertransformasjoner

N& som vi har det grunnleggende om funksjoner pa
plass, gar vi videre til & definere linezertransformasjo-
ner. En linezrtransformasjon er en funksjon mellom
vektorrom som bevarer vektorromsstrukturen. Det
vil si at vi kan utfgre addisjon eller skalarmultipli-
kasjon fgr vi anvender funksjonen eller etterpa, og
resultatet skal bli det samme. Vi gjor dette presist i
fglgende definisjon.

Definisjon. La V og W vaere vektorrom. En funk-
sjon T': V. — W er en lineertransformasjon hvis den

oppfyller fglgende to kriterier:
1. T(u+v)=T(u)+T(v) for alleuog viV.

2. T(cu) = c¢- T(u) for alle vektorer ui V og alle
skalarer c. A

Vi kan illustrere de to kravene til en linesertrans-
formasjon slik:

T(u+v)
T(w)_ -7
u+v T /
u__ - )
/ T(v)
A%
T(c-u)
T
—
u
u_ - T(u)

Lineertransformasjonen T bevarer
addisjon og skalarmultiplikasjon

Eksempel 9.6. Vi definerer T: R? — R? ved:
Z1
T o _ |: 2.’L‘3 :|
T, — 3.132
T3

La oss na sjekke om denne funksjonen er en lineser-
transformasjon. Vi regner ut:

Uy U1 up +u
T U | + [v2 =T U + Vg
us3 U3 u3 + U3
U3 + 113)
u1 + ’U1 UQ + ’02)
QU3 21}3
— 3UQ v — 3’()2
U1
=T ’LLQ + T V2
us V3

Funksjonen T oppfyller altsa kravet om a bevare ad-
disjon. Vi sjekker at den ogsa oppfyller kravet om a
bevare skalarmultiplikasjon:

uUq cuy
2(cu
Tlc lus =T ClUs = [cu £3?(>3U )]
us cusg ! 2
Uy
=c [ 2us ] =c-T Ug
Uy — 3U2 us

Vi har na sjekket at funksjonen T oppfyller begge
kravene i definisjonen, sa den er en linesertransfor-
masjon. A



Eksempel 9.7. Vi definerer T: R? — R? ved:

(2] _ [z1 + 229
() =]

Na& kan vi for eksempel legge merke til at

N B O ]
w2 b) 22w (1))

sa T er ikke en linesertransformasjon. A

Her er noen egenskaper ved linesertransformasjoner
som fglger ganske enkelt fra definisjonen, kombinert
med aksiomene for vektorrom:

Teorem 9.8. Hvis T: V — W er en lineertransfor-
masjon, sa oppfyller den folgende.

(a) En lineerkombinasjon i V sendes til den tilsva-
rende lineerkombinasjonen i W :

T(c1vi+ cava+ -+ + ¢ vy)
=c-T(vi)+co-T(va)+ - +co-T(vy)

(b) Nullvektoren i V' sendes til nullvektoren i W :
T(0) =0

Eksempel 9.9. Anta at T: R2 — R? er en lineser-
transformasjon slik at

(b)) =k e (R
(L))

ma veere? Vi ser at vi kan skrive [§] som en lineger-
Has) 2 01.
kombinasjon av [3] og [{]:

o ==
Ved & bruke teorem [0.8] (a) far vi na:
r(]) = (-2 [3])
r(E)-=r()
-] =2 i =[]
Mer generelt kan vi se at siden de to vektorene
I

utspenner R2, er det nok & vite hva T gjgr med hver
av disse for & vite hva den gjor med en hvilken som
helst vektor. A

Na har vi sett noen eksempler pa linesertransfor-
masjon mellom vektorrom pa formen R™. Vi tar med
ett eksempel pa en linesertransformasjon der dome-
net er et litt annerledes vektorrom.

Eksempel 9.10. Vi husker fra forrige kapittel at
C(R) er vektorrommet som bestar av alle kontinuer-
lige funksjoner fra R til R. La T: C(R) — R? veere
funksjonen gitt ved:

f (0)]
T =
=4
Hvis vi for eksempel ser pa en funksjon f: R — R i

C(R) gitt ved
flx) =322 +1,

f (0)] H
T = =
=10 = 13
Vi sjekker at T" er en linesertransformasjon:

T(f+g)= |V +9><0>} _ [fw) +g<o>}

sa har vi:

(7 + 9] = [701) + ()
7)) L [o0)]
_m)} n [9(1)} — T(f) + T(g)

_[eH ) _ . [£O] _,.
men = epim) =< i) =7

Vi kan observere at for enhver vektor [#] i R? kan vi
definere en funksjon f i C(R) ved

f(z) = (b—a)x + a,

f (0)} m
T = =
=10 = 1
Dette betyr at funksjonen T treffer alle vektorene
i R?, slik at im T = R2, og T er surjektiv.

Men T er ikke injektiv: Vi kan for eksempel se pa
to funksjoner f og g i C(R) gitt ved:

og da far vi:

f@)=0 og gz)=a®—a

Da har vi at

men f # g, sa T er ikke injektiv. A

Kjerne og bilde

For enhver funksjon f: A — B har vi definert bildet
im f, som er delmengden av kodomenet B bestaende
av alle elementer funksjonen treffer. For en lineser-
transformasjon har vi ogsa en delmengde av domenet
som det er naturlig & knytte til linesertransformasjo-
nen, nemlig mengden av alle vektorer som sendes til
nullvektoren.

Definisjon. La T: V — W vere en linesrtransfor-
masjon. Kjernen til T' er mengden av alle vektorer
i V som blir sendt til nullvektoren i W:

kerT ={veV|T(v)=0} A



Eksempel 9.11. La T: R? — R? veaere linesertrans-
formasjonen gitt ved:

r(]) ==
Z2 T2 — 1
Vi vil finne kjernen og bildet til 7.

Vi ser at en vektor [31] blir sendt til nullvektoren

hvis og bare hvis de to komponentene x; og xo er
samme tall, sa kjernen blir mengden

ot {[] [ac).

To —T1 = —(561 - 352),

Siden

ser vi at alle vektorer vi nar ved a4 anvende T ma
vaere pa formen
a
)

Vi ser dessuten at vi kan na alle slike vektorer, siden
vi for hvert tall a har at

r() =)
mr={] %] |ack}.

Vi har altsa at bade kjernen og bildet er rette linjer
i R%:

Det betyr at

kerT

im7T

Spesielt betyr dette at bade bildet og kjernen er un-
derrom av R2. A

I eksempelet hadde vi en linesertransformasjon
med R? som béde domene og kodomene, og vi si
at bade bildet og kjernen ble underrom av R2. Det-
te var ingen tilfeldighet, for vi kan vise generelt at
kjernen til en linesertransformasjon alltid ma veere et
underrom av domenet, og bildet alltid et underrom
av kodomenet.

Teorem 9.12. La T:V — W wvere en lineertrans-
formasjon.

(a) Kjernen kerT er et underrom av V.
(b) Bildet imT er et underrom av W.

Vi vet at en linesertransformasjon 7: V — W er
surjektiv hvis og bare hvis im7T = W (dette holder
generelt for alle funksjoner, ikke bare linesertransfor-
masjoner). Vi skal na se at det pa samme mate er en
neer sammenheng mellom kjernen til T og hvorvidt
T er injektiv.

Hvis T er injektiv, sa er det maksimalt én vektor
i V som T sender til nullvektoren i W. Men vi vet jo
at T' ma sende nullvektoren i V' til nullvektoren i W.
Dermed far vi at ker T = {0}. Vi kan ogsa vise at den
motsatte implikasjonen holder, og da far vi fglgende
teorem.

Teorem 9.13. En lineertransformasjonT: V — W
er injektiv hvis og bare hvis ker T = {0}.

Bevis. Vi har allerede vist at hvis T er injektiv, sa er
kerT' = {0}. Da gjenstar det & vise at hvis ker T =
{0}, sé er T injektiv.

Vi antar derfor at kerT = {0}, og vi ser pa to
vektorer u og v i V' som er slik at

Vi vil vise at dette medfgrer at u og v ma veere den
samme vektoren. Vi kan flytte over T'(v) til venstre
side og fa:

T(u)—T(v)=0.

Men T'(u) — T(v) er det samme som T'(u — v), siden
T er en linesertransformasjon. Dermed har vi

T(u—v)=0,

som betyr at u — v ligger i kjernen til 7. Antagelsen
vi startet med var at den eneste vektoren i kjernen
til T" er nullvektoren, sa dette vil si at

u—v=0,

altsa at u = v. Vi har altsa vist at hvis T'(u) = T(v),
sa er u = v, og det vil si at T er injektiv. O

Dette teoremet forteller oss at det er lettere a finne
ut om en linezertransformasjon T er injektiv enn om
en vilkarlig funksjon er injektiv. Det eneste vi trenger
a sjekke er hva kjernen er, altsa hvilke vektorer T
sender til nullvektoren.

Linezertransformasjoner gitt ved matriser

La A vaere en m X n-matrise. Da kan vi definere en
funksjon T': R™ — R™ ved

T(x) = Ax.

Dette blir en linesertransformasjon, siden vi (ved &
bruke regneregler for matriser) far at

Tu+v)=A-(u+v)=Au+Av=T(u)+T(v)
T(cu) =A-(cu) =c-(Au) =c-T(u)

for alle vektorer u og v i V' og alle skalarer c.

Eksempel 9.14. La A veere 3 X 2-matrisen

1 -3
A=1{3 51,
17

og definer en linezertransformasjon T: R? — R3 ved

T(x) = Ax.



Det a spesifisere T' pa denne maten gjgr at vi kan be-
svare spgrsmal om T' ved & benytte regneteknikkene
vi kjenner for matriser.

Hvis vi for eksempel lurer pa hva T([ 2 |) blir, s&
er det bare a regne ut:

Hvis vi lurer p4 om det finnes noen vektor x i R?
slik at

sa er det bare a lgse likningssystemet

3
Ax=| 2
-5

pa vanlig mate med gausseliminasjon. Svaret blir ja,
det finnes en slik x, nemlig

x = [31//22} A

Som vi sa i eksempelet, kan vi alltid fa til a be-
svare spgrsmal av typen <hva er T'(v)?> og <finnes
det noen z slik at T'(x) = b?» nar linesertransforma-
sjonen T er definert ved en matrise A. Vi kan ogsa
bruke matrisen til & regne ut kjernen og bildet til 7.

Kjernen ker T' er definert som mengden av alle vek-
torer v slik at T'(v) = 0. Men nar T(x) = Ax for
alle x, blir dette det samme som mengden av alle
vektorer v slik at Av = 0, og det er nullrommet
til A. Vi far altsa at ker T' = Null A.

Bildet im T er alle vektorer som kan skrives som
T(v). Nar T'(x) = Ax, blir dette det samme som alle
vektorer som kan skrives som Av. Det er det samme
som alle linezerkombinasjoner av kolonnene i A, altsa
kolonnerommet til A. Vi far altsa at im T = Col A.

Vi oppsummerer det vi har vist na i et teorem.

Teorem 9.15. La A vere en m X n-matrise, og la
T:R™ — R™ vere lineertransformasjonen gitt ved

T(x) = Ax. Da er

kerT = Null A og imT = Col A.

Det er altsa mange grunner til at det er fordelaktig
a ha linesertransformasjonene vare gitt ved matriser.
Hvis vi har en linesertransformasjon 7: R® — R™
som ikke er gitt ved en matrise, kan det derfor veere
nyttig & preve a finne en matrise A slik at T'(x) = Ax
for alle vektorer x i R™. I det neste eksempelet gjor
vi nettopp dette.

Eksempel 9.16. La e; = [}] og ex = [{] veere en-

hetsvektorene i R?, og la T: R? — R? vaere en li-
nezrtransformasjon slik at

5 -3
T(e;)= |-7| og T(ex)=1 8
2 0

Basert pa dette kan vi finne ut hva T'(x) er for en
vilkérlig vektor x i R%. Vi kan nemlig skrive

Z1
X = [ } = x1€1 + Taea,
T2

og da far vi:

T(x) =T (z1€1 + x9€2) =21 - T(e1) + x2 - T(eq)

5 -3
=T - —7 + Z9 - 8
2 0
5 =3
=|-7 8 |x
2 0

Her har vi endt opp med & skrive linesertransforma-
sjonen ved hjelp av en matrise. La A vare denne
matrisen:

5 =3
A= [ T(el) T(GQ) } = |-7 8
2 0

Da har vi altsa at T(x) = Ax for alle vektorer x
i R2. A

Pa samme mate som i dette eksempelet kan vi skri-
ve enhver linegrtransformasjon 7: R” — R™ pa ma-
triseform ved a lage en matrise av vektorene som T'
sender enhetsvektorene i R™ til. Vi beskriver det ge-
nerelle tilfellet i et teorem.

Teorem 9.17. La T: R” — R™ wvere en lineer-
transformasjon. Da finnes en m x n-matrise A slik
at

T(x) = Ax for allex i R".

Matrisen A er entydig bestemt av T', og er gitt ved

[ T(e1) T(e2) T(en) |,

der (e1,es,...,e,) er standardbasisen for R™.

Definisjon. Matrisen A i teorem kalles stan-
dardmatrisen til linesertransformasjonen 7. A

Faktisk kan vi gjgre teorem [0.17] mer generelt.
Sa lenge vektorrommene vare er endeligdimensjona-
le, kan enhver linesertransformasjon beskrives ved en
matrise. Men det krever at vi velger en basis for hvert
vektorrom.

Teorem 9.18. LaV og W veere endeligdimensjonale
vektorrom, og la B og € vere basiser for henholdsvis
ViogW. LaT:V — W wvere en lineertransforma-
sjon. Da finnes en matrise A slik at

[T(x)]e = A-[x]2
for alle vektorer x i1 V.

Egentlig er det et valg av basis involvert i teo-
rem [9.17) ogsa. Der har vi valgt a bruke standard-
basisene for R™ og R™. For et vilkarlig vektorrom V'
har vi ikke ngdvendigvis noen slik basis som er det
apenbare valget.



Egenverdier og egenvektorer

Vi er vant til a se pa egenverdier og egenvektorer for
kvadratiske matriser. Na vet vi at en n X n-matrise A
gir opphav til en linesertransformasjon 7': R* — R"
definert ved

T(x) = Ax,

og da kan vi beskrive egenverdiene og egenvektore-
ne til A ved hjelp av denne linesertransformasjonen.
Dersom A har en egenverdi A med tilhgrende egen-
vektor v, sa betyr det at

T(v) = Av.

Dette kan vi generalisere til mer generelle lineser-
transformasjoner.

Hvis vi har en linezrtransformasjon 7: V. — V
der domenet og kodomenet er det samme vektorrom-
met V', sa kan vi definere egenverdier og egenvektorer
for T pa tilsvarende mate som for matriser. Vi sier at
Aer en egenverdi for T, og v en tilhgrende egenvektor,
dersom

T(v)=Av og v #0.

Hvis A er en egenverdi for T, sa har A et tilhgrende
egenrom, nemlig underrommet

{veV|T(v)=Av}

av V.

Isomorfi

Til slutt i dette kapitlet ser vi pa hvordan vi kan bru-
ke linesertransformasjoner til & beskrive at to vektor-
rom er <strukturelt likes>. Med dette mener vi at de
oppfgrer seg pa akkurat samme mate som vektorrom,
selv om de kan besta av helt forskjellige elementer.
Da vil vi si at de to vektorrommene er isomorfe. For
a kunne definere dette, trenger vi forst et begrep om
inverser for linesertransformasjoner.

Definisjon. La T: V — W vere en linezertransfor-
masjon. En invers til T er en linesertransformasjon
S: W — V som er slik at

for alle viV, og

v
T(S(w)) =w for alle w i W. A

Vi vil si at to vektorrom er isomorfe hvis det er
mulig a bevege seg frem og tilbake mellom dem ved
hjelp av lineszertransformasjoner som bevarer all in-
formasjonen om vektorrommene. Vi vil altsd ha en
situasjon slik som dette, der 1" og S er hverandres
inverser:

T
VW
S

Definisjon. Hvis T: V' — W er en linesrtransfor-
masjon som har en invers, sa er T en isomorfi. Da sier
vi dessuten at vektorrommene V og W er isomorfe,
og vi skriver V= W. A

Eksempel 9.19. Vi lar V veere underrommet

()

i R? utspent av vektoren [3]. Da er V et endimen-
sjonalt vektorrom, og geometrisk sett er det en linje.
Vektorrommet V ser ut og oppferer seg akkurat som
vektorrommet R!. Forskjellen er bare at elementene
ser forskjellige ut. Hvert element i V' er en vektor pa

formen
3t
2t
mens hvert element i R! er bare et tall.

W v

| R 1

De to vektorrommene V og R*

Det at V og R! «ser like ut> kan vi gjgre mer
presist ved a vise at de er isomorfe. Vi definerer li-
neaertransformasjoner

T:V R og S:R' =V

r(al)=r sl

Vi kan lett sjekke at disse faktisk er linesertrans-
formasjoner, og vi ser at de er hverandres inverser.
Det betyr at de er isomorfier, og de viser dermed at
V=R A

Eksempel 9.20. Vi husker at P; er vektorrommet
som bestar av alle polynomer av grad 1 eller lavere,
altsa alle funksjoner pa formen

p(z) = a1x + aop.

Polynomet p er entydig bestemt av de to tallene a
og agp, og vi vet at addisjon og skalarmultiplikasjon av
polynomer foregar ved & addere eller skalarmultipli-
sere hver koeffisient. Hvis vi bare ser pa hva som skjer
med koeffisientene, sa ligner altsa vektorrommet Py
veldig pa R2.

Vi definerer to linezrtransformasjoner

T:P; —-R? og S:R?®—=P;

pa folgende mate:

for et polynom p definert
ved p(x) = a1z + ag,

der g er polynomet definert
ved q(z) = viz + va.

Det er lett a sjekke at 7' og S er linesertransforma-
sjoner, og at de er hverandres inverser. Dermed er de
isomorfier, og vi far at P; = R2. A

I dette eksempelet viste vi at det todimensjonale
vektorrommet P; er isomorft med R?. P4 tilsvarende
mate kan vi vise at ethvert todimensjonalt vektorrom
er isomorft med R?, og mer generelt at ethvert n-
dimensjonalt vektorrom er isomorft med R™.



Teorem 9.21. Hvis V er n-dimensjonalt vektorrom,
sa er'V isomorft med R™.

Vi kan ogsa merke oss at det a vaere en isomorfi kan
beskrives ved hjelp av injektivitet og surjektivitet.

Teorem 9.22. En lineertransformasjon er en iso-
morfi hvis og bare hvis den er bade injektiv og surjek-
tiv.



	Lineærtransformasjoner

