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. Introduksjon

Velkommen til emnet TMA4110 Matematikk 3.

Vi som underviser emnet hgsten 2018 har valgt a
skrive notater som inneholder det vi gjennomgar i
forelesningene, og resultatet er det du leser na. Pen-
sum for emnet er det som star i disse notatene —
hverken mer eller mindre.

Vi begynner med & ta et overblikk over temaene vi
skal innom i lgpet av semesteret. Det gjor ikke noe om
du ikke forstar alt i denne introduksjonen na; vi skal
gjennomga det i detalj siden. Men forhapentligvis far
du en idé om hva emnet inneholder.

Emnet er delt inn i tre separate deler som egentlig
hgrer til helt forskjellige omrader innenfor matema-
tikk:

1. Linezr algebra
2. Komplekse tall
3. Linegere differensiallikninger

Delen om lineaer algebra utgjor hoveddelen av emnet
og er den vi vil bruke mest tid pa.

Grunnen til at disse tilsynelatende urelaterte tema-
ene er gruppert sammen i ett emne er at det er noen
viktige tilknytningspunkter mellom dem som gjgr at
det er fornuftig a leere om dem sammen.

Linezer algebra

Algebra er et omrade innenfor matematikk som i ut-
gangspunktet handler om & lgse likninger. For & fa
en idé om hva algebra er for noe, kan det veere nyttig
a vite hva det ikke er. Her er en liten guide til hvor-
dan noen av de tingene du antagelig har gjort i ditt
matematiske liv sa langt passer inn i ulike omrader
innen matematikk:

Hvis du deriverer eller integrerer, sa driver du med
analyse. Hvis du tegner en figur, driver du antage-
lig med geometri. Hvis du teller antall mater du kan
plukke opp forskjellige fargede kuler fra en pose pa,
sa driver du med kombinatorikk; men hvis du deret-
ter regner ut sannsynligheten for at du far to rgde
kuler, sa har du flyttet deg over til sannsynlighets-
regning. Hvis du prgver &a forsta reglene for hvordan
et matematisk bevis utfgres, sa driver du med logikk.
Og hvis du lgser en likning, da driver du med algebra.

Da du for eksempel (en gang for mange ar siden)
leerte at en andregradslikning

ax?+bx+c=0

kan lgses ved hjelp av formelen

. —b+Vb% — dac
o 2a ’

sa var det en del av den klassiske, grunnleggende al-
gebraen du leerte.

Ordet «algebra> kommer av det arabiske al-jabr,
som var en del av tittelen pa en bok skrevet omkring
ar 820 av den persiske matematikeren al-Khwarizmi.
Denne boken inneholdt metoder for & lgse likninger
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(blant annet andregradslikningen nevnt over), og la
grunnlaget for algebra som fagomrade.

Men sa er det slik med matematikk at den stadig
endrer seg. Matematisk forskning er en evig rund-
dans av at matematikere finner opp nye teknikker
og konsepter for a finne svar pa spgrsmal de synes
er interessante, og sa finner de ut at man kan stille
nye interessante spgrsmal om de nye tingene de har
funnet opp, og sa har man det gaende.

I lgpet av 1800-tallet og begynnelsen pa 1900-tallet
fgrte den matematiske utviklingen til at algebraen
som fagfelt skiftet fokus. Man utviklet visse former
for matematiske strukturer som ble brukt til a forsta
ulike typer likninger, og over tid fant man ut at disse
strukturene kunne generaliseres og veere nyttige ogsa
til andre ting enn lgsing av likninger. Dermed endte
man opp med forskjellige typer abstrakte algebrais-
ke strukturer (noen av disse kalles grupper, ringer
og moduler), og algebra i dag handler primaert om
a forsta disse strukturene. Denne nye formen for al-
gebra kalles abstrakt algebra (eller moderne algebra),
for a skille den fra den mer tradisjonelle algebraen
som handler om lgsing av likninger.

Greit, det var veldig mye prat om algebra. Men hva
er lineer algebra for noe?

Algebra handler opprinnelig om likninger, og li-
neaer algebra er den delen av algebraen som handler
om linezere likninger.

En lineser likning med én ukjent ser generelt slik
ut:

ar =10

Dersom a # 0, kan vi lgse denne likningen ved a dele
pa a:
x=b/a

Og det er egentlig omtrent alt som er a si om linezere
likninger med én ukjent.

Men hvis vi ser pa et system av flere lineaere liknin-
ger, med flere ukjente, blir det straks mer interessant.
Her er et eksempel pa et system av linezere likninger:

3r+by—2z2=14
z—9y+72=0
—bx +4y + 8z = -3

Studiet av slike systemer er utgangspunktet for li-
nezr algebra.

Det forste vi skal laere er en metode (som kalles
gausseliminasjon) for & lgse linesere likningssystemer
pa en effektiv mate.

Deretter skal vi se at ved a innfgre noen nye kon-
septer — nemlig vektorer og matriser — kan vi fa en
bedre forstaelse av linesere likningssystemer.

Du har antagelig hgrt om vektorer for, og antagelig
har du leert a tenke pa en vektor som en pil — noe som
har en lengde og en retning.

T

En pil



Dette er imidlertid bare ett aspekt av vektorer. Vi vil
velge a se pa et punkt i planet, og pilen fra origo til
dette punktet, og koordinatene til punktet, som tre
forskjellige representasjoner av den samme vektoren.

2

1 (2,1)

-3 -2 -1 1 2 3
-1

Vektorenes treenighet:
punkt — pil — koordinater

Koordinatene som angir en vektor, for eksempel
(2,1), vil vi vanligvis skrive pa denne maten:

2

:
Dette kaller vi en kolonnevektor (vi kan ogsa si
soylevektor).

Det er klart at vi kan se pa vektorer i to dimen-
sjoner eller i tre dimensjoner — altsa i et plan eller i
et rom. Men hvis vi tenker pa vektorer bare som ko-
lonnevektorer, og glemmer det med punkter og piler,
sa er det ikke noe i veien for a snakke om vektorer i
fire dimensjoner, eller fem, eller s4 mange dimensjo-
ner vi vil. Og det skal vi gjgre.

Men hva har dette med linezre likningssystemer
a gjore? Vi skal definere aritmetiske operasjoner for
vektorer (pa ganske naturlige mater), slik at liknings-
systemet vi sa for en stund siden kan skrives pa denne
maten:

3 5 -2 14
1 {2+ |9 -y+ | 7| -2=1]0
-5 4 8 -3

Istedenfor et system med flere likninger har vi altsa
én likning, der koeffisientene og hgyresiden er vekto-
rer. Istedenfor & tenke pa problemet som det & finne
tall som er lgsninger av flere forskjellige likninger,
tenker vi pa det som a finne ut om visse vektorer kan
kombineres slik at vi far en viss annen vektor.

Sa innfgrer vi matriser, som er rektangulsere ta-
beller med tall, og vi kan skrive om systemet vart

3 5 2| |x 14
-5 4 8 z -3

Her har vi en matrise ganger en vektor pa venstresi-
den, og en vektor pa hgyresiden. Nar vi har leert om
matriser, kan vi skrive et generelt linezert liknings-
system pa den konsise formen

Ax = b,

der A er en matrise, b er en konstant vektor, og x er
en ukjent vektor.

Men det stopper ikke der! Vi kan snu likheten
Ax = b litt pa hodet. Istedenfor & si at x er en ukjent
som vi vil finne, sa kan vi si at nar matrisen A ganges
med en vektor x, sa far vi ut en ny vektor b. Med
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andre ord: En matrise gir opphav til en funksjon som
tar inn vektorer og gir ut vektorer. Hvis matrisen har
m rader og n kolonner, sa kan vi bruke den til a lage
en funksjon 7" som tar inn n-dimensjonale vektorer
og gir ut m-dimensjonale vektorer. En slik funksjon
kalles en lineertransformasjon, og vi skriver:

T:R" - R™

Her star R™ for mengden av alle n-dimensjonale ko-
lonnevektorer, og en slik mengde kalles et vektorrom.
Na viser det seg at vektorrom, lineszrtransforma-
sjoner og matriser er interessante ting a studere i seg
selv, og at vi med utgangspunkt i disse tingene kan
bygge opp en stor og flott matematisk teori med an-
vendelsesomrader som gar langt ut over det & lgse
likningssystemer. Den teorien er lineser algebra.

Komplekse tall

Hva er et tall? Da du som barn lerte a telle, lerte
du tallene

1,2 3, 4, ...

Sa lerte du a legge sammen tall, og a trekke tall
fra hverandre. Da viste det seg at det gar an a stille
spgrsmal som ikke har svar: Hva er 3 — 57

Men sa leerte du at slike spgrsmal likevel kan be-
svares nar man bare har innfgrt noen nye tall:

0, -1, -2, -3, ...

Videre utvidet du tallforstaelsen din med rasjonale
tall (brgker av heltall, for eksempel 7/5), og sa leerte
du at det ogsa finnes tall som ikke er rasjonale, for
eksempel v/2 og 7. Nar vi tar med alle slike tall, har
vi mengden av reelle tall.

Fremdeles er det spgrsmal som ikke kan besvares,
for eksempel: Hva er v/—17 Det finnes ikke noe reelt
tall som vi kan opphgye i andre og fa —1.

Men denne situasjonen er egentlig helt tilsvarende
som da vi bare kjente til de positive tallene og lurte
pa hva 3—5 er. Akkurat som vi da kunne utvide tall-
systemet ved a legge til negative tall, kan vi na legge
til nye tall som gjgr at uttrykket v/—1 gir mening.

Vi lager et nytt tall, som vi kaller i, og som er
definert til & veere slik at

it =-1

For a fa et tallsystem som oppforer seg slik det skal,
ma vi kunne gange og legge sammen ¢ med et hvilket
som helst annet tall. Det gjor at vi ma ha med flere
nye tall, og til sammen far vi at alle tall som kan
skrives som
a+bi (der a og b er reelle tall)

ma veere med i det nye tallsystemet. Disse tallene
kalles komplekse tall.

Mengden av reelle tall visualiserer vi som en uen-
delig lang tallinje. Mengden av komplekse tall visu-
aliserer vi som et todimensjonalt plan.



2i o (1+ 29)

Det komplekse planet

Du ma ikke la deg lure av navnet til a tro at kom-
plekse tall er kompliserte a ha med a gjgre. Pa mange
mater er det enklere a jobbe med komplekse tall enn
med reelle tall.

Innenfor de komplekse tallene kan vi for eksempel
alltid ta kvadratrgtter av hvilke som helst tall, uten
a matte tenke pa om de er negative. Med andre ord:
alle likninger pa formen 22 = a har Igsninger. Og ikke
bare det, men alle andregradslikninger

ax?+bx+c¢=0

har Igsninger. Og ikke bare det, men alle polynomlik-
ninger av hvilken som helst grad, altsa alle likninger
pa formen

™ + ap_12" P4+ a1z +ap =0,

har lgsninger.

Det som imidlertid kan gjgre komplekse tall litt
vanskelige er at de ikke helt passer inn i var intuitive
forstaelse av hva et tall skal veere. Med reelle tall kan
vi lett se for oss hvordan et tall kan representere noe
malbart i den virkelige verden: en avstand, et areal,
en hastighet eller liknende. Med komplekse tall er det
vanskeligere & se for seg hva tallene kan representere.

Nar vi far bruk for komplekse tall er det ofte slik at
vi starter med noe som bare handler om reelle tall, og
far et sluttsvar med bare reelle tall, men ma innom
de komplekse tallene i mellomregningen. Vi kommer
til & se eksempler pa nettopp dette nar vi i emnets
siste del skal lgse differensiallikninger.

Linezere differensiallikninger

En differensiallikning er en likning der den ukjente
er en funksjon, og der den deriverte av denne ukjente
funksjonen ogsa er med i likningen.

Vi skal se pa to forskjellige typer differensialliknin-
ger. Den ene typen er linesere andreordens differen-
siallikninger, som vil si likninger pa formen

' +oy' +aqy =g,

der y er en ukjent funksjon av en variabel ¢, og g er
en kjent funksjon av t, og p og g er konstanter.

Nar vi skal lgse en slik likning far vi bruk for a lage
en <hjelpelikning>, nemlig andregradslikningen

M4pA+qg=0

der X er den ukjente, og p og ¢ er de samme konstan-
tene som vi hadde i differensiallikningen. Det viser
seg nemlig at lgsningene av denne likningen gir oss
viktig informasjon om hvordan lgsningene av diffe-
rensiallikningen ser ut. Men avhengig av hva p og ¢
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er, er det ikke sikkert at denne andregradslikningen
har noen lgsning i reelle tall. Her blir vi reddet av
at vi har leert om komplekse tall! Vi kan alltid fin-
ne komplekse tall som er lgsninger av hjelpelikningen
var, og disse kan vi igjen bruke til & finne Igsningene
av differensiallikningen vi startet med.

Den andre typen differensiallikninger vi skal se pa
er systemer av fgrsteordens linezere differensialliknin-
ger, som vil si likningssystemer pa formen

A
T1 = 01171 + a12%2 + -+ A1pTn

!
Ty = G21T1 + G22T2 + + -+ + G2nTy

/
T, = ap1T1 + ap2xo + -+ Appy

der koeffisientene a;; er konstanter og hver x; er en
ukjent funksjon av ¢.

Nar vi har lzert om lineser algebra og matriser, ser
vi at et slikt system ogsa kan skrives pa den mer
kompakte formen

x = Ax,
der x er en vektorfunksjon og A er en matrise. For a
lgse systemet vil vi bruke avansert lineser-algebraisk
magi som litt forenklet sagt gar ut pa a vri det n-
dimensjonale rommet om til et nytt n-dimensjonalt
rom der systemet blir enkelt & lgse, sa lgse det der,
og til slutt vri rommet tilbake og ta lgsningene med
0ss.



Lineaere likningssystemer

Grunnlaget for lineser algebra er lineere liknings-
systemer. Vi starter var reise inn i den linezre al-
gebraen ved & se pa noen forskjellige mater a lgse
likningssystemer pa. Til slutt i dette kapitlet skal vi
forsikre oss om at vi er helt enige om ngyaktig hva
det vil si at et likningssystem er linezert, og innfgre en
praktisk mate a skrive linesere likningssystemer pa.

Forskjellige fremgangsmater

Her er et eksempel pa et linezert likningssystem:

20+ 3y =9
(%) _
—x+6y=3

I dette systemet har vi to likninger og to ukjente.
En lgsning av systemet bestar av to tall som vi kan
sette inn for x og y slik at begge likningene er oppfylt
samtidig.

Vi kjenner fra for til flere mater a lgse et slikt sys-
tem pa. La oss lgse systemet over med noen forskjel-
lige metoder.

Eksempel 1.1. Den kanskje mest apenbare metoden
for & lgse et likningssystem er a forst lgse én likning
med hensyn pa én av de ukjente, og sa sette inn i den
andre likningen (eller i de andre likningene, hvis vi
har et system med mer enn to likninger).

For a lgse systemet (%) med denne metoden kan vi
forst lgse den andre likningen med hensyn pa x; da
far vi:

r=06y—3

Sa setter vi dette inn i den fgrste likningen og for-
enkler:

2-(6y—3)+3y=9
12y —6+3y=9
15y =15

y=1

Til slutt setter vi denne y-verdien inn i uttrykket vi
fant for x, og far:

r=6y—3=6-3=3

Vi har altsa funnet ut at for at begge likningene
skal veere oppfylt, ma vi ha at x = 3 og y = 1. Vi
sjekker at dette virkelig er en lgsning av (x) ved &
sette inn disse verdiene i begge likningene i systemet:

20 +3y=2-3+3-1=6+3=9
—x+6y=-3+6-1=3

Vi har na funnet ut at systemet (x) har ngyaktig én
lgsning, nemlig x = 3 og y = 1. A

Metoden i eksempelet over er enkel og grei, men
kan bli temmelig tungvint a bruke hvis vi har mer
enn to ukjente. Vi ser pa en annen lgsningsmetode
for det samme systemet.

Eksempel 1.2. Vi ganger opp den andre likningen
med 2, og deretter legger vi sammen de to likningene:
20+ 3y =9
—2x4+12y =6

(forste likning)
(andre likning ganget med 2)

15y =15 (sum av likningene over)

P& denne maten far vi z til & forsvinne, og vi star
igjen med en likning med bare y.

Den nye likningen 15y = 15 kan vi forenkle til
y = 1. Na kan vi gange opp denne med —3 og legge
sammen med den fgrste likningen fra systemet for a
fa en likning der y forsvinner:

20 +3y=9 (forste likning fra (x))
—3y =-3 (ny likning ganget med —3)
20 =6 (sum av likningene over)

N& har vi fatt en likning med bare x, og vi forenkler
den til z = 3. Vi har dermed igjen funnet lgsningen
z=3o0gy=6. VAN

Vi skal etter hvert komme frem til en generell frem-
gangsmate for a lgse linesere likningssystemer. Den
fremgangsmaten baserer seg pa a legge sammen lik-
ninger slik som vi gjorde na.

For vi gar videre lgser vi systemet vart en tredje
gang, pa en helt annen mate:

Eksempel 1.3. Vi kan ogsa lgse systemet (x) gra-
fisk. Vi lager et koordinatsystem med en z-akse og
en y-akse. Hver av de to likningene 2z + 3y = 9 og
—x + 6y = 3 beskriver en rett linje:

N 2x+3y=9

2 —zr+6y=3

Lgsningene av 2z + 3y = 9 er alle punkter som ligger
pa den ene linjen, mens lgsningene av —z + 6y = 3
er alle punkter som ligger pa den andre linjen. Den
felles lgsningen av begge likningene er punktet der
de to linjene mgtes, nemlig (3, 1). Losningen er altsa
r=3ogy=1.

Denne metoden er fin for & visualisere proble-
met og se lgsningen pa en intuitiv méate, men ikke
ngdvendigvis den beste for & finne svaret eksakt.
Dessuten blir det vanskelig a tegne hvis vi har mer
enn to ukjente (men det kan likevel veere nyttig a
prove a se for seg lgsningene av for eksempel en lik-
ning med tre ukjente pa en grafisk mate). A



Hva er et linezert likningssystem?

Et linegert likningssystem er et system av linesere lik-
ninger. Men ngyaktig hva mener vi med at en likning
er linezer?

Ordet <lineszer> kommer fra det latinske <lineas,
som betyr «linje». Hvis vi har en likning med to
ukjente, sa kan vi tegne grafen til denne likningen. Vi
sier at likningen er lineser hvis grafen dens er en rett
linje. I eksempelet over sa vi at grafene til likningene
2x + 3y =9 og —x + 6y = 3 er rette linjer. Men det
er ogsa lett a finne likninger som ikke har rettlinjede
grafer, for eksempel y = 22 eller 22 + y? = 4.

Generelt er det slik at grafen til en likning er en
rett linje hvis og bare hvis likningen kan skrives pa
formen

ax + by = c,

der a, b og c er konstanter.

Nar vi vil se pa likninger med mer enn to ukjente,
gir det ikke lenger mening & snakke om at grafen
blir en rett linje. Men det at likningen kan skrives pa
formen ax 4+ by = ¢ kan vi lett utvide til a ta med
flere ukjente, sa det er dette vi bruker i den generelle
definisjonen av linegere likninger.

Definisjon. En likning med n ukjente z1, s, ...,
x,, kalles lineer dersom den kan skrives pa formen

a1, + asxy + - apxy = b,

der ay, asg, ..., a, og b er konstanter. Et lineert lik-
ningssystem er en samling av én eller flere linesere
likninger med de samme ukjente. A

Eksempel 1.4. Her er noen eksempler pa linesere
likninger:
5x1 + X9 — T3 + x4 = 27
172 —by =7

Og her er noen eksempler pa likninger som ikke er
linezere:

202 +y=3
$1+2$1$2+$3:1 A

Ekvivalente systemer

Vi sier at to likningssystemer er ekvivalente dersom
de har samme lgsninger. Vi kan lgse et likningssys-
tem ved & erstatte det med stadig enklere ekvivalente
systemer. Vi tar et eksempel for a se hvordan dette
kan gjgres.

Eksempel 1.5. La oss lgse det folgende linezere lik-
ningssystemet:

r+2y—2z=-5
T+ 5y+9z =33
20 +5y— z=0
Vi vil begynne med & eliminere z-en fra de to siste

likningene. Hvis vi trekker den fgrste likningen fra
den andre, far vi den nye likningen

3y + 11z = 38.

Vi bytter ut den andre likningen i systemet med den-
ne nye likningen:

r+2y— 2z=-5
3y +11z =38
20 +5y— 2=0

Dette systemet er ekvivalent med det vi startet med.
Hvorfor er det det? Den nye likningen fglger fra to
av likningene vi hadde fra fgr. Dermed ma enhver
lpsning av det opprinnelige systemet ogsa veere en
lgsning av det nye systemet.

Men omvendt er det ogsa slik at den opprinnelige
midterste likningen (som vi na har tatt vekk) kan vi
fa ved a legge sammen de to forste likningene i det
nye systemet. Dermed ma enhver lgsning av det nye
systemet ogsa veere en lgsning av det gamle.

Til ssammen betyr dette at de to systemene er ekvi-
valente.

Vi fortsetter a forenkle systemet. Vi eliminerer x
fra den siste likningen ved & trekke fra fgrste likning
ganget med 2:

rT+2y— 22=-5
3y + 11z = 38
y+ 32=10
Igjen har vi et nytt system som er ekvivalent med det
forrige.

Na vil vi eliminere y fra den siste likningen. Men
det er lettere a eliminere y fra den midterste liknin-
gen (ved a trekke fra 3 ganger den siste). Likningenes
rekkefplge spiller imidlertid ingen rolle, sa vi kan byt-
te om pa de to nederste likningene forst:

r+2y— 2z2=-5
y+ 32=10
3y + 11z = 38
Sa eliminerer vi y fra den siste likningen ved & trekke
fra andre likning ganget med 3:
r+2y—22=-5
y+32=10
22 =38

Na ser vi fra den siste likningen at vi ma ha:
z=4
Ved a sette inn det i den midterste likningen far vi:
y=10-3-4=-2

Til slutt far vi, ved a sette inn y og z i den gverste
likningen:

x=-5-2-(-2)+2-4=7
Systemet har altsa én lgsning:
=7 y=—2 z=4 A

Alle likningssystemene vi skrev opp i dette eksem-
pelet er ekvivalente med hverandre, men det siste er
mye enklere & handtere enn det vi startet med. Pro-
sessen vi utfgrte for & forenkle systemet kalles gauss-
eliminasjon, og blir neermere beskrevet i kapittel



Totalmatrisen til et system

Generelt kan et linezert likningssystem (med m lik-
ninger og n ukjente) se slik ut:

a1171 + a12T2 + - - + a1pTp = by

a21%1 + a2 + - -+ + A2 Ty = b

Am1T1 + Gm2X2 + -+ AmpTn = bm

Nar vi skal lgse et slikt system, vil vi skrive opp en
rekke nye systemer som er ekvivalent med dette, men
som er stadig enklere. Da er det ungdvendig tungvint
a skrive alle de ukjente og alle +-ene og =-tegnene
hver eneste gang. Den eneste informasjonen vi tren-
ger & ha med oss gjennom utregningen er koeffisien-
tene (a-ene) og tallene pa hgyresiden (b-ene).

Totalmatrisen til et likningssystem er en tabell som
inneholder akkurat disse tallene:

aiy a2 - Qip | by
a1 G2 -+ Q2p | b2
am1 Am?2 e Amn bm

Eksempel 1.6. Likningssystemet vi startet med i
eksempel [L.5] har fglgende totalmatrise:

1 2 —2| =51
1 5 9|33
2 5 -1 0_ A

Den loddrette streken inni matrisen er egentlig ikke
ngdvendig a ha med, men den er praktisk for a hjelpe
oss med & huske at det som star til hgyre for streken
hgrer til hgyre side av likningene.

Oppgaver

1. Hvilke av disse likningene er lineaere?
a) 14 +3y=2x+1-52

b) z+2zy+y=1

c) ‘”T“’ =z

2. Lag et linegert likningssystem med to likninger og
to ukjente som

a) ... har entydig lgsning.
b) ... ikke har noen lgsning.
¢) ... har uendelig mange lgsninger.

I hver deloppgave: Tegn grafene til de to likningene i
systemet ditt.

3. En linezer likning med to ukjente kan tegnes som
en rett linje i x—y-planet.

a) Hvordan kan vi pa tilsvarende mate se for oss en
linezer likning med tre ukjente?

b) Se pa fglgende likningssystem:
T+y+z=>5
z=3

Tegn en figur som illustrerer lgsningene av hver av
disse likningene og lgsningene av systemet.



Gausseliminasjon

Na skal vi formalisere ideene fra kapittel [T} Vi skal
se hvordan vi kan lgse et hvilket som helst linesert
likningssystem ved & skrive om totalmatrisen til sys-
temet etter bestemte regler.

Reglene for hvordan totalmatrisen kan skrives om
kalles radoperasjoner, og malet er a fa en matrise som
er pa trappeform. Denne prosessen kalles gausselimi-
nasjon.

Radoperasjoner

Fglgende tre mater a endre en matrise pa kalles rad-
operasjoner:

1. Gange alle tallene i en rad med det samme tallet
(ikke 0).

2. Legge til (et multiplum av) en rad i en annen.
3. Bytte rekkefglge pa radene.

Vi sier at to matriser er radekvivalente hvis vi kan
komme fra den ene til den andre ved a utfgre en eller
flere radoperasjoner. Vi bruker notasjonen M ~ N
for a si at to matriser M og N er radekvivalente.

Eksempel 2.1. Disse matrisene er radekvivalente,
siden vi far den andre matrisen fra den forste ved a
gange gverste rad med 4:

2 510 8 2010

1 714 1 714
Merk at vi ogsa kan ga motsatt vei: Ved a gange gver-
ste rad i den andre matrisen med 1/4 far vi tilbake

den fgrste matrisen.
Disse to matrisene er ogsa radekvivalente:

3 112 3 112
{9 57}”[0 21]
Her har vi brukt den andre typen radoperasjon: Vi la
til —3 ganger gverste rad i nederste rad for a komme
fra den fgrste matrisen til den andre. Merk igjen at
vi ogsa kan ga motsatt vei: Ved a legge til 3 ganger

gverste rad i nederste rad, kommer vi fra den andre
matrisen til den fgrste. A

Hele poenget med radoperasjoner er at det a utfgre
en radoperasjon pa en totalmatrise tilsvarer a skrive
om likningssystemet til et nytt system som er ekvi-
valent med det opprinnelige. Vi formulerer dette som
et teorem:

Teorem 2.2. Hwis to likningssystemer har radekvi-
valente totalmatriser, sa er de to likningssystemene
ekvivalente.

Bewvis. For a bevise dette, er det nok a vise at det
a gjore en radoperasjon pa totalmatrisen til et lik-
ningssystem tilsvarer & gjgre en gyldig omskrivning
av systemet selv.

Den forste typen radoperasjon — & gange alle talle-
ne i en rad med samme tall — tilsvarer a gange med

det samme tallet pa begge sider av en ligning. Litt
mer detaljert: La oss si at
ail Gig - Qi | by

er en av radene i totalmatrisen, og at vi ganger opp
denne med tallet ¢ slik at vi far:

(cain) | (cbi)

Dette tilsvarer at vi bytter ut likningen

(caﬂ) (Caig) e

a1+ g2 + -+ QinTn = b;
med den nye likningen
(ca1)xr + (cap)xa + - - + (cain)x, = cb;.

Men det er klart at hvis den opprinnelige likningen
var sann, sa ma ogsa den nye veaere det. Og siden det
ikke tillates at tallet ¢ som vi ganger med er 0, sa har
vi ogsa det motsatte: Hvis den nye likningen er sann,
sa ma ogsa den opprinnelige veere det. Altsa gjor vi
ingen endring i lgsningene av likningssystemet ved a
utfgre denne typen radoperasjon.

For den andre typen radoperasjon — legge til et
multiplum av en rad i en annen — kan vi pa tilsva-
rende mate se at den nye raden vi lager tilsvarer en
likning som ma veere sann hvis de gamle likningene
var sanne. Sett at vi legger til ¢ ganger rad ¢ i rad j.
Dette tilsvarer at vi ganger opp den i-te likningen
med ¢, og legger til resultatet i den j-te likningen.
Alle Igsninger av de gamle likningene ma da ogsa
veere lgsninger av denne nye likningen. Dessuten kan
vi komme tilbake til det gamle systemet (ved & leg-
ge til —c¢ ganger rad i i rad j), og dermed ma alle
Igsninger av det nye systemet ogséa veere lgsninger av
det gamle.

Den tredje og siste typen radoperasjon — bytte
rekkefglge pa radene — gjor apenbart ingen endrin-
ger i lgsningene av likningssystemet, siden dette bare
tilsvarer a skrive likningene i en annen rekkefglge. [

Eksempel 2.3. Vi gjentar regningen i eksempel [I.5]
denne gangen ved a utfgre radoperasjoner pa total-
matrisen til likningssystemet:

1 2 —-2|-5 (1 2 —21]-51
15 933 |~|0 3 11| 38
2 5 —-1]0 |2 5 1| 0 |
[1 2 —2| =51
~|10 3 11| 38
|01 3|10 |
[1 2 —2| =51
~10 1 31|10
| 0 3 11|38 |
[1 2 —2| =51
~l0 1 31|10
00 2|8 |

Her gjorde vi folgende radoperasjoner: Legge til —1
ganger forste rad i andre rad, legge til —2 ganger
fgrste rad i tredje rad, bytte andre og tredje rad, og
legge til —3 ganger andre rad i tredje rad.



Den siste matrisen her er pa det som kalles trappe-
form, og da er det (som vi sa i eksempel lett &
finne lgsningen. Hvis vi vil gjore det enda lettere, kan
vi fortsette med radoperasjoner til vi oppnar det som
kalles redusert trappeform:

1 2 —-2|-5 1 2 —-2|-5
01 310 ]|~]01 3110
00 2|8 |00 1] 4
(1 2 0] 3

~10 1 0]-2

|0 0 1] 4 |

1 0 0 7 ]

~10 1 0]-2

|0 0 1] 4 |

Den siste totalmatrisen her svarer til fglgende lik-
ningssystem:

x="7
y=-2
z=4

Her har vi altsa kommet helt frem til lgsningen. A

Trappeform

Vi vil na gi en presis definisjon av begrepene <«trappe-
form> og <redusert trappeforms. Da trenger vi ogsa
et annet begrep, nemlig <pivotelement.

Definisjon. Det forste tallet i en rad i en matrise
som ikke er 0 kalles pivotelementet for den raden. (En

rad med bare nuller har ikke noe pivotelement.) A

Eksempel 2.4. Se pa fglgende matrise:

3 -2 0 2
0 0 5 12
1 8 3 7
0 0 0 O

Pivotelementene her er tallet 3 i den gverste raden,
tallet 5 i den andre raden og tallet 1 i den tredje
raden. Den siste raden bestar av bare nuller, og har
derfor ikke noe pivotelement. A

Definisjon. En matrise er pa trappeform dersom
hvert pivotelement er til hgyre for alle pivotelemen-
ter i tidligere rader, og eventuelle nullrader er helt
nederst. A

Eksempel 2.5. Denne matrisen er pa trappeform:

3 7 6
01 =2
0 0 2
Pivotelementene er 3, 1 og 2, og hvert av dem er til

hgyre for alle de tidligere pivotelementene.
Denne matrisen er ogsa pa trappeform:

-2

o O

1
4
0

o o
S © ot

Denne matrisen er ikke pa trappeform fordi null-
radene ikke er samlet nederst:

3 8 2 0
0 0 0O
0 2 1 4
0 0 0 O

Denne matrisen ser <trappete> ut, men er likevel
ikke pa trappeform:

5 8 7 2
0 4 1 6
0 9 20
0 0 3 1

Grunnen til at den ikke er pa trappeform er at pivot-
elementet 9 i tredje rad ikke er til hgyre for pivotele-
mentet 1 andre rad, men rett under det isteden. A

Definisjon. En matrise er pa redusert trappeform
hvis den er pa trappeform og dessuten oppfyller:

e Alle pivotelementene er 1.
e Alle tall som star over pivotelementer er 0. A

Den siste matrisen i eksempel [2.3] er pa redusert
trappeform, og der sa vi ogsa hva som gjor redusert
trappeform nyttig: Losningen av systemet kan leses
av direkte.

Det & skrive om en matrise til trappeform ved
hjelp av radoperasjoner kalles gausseliminasjon, opp-
kalt etter den tyske matematikeren Carl Friedrich
Gauss (1777-1855). Noen velger ogsa a ha et eget
navn pa det & komme frem til redusert trappeform, og
kaller den prosessen for Gauss—Jordan-eliminasjon,
oppkalt etter Wilhelm Jordan (1842-1899). Vi tar
det ikke sa noye med den forskjellen, og sier «gauss-
eliminasjon> uansett.

(Disse begrepene er uansett historisk sett full-
stendig misvisende. Metoden som vi kaller gausseli-
minasjon var kjent i Kina for flere tusen ar siden, og
Gauss — som riktignok var et universalgeni og fant
opp mengder av flotte ting — har ikke egentlig sa mye
med den & gjgre.)

Eksistens og entydighet av lgsninger

Nar vi vil lgse et likningssystem, er det noen apenbare
sporsmal vi kan stille:

e Har systemet noen lgsning? (Eksistens)

e Hvis systemet har lgsning: Har det ogsa flere
lgsninger, eller bare én? (Entydighet)

I cksempel hadde vi et system med entydig
Igsning. Vi tar noen flere eksempler for a vise andre
ting som kan skje.

Eksempel 2.6. La oss lgse folgende system:

r— 2y=1
=5+ 10y = -1



Vi setter opp totalmatrisen og gausseliminerer:
1 =21 1 =21
-5 10 | -1 0 0 |4
Den siste matrisen svarer til fglgende system:
r+2y=1
Oz +0y=4
Likningen 0x + 0y = 4 kan ogsa skrives som 0 = 4, og

den kan ikke stemme uansett hva vi setter x og y til
a veere. Dette systemet har altsa ingen lgsning. A

Generelt er det slik at hvis vi far en rad i totalma-
trisen var pa formen

00 - 0]b,

der b er et tall som ikke er 0, sa har systemet ingen
lpsning. Denne raden svarer jo til likningen 0 = b,
som ikke kan veere sann. Hvis vi har en matrise pa
trappeform der ingen av radene er pa denne formen,
sa har systemet minst én lgsning.

Men et lineaert likningssystem kan ogsa ha mer enn
én lgsning, som vi skal se i det neste eksempelet.

Eksempel 2.7. La oss lgse folgende system:

T +3SC2 +2J}3 +31‘4 =16
T, + 319 + 323+ x4 =21
2x1 + 6x9 + 423 + 614 = 32

Vi setter opp totalmatrisen og gausseliminerer:

1 3 2 3|16 (1 3 2 3 |16
1 33 1]21|~]0 01 —-2|5
2 6 4 6|32 000 010
1 3 0 716

~]l0 01 —2|5

|00 0 010

Den siste matrisen svarer til fglgende system:

Ty + 3x9 +7x4 =6
xr3 —2x4 =5

(Her har vi ikke tatt med noen likning for nullraden
i matrisen. Det er fordi nullraden star for likningen
0z1 + 0xo + 0x3+0x4 = 0, eller med andre ord 0 = 0.
Denne likningen er apenbart oppfylt uansett hva x1,
Z9, T3 Og x4 er, sa vi trenger ikke ta den med.)

Hvis vi flytter alt unntatt x; og x3 til hgyresiden,
ser systemet slik ut:

1 = —3x0 — Txy + 6
T3 =24+ 5

Vi kan altsa finne Igsninger av systemet ved & sette
T9 og x4 til & veere hva vi vil, og deretter bruke disse
to likhetene til & bestemme 1 og x3.

Hvis vi for eksempel velger x5 = 0 og x4 = 1, sa
far vi fplgende lgsning:

r1=—3-0-7-14+6=-1

iL’QZO
23=2-1+5="7
.’1?4:1

For & beskrive alle lgsningene av systemet pa en
ryddig mate, kan vi sette zo = s og x4 = ¢, der s og t
star for to vilkarlige tall. Da er alle lgsningene gitt

ved:
Ty =-35s—Tt+6

To =S
x3=2t+5
I4:t A

Variabler som vi kan sette til hva vi vil, slik som
T9 0g x4 1 eksempelet over, kalles frie variabler.

Nar vi lgser et lineeert likningssystem, og har fun-
net ut at det har minst én lgsning, sa er det to mulig-
heter. Den ene muligheten er at vi ikke far noen frie
variabler (slik som i eksempel . Da har systemet
entydig lgsning. Den andre muligheten er at det er en
eller flere frie variabler (slik som i eksempel . Da
har systemet uendelig mange lgsninger, siden hver av
de frie variablene kan settes til & veere et hvilket som
helst tall.

Dette betyr at det ikke er mulig at vi far for eksem-
pel to lgsninger, eller tre lgsninger, og sa videre. Om
det fgrst er mer enn én lgsning, ma det veere uendelig
mange.

La oss oppsummere det vi har funnet ut om eksis-
tens og entydighet av lgsninger. For ethvert linesert
likningssystem ma én av fplgende veere sant:

e Systemet har ingen lgsning.
e Systemet har entydig lgsning.

e Systemet har uendelig mange lgsninger.

Valgfrihet

Nar vi gausseliminerer har vi en viss grad av valg-
frihet. Det som star fast er hva vi har lov til a
gjore, nemlig de tre typene radoperasjoner, og hva
vi vil ende opp med, nemlig (redusert) trappeform.
Ngyaktig hvordan vi bruker radoperasjoner for a
komme frem kan vi velge selv.

Vi tar et enkelt eksempel for a illustrere dette.

Eksempel 2.8. Anta at vi vil gausseliminere denne
totalmatrisen:

N N
LS |

1
0
4

Tt Ww O
© 0o N

Her er vi ngdt til & bytte gverste rad med en av de
to andre for & fa pivotelementet i fgrste rad pa riktig
sted. Men vi velger selv hvilken av de to radene vi vil
flytte til toppen. A

Vi har ogséa noe frihet nar det gjelder valg av frie
variabler.

Eksempel 2.9. I eksempel endte vi opp med at

de to variablene x5 og x4 var frie. Men vi kunne ogsa

ha valgt a la z1 og 3 veere frie, som vi skal se na.
Vi hadde forenklet systemet til folgende:

I :7312*7.%44’6
T3 =2T4+5



Vi kan lgse den andre likningen her for x4 og fa:

7.%3*5
2

Tyq

Deretter kan vi sette inn dette i den fgrste likningen
og lgse for zo:

71’1*7%44’6
ey
_—1‘1—%(1‘3—5)4—6
B 3
1 7 +47
=—-T — —
37167 6

Hvis vi na lar 1 = s og x3 = t, sa har vi fslgende
generelle lgsning:

xr1 =S
b LT, 4T
3 6 6
T3 =
1 5)
$4:§$3—§

Dette ser annerledes ut enn det vi fikk i eksempel [2.7]
men det beskriver ngyaktig de samme lgsningene.
(Du kan for eksempel sjekke at hvis vi her setter
s=—1ogt=7,safar vi den samme lgsningen som

da vi valgte 2 = 0 og x4 = 1 i eksempel . A

Oppgaver

1. Hvilke av disse matrisene er pa trappeform? Hvilke
av dem er pa redusert trappeform?

a)1500
0 0 01

10
b) [0 1
0 -1
02 1
c) [0 0 4
00 0
000
d) [0 0 0
000

2. Lgs likningssystemene.
2 — 4y + 9z = 38
a) dr — 3y + 8z = —26
—2x+4y—2z=17

z+3y+ 62=4
b) ¢ 2z+48y+ 162z =38
2z + 6y + 122 =8
r+2y—z=1
c) (2x+3y—z=-1
Jx+4y—z2=1

3. Er fglgende to likningssystemer ekvivalente? Be-
grunn svaret ditt.

=1 =1
r+y=2 y=1
r+y+z2=3 z=1

4. Er fglgende to matriser radekvivalente? Begrunn
svaret ditt.

1 0 01 0 0 1|1
1 1 01 0 1 1|1
11 11 11 11

5. La (1,2), (2,3) og (3,5) veere tre punkter i planet.
Vi skal finne et andregradspolynom ax? + bx + c slik
at grafen gar gjennom de tre punktene.

5 *(3,5)
4
3 (2,3)
21 e(1,2)
1
~1 1 2 3 4 5

a) Sett opp et lineeert likningssystem for a, b og c.

b) Lgs systemet, og finn andregradspolynomet som
gar gjennom alle punktene.

c) Sjekk at svaret ditt i b) er riktig.

6. Anta at vi har et likningssystem med m likninger
og n ukjente. Hvilke av de ni forskjellige tilfellene i
fglgende tabell er mulige?

m<n| m=n|m>n

ingen lgsninger

én lgsning

uendelig mange lgsninger

7. Se pa likningssystemet

ax+by=m
cx+dy=n

der a, b, ¢, d, m og n er konstanter, og vi antar at
ad # be.

Hvor mange Igsninger har systemet? Finn
lgsningen(e) uttrykt ved a, b, ¢, d, m og n.

Hint: Start med a (i) multiplisere forste rad med d
og andre rad med b, eller (ii) multiplisere fgrste rad
med ¢ og andre rad med a. Ta hensyn til at noen
variabler kan veere null.

8. Vis at folgende pastander er sanne for alle matriser
M, N og L:

a) M~ M.

b) Hvis M ~ N, sa: N ~ M.

c) HvisM ~Log L~ N,sa: M ~N.



Vektor- og matriselikninger

I denne uken skal vi bruke enkel vektorregning til a
analysere linezere ligningssystemer. Vi skal ha et spe-
sielt fokus pa R3, for det gar an & visualisere; klarer
man det, gar det lettere a abstrahere til R™. Senere i
kurset skal vi se hvordan noen av konseptene under
kan generaliseres, slik at vi kan konstruere teori som
kan behandle matematiske emner som tilsynelaten-
de ser veldig forskjellige ut, men fglger akkurat de
samme lovene.

Vektorregning

Inntil videre skal vi skrive vektorer pa hgykant

T
T2

Ln

kalt sgylevektor. Du kan ogsa tenke pa dette som et
punkt i R™. De to viktigste regnereglene for vektorer
er skalarmultiplikasjon

axry
axro
ax = | .
axy
og vektoraddisjon
1 Y1 1+
X2 Y2 T2 + Y2
Xt+ty=|.|+|.]|= .

En sammensetning av disse to operasjonene

X Y1 az1 + by

Z2 Y2 axs + byz
ax+by=a| . |+b]|.]| = .

Ty Yn axy + byn

kalles en lineerkombinasjon. Skalarene a og b kalles
vekter. Hvis vi har m vektorer x;, definerer vi det
lineere spennet, eller

Sp{Xl,Xz, ~-~7xm}

som alle linezerkombinasjoner av vektorene, altsa alle
vektorer pa formen

a1X1 + a9Xg + ... + QX -

Eksempel 3.1.

A

Eksempel 3.2. Spennet til vektorene i eksemplet
over, er alle vektorer pa formen

1 4
al2] +b|5
3 6

Vektorligninger

Ved & ta i bruk lineserkombinasjon, kan vi skrive lig-
ningssystemet fra forrige uke

r+2y—2z=-5
x4+ 5y +9z =233
2v4+by— z=0

som vektorligningen

1 2 -2 -5
x|l +y 5] +2]| 9| =133
2 5 -1 0

Dette gir oss en ny mate & se ligningssystemer pa:
oppgaven er & finne vektene x, y og z slik at sgylene
i matrisen lineserkombineres til & bli lik hgyresiden.

Eksempel 3.3. Lgsningen til systemet over er

x 7
yl = -2
z 4
og du kan verifisere at
1 2 —2 -5
711 —2|5|+4| 9| =133
2 5 -1 0

Matriseligninger

Produktet av en n x n-matrise og en sgylevektor i R™
defineres som fglgende lineszerkombinasjon av matri-
sens s@yler

ay - Qi T1 ai a2
T2 a21 a22
=1 | . |+T2 + Ty,
anl o Qpp
an1l an2
Eksempel 3.4.
1 2 =2 7 1 2 —2
1 5 9 2| =711 =2 |5[+41| 9
2 5 -1 4 2 5 -1

A

Na& kan vi skrive ligningssystemet fra forrige uke som

1 2 =2| [z -5
1 5 9 ro| = | 33
2 5 -1 |z3 0
Dersom vi skriver
1 2 -2
A=11 5 9|,
2 5 -1
Tl
X = |X2

A1n
a2n

Ann



og
-5
b=|33],
0

kan vi innfgre den kompakte notasjonen

Ax = b.

Eksistens og entydighet av lgsninger 11

Ligningssystemer deler seg naturlig i tre kategorier;
de som har en unik lgsning, de som har ingen lgsning,
og de som har uendelig mange lgsninger. Vi skal na
gi en geometrisk illustrasjon av hva som skjer i de
forskjellige tilfellene.

Eksempel 3.5. Hvis vi utfgrer Gauss-eliminasjon pa
systemet

(2 3 4] [x1] (4]

3 4 5| |zo| = |5],

14 5 6] |73 13 ]
far vi

(2 3 4] [x1] (4]

0 1 2] |ao| =12

_0 1 2_ _373_ _5_

De to nederste linjene sier at xo+2x3 skal veere bade 2
og 5. Dette er apenbart umulig, og systemet har ingen
lpsning. Grunnen er at sgylene ligger i samme i plan
i R3, og siden hgyresiden ikke ligger i dette planet,
er det umulig & skrive den som en linezerkombinasjon
av disse vektorene. A

Eksempel 3.6. Hvis vi derimot utfgrer Gauss-
eliminasjon pa systemet

2 3 4| |z 9

3 4 5| |ao| = |12],

4 5 6 I3 15
far vi

2 3 4 X1 9

01 2 T2 | = 3 ,

0 1 2| | 3

Na er to nederste linjene identiske. Sgylene i matrisen
ligger som kjent i samme plan i R3, men n4 ligger til-
feldigvis hgyresiden ogsa i dette planet, og systemet
kan derfor lgses. Hvis du gnsker & skrive en vektor i
et plan som en lineserkombinasjon av tre andre vek-
torer i samme plan, har du uendelig mange mater a
gjore det pa, og derfor har ligningssystemet uendelig
mange lgsninger. A

Eksempel 3.7. Ligningssystemet

1 2 —2] [=y -5
1 5 9| |z =133
2 5 —1| |as 0

har som kjent en unik lgsning. Vi sier at sgylene spen-
ner ut R3, siden alle punkter i R? kan skrives som en
unik lineszerkombinasjon av dem. Merk at sgylene i
matrisen danner et parallellepiped med volum 2. A

Du kan avgjgre hvorvidt tre vektorer i R3 ligger i
samme plan ved & beregne volumet til parallellepipe-
det spent ut av de tre vektorene. Dersom volumet blir
0, ligger de i samme plan. Dersom sgylene i matrisen
A kalles a;, a; og agz, kalles dette volumet determi-
nanten til A, og er gitt ved

det A = a; -ay X as.

Eksempel 3.8.
2 3 4

det |3 4 5| =0.
4 5 6

A

Presise kriterier for nar et ligningssystem har én, in-
gen, eller mange lgsninger, far vi ikke uten litt mer
matematisk maskineri. Men et mentalt bilde av 3 x 3-
systemer kan vi lage oss.

e Hvis matrisens sgyler danner et parallellepiped
har systemet en unik lgsning uansett hgyreside.

e Hvis matrisens sgyler ligger i samme plan, og
hgyresiden ikke ligger i dette planet, har syste-
met ingen lgsning.

e Hvis matrisens sgyler ligger i samme plan, og
hgyresiden ligger i dette planet, har systemet
uendelig mange lgsninger.

En forsmak pa lineser uavhengighet

Hvis man har en samling vektorer, sier vi at de er
linegert avhengige dersom en av vektorene i samlingen
kan skrives som en lineszerkombinasjon av de andre,
for eksempel dersom tre vektorer i R3 ligger i samme
plan.

Eksempel 3.9. Hvis du utfgrer gausseliminasjon pa
systemet

2 3 4 0]

3 45 0

4 5 6 0]
far du _ _

2 3 40

01 2 0

10 0 0 0]
altsa at

20 +3y+42=0
y+22=0"

setter vi z = s, far vi y = —2s av den siste ligningen,

og x = s av den fgrste, slik at

X1 1
To| =s |2
I3 1

er en lgsning av systemet for vilkarlige s. Dette be-
tyr at sgylene i den opprinnelige matrisen er linesert
avhengige. Vi dobbeltsjekker:

2 3 4 0
3| —2 (4| + [5] = 1|0
4 ) 6 0




Oppgaver

3 _
1.Lau—[2] 0gv-[1

a) Regn ut u+v og gu—2v.

} vaere to vektorer i R2.

b) Tegn en figur som viser vektorene u, v, u+v og

%u — 2v i planet.

2. Skriv alle ligningssystemene fra oppgave 2.2 i
gving 1 som
a) ...vektorlikninger.

b) ...matriselikninger.

3. Lgs ligningen Ax = b for

a)

01 1000 1 0
000O0T1O01 0
A=10 0000 1 1" P=lo
000O0O0GO0O0 0
b) 1 2 3 -3
2 3 4 -7
A=13 4 5|0 P=|_3
4 5 6 0
c) 8 -7 0 -3
-8 -7 3 -7
A=1_4 5 s|° P=|_3
6 6 —4 0

4. Finn ut om en vektor er en lineserkombinasjon av
de andre:

a)

b)

5. Finn en vektor som ikke er en linezerkombinasjon
av:

a)

1] [4
51,18
-3| |4
b)
17 2] [3
2| 3] |4
30 |4] |5
4| |5] (6
c)
81 [-7] [o
~8 [-7| |3
4|75 |-8
6| [ 6] |4
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6. Er _g|en lineserkombinasjon av vektorene i
0

a) ...oppgave 5. a)?

b) ...oppgave 5. b)?

c) ...oppgave 5. c)?

7. Finn en tredje vektor i samme plan som disse to

vektorene:
-3 8
-7 og -8
-3 —4

8. La v og w veere disse vektorene i R?:

-3 8
v= -7 og w=|-8
-3 —4
Finn en vektor
Uy
u= |U
us

slik at u, v og w spenner ut R3, og lgs likningen
zu+yv + 2w = 0.

9. La p og q vaere folgende polynomer:
p(x) =2> + 52 -3
q(z) = 42® + 18z + 4

a) La s veere polynomet s(z) = 22 + 8z + 2. Finnes
det konstanter a og b slik at

s(z) =a-p(x)+b-q(z)

for alle z?

b) Finn et andregradspolynom t som oppfyller
fglgende: For hvert andregradspolynom r skal det vee-
re mulig & finne konstanter a, b og c¢ slik at

r(z) =a-px) +b-q(z) +c-t(z)

10. La m < n. Kan m vektorer spenne ut R™?



Matriser

Na har vi fatt erfaring med a bruke matriser i et par
forskjellige sammenhenger. Vi har lert a lgse et li-
nezrt likningssystem ved & sette opp totalmatrisen
til systemet og gausseliminere den (ved hjelp av rad-
operasjoner pa matrisen), og vi har sett at et linesert
likningssystem kan skrives pa formen

Ax=Db

der vi har samlet alle koeffisientene i matrisen A. For
a fa denne likningen til & gi mening, definerte vi hvor-
dan vi kan gange en m x n-matrise med en vektor i R
og fa ut en vektor i R™.

I tillegg til dette matrise—vektor-produktet finnes
det en hel rekke andre aritmetiske operasjoner vi kan
utfore pa matriser. I dette kapitlet tar vi en grundig
gjennomgang av disse operasjonene.

Definisjoner og notasjon

En m X n-matrise er en rektanguleer tabell med tall
som har m tall i hgyden og n tall i bredden:

ail a2 A1n
a21 az2 A2n
Am1 Am?2 Amn

Kolonnene 1 matrisen er fglgende kolonnevektorer:

aii @12 A1n
a21 a22 a2n
Am1 Am2 Amn,

Radene i matrisen er fglgende radvektorer:

[an ai2 aln}
[021 a2 a2n}
[aml am2 amn]

Eksempel 4.1. Her er et eksempel pa en 2 x 3-

matrise:
5 0 -2
3 1 4

Kolonnene i denne matrisen er:
5 0 -2
300 1 % |4

5 0 —2f

Radene er:

og [3 1 4 A

Noen ganger har vi en liste med kolonnevektorer,
si

Vi, V2, ..., Vp,

og vil lage en matrise som har disse vektorene som

kolonner. Den matrisen kan vi skrive slik:

[Vl V2 V’n}

Hvis vektorene ligger i R™, blir dette en m X n-
matrise.
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Eksempel 4.2. La
2 1
vi= |0 og v = |1
4 2

veere to vektorer i R3. Matrisen [vl VQ] med disse
vektorene som kolonner blir da fglgende 3 x 2-matrise:

[vl VQ] = A

(NI V]
= O =

Pa samme mate kan vi, hvis vi har en liste med

radvektorer
ry, r's, ..., Iy,

lage en matrise
r
r2

I'm
med disse vektorene som rader.
Eksempel 4.3. La

r3 = [2 1] s

rgz[l O] og r3:[2 4]

vaere tre radvektorer. Da har vi:

r 2 1
ro| = 1 0 A
rs 2 4

Noen ganger vil vi bruke tilsvarende notasjon for a
bygge opp en matrise av andre matriser, eller av en
kombinasjon av matriser og vektorer.

Eksempel 4.4. La A og B vaere matriser, og v en
vektor, slik som dette:

3 1 5 9 2 6
A=10 2 B=|-1 5 4 v=38
71 10 0 3 )

Da kan vi skrive [A B V] for matrisen som inne-
holder alle tallene fra disse tre satt ved siden av hver-
andre:

31 5 92 6
[A B v]={0 2 -1 5 4 8 A
71 10 03 -5

En n X n-matrise, altsa en matrise med like mange
rader og kolonner, kaller vi for en kvadratisk matrise.
For eksempel er matrisen B i eksempel [£.4] en kvad-
ratisk matrise, mens A ikke er det.

Produkt av matrise og vektor

La

A= [a1 as an]



veere en m X n-matrise med vektorene aj, as, ..., a,
som kolonner, og la

veere en vektor 1 R™. Vi definerer produktet Av av A
og v som lineserkombinasjonen av kolonnene i A med
tallene i v som vekter:

Av = ajvy +agvg + - +a,vu,

Merk at produktet Av bare er definert nar bredden
av matrisen A er lik hgyden av vektoren v.

Eksempel 4.5. Vi regner ut produktet av en 2 x 3-
matrise og en vektor i R3:

5 0 -2 5 0 -2

I P R R P
(5240 (=1)+(-2)-3
T 3:241-(-1)+4-3
T4
7_17

Merk at resultatet blir en vektor i R2. A

Nar vi skal regne ut et produkt Av av en matri-
se og en vektor, trenger vi ikke egentlig & skrive opp
linezerkombinasjonen av kolonnene i A med vekter
fra v slik som vi gjorde i eksempelet over. Den and-
re linjen av utregningen i eksempelet viser en mer
direkte mate a komme frem pa: Tallet som skal vee-
re pa forste posisjon i resultatvektoren far vi ved a
gange tallene fra forste rad i A med tallene i v, og
legge sammen resultatene. Tallet pa andre posisjon i
resultatvektoren far vi pa samme mate fra andre rad
iA.

Generelt har vi at dersom

a11 a12 o Qln U1

a21 a22 ctt G2n V2
A= og V= ,

Aml Am2 **° Omn Un,

sa kan vi regne ut produktet Av pa fglgende mate:

1101 + a12V2 + - -+ + A1pUp
2101 + Q2202 + - -+ + A2pUp
Av =
Am1V1 + Am2U2 + -+ AmnUn

(Det er ikke vanskelig a se at dette folger fra defini-
sjonen av Av.)

Teorem 4.6. Hvis A er en m X n-matrise, v .og w
er vektorer i R™ og ¢ er et tall, sa har vi folgende
likheter:

A(v+w)=Av + Aw og A(ev) = c(Av)

Eksempel 4.7. La A og v vaere fglgende matrise og
vektor:

2

5 0 -2
A[?) 1 4} og v= —31

I eksempel [L.5] regnet vi ut produktet Av. Men hva
om vi har lyst til & gange A med vektoren (8, —4,12)?
Siden denne vektoren er lik 4 - v kan vi bruke teo-

rem og fa:

8

A I;l =A-(4-v)=4-(A-v)=4- [147] - Llig}

Altsa: A ganget med vektoren 4v er det samme som
4 ganger vektoren Av. VAN

Det er verdt a merke seg hva som skjer hvis vi
ganger en matrise med en vektor der ngyaktig ett av
tallene er 1, og resten er 0. La oss teste dette med en
eksempelmatrise:

Eksempel 4.8. Vi ganger 2 x 3-matrisen

5 0 -2
A= {3 1 4 ]
med de tre vektorene
1 0 0
e;=|0], e = |1 og e3= (0
0 0 1

og far folgende:

(5
A81 = -3:|
[0
Aeg = -1:|
[—2
Ae3 = i 4 :|
Resultatene ble altsa de tre kolonnene i A. A

Generelt har vi at hvis A er en m X n-matrise, og
ey, €y, ..., e, er vektorene i R" som er slik at e; har
et 1-tall i sin i-te koordinat og bare 0-er ellers, sa er

Aey, Aes, ..., Ae,

ngyaktig samme vektorer som kolonnene i A.

Sum og skalering av matriser

La A og B veere to m X n-matriser:

air -0 Gin bin -+ bin

a1 -+ QA2n bar o+ bop
A=| . B=

am1  ** OGmn bml o b'mn

Vi definerer summen A + B pa den mest apenbare
maten — vi legger sammen tallene fra de to matrisene
i hver posisjon, og far en ny m X n-matrise:

a1 +bi1 a2 +bi2 G1n + bin

a1 + ba1 a22 + baa a2y, + ban
A+B =

Am1 + bml Am2 + bm2 Amn + bmn



Produktet av et tall og en matrise defineres ogsa pa
den apenbare maten — vi ganger med tallet pa hver
plass i matrisen:

Cc-ail C-aiz C-Q1n

C- a1 C- Qa2 C- agn
cA =

C-Qml C*Qm2 C: Amn

Teorem 4.9. Hvis A og B er mXn-matriser, v er en
vektor i R™ og c er et tall, sa har vi folgende likheter:

(A+ B)v=Av + Bv 0g (cA)v = c¢(Av)

Vektorer som matriser

Hittil har vi snakket om vektorer og matriser som to
forskjellige slags ting, men vi kan ogsa velge a se pa
vektorer som et spesialtilfelle av matriser der enten
hgyden eller bredden er 1.

En kolonnevektor

kan vi tenke pa som en m X 1-matrise, og en radvektor

[wl w2 wn]

kan vi tenke pa som en 1 X n-matrise.

Eksempel 4.10. La v og w veare henholdsvis en
kolonnevektor og en radvektor:

w=1[2 3 1]

Vektoren v kan vi ogsa se pa som en 3 x l-matrise,
og vektoren w kan vi se pa som en 1 x 3-matrise.
Hvis vi velger a tenke pa w som en matrise og v
som en vektor, sa kan vi gange dem sammen med den
vanlige regelen for produkt av matrise og vektor:

5

w-v=[2 3 1]-|-2

4
=[2-5+3-(-2)+1-4] = [g]

Resultatet blir vektoren [8] i R!. En vektor i R
bestar av kun ett tall, og vi vil vanligvis si at en slik
vektor er det samme som det ene tallet. Med andre
ord kan vi slgyfe klammene og ganske enkelt skrive:

w-v=2_. A

Generelt har vi at produktet av en radvektor og en
kolonnevektor er gitt ved folgende uttrykk:

U1

['wl w2 wn} : = W1V Fwav2+- - FWRV,

Un

(Merk at det ma veere like mange tall i radvektoren
som i kolonnevektoren for at vi skal kunne gange dem
sammen. )
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Matrisemultiplikasjon

N&a kommer vi til den mest spennende av de aritme-
tiske operasjonene vi kan gjgre med matriser, nemlig
matrisemultiplikasjon.

Det er litt mer komplisert & beskrive hvordan vi
multipliserer matriser enn hvordan vi summerer dem.
Det er imidlertid en god grunn til at det er slik. Vi
kunne valgt a definere multiplikasjon av matriser pa
tilsvarende mate som sum, men det ville ikke blitt
spesielt nyttig. Vi vil nemlig at matrisemultiplikasjon
skal oppfare seg pent sammen med multiplikasjon av
matriser med vektorer. Spesielt vil vi at fglgende lik-
het skal holde:

(AB)v = A(Bv)

Vi vil altsa at vi fritt skal kunne flytte parentesene,
akkurat slik vi kan gjgre med et produkt av tre tall.

Hvordan kan vi definere produkt av matriser slik
at dette fungerer? La oss fgrst se pa et eksempel.

Eksempel 4.11. La A og B vere fglgende to 2 x 2-

matriser:
3 =5 4 3
O A B

Vi har lyst til & finne matrisen AB som skal veere slik
at (AB)v = A(B(v)) for alle vektorer v i R
Na er det lurt & se pa de to spesielle vektorene

ol = [

Vi vet fra tidligere at hvis vi ganger en 2 x 2-matrise
med en av disse vektorene, sa far vi ut den forste eller
den andre kolonnen i matrisen.

Vi regner ut:

1

2 -
1 3 —-5| |4 2
a(zlo)) =2 7] -2

Det vi er ute etter er at AB skal veere slik at

(AB)v = A(Bv)

for alle vektorer v. Spesielt ma vi da ha:

an o] =4 (2 [i] ) = [

Men det a gange med vektoren

1
0
er det samme som a plukke ut forste kolonne av ma-

trisen, sa vi har na funnet ut at forste kolonne i ma-
trisen AB ma vere:



P& samme mate finner vi andre kolonne i AB:
[0] 3
o] =[]

0 3 —5| (3 4
A(el])-6 70 - [
[0] 0 4
3 -2 (e ) -
Dette betyr at andre kolonne i AB ma veere:

4
13

Dermed kommer vi frem til at produktet av A og B

er:
AB:[Q 4} A

_= O

22 13

La oss na generalisere det vi gjorde i eksempelet.
Forelgpig ser vi pa generelle 2 x 2-matriser, og sa tar
vi det helt generelle tilfellet, med matriser av vilkarlig
stgrrelse, etterpa.

La A og B veere to 2 x 2-matriser, og la

orl] o

vaere de to spesielle vektorene vi brukte i eksempelet
over. La by og bs veere kolonnene i B, slik at vi har:

B= [bl bz]
Pa samme mate som i eksempelet far vi na:

(AB)e1 = A(Bel) = Ab1
(AB)GQ = A(Beg) = Ab2

Dette betyr at forste kolonne i matrisen AB ma vee-
re Aby, og andre kolonne méa veere Ab,. Vi far altsa:

AB = [Abl Abg]
Hvis vi lar a; og as veere radene i A, sa gir dette oss

at:
aib; a1b2]

a2b1

A= b e

For a virkelig gjore dette detaljert, kan vi skrive opp
ngyaktig hvordan vi finner hvert tall i AB ut fra hvert
enkelt av tallene i A og B. Hvis

bi2

baz2 |’

a12] og B— [bu
a11bi2 + a12b22:|

sa far vi:

@22 b1
ag1b12 + a21b2

ai1b11 + a2
AB =
lelbll + a2b21

Merk hvordan dette siste uttrykket er bygd opp. Nar
vi skal finne tallet som skal sta pa en bestemt posisjon
i AB, gar vi bortover den tilsvarende raden i A og
samtidig nedover den tilsvarende kolonnen i B. Vi
ganger sammen tallene vi finner i A med de vi finner
i B, og legger sammen disse produktene.

Alt det vi gjorde na fungerer helt tilsvarende nar vi
gar til stgrre matriser enn 2 x 2. Men for at det skal ga
an a gange sammen to matriser A og B, ma de veere
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<kompatibles i stgrrelse. Vi finner produktet AB ved
a kombinere rader fra A med kolonner fra B, og for
at dette skal ga an, ma lengden av radene i A veere
lik lengden av kolonnene i B. Det vil si at bredden
til A ma veere lik hgyden til B.

Basert pa det vi har gjort na lager vi en generell
definisjon av matrisemultiplikasjon.

Definisjon. La A veere en m X n-matrise med rader

ai, asz, ..., a;,, og la B vaere en n X p-matrise med
kolonner by, bg, ..., by:
a;
a
A= B = [bl b, bp]
anm,

Da er produktet av A og B en m X p-matrise definert
ved:

a1b1 ap b2 ap bp
a2b1 as b2 agbp

AB=| . o ) A
a,,b; a,;,b> a,b,

Hvis vi lar A og B veere som i definisjonen, kan vi
ogsa skrive produktet slik:

AB = [Ab, Ab, Ab,)]

Eksempel 4.12. La A og B og C vere folgende
matriser:

2 1
5 0 -2 1 2
A‘{s 1 4] b= é 2 C‘L& 4]

Siden A er en 2 x 3-matrise og B er en 3 X 2-matrise,
er AB en 2 x 2-matrise. Vi regner ut denne matrisen
ved a bruke definisjonen:

B [5-2+0-1+(—2)-2 5-1+0-0+(—2)-4}

3-2+1-1+4-2 3-1+1-04+4-4
|6 =3
|15 19
Hvis vi ganger sammen de samme to matrisene i mot-
satt rekkefglge, far vi en 3 x 3-matrise:

[2-5+1-3 2:04+1-1 2-(=2)+1-4
BA=|1-540-3 1-0+0-1 1-(-2)40-4
2-5+4-3 2:04+4-1 2-(-2)+4-4
(13 1 0
=[5 0 -2
22 4 12

Produktet av matrisene B og C blir en 3 X 2-matrise:

5 8
BC=1|1 2
14 20

Men produktet C'B er ikke definert, siden C er en
2 x 2-matrise og B en 3 x 2-matrise.

Vi kunne ogsa regnet ut for eksempel C'A, men AC
er ikke definert. A



Vi kan na legge merke til at matrisemultiplikasjon
— i motsetning til multiplikasjon av vanlige tall — ikke
er kommutativt. Det vil si at faktorenes rekkefglge
spiller en rolle: AB er ikke ngdvendigvis det samme
som BA.

Vi ma altsa passe pa at vi ikke av gammel vane
bytter om faktorene nar vi jobber med et produkt av
matriser. Men mange andre regneregler fungerer like
bra med matriser som med tall. Vi tar et teorem med
noen regneregler for matrisemultiplikasjon.

Teorem 4.13. La A, B og C veere matriser, v en
vektor, og c et tall. I hver del av teoremet antar vi
at stgrrelsene pa matrisene og vektoren er slik at alle
operasjonene som brukes er definert.

(a) Matrisemultiplikasjon er en assosiativ opera-
sjon:

A(BC) = (AB)C
Et spesialtilfelle av dette er folgende:
(AB)v = A(Bv)

(b) A skalere et matriseprodukt er det samme som d
skalere én av faktorene og deretter multiplisere:

(cA)B = ¢(AB) = A(cB)

(¢) Matrisemultiplikasjon distribuerer over addisjon
av matriser:

A(B+C) = AB+AC og (A+B)C = AC+BC

Transponering

Vi har hittil snakket om aritmetiske operasjoner pa
matriser som tilsvarer operasjoner vi kan gjgre med
tall: addisjon og multiplikasjon. Operasjonen transpo-
nering, derimot, er helt spesiell for matriser, og gar
ut pa at vi bytter om rader og kolonner.

Definisjon. La

ai1 a2 A1n

a1  a22 a2n
A= | . )

Am1 Am2 Amn

veere en m X n-matrise. Den transponerte av A er
n X m-matrisen

ay;  az21 am1
AT a2 a2 Am?2
A1p  A2n Qmn

der radene og kolonnene i A er byttet om.

Eksempel 4.14. Hvis vi lar A veere matrisen
5 0 -2
A= {3 1 4 ] ’

sa er den transponerte av A gitt ved:

5 3
AT=10 1
-2 4
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Hvis vi transponerer denne matrisen igjen, sa kom-
mer vi tilbake til utgangspunktet:

(AT =4 A

Vi tar med noen regneregler for transponering.

Teorem 4.15. For enhver matrise A har vi at a
transponere to ganger gir den opprinnelige matrisen:

(A1) =4

Hvis A og B er matriser sik at produktet AB er defi-
nert, sa er den transponerte av produktet lik produktet
av de transponerte, i motsatt rekkefolge:

(AB)" =BT - AT

Identitetsmatriser

Nar vi ser pa multiplikasjon av tall, sa er det ett
bestemt tall som oppferer seg helt spesielt, nemlig
tallet 1. Tallet 1 oppforer seg som et identitetselement
med hensyn pa multiplikasjon. Det betyr at a gange
med 1 ikke endrer noe. Hvis vi starter med et hvilket
som helst tall, og ganger det med 1, sa far vi bare det
samme tallet som resultat:

a-1=a

Finnes det noe tilsvarende som dette i verdenen av
matriser og matrisemultiplikasjon? Med andre ord:
Finnes det en matrise I slik at

A-IT=A

for alle matriser A?

Det er ganske tydelig at det ikke gir mening a stille
akkurat det spgrsmalet, for det gar ikke an &a finne
én matrise I som er slik at produktet Al er definert
for alle matriser A av alle mulige stgrrelser.

Sa vi ma begrense oss til & se pa matriser av én
stgrrelse om gangen. Dessuten ma vi huske pa at ma-
triseproduktet ikke er kommutativt, sa Al og I A er
ikke ngdvendigvis det samme. For & si at I er et iden-
titetselement vil vi at bade AI og I A skal bli lik A.

Det viser seg at a finne identitetselementer bare er
mulig hvis vi dessuten begrenser oss til kvadratiske
matriser. Da kan vi reformulere spgrsmalet vart slik:

Finnes det en n x n-matrise I,, som er slik at

AL, =A=1,-A

for alle n x n-matriser A?
Det er ikke vanskelig & se at denne matrisen opp-
fyller egenskapene vi er ute etter:

100 - 0
010 -0
=001 0
000 - 1

n X n-matrise

Matrisen I,, er en n X n-matrise der det er 1-tall langs
diagonalen mellom gverste venstre hjgrne og nederste
hgyre hjgrne, og bare 0 ellers. Den kalles identitets-
matrisen av stgrrelse n.



Eksempel 4.16. Identitetsmatrisen av stgrrelse 2

er:
1 0
b=

Vi sjekker enkelt at vi kan gange en hvilken som helst
2 x 2-matrise med I, til venstre eller hgyre, uten at
noe endres:

ain az| |1 0] _ [a11-14+a12-0 a;;-0+ap-1
21 Aa22 0 1 _a21~1—|—a22-0 a21~0—|—a22~1
_[an e
|a21  ag2
1 0] a1 a2 _ _1~a11—|—0-a21 1-a12+0-as
0 1| |as1 a99 _O~a11—|—1-a21 0-ai2+1-ao9
_fan a
la21  ag2

Vi ser altsa at identitetsmatrisen Iy oppferer seg som
et identitetselement med hensyn pa multiplikasjon av
2 X 2-matriser. A

Vi ser ogsa at det a gange en identitetsmatrise med
en vektor ikke endrer vektoren. Altsa: Hvis v er en
vektor i R", sa er

I, -v=v.

Mer generelt har vi at om vi ganger en identitets-
matrise med en hvilken som helst matrise som den
kan ganges med, sa far vi den matrisen som resultat.
Altsa: Hvis A er en m X n-matrise, sa har vi:

In A=A=A-1,

Potenser av matriser

Hvis A er en kvadratisk matrise, sd kan vi gange A
med seg selv. Vi definerer potenser av A pa tilsva-
rende mate som potenser av tall:
A2 =A. A,
A3=A-A- A,
og sa videre. Generelt definerer vi at A opphoyd i
n-te er produktet av A med seg selv n ganger:
A" — A- A A
S ——
n ganger
Et spesielt tilfelle er a opphgye i 0-te. For tall har vi
definert at a® = 1. Men vi vet jo at for matriser spiller
identitetsmatrisen den samme rollen som 1 gjgr for

tall. Derfor definerer vi at en n X n-matrise opphgyd
i 0-te blir identitetsmatrisen av stgrrelse n:

A =1,

Inverser

For multiplikasjon av tall har vi identitetselemen-
tet 1, og vi har dessuten inverser. Gitt et tall a finnes
et tall b, inversen til a, som er slik at

a-b=1.

|
|
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Inversen til a er selvfglgelig bare tallet 1/a. For ek-
sempel: Inversen til tallet 5 er 1/5, og inversen til 3/4
er 4/3.

Kan vi pa tilsvarende mate finne inverser til ma-
triser? Igjen begrenser vi oss til a se pa kvadratiske
matriser, og spgrsmalet blir: Gitt en n x n-matrise A,
finnes det en matrise B som er slik at likhetene

A-B=1,=B-A

er oppfylt?
Vi tar et eksempel for & se hvordan noen slike ma-
triser kan se ut.

Eksempel 4.17. La A og B vare fglgende 2 x 2-
matriser:
4 o]

A= 1

o B=T4ls o

Da kan vi regne ut at

4 2] [-1/2 1] _[1 o] _
A-B= 3 —1] {3/2 2] B {o 1} =1
og
=12 1) 4 2] _[1 0] _
B-A= [—3/2 2} {3 —1} - [0 1} =L
Disse matrisene oppfyller altsa likhetene
A-B=I,=B-A. A

Vi definerer begrepet <inverss> ved a bruke disse
likhetene.

Definisjon. La A veere en n X n-matrise. En invers
til A er en n X n-matrise B som er slik at

A-B=1,=B-A.
En matrise er inverterbar hvis den har en invers. A

Denne definisjonen gir opphav til noen apenbare
spgrsmal:

e Finnes det kvadratiske matriser som ikke har
noen invers? (Vi har gitt et eget navn, <inverter-
bar>, til matriser som har invers. Dette hinter
ganske sterkt om at det bgr finnes matriser som
ikke har invers ogsa.)

e Kan en matrise ha mer enn én invers?

Vi kan ganske enkelt besvare det fgrste spgrsmalet
ved & se pa et eksempel.

Eksempel 4.18. Er matrisen

1 1
A=]o )
inverterbar?
La oss skje hva som skjer hvis vi antar at det finnes
en matrise
bir b2
B =
[bm bao

som er en invers til A. Da ma vi ha at AB = I, altsa:

1 1] b bia] 10
001)21[)22701



Men produktet pa venstre side her er:

b1 +ba1 biz + bao
0 0

Dermed far vi (ved a se pa tallene nederst til hgyre i
matrisene som skal vaere like) at 0 = 1, noe som ikke
er mulig. Det kan altsa ikke finnes noen slik B som
er en invers til A, sa A er ikke inverterbar. A

La oss na ta for oss spgrsmalet om hvorvidt samme
matrise kan ha flere inverser. Svaret er at det kan den
ikke, og det kan vi vise ganske enkelt ut fra definisjo-
nen av invers.

Teorem 4.19. Huvis en matrise er inverterbar, sa har
den ngyaktig én invers.

Bevis. La A veaere en inverterbar n x n-matrise. Anta
at B er en invers til A, og at C' ogsa er en invers til A;
det vil si at

A-B=I1,=B-A og A-C=1,=C-A.
Vi vil vise at B og C' ikke kan veere forskjellige, altsa
at vi na ma ha B=C.

La oss ta utgangspunkt i produktet BAC. Dette
kan vi skrive som enten (BA) - C eller B - (AC), og
i hvert tilfelle far vi (ved & bruke likhetene over) at
uttrykket i parentes blir identitetsmatrisen. Vi setter
dette sammen og far:

C=1,-C=(BA)-C=B-(AC)=B-1,=B

Vi har altsa kommet frem til at B = C, sa inversen
er entydig. O

Na som vi vet at en matrise A ikke kan ha mer
enn én invers, kan vi slutte & snakke om <en in-
vers til A> i ubestemt form. Isteden sier vi «inversen
til A> 1 bestemt form. Vi definerer dessuten en no-
tasjon for inversen. Hvis A er en inverterbar matrise,
sa skriver vi A~! for inversen til A.

Eksempel 4.20. I eksempel [£.17] er matrisen B en
invers til A; vi har altsd at A=! = B. Vi far dessuten
at A er en invers til B, slik at B~ = A. A

Hvorfor er inverser interessante? En grunn er at de
kan fortelle oss noe om Igsninger av likninger.
Hvis vi skal lgse en likning

ar=2>5

der a og b er tall, sa vil vi selvfglgelig dele pa a for &
fa x alene pa venstresiden. Det er det samme som &
gange med inversen til a.

Nar vi skal lgse en matriselikning

Ax = b,

sa kan vi ikke dele pa A. Men hvis A er inverter-
bar, sa kan vi nesten gjgre det likevel, for da kan vi
gange med inversen til A. Det gjor at vi kan kon-
kludere med at likningen er lgsbar — uansett hva
hgyresidevektoren b er — og dessuten at lgsningen ma
vaere entydig. Vi skriver opp dette som et teorem.
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Teorem 4.21. La A vere en n X n-matrise, og b en
vektor i R™. Hvis A er inverterbar, sa har likningen
Ax = b entydig lgsning, og lgsningen erx = A~!-b.

Bevis. Vi sjekker ved innsetting at x = A~!-b er en
lgsning av likningen. Vi har:

A-(A1.b)=(A-AY).b=1I,-b=b

Det betyr at x = A~ - b er en lgsning.

N&a ma vi sjekke at den er entydig. Fra likningen
Ax = b far vi ved & gange til venstre med A~! pa
begge sider av likhetstegnet:

A71Ax=A"'b

Men siden A='A = I,, kan venstresiden her forenkles
til I,,x, som bare er x. Dermed har vi:

x=A"'b

Det betyr at dette er den eneste lgsningen av liknin-
gen, og beviset er ferdig. O

Eksempel 4.22. La oss se pa fglgende likning:

b == 13

Fra eksempel vet vi at matrisen pa venstresiden
av denne likningen er inverterbar, og at inversen er:

12 1
~3/2 2
Da sier teorem at likningen har entydig lgsning,
og at lgsningen er:
4
4

[ 0-

Na vet vi ganske mye om inverser av matriser —
men ikke hvordan vi regner ut en invers. Vi kommer
til dette snart, men fgrst skal vi se pa en generell tek-
nikk for a lgse flere likningssystemer samtidig. Denne
teknikken skal vi deretter bruke til & utlede en meto-
de for a regne ut inverser.

Samtidig lgsning av flere systemer

Vi husker at et linezert likningssystem kan skrives
som en matriselikning Ax = b, og at vi lgser det ved
a gausseliminere totalmatrisen [ A ‘ b ]

Anta na at vi vil lgse flere systemer

AXl = b1
AX2 = b2
AXt = bt

med samme koeffisientmatrise A, men forskjellige
hgyresidevektorer by, bs, ..., bs. Det kan vi selvsagt
gjore ved a utfere gausseliminasjon pa totalmatrisene
til alle systemene:

A ]
[ A bs ]
[A D]



Men da gjgr vi egentlig den samme gausseliminasjo-
nen mange ganger. Det eneste som blir forskjellig er
hva vi far i siste kolonne. Vi kan spare oss for arbeid
ved a sla sammen totalmatrisene til den ene matrisen

[ A|b1 by b |,

og gausseliminere den.

Eksempel 4.23. La A vare fglgende matrise:

2 =2
=[5
Vi vil lgse disse tre systemene:
-2 10 —4
wn[f] welt] e[

Vi lager en kombinert totalmatrise for alle systemene,
og gausseliminerer den:

2 —2]-2 10 —4 (1 3] 7 1 0
1 3|7 1 0 2 —2| -2 10 —4
N'1 3 7 1 0
|0 —8|-16 8 —4

(1 3|7 1 o0

0 1]2 -1 1/2
1 01 4 -3/2

0 1]2 -1 1/2

Den siste matrisen her er pa redusert trappeform, og
na kan vi finne lgsningene av de tre systemene ved &
se pa de tre hgyresidene i denne matrisen:

ol w4 e[ o

1/2
Beregning av inverser

La oss na se pa hvordan vi kan regne ut inverser.
Anta at vi har en n X n-matrise A. Vi vil finne ut om
den er inverterbar, og i sa fall vil vi finne inversma-
trisen A~L.

Vi ser pa likningen

AX =1,

der X er en ukjent n x n-matrise. Hvis vi lar

X1, X2, «--5 Xp
vaere kolonnene i X, altsa
X = [Xl X9 xn] ,

sa kan vi skrive produktet AX slik:

AX = [Axl Axo Axn]
La oss gi navn til kolonnene i identitetsmatrisen I,
0gsa:

I, = [el es en}

Det vil si at e; er den vektoren i R™ som har et 1-tall
pa posisjon i, og bare 0-er ellers.

|
|

|
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Na kan vi, ved & se pa hver kolonne, skrive om
likningen AX = I, til disse n likningene:

AX1 =€
AX2 =€
Ax, = e,

Dermed kan vi bruke teknikken vi beskrev over for &
lgse flere likningssystemer samtidig. Da ma vi gauss-
eliminere matrisen

[A‘el ey en]

for a lgse disse systemene.
La oss ta et eksempel for a se hvordan dette blir i
praksis.

Eksempel 4.24. Vi vil forsgke a invertere fglgende
matrise:

1 -1 -3
A=10 1 3
2 -2 -1

Vi fglger ideene beskrevet over, sa vi finner en matrise
X slik at AX = I3 ved a lgse folgende tre systemer:

0
0

1 0
AX1 =10 AX2 = |1 AX3 =
0 0 1

Vi setter opp den kombinerte totalmatrisen for de tre
systemene og gausseliminerer:

1 -1 =31 0 0 1 -1 =3]1 0
01 3/010/~|0 1 3]0 1
2 -2 —-1|0 0 1 0 0 5 |-20

1 -1 -3] 1 0
~10 1 3|0 1
2
0 0 1 |-20
1 0 0] 1 1 0
~10 1 3]0 10
00 1|-2 0 1
1 0 0/ 1 1 o0
~l0 10 ¢ 1 -2
00 1|-2 0 %
Vi far altsa folgende lgsninger:
1 1 0
X1 = 6/5 Xo = 1 X3 = —3/5
—2/5 0 1/5

Na finner vi matrisen X ved a bruke xi, Xo 0g X3
som kolonner:

1 1 0
X=1|6/5 1 -3/5
~2/5 0 1/5

Vi har funnet X ved & lgse likningen AX = I3, sa
vi vet at dette stemmer. Det kan likevel veere lurt a
sjekke det ved a gange sammen A og X, for a veere
sikre pa at vi ikke har regnet feil.

Hvis du prgver a gange dem sammen motsatt vei,
vil du oppdage at vi ogsa har X A = I3. Dette betyr
at X er inversen til A, altsa at A~ = X. A

mo o PO o



I eksempelet lgste vi likningen AX = I3, og det
viste seg at matrisen X som vi fant ogsa oppfylte
likheten XA = I3, slik at vi kunne konkludere med
at A7t =X,

Dette var ikke en tilfeldighet — det er faktisk alltid
nok & lgse likningen AX = I, for a finne inversen
til A. Vi skal bevise dette, men vi tar forst et lemma
(hjelperesultat) som vi skal bruke i beviset vart.

Lemma 4.25. La A og B vere n x n-matriser. Der-
som
(AL ]~[1.][B],

sa er AB=1,.

Bevis. Vi viste over (i diskusjonen fgr eksempel |4.24)
at vi kan Igse likningen AX = I,, ved & gausseliminere
matrisen

[A|L ].
Na har vi antatt at
[A|L | ~[1.|B],

og siden den andre matrisen her er pa redusert
trappeform, er det den vi ender opp med nar vi gaus-
seliminerer. Det vil si at X = B er lgsningen av lik-
ningen AX = I, altsa har vi AB = I,,. O

Na er vi klare for a bevise at metoden var for a
finne inverser fungerer.

Teorem 4.26. La A vere en n X n-matrise.
(a) A er inverterbar hvis og bare hvis A ~ I,,.

(b) Huvis A er inverterbar, sa kan vi finne inversen
ved a gausseliminere matrisen

[ AL ]

til redusert trappeform og lese av hgyre halvdel av
den resulterende matrisen. Med andre ord: Re-
sultatet av gausseliminasjonen blir folgende ma-
trise:

[ Lo [ A7 ]
Bevis. Nar vi gausseliminerer matrisen
[ A1 ]

til redusert trappeform, ma venstre halvdel av den
resulterende matrisen enten bli I, eller en matrise
med minst én nullrad. Men i hgyre halvdel kan det
ikke bli noen nullrader, for enhver rad vi far etter a
ha gjort radoperasjoner pa I, er pa formen

a1ry + agra + -+ - + aply

der ry, ro, ..., ry er radene i I, og minst én a; er
ulik 0. Dette betyr at hvis vi far en nullrad i venst-
re halvdel av trappeformmatrisen, sa har likningen
AX = I, ingen Igsning, og dermed er A ikke inver-
terbar. Dermed har vi vist én halvdel av pastanden i
del (a): Hvis A er inverterbar, sd ma vi ha A ~ I,,.
La oss na anta at A ~ I,. Vi vil vise at da er
A inverterbar, og at metoden beskrevet i del (b) gir
riktig svar. La B veaere matrisen vi far som svar ved a
bruke denne metoden. Det vil si at folgende matriser
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er begynnelsen og slutten av gausseliminasjonen vi
utforer:
[AlL ]~ [ 1| B],

N4 sier lemma [£.25 at AB = I,.
La oss stokke litt om pa kolonnene i matrisen
[ A1 ]
og isteden se pa fglgende matrise:
[ L] A]

Hvis vi utfgrer akkurat de samme radoperasjonene
pa denne som vi gjorde i gausseliminasjonen av den
fgrste matrisen, sa far vi akkurat samme resultat,
men med tilsvarende omstokking av kolonnene, altsa:

[ B 1]
Dette betyr at disse matrisene er radekvivalente:
[ B ] ~[ LI ][A]

Ved & bruke lemma igjen, pa denne siste rad-
ekvivalensen, far vi at BA = I,,.
Vi har altsa vist at vi har

AB =1, = BA,

som betyr at B er inversen til A. Det vil si at vi har
bevist andre halvdel av del (a) (hvis A ~ I,, sd er A
inverterbar), og vi har bevist at metoden i del (b) gir
riktig svar. O

Det alt dette betyr i praksis er at hvis vi har en
matrise A som vi har lyst til & invertere, hvis det er
mulig, s& setter vi opp matrisen

[ A1 ]

og gausseliminerer. Da er det to muligheter. Enten far
vi en nullrad i venstre halvdel, og da er A ikke inver-
terbar. Eller s& kommer vi frem til redusert trappe-
form uten noen nullrad i venstre halvdel, og da har
vi matrisen

[ In [ A7 ]

der inversen til A kan leses av i hgyre halvdel.

Oppgaver

1. La A og B vare matriser, og v en vektor:

0 1 5 7
A=|2 3 -1 B:[(l) : ?,] v=|2
8 0 2 4

Regn ut (eller forklar hvorfor uttrykkene ikke gir me-
ning):

a) AB d) B2 g) BAv
b) BA e) A+B h) BT
c) A? £) (A+L)v i) viv



2. La v og vy vaere vektorer i R?, og A en 2 x 2-
matrise slik at:

Av; = {_11} og Avy = B]

Regn ut Aw, der w = 2vy — va.

3. Logs de to likningene Ax; = by og Axs = bo, der
A, by og by er gitt ved:

by =

(eI N
U W N
O UL W
|
\]
—_ ==

4. Er folgende matriser inverterbare? I sa fall, finn
den inverse og sjekk at svaret ditt er riktig.

)11 1 2 3

A d) |2 3 4
3 45

b)11

1 -1 100

C)[234} 11 1

5. Finn en kvadratisk matrise A slik at:
1]
0

0 Al =[5] e 4] =[]

A= i< ]

1 0 0 99 0 -3
c) A|0| =|1|,A|1l| =|—-1|logA|O|l=|0
o] o 0] [145] 1] | 2]
1 1 0 3 0] [o]
d) A|1| =|0|,A|l| = |4|logA |0 |=|4
1|2 |5 -1 |-

6. La A og B veere to 2 X 2-matriser. Betrakt liknin-
gen
AX = B,

hvor X er en ukjent 2 x 2-matrise.

a) Forklar hvorfor likningen er ekvivalent med & lgse
to 2 x 2-likningssystemer samtidig. Hvordan genera-
liseres denne pastanden for n x n-matriser?
1
1|

7.La A, B og C veere 2 X 2-matriser. Betrakt liknin-
gen

b) Lgs likningen for A = E ﬂ og B = E

AX +XB=0C,

hvor X er en ukjent 2 x 2-matrise.

a) Hvorfor kan man ikke lgse denne likningen som
to 2 x 2-likningssystemer samtidig?

b) Skriv om likningen til fire likninger med fire
ukjente. Hva er totalmatrisen?

¢) Lgs likningen nar A, B og C' er fplgende matriser:

O T IR O IR
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8. La A vaere fglgende matrise:

10

A=[o 3
Kan du finne et tall ¢ og en vektor v (som ikke skal
vaere nullvektoren) slik at Av = ¢v? I'sa fall, for hvil-
ke valg av ¢ eksisterer en slik ikke-null vektor? Kan
du gi en geometrisk forklaring pa hva som skjer nar

du multipliserer A med vektorene i de ulike tilfellene
for ¢?

9. La A, e; og es veaere gitt ved:

0 -1 1 0
=l o] sl el
a) Skisser Ae; og Aes i planet. Hva har skjedd med
e; og ey geometrisk nar de er blitt ganget med A7

b) Hva skjer — geometrisk — med en vilkarlig vektor
i R? nar vi multipliserer med A?

c) Kan du gi en geometrisk forklaring pa hvorfor A
burde veere inverterbar? Har du et forslag til hvor-
dan multiplikasjon med A~! burde endre en vilkarlig
vektor (geometrisk)?

d) Finn den inverse matrisen til A, og sammenlign
med svaret ditt i del c).

10.
a) La
U1 wq
U2 w2
v=|. og w=|.
Un Wn

vaere to vektorer i R”. Vis at prikkproduktet mellom
vV og W,

VW = 01w + VgwWa + -+ - + UpWhp,

er det samme som matriseproduktet v w.

b) LaA=[a; ap an| veere en n x n-matrise
slik at a; - a; = 1 for alle ¢, og a; - a; = 0 for ¢ # j.
Visat A== AT.

Hint: Hva er radene i matrisen A'?

c) Sjekk at matrisen

1 1
a- |7 f]
V2 V2

oppfyller antagelsene i del b), og bruk dette til &
bestemme A~!. Sjekk at svaret ditt er riktig.



Linear uavhengighet

Definisjonen av linezer uavhengighet

Vi starter med et eksempel:

Eksempel 5.1. La u, v og w vere fglgende tre vek-
torer i R3:

4 1 1
u= |4 v=|1 w= |1
9 0 1

Disse vektorene oppfyller fglgende likhet (det er lett
a sjekke):
u=-5-v+9-w

En slik lineser likhet som knytter sammen vektorer
tenker vi pa som en <avhengighet> mellom vekto-
rene, og vi sier at vektorene u, v og w er lineszrt
avhengige fordi det finnes en slik sammenheng mel-
lom dem.

Vi kan ogsa skrive likheten var pa fplgende mate
ved & sette alle vektorene pa samme side av likhets-
tegnet:

u+sH-v—-9-w=0
Det vi har gjort na er a skrive nullvektoren som en
lineserkombinasjon av u, v og w. A

Hvis vi har en liste vy, vo, ..., v, med vektorer,
sa er det klart at nullvektoren O er en lineserkombi-
nasjon av disse, fordi vi har likheten

O-vi+0-vo+---4+0-v, =0

der vi har satt alle vektene til a vaere 0.

Men spgrsmalet vi kan stille er: Kan vi ogsa skri-
ve 0 som en linezerkombinasjon av vektorene vare pa
en annen mate, der ikke alle vektene er 07 I eksem-
pelet over kunne vi det, men i andre tilfeller er det
ikke mulig. Dette er det vi vil bruke som defineren-
de egenskap for & si at noen gitte vektorer enten er
lineaert avhengige eller linesert uavhengige.

Definisjon. La vy, vo, ..., v, vaere vektorer i R™.
Disse vektorene er lineert uavhengige dersom liknin-
gen
Vi Ty +vVve-x2+--+vy-x, =0
ikke har andre lgsninger enn den trivielle lgsningen
Ty =x0=---=x, =0.
I motsatt tilfelle kalles de lineert avhengige. A

Eksempel 5.2. Se pa vektorene

3
-2
0

vy = og Va2 =

=~ O O

i R3. Likningen
vVix1 + vors =0

medfgrer at 3x; = 0 og 4z = 0, altsa x; = xo = 0,
sa den har bare den trivielle lgsningen. Dermed er vy
og vy linesert uavhengige. A

Eksempel 5.3. Vektorene u, v og w i eksempel [5.1]
er linesert avhengige, siden likningen

ur; + vrs +wrg =0

har ikketrivielle lgsninger (for eksempel lgsningen
1 =1, 29 =5 0g x5 =-9). A
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Linezer uavhengighet for to vektorer

Hvis vi ser pa bare to vektorer, er det ikke vanskelig
a sjekke om de er linezert uavhengige eller ikke.

Eksempel 5.4. Vi undersgker om fglgende vektorer
er linesert uavhengige:

8 4
v, = 2 og vo=| 1
—12 —6

Siden vi har vi = 2 - vy, far vi at nullvektoren kan
skrives som en ikketriviell lineserkombinasjon av vy
og 2 pa denne maten:

1- V1 — 2- Vo = 0
Vektorene vy og vy er derfor linesert avhengige. A

I dette eksempelet hadde vi at den ene vektoren
kunne skrives som et tall ganger den andre, og ut
fra det fant vi at vektorene var linesert avhengige. Vi
viser at dette generelt er nok til & bestemme om to
vektorer er linezert uavhengige eller ikke.

Teorem 5.5. To vektorer u og v er lineert uavhen-
gige hvis og bare hvis ingen av dem er lik en skalar
ganger den andre.

Bevis. Pastanden i teoremet kan ogsa formuleres slik:
Vektorene er linesert avhengige hvis og bare hvis en
av dem er lik en skalar ganger den andre. Vi viser
dette.

Anta fgrst at u og v er linezert avhengige. Da finnes
to tall a og b slik at

u-a+v-b=0

og minst én av a og b er ulik 0. Hvis a # 0, far vi

b
u=-—-v
a
Hvis b # 0, far vi
v=-2u
=—u

I begge tilfeller har vi at én av vektorene er en skalar
ganger den andre.

Na viser vi den motsatt implikasjonen. Anta derfor
at én av vektorene er en skalar ganger den andre. Hvis
u = c- v for en skalar ¢, sa far vi:

u-14v-(—c)=0.
Hvis v = d - u for en skalar d, sa far vi:
u-d+v-(-1)=0.

I begge tilfeller har vi en ikketriviell lgsning av lik-
ningen u-x; + v - x2 = 0, og det betyr at vektorene
er linesert avhengige. O

Teoremet sier altsa at to vektorer er linezert uav-
hengige hvis og bare hvis de ikke ligger pa en rett
linje gjennom origo.



Hvordan sjekke lineser uavhengighet

Det a sjekke om vektorer vy, va, ..., v, er linesert
uavhengige, er (fra definisjonen) det samme som &
sjekke om likningen

vicx1+verza+-o-+vy oz, =0

har uendelig mange lgsninger, eller bare én. Denne
likningen kan vi selvfglgelig lgse pa vanlig mate, ved
a gausseliminere totalmatrisen:

[ Vi Vo Vi ‘ 0 ]

Eksempel 5.6. Er disse vektorene linesert uavhen-
gige?

3 2 8
uo |9 L7 g we |
3| 2 12
3 4 22

Vi setter opp totalmatrisen for likningssystemet
uzrz+v-y+w-z=0,

og gausseliminerer den:

32 810 3 2 8]0
9 7 31|0 01 7]0
32 12/0|l7]0 0 4]0
3 4 22]0 00 00

Vi kunne fortsatt videre til redusert trappeform, men
allerede her er det tydelig at vi far kun én lgsning:
xz =y = z = 0. Dette betyr at vektorene u, v og w
er linesert uavhengige. A

Det essensielle vi trenger a fa ut av gausselimina-
sjonen for a sjekke lineser uavhengighet, er om det
blir noen frie variabler eller ikke. Merk ogsa at vi
ikke egentlig trenger a ta med hgyresidevektoren i
gausseliminasjonen. I og med at det er bare 0-er der
fra begynnelsen av, kan det aldri bli noe annet enn 0
der, uansett hvilke radoperasjoner vi utfgrer.

Vi skriver opp et teorem basert pa det vi har ob-
servert na.

Teorem 5.7. La A wvere en matrise. Folgende
pastander er ekvivalente:

1. Kolonnene i A er lineert uavhengige.

2. Likningen Ax = 0 har bare den trivielle lgsn-
mgen x = 0.

8. Vi far ingen frie variabler nar vi lgser Ax = 0.

4. Nar vi gausseliminerer A, far vi et pivotelement
1 hver kolonne.

Bewvis. Pastand 2 er bare en omskrivning av defini-
sjonen av lineser uavhengighet til en matriselikning.
Pastand 3 forklarer hvordan vi kan se at likningen
Ax = 0 ikke har mer enn én lgsning (husk at vi vet
at den alltid har x = 0 som lgsning). Pastand 4 er
en omformulering av pastand 3, der vi utnytter at
vi vet at den siste kolonnen i totalmatrisen uansett
bare bestar av O-er, sa vi trenger ikke ta den med i
gausseliminasjonen. O
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Teorem [5.7] gir oss en grei metode for & sjekke li-

neaer uavhengighet. Hvis vi har vektorer
Vi, V2, ..., Vp

i R™, kan vi finne ut om de er linesert uavhengige pa
denne maten:

1. Lag en matrise A = [vl Vo
se vektorene som kolonner.

V7| med dis-

2. Gausseliminer A til trappeform.

3. Hvis hver kolonne inneholder et pivotelement,
er vektorene linesert uavhengige. Ellers er de li-
neaert avhengige.

Nar du gjor dette, bgr du imidlertid ikke bare fglge
denne oppskriften slavisk (og du ma for all del ikke
pugge slike fremgangsmater som dette), men huske
pa at det du egentlig gjor er & sjekke om likningen

vi-zTi+ve 2+ +vy, -z, =0
har entydig lgsning eller ikke.

Eksempel 5.8. Er disse vektorene linesert uavhen-
gige?

5 3 2
Vi — 10 v — 7 o S 6
1= 151 2= |5 g 3= g
0 4 8
Vi gausseliminerer matrisen [Vl Vo V3]:
5 3 2 5 3 2
10 7 6 0 1 2
5 5 6 0 0 O
0 4 8 0 0 O

Siste kolonne har ikke noe pivotelement. Dermed er
Vi, Vo og V3 linezert avhengige. A

Eksempel 5.9. Er disse vektorene linesert uavhen-
gige?

8 14 3 7
vi=|7|, vo=|-2|, vz3=|1|, vy4=1]5H
4 5 0 11

For a sjekke dette kan vi gausseliminere denne ma-
trisen:

8§ 14 3 7
7T -2 1 5
4 5 0 11

Men vi trenger ikke egentlig a utfgre gausselimina-
sjonen. Vi ser med en gang at uansett hva som skjer,
sa kan vi ikke fa mer enn tre pivotelementer (ett i
hver rad). Dermed kan det ikke bli pivotelementer i
alle de fire kolonnene, sa vektorene vy, vo, vz 0og vy
er linezert avhengige. A

Som vi sa i dette siste eksempelet, trenger vi ikke
alltid & gausseliminere for & finne ut om vektorer er
linegert uavhengige eller ikke. Noen ganger kan vi se
det pa enklere mater.

Vi lister opp noen forskjellige betingelser som kan
veere nyttige a se etter for a4 oppdage at vektorer er
linesert avhengige.



Teorem 5.10. Gitt n vektorer vy, va, ..
Huis

y m
., v TR

1. en av vektorene er en lineerkombinasjon av de
andre, eller

2. en av vektorene er 0, eller
3. n>m,
sa er vektorene lineert avhengige.

Bewvis. Anta forst at én vektor vy, er en lineszerkombi-
nasjon av de andre:

Vi = E a;Vv;

ik

Da kan vi sette a, = —1 og fa:

n
E a;V; = 0
i=1

Her har vi skrevet nullvektoren som en ikketriviell li-
nezrkombinasjon av vektorene vare (vi vet ikke hva
alle a;-ene er, men vi vet i hvert fall at én av dem,
ag, ikke er 0). Det betyr at vektorene er linesert av-
hengige.

Na gar vi videre til a se pa den andre antagelsen
i teoremet, sa vi antar at én av vektorene i listen er
nullvektoren. Hvis v = 0, sa kan vi definere n tall
ai, a2, ..., ay ved:

o — 0 hvisi#k
" )1 hvisi=k

Da far vi at
n
E a;V; = 0,
=1

og vektorene er linezrt avhengige.

Til slutt ser vi pa den tredje antagelsen. Akkurat
som i eksempel [5.9]far vi her at nar vi gausseliminerer
matrisen

[Vl V2 Vn] )

sa far vi maksimalt m pivotelementer (ett i hver rad),
men vi trenger n pivotelementer (ett i hver kolonne)
for at vektorene skal veere linesert uavhengige. Nar
n > m gar ikke det an, sa da er vektorene linesert
avhengige. O

Den forste betingelsen i teorem [5.10] er ikke bare
tilstrekkelig for a fa lineser avhengighet, den er ekvi-
valent med at vektorene er linesert avhengige. Vi viser
dette ogsa.

Teorem 5.11. Vektorene vy, vy, ..., v, © R™ er
lineert uavhengige huvis og bare hvis ingen av dem
kan skrives som en lineerkombinasjon av de andre.

Bevis. Pastanden i teoremet er det samme som & si
at vektorene er linesert avhengige hvis og bare hvis
en av dem kan skrives som en lineszerkombinasjon av
de andre.

I teorem viste vi at dersom en av vektorene er
en lineserkombinasjon av de andre, sa er de linesert
avhengige. Det gjenstar a vise at dersom vektorene
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er linesert avhengige, sa er en av dem en lineserkom-
binasjon av de andre.
Anta at vektorene er linesert avhengige, altsa at vi
har
a1vy + azve + -+ a, vy, =0,
der minst én av a;-ene er ulik 0. Velg en k slik at
ar # 0. Da har vi:

apvie =Y _(—a;)v;
ik
Siden ay # 0 kan vi dele pa ay og fa:

Vk:Z

itk

—a;

. VZ
Qg

Dermed er vektoren vy en lineserkombinasjon av de
andre vektorene i listen. O

Like mange vektorer som dimensjonen

Til slutt ser vi pa hva vi kan si om lineser uavhengig-
het hvis vi ser pa n vektorer i R”. Na har vi altsa like
mange vektorer som dimensjonen til rommet vekto-
rene bor i.

Hvis vi har to vektorer i R?, s kan vi skille mellom
folgende tre tilfeller:

1. Begge vektorene er nullvektoren. Da utspenner
de bare mengden bestaende av nullvektoren, og
de er linezert avhengige.

2. Minst én av vektorene er ulik 0, og vektorene
ligger pa samme linje. Da utspenner de denne
linjen, og de er linezert avhengige.

3. Vektorene ligger ikke pa samme linje, de peker
altsa i hver sin retning. Da utspenner de hele
planet, og de er linezert uavhengige.

Hyvis vi har tre vektorer i R?, sa kan vi skille mellom
fire tilfeller:

1. Alle er nullvektoren. Da utspenner de bare
mengden bestaende av nullvektoren, og de er li-
neaert avhengige.

2. Minst én av vektorene er ulik 0, og vektorene
ligger pa samme linje. Da utspenner de denne
linjen, og de er linesert avhengige.

3. Vektorene ligger ikke pa samme linje, men det
finnes et plan i R? som inneholder alle tre. Da
utspenner de dette planet, og de er linezert av-
hengige.

4. Vektorene ligger ikke i samme plan. Da utspen-
ner de hele R3, og de er linesert uavhengige.

Generelt har vi at n vektorer i R™ enten er linesert
avhengige og utspenner en mengde som er mindre
enn R”, eller sa er de linesert uavhengige og utspenner
hele R™.

Teorem 5.12. Hvis vi har n vektorer vy, va, ..., Vy
1 R™, sa er de lineert uavhengige hvis og bare hvis de
utspenner hele R™, altsa hvis og bare hvis

Sp{vi,va,...,v,} =R™



Bewvis. La

A= [vl Va Vn]

veere n X n-matrisen med vektorene vare som kolon-
ner. Vi vet at vektorene er linesert uavhengige hvis
og bare hvis vi far pivotelementer i alle kolonner nar
vi gausseliminerer A. Men siden A er kvadratisk, er
dette det samme som at vi far pivotelementer i alle
rader. Det er igjen ekvivalent med at

Ax=Db
har lgsning for alle vektorer b i R™, som er det samme
som at kolonnene i A utspenner R™. O
Oppgaver

1. De to bildene viser vektorer i R2.
Vi W1

V2 W2

S

I hvert tilfelle: Er vektorene pa tegningen linezert uav-
hengige? Utspenner de R?? Begrunn svarene dine.

2.
a) Sjekk at vektorene

1 4
510, (18
-3 4

er linezert uavhengige.

b) Finn en tredje vektor v som sammen med vekto-
rene i a) er linesert uavhengige.

c) Vis at v og vektorene i a) til sammen spenner ut
R3. Sammenlign med oppgave 9. b) i kapittel

3.

a) Sjekk om vektorene

1 2 3
21, 3], |4
3 4 5

er linesert uavhengige.

b) Finn en vektor v som er linesert uavhengig av
hver av vektorene i a).

c) Bruk teorien om linesert uavhengige vektorer til
a vise at vektorene i a) og vektoren v til sammen
spenner ut R3.

4. Finn ut om felgende pastander er sanne eller ikke.

a) Hvis tre vektorer u, v og w er linegert avhengige,
sa finnes det to tall a og b slik at:

u=a-v+b-w

24

b) Hvis u og v er linesert uavhengige, og v og w er
linezert uavhengige, sa er u, v og w linesert uavhen-
gige.

c) Hvis m > n, sa kan vi ikke ha m linesert uavhen-
gige vektorer i R"™.

5. La A vaere en m X n-matrise, og la vy, vo, ..., V¢
veere vektorer i R™. Finn ut om fglgende pastander
er sanne eller ikke (gi et bevis eller et moteksempel).
a) Hvis vy, va, ..., v; er linesert uavhengige, sa er
Avy, Avy, ..., Av, ogsa lineszert uavhengige.

b) Hvis AVl, AV27 ..

Sa er vy, Vg, ..

., Avy er linezert uavhengige,
., V¢ 0gsa linesert uavhengige.



n Determinanter

En matrise inneholder mange tall og dermed mye in-
formasjon — sa mye at det kan veere litt overveldende.
Vi kan kondensere ned all informasjonen i en kvad-
ratisk matrise til ett enkelt tall som kalles determi-
nanten til matrisen. Dette ene tallet sier oss en hel
del om hvordan matrisen oppfgrer seg.

Vi har to forskjellige notasjoner for determinanter.
Hvis

ailr a2 A1n

a21 Q22 a2n
A=

an1 an2 Ann

er en n X n-matrise, sa skriver vi enten

ailr a2 A1n

a1 Q22 a2n
det A eller

anl  Qap2 Ann

for determinanten til A. De to notasjonene betyr ak-
kurat det samme. Den fgrste er praktisk a bruke nar
vi har en variabel som star for matrisen vi vil ta de-
terminanten av; den andre nar vi vil liste opp alle
tallene i matrisen.

Determinanter for 2 x 2-matriser

For en 2 x 2-matrise

er determinanten definert ved:

a b
det A = ¢ d

'adbc

Determinanten har en fin geometrisk tolkning. Vi ser
pa de to kolonnene i A som vektorer i R?, tegner
dem som piler i planet, og lager et parallellogram med
disse som to av sidene. Dette paralellogrammet kan vi
kalle parallellogrammet utspent av de to vektorene.

I T

b a

Parallellogrammet utspent av kolonnene i A

La oss beregne arealet av dette parallellogrammet.
Vi tegner pa noen hjelpelinjer:
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c+d

T

b a

a+b

Parallellogramarealberegningshjelpefigur

Vi kan finne arealet av parallellogrammet ved a starte
med arealet av det store rektangelet, som er

(a+b)(c+d),

og trekke fra arealene av de to sma rektanglene og de
fire trekantene som omgir parallellogrammet. Vi ser
at hvert av de sma rektanglene har areal bc, at de to
trekantene gverst og nederst til sammen har areal ac,
og at trekantene til venstre og hgyre til sammen har
areal bd. Det betyr at arealet av parallellogrammet
er:

(a+b)(c+d) — 2bc — ac — bd
= ac + ad + bc + bd — 2bc — ac — bd
= ad — bc
=det A

Vi kommer altsa frem til at arealet av parallellogram-
met utspent av kolonnene i A er lik determinanten
til A. Denne utregningen var imidlertid litt avhen-
gig av hvordan disse to kolonnevektorene er plassert
i forhold til hverandre i planet. Hvis vi hadde byttet
plass pa kolonnene, sa ville vi isteden fatt bc—ad som
areal. Da ville altsa determinanten veert negativ.

Det som holder i alle tilfeller, er at arealet av pa-
rallellogrammet utspent av kolonnene i A er lik ab-
soluttverdien til determinanten:

| det A|

Sa determinanten gir oss arealet til et parallello-
gram. Men hva forteller det oss om matrisen A?

Vi kan tenke pa A som en transformasjon av planet
der hver vektor v i R? sendes til vektoren Av. Deter-
minanten sier noe om hvordan planet endres under
denne transformasjonen.

og ey = {0}
1

o

veere de to enhetsvektorene i R?, og se pa kvadratet
utspent av disse:

€2

1

Enhetskvadratet



Na vil vi se pa hva som skjer med dette kvadratet
dersom vi sender hvert punkt v i R? til Av, der

A= [al ag]

er en 2 X 2-matrise med a; og as som kolonner. Da
sendes vektoren e; til a;, og vektoren ey sendes til as.
Alle vektorene som ligger inni enhetskvadratet i for-
rige figur sendes til vektorer som ligger inni parallel-
logrammet utspent av a; og as.

Vi skisserer noen forskjellige muligheter, for for-
skjellige valg av matrisen A:

ag
det A>0 det A
aj
aj
ag
detA=0 a,
aj
detA=0 as

ay

I den fgrste figuren har vi en matrise med posi-
tiv determinant. Da gjgr transformasjonen v — Av
at enhetskvadratet skaleres til et parallellogram med
areal det A. Hvis det A > 1 betyr dette at planet
<blases opp>; hvis 0 < det A < 1 betyr det at planet
<krympes sammen:.

I den andre figuren har vi en matrise med nega-
tiv determinant. Da er situasjonen helt lik som i den
forste figuren, bortsett fra at det er (—det A) som
er arealet. Da far vi at med det A < —1 blir pla-
net <blast opp>, og med —1 < det A < 0 blir det
<krympet sammen:.

I den tredje og den fjerde figuren har vi situasjoner
der determinanten er 0. Det vil si at parallellogram-
met utspent av kolonnene i A har areal 0. Det blir
altsa ikke et virkelig parallellogram i disse tilfellene;
det har kollapset til et <degenerert> parallellogram
som er bare en linje. Pa samme mate vil transforma-
sjonen v — Av i disse tilfellene kollapse hele planet
ned til linjen utspent av a; og as.
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Determinanter for 3 x 3-matriser

For en 3 x 3-matrise

ail a2 ais
A= lax ax azs
azip asz ass
er determinanten definert ved:
a1l aiz2 ais
det A = a21 Q22 Q23
as3; agz ass3
a2 A23 a21 Aag3 a21 Aa22
=an — a2 + a3
a3z2 Aass asi ass asz1 as2

Her er det ogsa en geometrisk tolkning. Vi kan tegne
opp kolonnene i A som piler i R3, og lage et parallell-
epiped med disse pilene som tre av sidene. Dette kal-
ler vi for parallellepipedet utspent av de tre vektore-
ne. Da har vi at volumet av parallellepipedet utspent
av kolonnene i A er lik absoluttverdien av determi-
nanten til A.

Den generelle definisjonen

Vi definerer determinanten til en vilkarlig stor kvad-
ratisk matrise etter samme mgnster som determinan-
ten til en 3 x 3-matrise.

Definisjon. La

air a2 A1n

a21  a22 a2n
A=

anl  anp2 Ann

veere en n X n-matrise. Determinanten til A, som har
notasjonen det A, defineres pa folgende mate.

1. Hvisn =1, sd har vi at A = [all], og da defi-
nerer vi at det A = aq1.

2. Hvis n > 1, innfgrer vi fgrst noen hjelpevariab-
ler. For hver i og j fra 1 til n setter vi A;; til
a vaere (n — 1) x (n — 1)-matrisen vi far ved a
fjerne rad i og kolonne j fra A, og vi setter

Cij = (—1)i+j det Aij

til & veere determinanten til denne matrisen, med
et fortegn som avhenger av ¢ og j. Determinan-
ten til A defineres ved:

det A= "a1;C; A

Jj=1

Tallene C;; i definisjonen kalles kofaktorer av A.

Det er ikke vanskelig & se at hvis vi setter inn en
2 x 2-matrise eller en 3 x 3-matrise i denne generel-
le definisjonen, sa far vi bare de vanlige reglene for
determinanter av 2 x 2- og 3 X 3-matriser.

For a fa litt erfaring med a bruke definisjonen pa
storre matriser regner vi ut determinanten av en 4 x4-
matrise.




Eksempel 6.1. La A vare folgende 4 x 4-matrise:

N N = W
O O N O
UL = =N
W O O =

Vi regner ut determinanten til A. Fra definisjonen far
vi:

2 10 110
detA=310 1 0/—-0|12 1 O
0 5 3 7T 5 3

1 20 1 21

+2|2 0 0]—4|2 0 1

7 0 3 7 0 5

Vi regner ut hver av 3 x 3-determinantene som trengs
(merk at vi ikke trenger a regne ut den andre, for den
skal uansett ganges med 0):

210

10 0 0 0 1
0 1 0j=2 -1 +0 =6
0 5 3 5 3 0 3 0 5
1 20

0 0 2 0 20
2 0 0=1 -2 +0 =—12
70 3 0 3 73 7 0
1 21

0 1 2 1 2 0
2 0 11=1 -2 +1 =—6
70 5 0 5 7 5 7 0

Ved a sette inn disse i uttrykket for det A far vi:
det A=3-6-0+2-(-12)—4-(-6) =18
Vi har altsa regnet ut at det A = 18. A

Ved hjelp av definisjonen kan vi regne ut determi-
nanten til en hvilken som helst kvadratisk matrise,
men det kan bli veldig mye jobb. I eksempelet sa vi
at determinanten til en 4 x 4-matrise er definert ut
fra determinantene til fire 3 x 3-matriser, og hver av
disse er igjen definert ut fra determinantene til tre
2 x 2-matriser. Hvis vi gar til stgrre matriser, blir
arbeidsmengden fort enormt stor.

I lopet av dette kapitlet skal vi se pa noen lure
teknikker for a regne ut determinanter pa mindre ar-
beidskrevende mater.

Kofaktorekspansjon

I definisjonen av determinanten gar vi gjennom forste
rad 1 matrisen, og ser pa tallene

a1, a12, ..., Qip-

Hvert tall a;; ganges med den tilhgrende kofakto-
ren C';, og til slutt summerer vi alle disse produkte-
ne.

Det er imidlertid ikke ngdvendig & ga langs forste
rad nar vi gjgr dette. Det fungerer like bra a ga langs
en annen rad og folge det samme systemet, og resul-
tatet blir det samme. Det gar dessuten an a ga langs
en hvilken som helst kolonne med samme system. Vi
oppsummerer dette i fglgende teorem.
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Teorem 6.2. La A vere en nXn-matrise, dern > 1,
og la Aij og Cij vere som i definisjonen av determi-
nant. Da har vi

det A = Z aij’kj

n
= E a;Cy
= i=1

forallek ogl slikat1 <k<nogl<Il<n.

A regne ut determinanten ved & beregne en sum
av tall fra matrisen ganget med kofaktorer slik som i
teoremet kalles kofaktorekspansjon. Vi sier at vi gjor
kofaktorekspansjon langs rad k eller langs kolonne .

La oss na regne ut den samme determinanten som
i eksempel men pa en lurere mate.

Eksempel 6.3. Vi lar igjen A veere denne 4 x 4-
matrisen:

30 2 4
1 210
A72010
7 0 5 3

Vi kan observere at den andre kolonnen inneholder
nesten bare nuller, sa det er lurt a gjore kofaktor-
ekspansjon langs den. Da far vi:

1 1 0 3 2 4
detA=-02 1 0/+22 1 0
7 5 3 7T 5 3

2 4 3 2 4

1 0/+0j1 1 O

5 3 2 10

_2.<4.

=2-(4-3+43-(-1)) =18

Vi fikk samme resultat som i eksempel men med
mindre arbeid, siden vi bare trengte a regne ut én
3 X 3-determinant. VAN

Vi ma passe pa at vi far fortegnene i kofaktore-
ne riktig. Nar vi gjor kofaktorekspansjon langs forste
rad (slik som i definisjonen) eller langs fgrste kolon-
ne, starter vi alltid med positivt fortegn i det forste
leddet. Men nar vi ekspanderer langs en annen rad
eller kolonne, kan det hende vi ma starte med neg-
ativt fortegn. Det kan veaere nyttig a bruke fglgende
diagram som en huskeregel for hvilket fortegn vi skal
ha i de forskjellige kofaktorene:

+ - + -
-+ - +
+ - + -
-+ - +

Determinanter og radoperasjoner

Hvis vi utfgrer en radoperasjon pa en matrise, sa far
vi en ny matrise. Den matrisen har ikke ngdvendigvis
samme determinant som den opprinnelige, men det
viser seg at determinanten endrer seg pa ganske kon-
trollerte mater nar vi utfgrer radoperasjoner. Dette
kan vi utnytte for & spare oss for en del arbeid nar vi
skal regne ut determinanter, spesielt hvis vi har store
matriser.



Teorem 6.4. La A vere en n X n-matrise, og la B
veere en matrise vi far ved a utfore en radoperasjon
pa A. Da har vi folgende sammenheng mellom deter-
minantene til A og B, basert pa hvilken type radope-
rasjon vi utforte:

Radoperasjon Resultat

Gange en rad med et tall k. det B=k-det A
Legge til et multiplum
av én rad i en annen
Bytte om to rader

det B=det A
det B=—detA

La oss bruke dette teoremet til & beregne en deter-
minant.

Eksempel 6.5. Vi regner ut det A, der

3 3 12
A=12 2 13
4 2 19
Vi far:
3 3 12 1 1 4
detA=12 2 13|=3-12 2 13
4 2 19 4 2 19
1 1 4 1 1 4
=310 0 5/=-3-0 -2 3
0o -2 3 0 0 5
-2 3
__3.1.’0 5’

=-3.1-(=2)-5=30

Her startet vi med a gjgre radoperasjoner pa matri-
sen, samtidig som vi holdt styr pa hvordan determi-
nanten endret seg.

Forst ganget vi gverste rad med 1/3. Det medforte
at determinanten til den nye matrisen ble 1/3 ganger
determinanten til A, sa vi matte gange den med 3
for at tallene skal bli like. En hendig mate a huske
hvordan dette fungerer er & tenke pa det som a sette
et tall utenfor parentes. Pa samme mate som vi kan
trekke ut et 3-tall fra en parentes og fa

(3+3+12)=3-(1+1+12),

kan vi trekke ut et 3-tall fra en rad i en determinant.

Etterpa trakk vi fra multipler av forste rad i de
to andre radene, men det medfgrte ingen endring av
determinanten.

Sa byttet vi de to nederste radene, og det gjorde
at determinanten skifter fortegn.

Til slutt gjorde vi kofaktorekspansjon langs den
forste kolonnen. Siden vi ved a utfgre radoperasjoner
hadde sgrget for a fa bare nuller under diagonalen,
ble kofaktorekspansjonen enkel og grei. A

Triangulesere matriser

Vi sier at en n X n-matrise er gvre trianguler hvis
alle tall under diagonalen er 0, altsa hvis den er pa
fplgende form:

ai1 a2 ais a1n
0 az2 aos a2qn
O O ass asn
0 0 0 Ann
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Tilsvarende sier vi at en n X n-matrise er nedre tri-
anguler hvis alle tall over diagonalen er 0, altsa hvis
den er pa fglgende form:

aiq 0 0 s 0
a1 a922 0 s 0
az; azz ass 0
Gnp1  Ap2 (a3 Gpn

Eksempel 6.6. I eksempel [6.5] brukte vi radopera-
sjoner til & skrive om matrisen var til fglgende:

1 1 4
0 -2 3
0 0 5
Denne matrisen er gvre trianguleer. A

Hvis vi skal finne determinanten til en gvre trian-
guleer matrise er det praktisk a kofaktorekspandere
langs forste kolonne. Da far vi bare ett ledd i eks-
pansjonen, nemlig tallet gverst til venstre i matrisen
ganget med determinanten til matrisen der fgrste rad
og kolonne er fjernet. Denne matrisen er igjen gvre
trianguleer. Sa fortsetter vi med kofaktorekspansjon
langs forste kolonne i hvert steg nedover. Det vi en-
der opp med til slutt er a bare gange sammen alle
tallene pa diagonalen.

Vi oppsummerer dette i et teorem.

Teorem 6.7. La A vere en (pvre eller nedre) trian-
guler n X n-matrise. Da er determinanten til A lik
produktet av tallene pa diagonalen i A:

detA:au @22 - A33 " Upnp

Eksempel 6.8. Ved a bruke teoremet kan vi skrive
opp determinanten til en triangulser matrise direkte,
uten & matte beregne andre determinanter forst:

1 1 4
0 -2 3/=1-(-2)-5 A
0 0 5

Hvis vi skal beregne determinanten til en stor og
stygg matrise, er det en god strategi a bruke radope-
rasjoner for a skrive om matrisen til gvre triangulser
form (og holde orden pa hvordan determinanten end-
rer seg ved hjelp av teorem, og sa regne ut deter-
minanten til den triangulaere matrisen ved hjelp av
teorem

Flere regneregler

Vi tar med et par regneregler til for determinanter.

Teorem 6.9. Determinanten til et produkt av to ma-
triser er produktet av determinantene. Altsa: Huvis A
og B er to n X n-matriser, sa er

det(AB) = (det A)(det B).

Teorem 6.10. Determinanten endrer seg ikke nar
vi transponerer matrisen. Altsa: Hvis A er en n X n-
matrise, sa er

det A=det AT



Karakterisering av inverterbarhet

Vi kan bruke determinanten til & sjekke om en matri-
se er inverterbar eller ikke. Dette kan dessuten knyt-
tes sammen med hvorvidt kolonnene i matrisen var
er linesert uavhengige, og hva det utspenner.

Fglgende teorem gir en presis sammenheng mellom
inverterbarhet, determinant, linezer uavhengighet og
mengden utspent av kolonnene.

Teorem 6.11. La A vere en nxn-matrise. Folgende
pastander er ekvivalente:

1. A er inverterbar.
2. det A #0.
3. Kolonnene i A er lineert uavhengige.

4. Kolonnene i A utspenner R™.

Oppgaver

1. Regn ut determinanten til fglgende matriser og
avgjer — basert pa dette — om kolonnene er linesert
uavhengige:

M 2
a)12}
(1 2
2 1
2 -5 3 4 0
2 -4 7 2 1
15 -9 —-12 1

4 -8 14 5 -6
2 5 4 5 4

b)

2. Skisser parallellogrammet utspent av felgende vek-
torer i R?, og regn ut arealet.

0 [}
9 o[}

3. Regn ut volumet av tetraederet i R? med

(8,8,4), (16,0,0), (1,1,9) og (8,11,—4)

som hjgrner.

4. La e; og ey vere enhetsvektorene i R?:

ool m el

En 2 x 2-matrise A kan beskrives ved hjelp av fire tall
a1, as, 0 og @, der:

a7 er lengden av vektoren Ae;

as er lengden av vektoren Aes
6 er vinkelen (mot klokken) opp til vektoren Ae;
@ er vinkelen (mot klokken) fra Ae; til Aey

Disse er illustrert pa figuren under.
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A92 Ael

(65) © a7

a) Hvordan kan du, basert pa tallene oy, as, 6 og ¢,
se om determinanten til A er positiv, negativ eller 07

b) Forklar hvordan determinanten til A endrer seg
hvis vi endrer én av de fire verdiene a1, as, 6 og ¢,
mens vi lar de tre andre forbli som de er.

c) Finn det A uttrykt ved a1, ag, 0 og ¢.

5. La A veaere matrisen

SO0 8
oo oo
< O o O
n 8 OO

a) Finn det A uttrykt ved a,b,c og ,y, 2.
b) For hvilke a,b,c og z,y, z er A inverterbar?

6. Avgjor om fglgende pastander er sanne eller ikke.
Gi et bevis eller moteksempel i hvert tilfelle.
a) La A og B veere n x n-matriser. Hvis AB er
inverterbar, sa er bade A og B inverterbare.

b) Anta at A er en inverterbar matrise. Da har vi

at
1

~ det(A)

det(A™1)

c) Hvis A og B er n x n-matriser, sa er

det(A + B) = det A + det B.

d) Hvis A og B er n X n-matriser, sa er

det(AB) = det(BA).

7. La A veere en n X n-matrise, og la u og v veere
vektorer i R™. Anta at u # v, men at Au = Av. Hva
kan du da si om determinanten til A7

8. La A veaere en m x n-matrise slik at
det(AT -A) #£0.
Hva kan du da si om m og n?

9. La A vaere fglgende matrise:

-2

1 -1
1 4

3 0
A= 1 2

2 0 1
-1 5 11

Finn det(A- AT) og det(AT - A).



Egenverdier og egenvektorer

Det er ofte hensiktsmessig a tenke pa en matrise ikke
bare som en tabell med tall, men som en transforma-
sjon av vektorer. Hvis A er en m X m-matrise, sa gir
A en transformasjon

vi—= Av

fra R™ til R™. Vi kan anvende A pa en vektor v i R™,
og den vektoren transformeres til en vektor Av i R™.

Hvis A er en n X n-matrise, altsd en kvadratisk
matrise, sa sender den vektorer i R™ til andre vektorer
som ogsa er 1 R™. Generelt kan vektoren Av veere
veldig forskjellig fra v, men noen ganger er den ikke
det. Hvis virkningen av A pa v er det samme som &
bare gange opp v med et tall, sa kalles v en egenvektor
for A, og tallet kalles en egenverdi.

I dette kapitlet skal vi se hvordan vi kan finne alle
egenverdiene og egenvektorene til en matrise, og vi
skal se noen interessante egenskaper de har.

Definisjon av egenverdier og egenvektorer

Vi starter med et enkelt eksempel, slik at vi har et
konkret tilfelle vi kan ha i tankene nar vi kommer til
definisjonen.

Eksempel 7.1. La A veere folgende 2 x 2-matrise:

1 3
Vi vil se pa hva som skjer med punkter i planet nar
vi ganger dem med A, altsa nar vi sender en vektor x
til vektoren Ax.

Vi velger fglgende fire vektorer og ser hva A gjgr
med dem:

R R

Vi far:
3 —7 9
=[] =[] =

La oss tegne opp de fire vektorene, samt vektorene A
sender dem til, som punkter i planet.

A61 = |;11:| 5 Aeg

TAe;

Aue T Ve
€2 e

¢ 4 4 4 4 4 4 4 4
*- 1 1 1 1 1

€1

L]
Aeg
Matrisen A kaster vektorene rundt i planet

Vi ser at matrisen sender de fire eksempelvektorene
vare 1 forskjellige retninger. Men akkurat vektoren

-l
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er interessant. Det som skjer med den er at den blir

sendt til
9
6 b

men det er jo det samme som 3 - v. Virkningen av
matrisen A pa akkurat denne vektoren er altsa bare
a skalere den opp med 3:

Av = 3v A

Teorien om egenverdier og egenvektorer handler
om & identifisere slike situasjoner som den vi sa i ek-
sempelet, der virkningen av en matrise pa en vektor
blir det samme som & bare gange opp vektoren med
et tall.

Definisjon. La A veare en n X n-matrise, A et tall
og v en vektor i R” som ikke er nullvektoren. Hvis

Av = \v,

sa sier vi at tallet A er en egenverdi for matrisen A,
og at vektoren v er en egenvektor for A som hgrer til
egenverdien \. A

Et par merknader — én matematisk og én spraklig
— er pa sin plass etter denne definisjonen.

Merk. Hvorfor sier vi at v ikke skal veere nullvekto-
ren? Jo, for hvis vi setter inn nullvektoren for v, sa
far vi likningen

A-0=\-0,

som er oppfylt for alle matriser A og alle tall A.
Hvis vi hadde tillatt nullvektoren som en egenvek-
tor, sa ville vi altsa fatt at alle tall er egenverdier
for alle matriser. Da blir egenverdibegrepet ganske
meningslgst. A

Merk. Det er vanlig a bruke den greske bokstaven A
som variabelnavn for egenverdier. Vi kunne i og for
seg brukt en hvilken som helst annen bokstav, men
siden det er A folk vanligvis bruker, sa gjor vi det.
Navnet pa bokstaven uttales <lambdas, og den til-
svarer bokstaven [ i det latinske alfabetet. Hvis vi for
eksempel skriver navnet pa filosofen Platon pa hans
eget sprak, sa er A den andre bokstaven: [N\atwv. A

Eksempel 7.2. Vi ser igjen pa matrisen A fra ek-
sempel Vi sa at vektoren

-l

Av = 3v.

oppfylte likheten

Det betyr at 3 er en egenverdi for matrisen A, og at
v er en egenvektor som hgrer til egenverdien 3.

Finnes det flere egenvektorer? Hvis vi ser pa en
vektor som er parallell med v, altsa som er pa formen
w = c¢- v der c er et tall, sa far vi:

Aw=A-(ev)=c- (Av)=c-(3v)=3-w

Enhver slik vektor er altsa en egenvektor som hgrer til
egenverdien 3, forutsatt at den ikke er nullvektoren.



Vi har altsa funnet ut at A i hvert fall har én egen-
verdi, nemlig 3, og uendelig mange egenvektorer som
hgrer til denne egenverdien, nemlig alle vektorene pa
denne linjen (unntatt nullvektoren):

Det vi forelgpig ikke vet, er om det kan finnes
enda flere egenvektorer, og om A har flere egenverdi-
er enn 3. Vi skal vende tilbake til dette eksempelet
om en stund og finne ut av dette, etter at vi har
kommet frem til en generell metode for a finne alle
egenverdiene og egenvektorene til en matrise. A

I eksempelet sa vi at vi ut fra én egenvektor kunne
finne uendelig mange egenvektorer som hgrte til den
samme egenverdien. Vi formulerer dette generelt som
et teorem. (Beviset far du enkelt ved & generalisere
det vi gjorde i eksempelet.)

Teorem 7.3. Anta at A er en egenverdi for en n X n-
matrise A, og at v er en tilhgrende egenvektor. Da
er alle multipler cv av vektoren v, der c er et tall
som ikke er 0, ogsd egenvektorer som hgrer til egen-
verdien \. Med andre ord er alle vektorer i mengden
Sp{v}, unntatt nullvektoren, egenvektorer som hprer
til egenverdien A.

En annen ting som vi enkelt kan se ut fra definisjo-
nen av egenverdier og egenvektorer, er hva som skal
til for at en matrise skal ha 0 som egenverdi. Hvis vi
setter inn O for A i likheten

Av = dv,

sa far vi Av = 0. Det vil si at en matrise A har 0
som egenverdi hvis og bare hvis likningen

Ax =0

har ikketrivielle lgsninger, og dette er igjen sant hvis
og bare hvis A ikke er inverterbar. Vi formulerer dette
0gsa som et teorem.

Teorem 7.4. En n X n-matrise A har 0 som egen-
verdi hvis og bare hvis den ikke er inverterbar.

Noen geometriske eksempler

For vi utleder den generelle fremgangsmaten for a
regne ut egenverdier og egenvektorer, tar vi noen enk-
le eksempler der vi kan se geometrisk hva egenverdi-
ene og egenvektorene ma veere.

Eksempel 7.5. La A vaere matrisen

-]

Da er

for enhver vektor (v1,v2) i R?. Virkningen av A er
altsa en refleksjon om diagonallinjen som gar gjen-
nom origo og punktet (1,1).

Matrisen A reflekterer vektorene om diagonalen

Vi ser lett at alle punkter pa denne diagonalen sendes
til seg selv, sa disse oppfyller likheten

Av =,

og er altsa egenvektorer tilhgrende egenverdien 1. Nar
vi tenker oss litt mer om, finner vi dessuten ut at
alle punkter pa den omvendte diagonalen reflekteres
gjennom origo slik at de oppfyller likheten

Av = —v

og er egenvektorer tilhgrende egenverdien —1. Da har
vi funnet at alle vektorene pa disse to diagonallinjene
(unntatt nullvektoren, selvsagt) er egenvektorer:

Egenvektorene er pa diagonalene

Men for alle andre vektorer v i planet gjgr refleksjo-
nen av Av peker i en annen retning enn v, sa det
finnes ikke flere egenvektorer. A

Eksempel 7.6. La A vaere matrisen
0 -1
=1 3]
] =[]
(%) V1

for enhver vektor (v1,v2) i R?. Virkningen av A er
altsa a rotere planet med 90°.

R

Da er

Matrisen A roterer planet

Dermed kan ikke A ha noen egenvektorer, siden en-
hver vektor (utenom nullvektoren) sendes til en som
peker i en annen retning. A



Hvordan finne egenverdier/-vektorer

Gitt en n x m-matrise A, hvordan kan vi finne alle
egenverdiene og egenvektorene dens?

Ut fra definisjonen er vi pa jakt etter tall A og
vektorer v # 0 som oppfyller likheten

Av = Av.

Vi har altsa en likning med bade A og v som ukjente,
og den ser ved forste gyekast ganske uhandterlig ut.
Men vi kan trikse litt med den. Vi kan forst flytte alt
over til venstre side:

Av—-Av=0

Na fremstar det som veldig fristende & sette v-en
utenfor parentes, altsa & skrive (A — A\)v. Men det
gar ikke an, for uttrykket A — A, altsa en matrise
minus et tall, gir ikke mening.

Na kan vi bruke et lurt triks: Vi ganger inn iden-
titetsmatrisen I,,. Vi vet at I, v bare blir v uansett
hva vektoren v er, sa vi kan skrive om likningen til:

Av —A,v=0

Det vi har oppnadd na er at vi har en n X n-matrise
ganget med v i hvert ledd, og da kan vi sette v utenfor
parentes:

(A=X,)-v=0

Na ser vi at A er en egenverdi for A hvis og bare hvis
likningen

(A= X,)-x=0

har en ikketriviell Igsning. Men dette er bare et vanlig
lineaert likningssystem med

A— A,

som koeffisientmatrise, og vi vet fra for at et slikt
system har ikketrivielle lgsninger hvis og bare hvis

det(A — \I,) = 0.

Her har vi endt opp med en likning med bare A
som ukjent. Vi kan altsa lgse denne for a finne egen-
verdiene, uten at vi samtidig ma tenke pa hva de
tilhgrende egenvektorene skal veere.

Vi oppsummerer det vi har funnet ut i et teorem.

Teorem 7.7. La A vere en n X n-matrise.

(a) Egenverdiene til A er alle lgsninger \ av liknin-
gen
det(A — AL,) = 0.

(b) Huis \ er en egenverdi for A, sa er de tilhorende
egenvektorene gitt ved alle ikketrivielle lgsninger
av likningen

(A—=XI,)-x=0.

Uttrykket
det(A — \I,),

som star pa venstresiden av likningen vi lgser for &
finne egenverdiene, blir et n-tegradspolynom i A. Vi
kaller det for det karakteristiske polynomet til A.

32

Eksempel 7.8. Na kan vi bruke teorem [7.7] til &
finne alle egenverdiene og egenvektorene til matrisen

1 3
S
fra eksempel
Vi finner egenverdiene ved & lgse likningen

det(A — AIy) = 0,

der venstresiden er det karakteristiske polynomet
til A. La oss fgrst se hvordan matrisen A — A\l ser

ut:
1 3 A0 1—A 3
A=A = {4 —3} - [0 A] B { 4 —3—)\]
Det karakteristiske polynomet blir:
1-A 3
det(A—/\Ig) = ‘ 4 _3_)\‘
=(1-XN(-3-X)—-3-4
=\ +2)x-15

Det betyr at vi kan lgse andregradslikningen
AN +2X-15=0

for a finne egenverdiene. Vi lgser den pa vanlig mate
og far:

r

2 4. (-1
\ (—15)

2

Vi far altsa to egenverdier: 3 og —5.

Vi finner alle egenvektorer som hgrer til egenver-
dien 3 ved a lgse likningen (A — 3I3)x = 0. Vi kan
lpse denne likningen ved & gausseliminere matrisen

(A—3D):
RN

Vi far én fri variabel, og lgsningene blir

=[]

for alle tall ¢. Egenvektorene som hgrer til egenverdi-
en 3 er altsa alle vektorer i

{1}

unntatt nullvektoren.

Vi finner alle egenvektorer som hgrer til egenver-
dien —5 ved & lgse likningen (A 4 5I2)x = 0. Vi kan
lpse denne likningen ved a gausseliminere matrisen

(A+5D):
R

Vi far én fri variabel, og lgsningene blir

e[

for alle tall t. Egenvektorene som hgrer til egenverdi-
en —5 er altsa alle vektorer i

o{[])

unntatt nullvektoren. A

=—-1+4



Egenrom

Vi har sett at egenverdiene til en matrise er noen
enkeltverdier, mens egenvektorene er uendelig mange
(dersom matrisen har egenverdier og egenvektorer). I
eksempel beskrev vi egenvektorene tilhgrende en
gitt egenvektor ved & si <alle vektorer i (... ) unntatt
nullvektoren>. Vi innfgrer na et nytt begrep som gjgr
det litt enklere a beskrive alle egenvektorene til en
egenverdi.

Definisjon. La A veere en n X n-matrise, og anta
at A er en egenverdi for A. Da er egenrommet til A
mengden av alle egenvektorer som hgrer til A, samt
nullvektoren; altsa mengden

{veR"|Av=)\v}. A

Eksempel 7.9. I cksempel[7.8 kunne vi sagt at egen-
rommet til egenvektoren 3 er

At

og at egenrommet til egenvektoren —5 er

i)

Hvert av disse to egenrommene er en linje i planet:

egenrommet til 3

+ egenrommet til —5

La oss na ta et litt storre eksempel.

Eksempel 7.10. Vi finner egenverdiene til matrisen

-8 0 6
A=|12 4 -6|,
—20 0 14

og de tilhgrende egenrommene.
Det karakteristiske polynomet til A er:

—8—-XA 0 6
det(A—N3)=| 12 4-X —6
—20 0 14-2
—8—X 6
= A)" —20 14/\‘

=(4—=N((-8=XA)(14—X) +6-20)
= (4= A)(\> = 6A+38)

Vi finner altsa egenverdiene til A ved a lgse tredje-
gradslikningen

(4= X\ —6)X+8)=0.
Denne likningen er ekvivalent med at
A2 —6A+8=0.

4—-X=0 eller
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Andregradslikningen A\? — 6\ + 8 = 0 har lgsninger

 6+162 48
- ="

A =3=£1,
sa vi far to egenverdier: 2 og 4.
Vi finner egenrommene ved a lgse likningene
(A—213)X=0 og (A—413)X:0
Vi tar ikke med all utregningen her, men du bgr gjgre
den selv. Resultatet blir at egenrommet til egenver-

dien 2 er
3

—3| 3,
)

Sp

og egenrommet til egenverdien 4 er

0 1
Sp 11,10
0 2

Egenrommet til 2 er altsd en linje i R?, mens egen-
rommet til 4 er et plan. A
Diagonalmatriser

La oss se pa noen eksempler pa matriser der det er
veldig lett & se hva egenverdiene er.

Eksempel 7.11. Har identitetsmatrisen I,, noen
egenverdier? Vi vet at

I,-v=1-v

for alle vektorer v i R™. Dermed ser vi at I,, har tal-
let 1 som egenverdi, med hele R™ som det tilhgrende
egenrommet. A

Eksempel 7.12. La A vere fglgende 2 x 2-matrise:
9 0
=003

Av = 9v

Da har vi at

for alle v i R2. Det betyr at 9 er en egenverdi for A,
og det tilhgrende egenrommet er hele R?. A

Eksempel 7.13. La A vaere fglgende 3 x 3-matrise:

7 0 O
A=10 -3 0
0 0 1
Da har vi at
1 Tv1
A- Vo | = —3’1)2
V3 1’1]3

for en vektor (v, ve,v3) i R3. Da ser vi lett at de tre
enhetsvektorene

1 0 0
of, 1 og 0
0 0 1



er egenvektorer, med 7, —3 og 1 som tilhgrende egen-
verdier. Det er ogsa lett & se at hvis vi har en vektor
(v1, v2, v3) der minst to av komponentene vy, vs 0g vs
ikke er 0, sa kan den ikke veere en egenvektor, siden
komponentene ganges opp med ulike tall nar vi gan-
ger vektoren med A.

Vi ser altsa at matrisen har egenverdiene 7, —3
og 1, med

1 0 0
Spq (0] p, Sp< |l og Sp¢ |0
0 0 1
som tilhgrende egenrom. A

I alle disse tre eksemplene hadde vi matriser der
de eneste tallene som ikke er 0 er pa diagonalen. Vi
gir et navn til slike matriser.

Definisjon. En diagonalmatrise er en kvadratisk
matrise der alle tall utenfor diagonalen er 0, altsa
en matrise pa fplgende form:

aii 0 0 R 0
0 a22 0 s 0
0 0 ass 0
0 0 0 Ann A

Pa samme mate som i eksemplene over kan vi lett
finne egenverdiene til enhver diagonalmatrise.

Teorem 7.14. Egenverdiene til en diagonalmatrise
er tallene pa diagonalen.

Linezer uavhengighet av egenvektorer

Vi skal na ta en ganske omfattende diskusjon om
hvorvidt egenvektorer er linezert uavhengige av hver-
andre, og hva vi kan si om vektorer som ligger i meng-
den utspent av noen gitte egenvektorer.

Hele diskusjonen kommer til & bli konkludert med
et fint og flott teorem (teorem [7.15)), men la oss ikke
se pa konklusjonen helt med en gang. For a prgve a
forsta hvordan man kunne kommet frem til det teo-
remet pa egen hand, skal vi bygge oss opp mot det
i sma steg. Vi begynner med a se pa én egenvektor,
og deretter to egenvektorer som hgrer til forskjellige
egenverdier. Vi ser hva vi kan si om disse, og etter
hvert kommer vi til & nserme oss et generelt resultat.

Gjennom alt det vi skal gjgre na lar vi A veere en
n X n-matrise.

Vi vet fra for (teorem at hvis vi har en egen-
vektor v som hgrer til en egenverdi A, sa er enhver
vektor i Sp{v}, utenom nullvektoren, ogsa en egen-
vektor som hgrer til A. Vi har altsa:

Huvis w er en skalar ganger en egenvektor v, og ikke
er lik nullvektoren, sa er w en egenvektor tilhorende
samme egenverdi som V.

Dette enkle og greie resultatet skal vi utnytte nar
vi na gar videre til & se pa flere egenvektorer som
hgrer til forskjellige egenverdier.

La oss se pa hva vi kan si hvis vi har to egenvektorer

Vi 0g Vo
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som hgrer til to forskjellige egenverdier
)\1 og )\2.

Vi vet at alle vektorer i Sp{v;} er egenvektorer som
hgrer til egenverdien A;. Dermed er det klart at v
ikke kan veere i Sp{vy}, siden vy hgrer til egenverdi-
en \o. Pa samme mate ser vi at vy ikke kan veere i
Sp{va}. Dermed ser vi (ved a bruke teorem eller
ved a tenke selv) at vektorene vi og vs er linesert
uavhengige. Vi har altsa vist:

To egenvektorer som harer til forskjellige egenverdier
ma veere lineert uavhengige.

Dette betyr at vi kan se for oss de to vektorene vy
og vy som to piler som peker i forskjellige retninger:

V2

Vi

De to egenvektorene vare

La oss na se hva vi kan si om en vektor w i
Sp{vi,va}, altsd i planet utspent av vi og va. En
slik vektor w er en lineserkombinasjon av vy og va,
sa det finnes tall ¢; og co slik at

W = C1V] + CaVa.

For det forste: Hvis co = 0, sa er w bare et tall gan-
ger vy, og da vet vi at den er en egenvektor som
hgrer til egenverdien A;. Pa samme mate far vi at
hvis ¢; = 0, sa er w en egenvektor som hgrer til
egenverdien \o. Men hva kan vi si dersom bade c¢;
og co er forskjellige fra 0, altsa dersom w ikke ligger
i Sp{vi1} eller i Sp{va}?

Vi tegner inn w pa tegningen var, og far med hvor-
dan den er en lineserkombinasjon av vi og va:

Vektoren w er en lineerkombinasjon av vi og va

Na vil vi finne ut om w er en egenvektor eller ikke,
altsa om det finnes et tall A slik at Aw = Aw. Vi
ser pa uttrykket Aw. Siden vi vet at vi og vo er
egenvektorer tilhgrende egenverdiene \; og As, far
vi:

Aw = A01V1 + ACQVQ = )\101V1 -+ )\202\72

Vi tegner inn Aw ogsa pa tegningen var:



Vektoren Aw ma peke i en annen

retning enn w fordi A1 # A2

Denne siste figuren viser at w ikke kan veere en egen-
vektor. Den eneste muligheten for a fa Aw til & peke i
samme retning som w er a anta at Ay = Ao, og vi har
jo antatt akkurat det motsatte, nemlig at \; # As.

Denne figuren er det man bgr se for seg for a forsta
hva som skjer, men vi kan vise det samme pa en mer
presis og rent algebraisk mate som ikke avhenger av
figuren.

Hvis vi ganger w med et tall A, sa far vi:

AW = Ac1vy + Acava
Og vi sa at hvis vi ganger A med w, sa far vi:
Aw = /\101v1 + AQCQVQ

Hvis w er en egenverdi, sa finnes det en A slik at
Aw = Aw, og dermed:

A1C1V1 + Aacavy = Ac1vy + Acava
Siden vy og vo er linesert uavhengige, betyr dette at

)\161 = )\Cl og )\262 = )\CQ.

Men vi har antatt at bade ¢; og ¢y er forskjellige fra 0
og at A1 # Ag, og da er dette umulig. Det vil si at w
ikke er en egenvektor.

Na har vi vist:

Huvis w er en lineerkombinasjon av to egenvektorer
som hgrer til forskjellige egenverdier, sa er det to mu-
ligheter: Enten er w lik en skalar ganger én av de to
egenvektorene, eller sa er w ikke en egenvektor.

Na gar vi videre til & se pa tre egenvektorer
Vi, V2 08 V3
som hgrer til forskjellige egenverdier
A1, A2 0g As.

Da kan vi bruke det vi nettopp viste til a konklude-
re med at ingen av disse egenvektorene kan vaere en
lineserkombinasjon av de andre to. For hvis vg skul-
le veert i Sp{v1, vz}, sa ville vi fatt at den enten er
nullvektoren, eller en skalar ganger v; eller vy (men
da ville den hatt A; eller Ao som tilhgrende egen-
verdi istedenfor A3), eller sa ville den ikke veert en
egenvektor i det hele tatt. Alle disse alternativene er
utelukket, siden vi har antatt at v er en egenvektor
tilhgrende egenverdien As.
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Pa samme mate far vi at vy ikke kan veere i
Sp{v1,vs} og at vy ikke kan veere i Sp{vsy, vs}.

Siden vi har vist at ingen av de tre vektorene er
en lineserkombinasjon av de andre to, far vi (fra teo-
rem at de er linesert uavhengige. Vi har altsa
vist:

Tre egenvektorer som horer til forskjellige egenverdier
ma veere lineert uavhengige.

Men vi trenger ikke a gi oss der. Ved et helt tilsva-
rende argument som det vi hadde i tilfellet med to
vektorer kan vi vise:

Huvis w er en lineerkombinasjon av tre egenvektorer
som hgrer til forskjellige egenverdier, sa er det to mu-
ligheter: Enten er w lik en skalar ganger én av de tre
egenvektorene, eller sa er w ikke en egenvektor.

Hvis du fremdeles henger med, sa ser du antagelig
hvordan vi na kan ga videre til:

Fire egenvektorer som hgrer til forskjellige egenver-
dier ma vere lineert uavhengige.

Herfra kan vi fortsette pa akkurat samme mate,
og vi far de samme resultatene for enhver liste av
vilkarlig mange egenvektorer som hgrer til forskjelli-
ge egenverdier. Da har vi kommet til slutten pa var
lange diskusjon om lineser uavhengighet for egenvek-
torer, og vi oppsummerer det vi har funnet ut i et
teorem.

Teorem 7.15. La A1, Ao, ..., A\ veere forskjellige
egenverdier for en matrise A, og la vi, Vo, ..., Vy
veere egenvektorer som hgrer til hver av disse egen-
verdiene. Da har vi:

(a) Vektorene vi, va, ..., vy er lineert uavhengige.

(b) I mengden

Sp{V1, Vo, 0y, vt}

utspent av egenvektorene vi ser pa finnes det in-
gen andre egenvektorer enn de som er et multip-
pel c-v; av én av vektorene i listen.

Oppgaver

1. Finn egenverdier og tilhgrende egenvektorer til
folgende matriser.
01
J

@ |, ]

120 4 2 3
b) [2 1 0 d) [-1 1 -3
00 0 2 4 9

Hint for del d): Polynomdivisjon. Hvis ikke A = 1
fungerer, prov A = 2. Hvis ikke A\ = 2 fungerer, prov
A=3, ...

2.

a) Regn ut egenverdiene til

o o)



og finn tilhgrende egenrom.

b) Skissér egenrommene.
Hint: Du har Ilgst denne oppgaven tidligere.

3.

a) Regn ut egenvektorene til

111
211 1}’
og finn tilhgrende egenrom.

b) Skissér egenrommene.

4.

a) Vis at matrisen

5ol

ikke har noen egenverdier.

b) Gi en geometrisk forklaring pa del a).

5.

a) Finn vektorene som svarer til at

oof] e

er blitt rotert med 6 radianer.

b) Utled formelen for 2 x 2-matrisen Ty som roterer
vektorer 6 radianer mot klokken ved multiplikasjon.
Hint: Hva skjer nar du ganger Ty med e; og es?

c) For hvilke verdier av 6 har Ty en egenverdi? Gi
en geometrisk forklaring.

6. Avgjer om fplgende pastander er sanne eller ikke.
Begrunn svaret ditt.

a) En n X n-matrise har alltid n egenverdier.

b) Dersom A har en ikke-null egenverdi ¢, sa kan
ikke A veere lik null-matrisen.

c) To egenvektorer til en matrise A som svarer til
samme egenverdi kan veere linesert uavhengige.

7. La A veere en n X n-matrise. Vis at A og dens
transponerte AT har like egenverdier.

Hint: Husk at determinanten til en matrise B og dens
transponerte BT er like.

8.

a) Regn ut egenverdiene til

12 3 4
02 3 4
A= 00 -5 0
00 0 77

b) Finn egenrommene til de ulike egenverdiene.

c) Aeren 4 x 4-matrise. Er det alltid enkelt a finne
egenverdiene til en 4 x 4-matrise? Mer generelt, er det
alltid enkelt & finne egenverdiene til n X n-matriser?
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9. La A vaere folgende matrise:

28 30 —-20 -2

6 40 -10 -4

A= 4 10 20 -6

2 20 =30 32

a) Hvilke av vektorene

0 1 3 1 2 3 4
0 2 2 0 1 2 3
ol |3 |2 [o]" |2| [1] *® |2
0 4 1 0 3 2 1

er egenvektorer for A?

b) Finn alle egenverdiene til A, og de tilhgrende
egenrommene.

10. La A vaere en n X n-matrise slik at A2 = A. Hva
kan du da si om egenverdiene til A?

Hint: Prgv a finne noen forskjellige matriser A som
er slik at A2 = A. Kan du finne en slik matrise som
ikke har noen egenverdier? En som har én egenverdi?
To egenverdier? Flere enn to?

11. La A veere en n X n-matrise som har n forskjellige
egenverdier \1, Ao, ..., A,. Lag en n X n-matrise

V= [Vl AP VTL} )

der v; er en egenvektor som hgrer til egenverdien Ay,
og vy er en egenvektor som hgrer til egenverdien Ao,
og sa videre.

a) Kan du finne ut om matrisen V er inverterbar
eller ikke?

b) Dersom V er inverterbar, hvordan ser matrisen
VLAV ut?

c) Finn en 3 x 3-matrise som har egenverdier 1, 2
og 3, med tilhgrende egenvektorer

1 2 1
3, 6 og 4
2 5 2



E Vektorrom

I de foregaende kapitlene har vi tatt en lang vandring
gjennom den linesere algebraens jungel. Na skal vi ga
opp pa en fjelltopp og skue ut over landskapet vi har
vandret gjennom.

Det sentrale temaet i dette kapitlet og det neste
er a generalisere og abstrahere ideene vi har jobbet
med til na. Vi skal definere begrepet vektorrom, som
egentlig bare betyr en mengde med vektorer slik som
R? eller R3. Men definisjonen var av vektorrom kom-
mer til & vaere sa generell at vi ogsa kan ha vektor-
rom som ser helt annerledes ut. Dette betyr at vi
skal bli vant til at vektorer kan veere mye mer enn
kolonnevektorene vi kjenner til — for eksempel kan
en funksjon eller en matrise ogsa veaere en vektor.

I neste kapittel skal vi innfgre det andre sentrale
konseptet vi trenger for & drive med linezer algebra pa
en generell mate, nemlig lineertransformasjoner. En
linezertransformasjon er en funksjon fra et vektorrom
til et annet. Men den kan ikke vzere en hvilken som
helst funksjon — vi krever at den skal bevare vektor-
romsstrukturen.

Den generelle formuleringen av lineser algebra ved
hjelp av vektorrom og linesertransformasjoner gir fle-
re fordeler. Den gir oss et sprak og en del teknikker
som (etter hvert som vi blir vant til dem) gjor mange
problemer mye mer lettfattelige. Og den gjgr at vi
kan anvende linezer algebra innen andre omrader av
matematikk, for eksempel til & lgse differensialliknin-
ger, som vi skal se pa senere.

Vi kan stille oss selv spgrsmalet
Hva handler lineer algebra egentlig om?

Hva som er et naturlig svar pa dette spgrsmalet end-
rer seg etter hvert som vi leerer mer lineser algebra.
Helt i begynnelsen ville vi antagelig sagt at lineaer
algebra handler om & lgse linesere likningssystemer.
Litt senere kunne vi si at lineser algebra handler om
vektorer og matriser. Etter at vi har kommet oss gjen-
nom dette kapitlet og det neste, vil vi antagelig be-
svare spgrsmalet med:

Lineer algebra handler om vektorrom og
lineertransformasjoner.

Og da har vi en ganske god forstaelse av lineser alge-
bra.

Vektorer slik vi kjenner dem

Vi er vant til vektorer i R? og i R?, og mer gene-
relt i R™. Vi vet dessuten at hver av disse mengdene
utgjer hver sin separate verden av vektorer. For ek-
sempel kan vi alltid legge sammen to vektorer som
begge er i R?, men det gir ikke mening & legge sam-
men en vektor i R? med en vektor i R3:

3
ARk
4

er ikke definert.

Nar vi legger sammen to vektorer i R?, blir summen
igien en vektor i R2, og nar vi ganger en vektor i R?
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med en skalar, far vi ogsa en vektor i R? som resultat.
Vi holder oss altsa alltid innenfor den samme verde-
nen nar vi tar lineserkombinasjoner av vektorer. En
slik verden av vektorer er det vi kaller et vektorrom.

For R? og R? har vi en geometrisk tolkning av vek-
torer: Vi kan tenke pa en vektor som et punkt i pla-
net/rommet, eller som pilen som peker fra origo til
dette punktet. Men et punkt har ogsa koordinater,
og det er de vi vanligvis bruker nar vi skal regne pa
vektorer.

2
2
i =i
-3 -2 -1 1 2 3
-1

Forskjellige aspekter av samme vektor:
punkt — pil — koordinater

Antagelig er du innen na blitt sapass komforta-
bel med dette litt fleksible vektorbegrepet at du uten
problemer gar frem og tilbake mellom & tenke pa en
vektor som en pil, et punkt, eller en kolonnevektor.

Na skal vi bli enda mer fleksible i var forstaelse av
hva en vektor kan vaere. Faktisk vil vi si at det er
fullstendig likegyldig hva en vektor er, det som betyr
noe er hvordan den oppfarer seg.

Hva kan vi gjgre med vektorer?

Vi har to operasjoner for vektorer. Vi kan legge sam-
men vektorer, og vi kan gange en vektor med en ska-
lar:

addisjon av vektorer: u+v

skalarmultiplikasjon: c¢-u

Begge operasjonene gir ut nye vektorer som resultat.
Nar vi na skal generalisere vektorbegrepet, vil vi
si at alle slags ting kan veere vektorer, sa lenge de
kan adderes og skalarmultipliseres, og oppfyller visse
kriterier som gjor at vi kan regne med dem pa samme
mate som vi er vant til & regne med vektorer. Disse
kriteriene kaller vi aksiomene for et vektorrom.

Aksiomer for vektorrom

Aksiomene for vektorrom er atte regneregler som hol-
der for vektorene i R™, og som er essensielle for at
vektorer skal oppfere seg slik vi synes at vektorer skal
oppfgre seg. Vi nummerer aksiomene (V1), (V2), ...,
(V8). Du finner alle sammen i en fin liste pa side

Det forste aksiomet, (V1), sier at det ikke har noe
a si hvor vi setter parentesene nar vi legger sammen
vektorer:

(u+v)+w=u+(v+w)
Dette betyr at vi kan skrive en sum

u+v-+w



Vektorromsaksiomene

(Vl) (u+v)+w=u+ (v+w) for alle vektorer u, v og w.
(Vektoraddisjon er en assosiativ operasjon.)
(V2) u+ v = v + u for alle vektorer u og v.
aksiomer (Vektoraddisjon er en kommutativ operasjon.)
for
addisjon (VS) Det finnes en vektor 0 slik at u+ 0 = u for alle vektorer u.
(Vektoraddisjon har et identitetselement.)
(V4) For hver vektor u finnes en vektor —u slik at u + (—u) = 0.
(Vektoraddisjon har inverser for alle elementer.)
.
(V5) (ab) -u=a- (b-u) for alle vektorer u og alle skalarer a og b.
(Skalarmultiplikasjon er kompatibel med multiplikasjon av skalarer.)
aksiomer (VG) 1-u = u for alle vektorer u.
for (Tallet 1 er identitetselement for skalarmultiplikasjon.)
skalar-
multi- (V?) a-(u+v)=au+ av for alle vektorer u og v, og alle skalarer a.
plikasjon (Skalarmultiplikasjon er distributiv over addisjon av vektorer.)
(V8) (a+b) -u=au+ bu for alle vektorer u, og alle skalarer a og b.
(Skalarmultiplikasjon er distributiv over addisjon av skalarer.)
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uten parenteser, fordi vi far samme resultat om vi
legger sammen u og v forst, eller legger sammen v
og w fgrst. Mer generelt betyr det at vi kan skrive
alle slags lengre summer

u1+u2+...un

uten parenteser. Pa fint matematikksprak kalles dette
at addisjonen er en assosiativ operasjon.

Dette ser kanskje sa apenbart ut at det ikke skulle
veere ngdvendig a gjgre noe stort nummer ut av det.
Men det er likevel ngdvendig & ha det med som et
krav, fordi vi i utgangspunktet sier at vi kan definere
vektoraddisjonen til & gjgre akkurat hva vi vil, og det
er fullt mulig & definere en operasjon som ikke er slik
at parenteser kan flyttes fritt.

For & gjore det helt klart at assosiativitet ikke er
noe vi kan ta for gitt, kan det veere nyttig a tenke pa
at du kjenner godt til minst én operasjon som ikke er
assosiativ, nemlig opphgyd-i-operasjonen. Med den
operasjonen har det en betydning hvor vi setter pa-
rentesene, for

(ab)c og a(b”)
er ikke det samme.

Aksiom (V2) sier at rekkefglgen ikke spiller noen
rolle nar vi adderer vektorer:

ut+v=v+Hu

Det fine navnet pa denne egenskapen er at addisjonen
er kommutativ.

Aksiom (V3) sier at det skal finnes en nullvektor.
ITR™ er vi vant til a si at nullvektoren er vektoren som
bestar av bare nuller. Men na vil vi definere nullvek-
toren ut fra hvordan den oppfgrer seg med hensyn
pa addisjonsoperasjonen. Den definerende egenska-
pen for en nullvektor 0 er at det a legge til nullvek-
toren ikke endrer noe, altsa at

u+0=u

for alle vektorer u.

Aksiom (V4) sier at hver vektor har en additiv in-
vers. Det betyr at for hver vektor u skal det veere
mulig & finne en vektor v slik at

u+v=0.

Vektoren v er da den additive inversen til u, og vi
kaller den for —u.

De fire forste aksiomene handler bare om addi-
sjonsoperasjonen. De fire siste handler om skalarmul-
tiplikasjon.

Aksiom (V5) sier at skalarmultiplikasjonen er kom-
patibel med det a gange sammen tall, i den forstand
at a gange en vektor med ett og ett tall er det samme
som a gange sammen tallene fgrst og sa multiplisere
med vektoren:

(ab)-u=a-(b-u)

Aksiom (V6) sier at det a4 gange en vektor med
tallet 1 alltid gir oss den samme vektoren tilbake:

l-u=u
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Vi kan altsa si at tallet 1 er et identitetselement for
skalarmultiplikasjonen.

Aksiomene (V7) og (V8) sier at vi kan gange ut
parenteser slik vi er vant med, bade nar vi har en
sum av vektorer og nar vi har en sum av tall:

a-(u+v)=au+av
(a+b) - u=au+bu

Dette kalles at skalarmultiplikasjonen er distributiv
over addisjon.

Definisjonen av vektorrom

De atte aksiomene (V1)—(V8) er det vi vil kreve for
at noe skal kvalifisere til a veere et vektorrom. Na er
vi derfor klare for a skrive ned definisjonen av vek-
torrom.

Definisjon. La V vare en mengde, og anta at vi har
definert to operasjoner:

addisjon av vektorer: u + v

skalarmultiplikasjon: ¢ - u

Addisjonen skal vaere definert for alle elementer u
og v i V, og skalarmultiplikasjonen for alle skalarer ¢
og alle ui V. Resultatet av operasjonene skal alltid
veaere et element i V.

Dersom mengden V' og de to operasjonene oppfyl-
ler vektorromsaksiomene (V1)-(V8), sa sier vi at V/
er et vektorrom, og vi kaller elementene i V' for vek-
torer. A

Aksiomene for vektorrom er valgt ut som de egen-
skapene ved R™ som anses som & vaere essensielle.
Derfor er selvsagt hver R™ et vektorrom. Men poen-
get med a gi en sa generell definisjon er at det ogsa
finnes flere vektorrom enn disse.

Som et forste eksempel kan vi se at en delmengde
av R™ ogsa kan veere et vektorrom.

Eksempel 8.1. Se pa mengden

)

utspent av vektoren [1] i R?, altsi denne linjen:

U

Hvis vi lar addisjonen og skalarmultiplikasjonen veere
definert som i R?, s kan vi sjekke at mengden U i
seg selv ogsa blir et vektorrom.

Resultatet av a addere eller skalarmultiplisere vek-
torer i U blir alltid en vektor i U, slik at det gir
mening & definere operasjonene pa denne maten.

Nullvektoren [3] i R? er med i U og fungerer ogsa
som nullvektor for U, slik at aksiom (V3) er oppfylt.
For alle vektorer u i U er ogsa den additive inver-
sen —u med i U, slik at aksiom (V4) er oppfylt. Vi



ser lett at alle de andre aksiomene ogsa holder for U,
siden de holder for R?.

Vektorrommet U er geometrisk sett en linje, akku-
rat som R!. Det fungerer altsa litt som & plassere en
kopi av R! pa skra inne i R2. A

Eksempler pa vektorrom

La oss na se pa noen vektorrom som er virkelig for-
skjellige fra de gamle og kjente rommene R™. Vek-
torrommene vi definerer her vil vi bruke senere, sa
det er lurt a prgve a bli kjent med dem. For hvert
av disse vektorrommene er det lett (men litt tid- og
plasskrevende) a sjekke at alle vektorromsaksiomene
holder. Du bgr prove a sjekke det selv, for i hvert fall
ett av vektorrommene vi ser pa.

Polynomer av begrenset grad. Vi skriver P,, for
mengden av alle polynomer av grad n eller lavere,
altsa alle funksjoner pa formen

p() = apx™ + ap_12" 4+ arx +ag
n
= Zazxz
i

Vi definerer addisjon og skalarmultiplikasjon av po-
lynomer pa den apenbare maten. Hvis

p) =S a0 qlr) =S bt
1o )

er to polynomer i P, sa er summen p+ g polynomet
der vi summerer koeffisientene fra p og ¢:

n

(p+q)(z) = Z(ai +b;) - 2’
i
Skalarmultiplikasjonen definerer vi ved at ¢ p er po-

lynomet der vi ganger alle koeflisientene i p med c:

n
(ep)(@) = (c-a;)-a'
i
Med disse operasjonene er P,, et vektorrom.

Alle polynomer. Vi skriver P for mengden av alle
polynomer av vilkarlig grad. Med addisjon og ska-
larmultiplikasjon definert som i P, blir P ogsa et
vektorrom.

Eksempel 8.2. Vi ser pa tre funksjoner f, g og h,
gitt ved

f(z) = a2,
g(x) = 32% + x,
h(z) = 22

Disse er polynomer av grad 2, sa de er vektorer i vek-
torrommet Po. Dette betyr at vi kan regne med dem
som vektorer — vi kan for eksempel ta lineserkombi-
nasjoner av dem. Linesrkombinasjonen 5f 4 g blir
funksjonen gitt ved

(5f +9g)(x) =5 f(z) + g(x) = 82" + .
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Siden f, g og h er vektorer, kan vi ogsa spgrre om
de er linesert uavhengige. Ved a prgve oss frem litt
med lineserkombinasjoner av de tre vektorene, finner
vi ganske raskt ut at

—4f+g+h=0,

som betyr at f, g og h er linesert avhengige. A

Kontinuerlige funksjoner. Vi skriver C(D) for
mengden av alle kontinuerlige funksjoner definert pa
et omrade D, der D C R. Mengden C(D) bestar altsa
av alle funksjoner som er pa formen

f+D—=R

og er kontinuerlige.

Vi kan definere addisjon og skalarmultiplikasjon av
funksjoner pa en naturlig mate. Summen f + g av to
funksjoner f og g blir en funksjon gitt ved

(f +9)(x) = fz) + g(x),

og produktet cf av en skalar ¢ og en funksjon f blir
en funksjon gitt ved

(ef)(z) = c- (f(2)).

Med disse operasjonene blir mengden C(D) et vek-
torrom.

Eksempel 8.3. La f og g veere funksjonene gitt ved

f(x) =sinz og g(z) = cosx.

Da kan vi se pa f og g som vektorer i vektorrom-
met C(R) av kontinuerlige funksjoner fra R til R. Er
disse to vektorene linezert uavhengige?

For a finne ut det, kan vi huske at vi vet at to
vektorer er linezert uavhengige hvis og bare hvis den
ene kan skrives som en skalar ganger den andre. Men
siden

f(0)=sin0=0 og g(0) =cos0 =1,

kan vi ikke ha at g er en skalar ganger f, for da matte
0 ganger denne skalaren veert 1. Tilsvarende ser vi at
siden

kan vi ikke ha at f er en skalar ganger g. Altsa er f
og ¢ lineeert uavhengige vektorer i C(R). A

og

Deriverbare og glatte funksjoner. Vi skriver
CY(D) for mengden av alle funksjoner

f:D—>R

som er kontinuerlig deriverbare. Mer generelt skri-
ver vi C"(D) for mengden av alle funksjoner som er
n ganger kontinuerlig deriverbare. Funksjoner som er
deriverbare uendelig mange ganger kalles glatte funk-
sjoner, og vi skriver C*° (D) for mengden av alle glatte
funksjoner fra D til R.

Med addisjon og skalarmultiplikasjon definert pa
samme mate som i C(D) blir mengdene C™(D) og
C>°(D) ogsa vektorrom.



Uendelige lister. Vi skriver RY for mengden av alle
uendelige lister

(a1,a2,a3, .. -) = (ai)ieN

av reelle tall. Vi definerer addisjon og skalarmultipli-

kasjon for slike lister ved:

(ai)ien + (bi)ien = (ai + bi)ien
¢ (a;)ien = (¢- a;)ien

Da er RN et vektorrom.

Eksempel 8.4. Se pa de tre vektorene
u=(1,2,3,4,5,...)
v=(1,1,1,1,1,...)
w=(1,3,5,7,9,...)

i vektorrommet RY. Er vektoren w en lineserkombi-

nasjon av u og v?
Hvis vi ganger u med to, sa far vi:

2u = (2,4,6,8,10,...)
Na& kan vi trekke fra v og ende opp med:
2u—v=(1,3,5,7,9,...)

Vi ser altsa at w = 2u— v, sa vi kan konkludere med
at vektoren w er en lineserkombinasjon avuogv. A

Matriser. Vi skriver M,,«, for mengden av alle
m X n-matriser. Vi har allerede (i kapittel [4)) defi-
nert hvordan vi legger sammen matriser, og hvordan
vi ganger en skalar med en matrise. Med disse ope-
rasjonene er M., «, et vektorrom. Siden kvadratiske
matriser er spesielt interessante, definerer vi en egen
notasjon, M,,, for vektorrommet som bestar av alle
n X n-matriser.

Underrom

I eksempel sa vi at en linje i R? kunne vaere et
vektorrom i seg selv. Et slikt vektorrom som ligger
inni et annet vektorrom kalles et underrom.

Definisjon. Et underrom av et vektorrom V er en
delmengde U C V som i seg selv utgjgr et vektor-
rom, med addisjon og skalarmultiplikasjon definert
pa samme mate som i V. A

Eksempel 8.5. Som i eksempel lar vi U vaere

delmengden
1
w=se{[l]}

av R2. Da er U et underrom av R2. A

Eksempel 8.6. Se pa mengden

o= {f] -3

av alle vektorer i R? pa formen [{], altsd den hori-
sontale linjen vist her:
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Er U et underrom av R2??

Hvis U skal vaere et underrom, ma vi ha at U i seg
selv blir et vektorrom nar vi bruker vektoraddisjonen
og skalarmultiplikasjonen fra R2. Men det gir ikke
fungerende operasjoner pa U. For eksempel har vi at
[9] og [1] er vektorer i U, men summen

0 + 1 |1
1 1 |2
er ikke i U. Operasjonene fra R? fungerer altsd ikke til

a gjgre U til et vektorrom, sa U er ikke et underrom
av R2. A

I eksempel sa vi at mengden U ikke ble et un-
derrom fordi vi ikke holder oss innenfor U nar vi leg-
ger sammen vektorer fra U. Vi sier da at mengden U
ikke er lukket under addisjon.

Men hvis vi har en delmengde U av et vektorrom V'
som er lukket under bade addisjon og skalarmultipli-
kasjon, og som inneholder nullvektoren, sa blir alle
vektorromsaksiomene automatisk oppfylt for U fordi
de holder i V. Vi har dermed fglgende teorem.

Teorem 8.7. LaV vere et vektorrom. En delmgende
U CV eretunderrom av'V hvis og bare hvis folgende
tre betingelser er oppfylt.

1. Nullvektoren 0 ¢V ligger i U.

2. For alle vektorer u og v i U er ogsa summen
u+viU.

8. For alle vektorer u i U og alle skalarer ¢ er ogsa
produktet cu 1 U.

Det er lett a se at en mengde utspent av en lis-
te med vektorer oppfyller disse tre betingelsene. Vi
skriver opp det ogsa som et teorem.

Teorem 8.8. En mengde Sp{vi,va,...,vi} utspent
av vektorer i et vektorrom V er alltid et underrom
av'V.

Bevis. Mengden Sp{vy, va,..., v} bestar av alle li-
neaerkombinasjoner av vektorene vy, va, ..., v;. Uan-
sett hva disse vektorene er, vet vi at nullvektoren er
en lineserkombinasjon av dem. Videre ser vi enkelt at
summen av to lineserkombinasjoner blir en ny lineser-
kombinasjon av de samme vektorene, og at en skalar
ganger en linezerkombinasjon igjen blir en lineserkom-
binasjon. Dermed er alle betingelsene fra teorem
oppfylt. O

Endeligdimensjonale vektorrom

For vektorrommene R™ har vi et klart begrep om
dimensjon. Vi sier at R? er todimensjonalt, at R3
er tredimensjonalt, og mer generelt at R” er n-
dimensjonalt.



For et vilkarlig vektorrom V er det ikke like klart
hva dimensjonen skal vaere. Vi skal etter hvert kom-
me frem til at vi har en meningsfylt mate & snakke
om dimensjon pa ogsa her, men fgrst skal vi foreta
en veldig grov inndeling av alle vektorrommene. Vi
skiller mellom vektorrom som er endeligdimensjonale
(og for disse skal vi om en stund se at vi kan definere
en dimensjon) og de som ikke er det (for disse méa vi
bare ngye oss med a si at dimensjonen er uendelig).

Definisjon. Et vektorrom V er endeligdimensjonalt
hvis det finnes en endelig mengde som utspenner V.
Ellers er V' uendeligdimensjonalt. A

Alle de <gode gamles vektorrommene R™ som vi
kjenner fra fgr er endeligdimensjonale, siden R™ er
utspent av den endelige mengden

1 0 0
0 1 0
0 0 1

bestaende av de n enhetsvektorene.

Men siden vi tar oss bryet med a definere begrepe-
ne endeligdimensjonalt og uendeligdimensjonalt, bgr
det ogsa finnes eksempler pa vektorrom som er uende-
ligdimensjonale. Flere av vektorrommene vi har sett
tidligere i dette kapitlet er uendeligdimensjonale. Vi
sjekker at ett av dem er uendeligdimensjonalt na; de
andre skal du fa finne ut av selv i oppgavene.

Eksempel 8.9. Vektorrommet P av alle polynomer
er uendeligdimensjonalt. Hvordan kan vi se det? La

{p17p27 s apt}

veere en endelig mengde av polynomer i P. Hvert av
polynomene pi, ps, ..., p; har en grad. La n veere
den hgyeste av disse gradene. Da kan vi ikke skrive
et polynom av grad n 4+ 1 som en lineserkombinasjon
av polynomene p1, pa, - - ., Pt, sa disse utspenner ikke
hele P.

Siden vi kan si dette om enhver endelig mengde,
kan det ikke finnes noen endelig mengde som utspen-
ner P. Dermed er P et uendeligdimensjonalt vektor-
rom. A

Basis

Vi sa at et vektorrom er endeligdimensjonalt hvis det
er utspent av en endelig mengde. Ngkkelen til & de-
finere dimensjonen til et vektorrom er & lete etter en
<best mulig> utspennende mengde, der <best> be-
tyr at den ikke inneholder noen overflgdige vektorer.
En slik mengde kalles en basis for vektorrommet.

Basiser er essensielle for at vi skal kunne definere
dimensjonen til et vektorrom, men er ogsa nyttige til
mye annet. Et vektorrom som ikke er R™ kan veere
vanskelig a jobbe med, men om vi har en basis, blir
det mye mer handterlig.

Definisjon. En basis for et vektorrom V er en liste
%# = (b1,ba,...,by,)

av vektorer som bade utspenner V og er linesert uav-
hengige. A
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Merk. Det er to forskjellige mater a definere en basis
pa. Enten sier man at en basis er en mengde med
vektorer, eller sa sier man (som vi gjor) at en basis
er en liste med vektorer. Forskjellen er at i en mengde
har ikke elementene noen bestemt rekkefglge, mens i
en liste er det ett bestemt element som er det forste,
ett som er det andre, og sa videre.

Det viktigste med en basis er a ha vektorer som
utspenner det aktuelle vektorrommet og er linesert
uavhengige, og det har man uansett om man velger
a plassere dem i en mengde eller en liste. Forskjellen
dukker opp nar man vil bruke basisen til & innfere
koordinater (som vi skal gjgre ganske snart). Da ma
elementene i basisen ha en rekkefglge. Hvis vi hadde
valgt a definere en basis som en mengde, ville vi fatt
litt ekstra jobb for a fa definert koordinater pa en
skikkelig mate. A

Eksempel 8.10. La oss se pa vektorrommet R3. Vi
ser lett at listen

17 TJo] To
ol, ||, |o
ol ol |1

bestaende av de tre enhetsvektorene er en basis. Men
vi kan ogsa finne andre basiser. Enhver liste med tre
linezert uavhengige vektorer blir en basis for R? (du
husker fra teorem [5.12] at tre vektorer i R? er linezert
uavhengige hvis og bare hvis de utspenner R3). Sa
for eksempel er listen

1 5 0
2l lol. lo
3 0 8
ogsd en basis for R3. A

Vi ser at vi alltid kan bruke enhetsvektorene til &
lage en basis for R™. Denne basisen,

1 0 0
0 1 0
0 0 1

kalles standardbasisen for R™.

Det som gjor R™ lettere a jobbe med enn andre
vektorrom er at vi har koordinater. Enhver vektor
i R™ er en kolonnevektor

der vy er vektorens forste koordinat, vs er dens andre
koordinat, og sa videre. En av de viktigste egenska-
pene til en basis er at den lar oss innfgre koordinater.

Teorem 8.11. La V wvere et vektorrom med basis
% = (b1,ba,...,by,).

Da kan hver vektor v i V skrives som en lineerkom-
binasjon

v =c1b; + by +---+ ¢, b,

av basisvektorene i B, pa en entydig mate.



Bevis. Det at hver vektor v kan skrives som en li-
neserkombinasjon av basisvektorene fglger av at ba-
sisvektorene utspenner V. Det at denne lineserkom-
binasjonen er entydig folger av at basisvektorene er
linezert uavhengige. O

Definisjon. Tallene ¢y, ca, ..., ¢, i teorem [8.11] kal-
les koordinatene til vektoren v med hensyn pa ba-
sisen Z. Vi definerer notasjonen [v]g for vektoren
i R™ som bestar av koordinatene til v:

Eksempel 8.12. I eksempel [8:3]sa vi at funksjonene
sin og cos er linesert uavhengige vektorer i vektorrom-
met C(R) av kontinuerlige funksjoner fra R til R. Det
betyr at hvis vi ser pa underrommet

U = Sp{sin, cos}
av C(R) utspent av disse to funksjonene, sa er
P = (sin, cos)

en basis for U. La oss na se pa en vektor i U, for
eksempel funksjonen f gitt ved

f(z) = 4sina — Tcos .

Koordinatene til f med hensyn pa basisen £ er 4
og —7, sa koordinatvektoren til f blir vektoren

o= | 4]

i R2. P4 denne maten kan vi gé fra & snakke om
funksjoner i U til & snakke om vektorer i R2.
La oss na se pa funksjonen 2f, som er lineserkom-
binasjonen
2f = 8sin —14 cos

av vektorene sin og cos. Det betyr at den har koor-

dinatvektor
8

med hensyn pa basisen Z. Vi ser at 4 gange vektoren
med 2 tilsvarer a gange koordinatvektoren med 2. A

Teorem 8.13. La V wvere et vektorrom med basis .
Koordinatene til en linecerkombinasjon av vektorer er
den tilsvarende lineerkombinasjonen av koordinatene
til hver vektor:

[c1vi+cava+ -+ v s

=ci-[Vilgt+ce[Vala+- o [Vila

Hvis vi ser pa koordinater med hensyn pa stan-
dardbasisen i R™, sa tilsvarer det a lage et vanlig ko-
ordinatsystem. Men hvis vi ser pa koordinater med
hensyn pa en annen basis for R"™, sa tilsvarer det a
lage et <skratt> koordinatsystem.
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Eksempel 8.14. Vi ser pa R? med basisen

B = (b1,by) = (m H)

Det & bruke denne basisen for R? tilsvarer & regne
i et skratt koordinatsystem der by og by tar rollene
som enhetsvektorer:

For eksempel har vektoren v pa tegningen koordina-

ter
v 11
T8

med hensyn pa standardbasisen, men koordinater

[v]s = m

med hensyn pa basisen 4. A

Na har vi sett noen eksempler pa hva en basis kan
brukes til. Videre vil vi vise at det alltid er mulig
a finne en basis, forutsatt at vektorrommet vart er
endeligdimensjonalt.

Teorem 8.15. La V wvere et endeligdimensjonalt
vektorrom. Da kan enhver endelig mengde som ut-
spenner V' reduseres til en basis for V. Mer pre-
sist: Hvis G er en endelig mengde av vektorer slik
at SpG =V, sa finnes en delmengde B C G slik at
vektorene i B utgjor en basis for V.

Bevis. Det eneste som kan hindre oss fra a bare bruke
vektorene i G som en basis er at de kan vaere linegert
avhengige. Sa hvis vektorene i G er linesert uavhen-
gige, kan vi bare sette B = G, og vi er ferdige.

Anta na at vektorene i G er linezert avhengige. Da
finnes en vektor v i G som er en linezerkombinasjon
av de andre. Vi lager en ny mengde

G, =G—{v}

der vi har fjernet denne vektoren. Siden v er en li-
nezrkombinasjon av vektorene i Gi, far vi at G,
utspenner det samme som G, altsa hele vektorrom-
met V.

Na kan vi fortsette pa samme mate med a fjerne
ett og ett element sa lenge vektorene i mengden var
er linezert avhengige. Da far vi stadig nye delmengder
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som alle utspenner hele V. Siden G er en endelig
mengde, kan vi ikke fortsette slik som dette i det
uendelige, og pa et eller annet punkt ma vi derfor
fa en mengde av linezert uavhengige vektorer. Disse
vektorene utgjgr en basis for V. O

Siden et endeligdimensjonalt vektorrom per defi-
nisjon er utspent av en endelig mengde, viser dette
teoremet at det alltid finnes en basis for et slikt rom.
Vi skriver dette enda tydeligere i et nytt teorem.

Teorem 8.16. Ethvert endeligdimensjonalt vektor-
rom har en basis.

Vi sa over at enhver endelig mengde som utspenner
et vektorrom kan reduseres til en basis. Pa samme
mate kan enhver mengde som er linesert uavhengig
utvides til en basis.

Teorem 8.17. La V wvere et endeligdimensjonalt
vektorrom. Enhver endelig mengde av vektorer i V
som er lineert uavhengig kan utvides til en basis. Mer
presist: Hvis L er en endelig mengde av vektorer som
er lineert uavhengige, sa finnes en basis for V. som
inneholder alle vektorene i L.

Dimensjon

Na som vi vet at alle endeligdimensjonale vektorrom
har basis, kan vi bruke det til & definere dimensjonen
til et vektorrom. Vi vil si at dimensjonen til et vek-
torrom er antall vektorer i basisen, men fgr vi kan
si det, ma vi forsikre oss om at forskjellige basiser
for det samme rommet ikke kan ha forskjellig antall
elementer.

Vi begynner med a generalisere et kjent resultat
fra R™ til et vektorrom med basis. Vi husker fra teo-
rem [5.10] at hvis vi har en liste med mer enn n vek-
torer i R™, sa ma vektorene i listen veere linegert av-
hengige. Det tilsvarende utsagnet formulert med ut-
gangspunkt i en basis sier at hvis vi har en liste med
flere vektorer enn stgrrelsen pa basisen, s4 ma disse
vektorene veere linesert avhengige.

Teorem 8.18. La V wvere et vektorrom med en ba-
sis B som bestar av n vektorer. La vy, Vo, ..., Vi,
vaere m vektorer i V', der m > n. Da er disse vekto-
rene lineert avhengige.

Bewvis. La

Uy = [V ]|

vaere koordinatvektorene til vektorene vi ser pa, med
hensyn pa basisen 4. Da er uy, ug, ..., u,, en liste
med m vektorer i R™, og siden m > n vet vi da fra
teorem |5.10| at de er linesert avhengige. Det vil si at
det finnes skalarer c¢1, co, ..., ¢ (som ikke alle er 0)
slik at

ciug +coug + -+ -y, = 0.
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Uttrykket pa venstresiden her er det samme som
ci[vilz + 2 vala + 4 em[ Vi |2,
og ved teorem [8.13] er dette igjen det samme som
[e1v1 + cava+ - CmVim |-
Vi har altsa at
[c1vi+cava+ - emVim ]z =0,
og dermed ma vi ha
c1vi +covo + - Ve, = 0,

Dette betyr at vektorene vy, va, ..., v, er linesert
avhengige. O

Ved hjelp av dette teoremet ser vi at alle basiser
for samme vektorrom ma ha like mange elementer.

Teorem 8.19. La V were et endeligdimensjo-
nalt vektorrom. Da har enhver basis for V. samme
storrelse.

Bevis. Anta at vi har to basiser
P = (ug,us,...,uy,)

%2 = (Vl,v27 s 7vm)

for V. Hvis m > n, sa sier teorem [8.18| at vektorene

Vi, V2, ..., Vi

er linesert avhengige, men det kan de ikke vaere siden
Py er en basis. Det er altsa ikke mulig at m > n. Pa
samme mate viser vi at det ikke er mulig at n > m.
Da er det bare én mulighet igjen, nemlig at m = n,
altsa at basisene har samme stgrrelse. O

Na som vi vet at alle basiser for samme vektorrom
har samme stgrrelse, kan vi trygt definere dimensjo-
nen til et vektorrom som stgrrelsen til en hvilken som
helst basis for vektorrommet.

Definisjon. La V veare et endeligdimensjonalt vek-
torrom. Vi definerer dimensjonen til V som antall
vektorer i en basis for V. Vi bruker notasjonen dim V'
for dimensjonen til V. Hvis & er en basis for V, har
vi altsa
dimV = |4|. A
Det er en enkel og grei sammenheng mellom dimen-
sjon og underrom: Et underrom kan aldri ha stgrre
dimensjon enn vektorrommet det er underrom av. Vi
formulerer dette som et teorem.

Teorem 8.20. La V vere et vektorrom med et un-
derrom U. Hvis V er endeligdimensjonalt, sa er U
ogsa endeligdimensjonalt, og

dimU < dim V.



Vektorrom tilknyttet en matrise

Hittil i dette kapitlet har vi veert veldig generelle og
abstrakte, og ting har kanskje blitt litt hgytflyvende.
Vi avslutter kapitlet med noe litt mer handfast, der
vi ikke trenger & tenke pa helt generelle vektorrom,
men bare pa underrom av R".

Hvis A er en m x n-matrise, sa er det visse under-
rom av R™ og av R™ som er naert knyttet til A, og
det er noen interessante sammenhenger mellom disse
rommene.

Nullrommet. Vi definerer nullrommet til en m x n-
matrise A som lgsningsmengden til likningen Ax = 0,
altsa delmengden

NullA = {x e R" | Ax = 0}

av R™. I utgangspunktet er dette bare en mengde av
vektorer i R™, men vi kan raskt finne ut at det faktisk
er et underrom ved a sjekke at det oppfyller de tre
kriteriene i teorem [Tk

1. Vi ser at nullvektoren er i Null A, siden den er
en lgsning av likningen Ax = 0.

2. Hvis u og v er vektorer i Null A, sa& har vi at
Au =0 og Av = 0. Da far vi

A(lu+v)=Au+Av=0+0=0,
som betyr at summen u + v ogsa er i Null A.
3. Hvis u er i Null 4 og c er en skalar, sa far vi
A-(c-u)=c-(Au)=c-0=0,

slik at ¢ - u ogsa er i Null A.

Kolonnerommet. Vi definerer kolonnerommet til
en m X n-matrise

A= [31 as an]

som underrommet av R™ utspent av kolonnene i A:

Col A = Sp{aj,az,...,a,}
Kolonnerommet til A bestar altsa av alle linezerkom-
binasjoner av kolonnene i A. Siden et produkt Av av
matrisen A og en vektor v i R™ er definert til a vee-
re nettopp en lineserkombinasjon av kolonnene i A,
kan vi ogsa beskrive kolonnerommet som alle vekto-
rer som er pa formen Av:

ColA={Av |v e R"}

Radrommet. Vi definerer radrommet til en m x n-
matrise

som underrommet av R™ utspent av radene i A:

Row A = Sp{ry,ra,...,tm}
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Radrommet til A bestar altsa av alle lineserkombi-
nasjoner av radene i A (der vi ser pa radene som
kolonnevektorer). Dette er det samme som kolonne-
rommet til den transponerte matrisen:

Row A= Col AT

Vi tar na et ganske langt eksempel der vi ser pa
hva vi kan si om nullrommet, kolonnerommet og rad-
rommet til en matrise.

Eksempel 8.21. La A vere fplgende matrise:

121 2 0
2 4 3 7 1
A= 1 2 2 5 1
3 6 6 15 3

Vi vil prgve a beskrive nullrommet, kolonnerommet
og radrommet til A.
For a finne nullrommet, ma vi lgse likningen

Ax = 0.

Det gjor vi ved a gausseliminere matrisen A. Da far
vi (her er mellomregningen utelatt):

121 2 0 1 20 -1 -1
2 4 3 7 1 001 3 1
122 5 1l7]ooo0o 0 o0
3 6 6 15 3 000 0 0

Vi far tre frie variabler, og den generelle lgsningen
blir:

-2 1 1
1 0 0
x=|0|r+|-3|s+|-1]|t
0 1 0
0 0 1
Dette betyr at de tre vektorene
-2 1 1
1 0 0
u=|0{|, v=]-3 og w=|—1
0 1 0
0 0 1

utspenner nullrommet til A. De er dessuten linesert
uavhengige: Legg merke til at i posisjon to, fire og
fem — som tilsvarer de tre frie variablene — har én
av vektorene tallet 1 og de andre to tallet 0. Dermed
ser vi lett at ingen av dem kan veere en lineserkom-
binasjon av de to andre, slik at de ma veere linesert
uavhengige. Dette betyr at

(u,v, w)

er en basis for nullrommet Null A.

Nar det gjelder kolonnerommet og radrommet, har
vi direkte fra definisjonene at dissee rommene kan
beskrives slik:

1 2 1 2 0
2 4 3 7 1
ColA=Spq 111> 12" |2 5] |1
3] 6] |6] [15] |3
17T [2] [1] [3]
2 4 2 6
Row A = Sp 11, (3], (2], |6
2 7 5 15
o] |1 |1 [3]



Men her har vi bare en utspennende mengde for hvert
av rommene. Den beste maten a beskrive et vektor-
rom pa er & gi en basis. Det viser seg at vi kan finne
basiser for kolonnerommet og radrommet til A ved a
se pa hva som skjer nar vi gausseliminerer A.

La oss ta kolonnerommet fgrst. Se pa trappeform-
matrisen vi endte opp med. Den har pivotelementer
i forste og tredje kolonne. Hvis vi stokker om pa ko-
lonnene i A slik at fgrste og tredje kolonne kommer
forst, og gjor det samme med trappeformmatrisen, sa
blir disse matrisene ogsa radekvivalente (fordi dette
tilsvarer at vi bytter om kolonnene pa samme mate i
hver matrise vi far underveis i gausselimineringen):

1 112 2 0 1 0|12 -1 -1
2 3|4 7 1 0o 1j0 3 1
1 212 5 1 0 0j0 0 O
3 66 15 3 0 0j0 0 O
La oss na lage en matrise
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2 3

0712

3 6

av ferste og tredje kolonne i A (de to kolonnene som
ender opp med pivotelementer i trappeformmatri-
sen), og la oss kalle de tre andre kolonnene i A for

2 2 0
4 7 1
bl_ 21> b2_ 5 ) b3_ 1
6 3

—_

5

Matrisen vi fikk ved a stokke om kolonnene i A kan
da beskrives som

[C|bi by by].

Vi ser fra trappeformmatrisen at kolonnene i C' er
linesert uavhengige, og at systemene

Cx=Db;, Cx=Dby og Cx=Dbg

har Igsninger, slik at hver av vektorene by, by og bg er
en linezerkombinasjon av kolonnene i C. Dette betyr
1 1
2 3
17 |2

3 6

er en basis for kolonnerommet Col A.

Det er litt enklere & se hvordan gausseliminasjonen
gir oss en basis for radrommet. Vi kan se at hvis to
matriser er radekvivalente, s har de samme radrom.
Nar vi utfgrer en radoperasjon er det nemlig slik at
alle rader i den nye matrisen er lineserkombinasjoner
av radene i den gamle matrisen (dette kan du gans-
ke enkelt sjekke selv). Dessuten kan vi alltid finne en
<omvendt> radoperasjon som tar oss tilbake til den
gamle matrisen, slik at alle rader i den gamle ma-
trisen er lineserkombinasjoner av radene i den nye.
Altsa har matrisene samme radrom.

Dette betyr at for & beskrive radrommet til A kan
vi like godt se pa trappeformmatrisen vi fikk ved a
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gausseliminere A. Der ser vi lett at alle radene som
ikke er nullrader ma vaere linezert uavhengige. Vi far
dermed at

1 0
2 0
0f, (1
-1 3
-1 1
er en basis for radrommet Row A. A

Metodene vi brukte i eksempelet for & finne basiser
for nullrommet, kolonnerommet og radrommet fun-
gerer generelt for en hvilken som helst matrise. Vi ser
dermed at vi kan beskrive dimensjonene til disse tre
rommene ved hjelp av antall frie variabler og antall
pivotelementer i trappeformmatrisen.

Teorem 8.22. La A vere en m X n-matrise, og la
E veere trappeformmatrisen vi far nar vi gausselimi-
nerer A. Da har vi:

(a) Dimensjonen til nullrommet til A er lik antall
frie variabler vi far nar vi lgser likningssystemet
Ax = b, altsa antall kolonner uten pivotelement
i E.

(b) Dimensjonen til kolonnerommet til A er lik an-
tall kolonner med pivotelementer i E.

(c) Dimensjonen til radrommet til A er lik antall
rader som ikke er null i E.

Siden det er ett pivotelement i hver rad som ikke er
null, far vi ved & kombinere del (b) og (c) i dette teo-
remet at kolonnerommet og radrommet har samme
dimensjon. Vi skriver opp dette ogsa som et teorem.

Teorem 8.23. La A vere en m X n-matrise. Da har
kolonnerommet og radrommet til A samme dimen-
sjon:

dim Col A = dimRow 4

Dette ene tallet, som bade er dimensjonen til ko-
lonnerommet og dimensjonen til radrommet, kalles
rangen til matrisen. Vi skriver:

rank A = dim Col A = dim Row A

Siden enhver kolonne i trappeformmatrisen enten
inneholder et pivotelement eller gir opphav til en fri
variabel for likningen Ax = 0, far vi fglgende resultat
ved & kombinere del (a) og (b) fra teorem

Teorem 8.24. La A vere en m X n-matrise. Da er

dimNull A + rank A = n.

Oppgaver

1. La A og B vare fglgende matriser:

o O OO
SO O
oSO O
o O OO
OO = O
o~ OO
O~ =
=W N
QU = W N
DD UL W



a) Finn en basis for kolonnerommet, nullrommet og
radrommet til A, og finn dimensjonen til hvert av
disse rommene.

b) Gjor det samme for matrisen B.

c) Ligger vektoren (0,1,—2,3,—1,—1,1) i nullrom-
met til A?

d) Ligger vektoren (—1,—1,—1,—1) i kolonnerom-
met til A? Ligger den i kolonnerommet til B?

2.
a) Finn en basis for P,. Vis at det faktisk er en basis.

b) Hva er koordinatene til 1+ 2z + 322 i basisen du
fant for Py?

c) Finn en basis for P, der n > 0.

3. La aj, as, u og v veere fplgende vektorer i R3:

1
-1

1 2 1
a; = |2 as = |3 u= v=|1
3 4 1 1

a) Se pa planet i R® som bestéar av alle vektorer pa
formen

u+s-a;+t-as
der s og t er vilkarlige tall. Er dette planet et under-
rom av R3?

b) Er planet som bestar av alle vektorer pa formen
v+s-a;+t-ag

et underrom av R3?

c) LaA= [al ag] vaere matrisen som har a; og as
som kolonner. Ligger vektoren u i kolonnerommet til
denne matrisen? Hva med v? Sammenlign med det
du fant ut i del a) og b).

4. La A veere en m X n-matrise hvor m < n. Hvilke
av fglgende pastander kan vi da konkludere med?

a) dimColA >0
b) dimNull A > 0

5. La V veere et vektorrom, og la U; og Us veere to
underrom av V. Hvilke av fglgende pastander kan vi
da konkludere med?

a) Snittet U; N Uz er et underrom av V.

b) Unionen U; UU; er et underrom av V.

6.

a) Finn en basis for vektorrommet M, . Hva er
dimensjonen?

b) Se pa fglgende delmengder av M,,:

U : alle diagonalmatriser

V : alle inverterbare matriser

W: alle matriser A slik at A= AT

Hvilke av disse mengdene er underrom av M,,?

c) For de mengdene i del b) som er underrom, hva
er dimensjonen?

7.
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a) Forklar hvilke av vektorrommene

P, (for forskjellige n)

(for forskjellige n)

som er underrom av hverandre.

b) Hvilke av vektorrommene i a) er endeligdimen-
sjonale? Hvilke er uendeligdimensjonale?

V:{’reRogr>0}

vaere mengden der hvert element er en boks som inne-
holder et positivt reelt tall, slik at for eksempel

3
Bl ][] s

er elementer i V. Definer vektoraddisjon og skalar-
multiplikasjon for V slik:

+:
C.:

8. La

9328

Er V et vektorrom?

9. Vi skriver
z={..,-2,-1,01,2,...}

for mengden av heltall.

a) Hyvis vi tenker pa elementene i vektorrommet R*
som bare tall, kan vi se pa Z som en delmengde av R!.
Er Z et underrom av R'?

b) Na prever vi a gjore Z til et vektorrom ved & defi-
nere vektoraddisjon og skalarmultiplikasjon direkte.
Definer vektoraddisjon som vanlig addisjon av tall,
og definer skalarmultiplikasjon av et reelt tall r og et
heltall n ved

rxn=|rn],

der uttrykket |rn] betyr tallet rn rundet ned til et
heltall. (Vi bruker symbolet * for skalarmultiplika-
sjonen her for a ikke blande den sammen med vanlig
multiplikasjon av tall.)

Er Z — med disse operasjonene — et vektorrom?

10. Hvis V er et vektorrom som er en endelig meng-
de, hva kan du da si om antall elementer i V7

Hint: Kan V ha null elementer? Ett element? To ele-
menter? Flere enn to?

11. La X veere en egenverdi til en n X n-matrise A.
Vis at egenrommet til A er et underrom av R".

12. La mengden D vere det apne intervallet mellom

—m/2 og w/2:
T
SEE)
2°2

Se pa funksjonene sin, cos og tan som vektorer i C(D).

a) Er de linesert uavhengige?



b) Kan du fa et annet svar ved & isteden se pa dem
som vektorer i C(E), der E er en delmengde av D?

13. La V vare et vektorrom. Vis at folgende
pastander fglger fra vektorromsaksiomene.

a) Det additive identitetselementet er entydig. Det
finnes altsa ngyaktig én vektor 0 1 V' som er slik at
u + 0 = u for alle vektorer u.

b) Hvis u+ v = u+ w for tre vektorer u, v og w
iV, sa fglger det at v =w.

c) Additive inverser er entydige. For hver vektor u
i V finnes det altsa kun én vektor —u i V' som er slik
at u+ (—u) =0.

14. Utfordring

Vi har kun definert hva en basis er for endeligdimen-
sjonale vektorrom. For a definere en basis til et uen-
deligdimensjonalt vektorrom, ma vi forst forsta hva
i) spenne ut og ii) lineser uavhengighet skal bety for
uendelige mengder.

Hvis S er en uendelig mengde av vektorer i et vek-
torrom V', sa definerer vi fplgende:
i) Vi sier at S spenner ut V dersom enhver vektor
v i V kan skrives som en lineszerkombinasjon av et
endelig antall vektorer i S.
ii) Vi sier at S er lineert uavhengig dersom enhver
likning

181+ ... 2p8, =0

(hvor s;-ene er vektorer i S) kun har den trivielle
lpsningen z; = 0 for alle 1.

Na& kan vi definere en basis for vilkarlige vektorrom:
En delmengde £ av et vektorrom V er en basis for V'
dersom den spenner ut V og er linesert uavhengig.
(Her definerer vi en basis som en mengde og ikke en
liste, siden det blir vanskelig & ha en rekkefslge pa
basisvektorene nar det kan veaere uendelig mange av
dem.)

a) Foresla en basis for det uendeligdimensjonale vek-
torrommet P.

b) Vis at forslaget ditt er en basis.
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n Lineaertransformasjoner

I forrige kapittel begynte vi a formulere lineser alge-
bra pa en generell mate, ved & gi en abstrakt defi-
nisjon av vektorrom. For & beskrive sammenhenger
mellom forskjellige vektorer og vektorrom trenger vi
ogsa a se pa funksjoner som tar inn vektorer og gir ut
vektorer. For to vektorrom V' og W er vi interessert i
de funksjonene fra V' til W som bevarer vektorroms-
strukturen. Slike funksjoner kaller vi linesertransfor-
masjoner.

Funksjoner

Siden linezertransformasjoner er en spesiell type funk-
sjoner, begynner vi med a ta en gjennomgang av en
del generelle ting om funksjoner som vi kommer til
a fa bruk for. Aller forst definerer vi presist hva en
funksjon er for noe. En funksjon bestar av tre ting:

1. En mengde som kalles funksjonens domene.
2. En mengde som kalles funksjonens kodomene.

3. En regel som til hvert element i domenet tilord-
ner et element i kodomenet.

Vi bruker notasjonen f: A — B for a angi at f er en
funksjon med mengden A som domene og mengden
B som kodomene.

(Mengdene som er tilknyttet en funksjon er ogsa
kjent under andre navn. Domenet kan ogsa kalles de-
finisjonsmengden til funksjonen, og kodomenet kan
ogsa kalles verdimengden.)

Fra fgr er du antagelig mest vant til funksjoner
som har mengden R av reelle tall som bade domene
og kodomene, og der regelen for funksjonen er gitt
ved et aritmetisk uttrykk. Her er et eksempel pa en
slik funksjon.

Eksempel 9.1. La f: R — R veere funksjonen defi-
nert ved

f(r)=3z*+1 foralle ziR.
Da har vi for eksempel at
f(5) =3-5%+1="76.

Vi kan tegne grafen til funksjonen:
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Men det er verdt a merke seg at bade domenet og
kodomenet kan veere hvilke som helst mengder, og
regelen kan vi spesifisere akkurat slik vi vil.

Eksempel 9.2. La A vaere mengden bestaende av
de tre fruktene eple, banan og ananas, og la B vaere
mengden bestaende av heltallene 0, 1, ..., 5:

A = {eple, banan, ananas}
B=1{0,1,2,34,5)

Na kan vi lage en funksjon
g:A—B

ved a bestemme hva hvert av de tre elementene i
mengden A skal sendes til. Hvis vi for eksempel be-
stemmer at

g(eple) =4,
g(banan) = 3,

g(ananas) = 0,
sa har vi beskrevet funksjonen g fullstendig. A

Eksempel 9.3. Vi definerer en funksjon

h: R® — R?
ved regelen
Ty
h ) = |:‘T1 * :E2:| . A
T2 -+ I3
]

Definisjon. La f: A — B vere en funksjon.

Vi sier at f er injektiv (eller en-til-en) hvis det for
hver b i B er maksimalt én a i A slik at f(a) = .

Vi sier at f er surjektiv (eller pa) hvis det for hver
bi B finnes en a i A slik at f(a) = b.

Bildet til f er mengden av alle elementer i kodo-
menet som blir truffet av f, altsa delmengden

imf={f(a) | a€ A}
av B. A

Det fglger umiddelbart fra definisjonen at en funk-
sjon f: A — B er surjektiv hvis og bare hvis bildet
til funksjonen er hele kodomenet: im f = B.

Eksempel 9.4. Vi finner bildene til hver av funk-
sjonene f, g og h fra eksempel [0.1H9.3] og finner ut
om funksjonene er injektive og/eller surjektive.

For funksjonen f ser vi at vi kan fa f(x) til & bli
alle tall fra 1 og oppover ved a variere z, slik at

im f =[1, 00).

Funksjonen er ikke injektiv, siden den sender flere
elementer til det samme — for eksempel har vi:

f() =4=f(-1)

Funksjonen er heller ikke surjektiv, siden bildet ikke
er hele kodomenet.



For funksjonen ¢ ser vi at bildet blir mengden
bestaende av de tre tallene vi har valgt & sende fruk-
tene til:

img = {0, 3,4}

Funksjonen er injektiv, siden den sender alle fruktene
til forskjellige tall. Den er ikke surjektiv, siden bildet
ikke er hele kodomenet.

For a finne bildet til funksjonen A ma vi kanskje
tenke litt. Men nar vi prgver oss litt frem, ser vi gans-
ke raskt at den treffer hele R?, siden vi for enhver

vektor [,1] 1 R? far:
v
w0l = {”1]
(%) b2
Dette betyr at
imh = R?.

Dermed har vi ogsa vist at h er surjektiv. Men vi kan
lett finne flere vektorer i R3 som h sender til samme
vektor, for eksempel:

1 1 0
() == (f
1 0
Dette vil si at h ikke er injektiv. A

Vi definerer to konsepter til som har med funksjo-
ner a gjore.

Definisjon. For enhver mengde A finnes en identi-
tetsfunksjon id4: A — A, definert ved

ida(a) =a for alle ai A. A

Definisjon. Hvis f: A — B og g: B — C er funk-
sjoner, sa er sammensetningen av g og f en funksjon
go f: A— C definert ved

(g0 f)(a) = g(f(a)). A

Eksempel 9.5. La f: R — R og g: R — R veere
funksjoner definert ved:

f(z) =sinz +1
g(x) = 2 + 5z

Da er sammensetningene fog og go f ogsa funksjoner
fra R til R, og de er gitt ved:

= sin(z? + 5z) + 1
= (sinz + 1)% 4+ 5(sinz + 1) A

Definisjon av linesertransformasjoner

N& som vi har det grunnleggende om funksjoner pa
plass, gar vi videre til & definere linezertransformasjo-
ner. En linezrtransformasjon er en funksjon mellom
vektorrom som bevarer vektorromsstrukturen. Det
vil si at vi kan utfgre addisjon eller skalarmultipli-
kasjon fgr vi anvender funksjonen eller etterpa, og
resultatet skal bli det samme. Vi gjor dette presist i
fglgende definisjon.
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Definisjon. La V og W vaere vektorrom. En funk-
sjon T': V. — W er en lineertransformasjon hvis den

oppfyller fglgende to kriterier:
1. T(u+v)=T(u)+T(v) for alleuog viV.

2. T(cu) = c¢- T(u) for alle vektorer ui V og alle
skalarer c. A

Vi kan illustrere de to kravene til en linesertrans-
formasjon slik:

T(u+v)
T(w)_ -7
u+v T /
u__ - )
/ T(v)
A%
T(c-u)
T
—
‘u
u_ - T(u)

Lineertransformasjonen T bevarer
addisjon og skalarmultiplikasjon

Eksempel 9.6. Vi definerer T: R? — R? ved:

x1
T T2 = |:

2.’L‘3 :|
3

T, — 3.132

La oss na sjekke om denne funksjonen er en lineser-
transformasjon. Vi regner ut:

Uy U1 up +u
T U | + [v2 =T U + Vg
us3 U3 u3 + U3
U3 + 113)
u1 + ’U1 UQ + ’02)
QU3 21}3
— 3UQ v — 3’()2
U1
=T ’LLQ + T V2
us V3

Funksjonen T oppfyller altsa kravet om a bevare ad-
disjon. Vi sjekker at den ogsa oppfyller kravet om a
bevare skalarmultiplikasjon:

uUq cuy
2(cu
Tlc lus =T ClUs = [cu £3?(>3U )]
us cusg ! 2
Uy
=c [ 2us ] =c-T Ug
Uy — 3U2 us

Vi har na sjekket at funksjonen T oppfyller begge
kravene i definisjonen, sa den er en linesertransfor-
masjon. A



Eksempel 9.7. Vi definerer T: R? — R? ved:

(2] _ [z1 + 229
() =]

Na& kan vi for eksempel legge merke til at

()-8
() ()

sa T er ikke en linesertransformasjon. A

,  men T(2~

Her er noen egenskaper ved linesertransformasjoner
som fglger ganske enkelt fra definisjonen, kombinert
med aksiomene for vektorrom:

Teorem 9.8. Hvis T: V — W er en lineertransfor-
masjon, sa oppfyller den folgende.

(a) En lineerkombinasjon i V sendes til den tilsva-
rende lineerkombinasjonen i W :

T(c1vi+ cava+ -+ + ¢ vy)
=c-T(vi)+co-T(va)+ - +co-T(vy)

(b) Nullvektoren i V' sendes til nullvektoren i W :
T(0) =0

Eksempel 9.9. Anta at T: R2 — R? er en lineser-
transformasjon slik at

(b)) =k e (R
(L))

ma veere? Vi ser at vi kan skrive [§] som en lineger-
Has) 2 01.
kombinasjon av [3] og [{]:

o ==
Ved & bruke teorem [0.8] (a) far vi na:
r(]) = (-2 [3])
r(E)-=r()
-] =2 i =[]
Mer generelt kan vi se at siden de to vektorene
I

utspenner R2, er det nok & vite hva T gjgr med hver
av disse for & vite hva den gjor med en hvilken som
helst vektor. A
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Na har vi sett noen eksempler pa linesertransfor-
masjon mellom vektorrom pa formen R™. Vi tar med
ett eksempel pa en linesertransformasjon der dome-
net er et litt annerledes vektorrom.

Eksempel 9.10. Vi husker fra forrige kapittel at
C(R) er vektorrommet som bestar av alle kontinuer-
lige funksjoner fra R til R. La T: C(R) — R? veere
funksjonen gitt ved:

f (0)]
T =
=4
Hvis vi for eksempel ser pa en funksjon f: R — R i

C(R) gitt ved
flx) =322 +1,

- ][

Vi sjekker at T" er en linesertransformasjon:

sa har vi:

[+ 9)0] _ [f0)+g(0)
T(f+g)= _(f—l-g)(l)} - [f(1)+g(1)}
_[fO)]  [90)] _
B _f(l)} M [9(1)} =T(f)+T(9)
_[ehH©] _ . [fO] _ ..
T(cf) = _(cf)(l)} =c [f(1)} =c-T(f)

Vi kan observere at for enhver vektor [#] i R? kan vi
definere en funksjon f i C(R) ved

f(z) = (b—a)x + a,

f (0)} m
T = =
=10 = 1
Dette betyr at funksjonen T treffer alle vektorene
i R?, slik at im T = R2, og T er surjektiv.

Men T er ikke injektiv: Vi kan for eksempel se pa
to funksjoner f og g i C(R) gitt ved:

og da far vi:

f@)=0 og gz)=a®—a

Da har vi at

men f # g, sa T er ikke injektiv. A

Kjerne og bilde

For enhver funksjon f: A — B har vi definert bildet
im f, som er delmengden av kodomenet B bestaende
av alle elementer funksjonen treffer. For en lineser-
transformasjon har vi ogsa en delmengde av domenet
som det er naturlig & knytte til linesertransformasjo-
nen, nemlig mengden av alle vektorer som sendes til
nullvektoren.

Definisjon. La T: V — W vere en linesrtransfor-
masjon. Kjernen til T' er mengden av alle vektorer
i V som blir sendt til nullvektoren i W:

kerT ={veV|T(v)=0} A



Eksempel 9.11. La T: R? — R? veaere linesertrans-
formasjonen gitt ved:

r(]) ==
Z2 T2 — 1
Vi vil finne kjernen og bildet til 7.

Vi ser at en vektor [31] blir sendt til nullvektoren

hvis og bare hvis de to komponentene x; og xo er
samme tall, sa kjernen blir mengden

ot {[] [ac).

To —T1 = —(561 - 352),

Siden

ser vi at alle vektorer vi nar ved a4 anvende T ma
vaere pa formen
a
)

Vi ser dessuten at vi kan na alle slike vektorer, siden
vi for hvert tall a har at

r() =)
mr={] %] |ack}.

Vi har altsa at bade kjernen og bildet er rette linjer
i R%:

Det betyr at

kerT

im7T

Spesielt betyr dette at bade bildet og kjernen er un-
derrom av R2. A

I eksempelet hadde vi en linesertransformasjon
med R? som béde domene og kodomene, og vi si
at bade bildet og kjernen ble underrom av R2. Det-
te var ingen tilfeldighet, for vi kan vise generelt at
kjernen til en linesertransformasjon alltid ma veere et
underrom av domenet, og bildet alltid et underrom
av kodomenet.

Teorem 9.12. La T:V — W wvere en lineertrans-
formasjon.

(a) Kjernen kerT er et underrom av V.
(b) Bildet imT er et underrom av W.

Vi vet at en linesertransformasjon 7: V — W er
surjektiv hvis og bare hvis im7T = W (dette holder
generelt for alle funksjoner, ikke bare linesertransfor-
masjoner). Vi skal na se at det pa samme mate er en
neer sammenheng mellom kjernen til T og hvorvidt
T er injektiv.
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Hvis T er injektiv, sa er det maksimalt én vektor
i V som T sender til nullvektoren i W. Men vi vet jo
at T' ma sende nullvektoren i V' til nullvektoren i W.
Dermed far vi at ker T = {0}. Vi kan ogsa vise at den
motsatte implikasjonen holder, og da far vi fglgende
teorem.

Teorem 9.13. En lineertransformasjonT: V — W
er injektiv hvis og bare hvis ker T = {0}.

Bevis. Vi har allerede vist at hvis T er injektiv, sa er
kerT' = {0}. Da gjenstar det & vise at hvis ker T =
{0}, sé er T injektiv.

Vi antar derfor at kerT = {0}, og vi ser pa to
vektorer u og v i V' som er slik at

Vi vil vise at dette medfgrer at u og v ma veere den
samme vektoren. Vi kan flytte over T'(v) til venstre
side og fa:

T(u)—T(v)=0.

Men T'(u) — T(v) er det samme som T'(u — v), siden
T er en linesertransformasjon. Dermed har vi

T(u—v)=0,

som betyr at u — v ligger i kjernen til 7. Antagelsen
vi startet med var at den eneste vektoren i kjernen
til T" er nullvektoren, sa dette vil si at

u—v=0,

altsa at u = v. Vi har altsa vist at hvis T'(u) = T(v),
sa er u = v, og det vil si at T er injektiv. O

Dette teoremet forteller oss at det er lettere a finne
ut om en linezertransformasjon T er injektiv enn om
en vilkarlig funksjon er injektiv. Det eneste vi trenger
a sjekke er hva kjernen er, altsa hvilke vektorer T
sender til nullvektoren.

Linezertransformasjoner gitt ved matriser

La A vaere en m X n-matrise. Da kan vi definere en
funksjon T': R™ — R™ ved

T(x) = Ax.

Dette blir en linesertransformasjon, siden vi (ved &
bruke regneregler for matriser) far at

Tu+v)=A-(u+v)=Au+Av=T(u)+T(v)
T(cu) =A-(cu) =c-(Au) =c-T(u)

for alle vektorer u og v i V' og alle skalarer c.

Eksempel 9.14. La A veere 3 x 2-matrisen

1 -3
A=1{3 51,
17

og definer en linezertransformasjon T: R? — R3 ved

T(x) = Ax.



Det a spesifisere T' pa denne maten gjgr at vi kan be-
svare spgrsmal om T' ved & benytte regneteknikkene
vi kjenner for matriser.

Hvis vi for eksempel lurer pa hva T([ 2 |) blir, s&
er det bare a regne ut:

Hvis vi lurer p4 om det finnes noen vektor x i R?
slik at

sa er det bare a lgse likningssystemet

3
Ax=| 2
-5

pa vanlig mate med gausseliminasjon. Svaret blir ja,
det finnes en slik x, nemlig

x = [31//22} A

Som vi sa i eksempelet, kan vi alltid fa til a be-
svare spgrsmal av typen <hva er T'(v)?> og <finnes
det noen z slik at T'(x) = b?» nar linesertransforma-
sjonen T er definert ved en matrise A. Vi kan ogsa
bruke matrisen til & regne ut kjernen og bildet til 7.

Kjernen ker T' er definert som mengden av alle vek-
torer v slik at T'(v) = 0. Men nar T(x) = Ax for
alle x, blir dette det samme som mengden av alle
vektorer v slik at Av = 0, og det er nullrommet
til A. Vi far altsa at ker T' = Null A.

Bildet im T er alle vektorer som kan skrives som
T(v). Nar T'(x) = Ax, blir dette det samme som alle
vektorer som kan skrives som Av. Det er det samme
som alle linezerkombinasjoner av kolonnene i A, altsa
kolonnerommet til A. Vi far altsa at im T = Col A.

Vi oppsummerer det vi har vist na i et teorem.

Teorem 9.15. La A vere en m X n-matrise, og la
T:R™ — R™ vere lineertransformasjonen gitt ved

T(x) = Ax. Da er

kerT = Null A og imT = Col A.

Det er altsa mange grunner til at det er fordelaktig
a ha linesertransformasjonene vare gitt ved matriser.
Hvis vi har en linesertransformasjon 7: R® — R™
som ikke er gitt ved en matrise, kan det derfor veere
nyttig & preve a finne en matrise A slik at T'(x) = Ax
for alle vektorer x i R™. I det neste eksempelet gjor

vi nettopp dette.

Eksempel 9.16. La e; = [}] og ex = [{] veere en-

hetsvektorene i R?, og la T: R? — R? vaere en li-
nezrtransformasjon slik at

5 -3
T(e;)= |-7| og T(ex)=1 8
2 0
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Basert pa dette kan vi finne ut hva T'(x) er for en
vilkérlig vektor x i R%. Vi kan nemlig skrive

Z1
X = [ } = x1€1 + Taea,
T2

og da far vi:

T(x) =T (z1€1 + x9€2) =21 - T(e1) + x2 - T(eq)

5 -3
=T - —7 + Z9 - 8
2 0
5 =3
=|-7 8 |x
2 0

Her har vi endt opp med & skrive linesertransforma-
sjonen ved hjelp av en matrise. La A vare denne
matrisen:

5 =3
A= [ T(el) T(GQ) } = |-7 8
2 0

Da har vi altsa at T(x) = Ax for alle vektorer x
i R2. A

Pa samme mate som i dette eksempelet kan vi skri-
ve enhver linegrtransformasjon 7: R” — R™ pa ma-
triseform ved a lage en matrise av vektorene som T'
sender enhetsvektorene i R™ til. Vi beskriver det ge-
nerelle tilfellet i et teorem.

Teorem 9.17. La T: R” — R™ wvere en lineer-
transformasjon. Da finnes en m x n-matrise A slik
at

T(x) = Ax for allex i R".

Matrisen A er entydig bestemt av T', og er gitt ved

[ T(e1) T(e2) T(en) |,

der (e1,es,...,e,) er standardbasisen for R™.

Definisjon. Matrisen A i teorem kalles stan-
dardmatrisen til linesertransformasjonen 7. A

Faktisk kan vi gjgre teorem [0.17] mer generelt.
Sa lenge vektorrommene vare er endeligdimensjona-
le, kan enhver linesertransformasjon beskrives ved en
matrise. Men det krever at vi velger en basis for hvert
vektorrom.

Teorem 9.18. LaV og W veere endeligdimensjonale
vektorrom, og la B og € vere basiser for henholdsvis
ViogW. LaT:V — W wvere en lineertransforma-
sjon. Da finnes en matrise A slik at

[T(x)]e = A-[x]2
for alle vektorer x i1 V.

Egentlig er det et valg av basis involvert i teo-
rem [9.17) ogsa. Der har vi valgt a bruke standard-
basisene for R™ og R™. For et vilkarlig vektorrom V'
har vi ikke ngdvendigvis noen slik basis som er det
apenbare valget.



Egenverdier og egenvektorer

Vi er vant til a se pa egenverdier og egenvektorer for
kvadratiske matriser. Na vet vi at en n X n-matrise A
gir opphav til en linesertransformasjon 7': R* — R"
definert ved

T(x) = Ax,

og da kan vi beskrive egenverdiene og egenvektore-
ne til A ved hjelp av denne linesertransformasjonen.
Dersom A har en egenverdi A med tilhgrende egen-
vektor v, sa betyr det at

T(v) = Av.

Dette kan vi generalisere til mer generelle lineser-
transformasjoner.

Hvis vi har en linezrtransformasjon 7: V. — V
der domenet og kodomenet er det samme vektorrom-
met V', sa kan vi definere egenverdier og egenvektorer
for T pa tilsvarende mate som for matriser. Vi sier at
Aer en egenverdi for T, og v en tilhgrende egenvektor,
dersom

T(v)=Av v #0.

Hvis A er en egenverdi for T, sa har A et tilhgrende
egenrom, nemlig underrommet

og

{veV|T(v)=Av}

av V.

Isomorfi

Til slutt i dette kapitlet ser vi pa hvordan vi kan bru-
ke linesertransformasjoner til & beskrive at to vektor-
rom er <strukturelt likes>. Med dette mener vi at de
oppfgrer seg pa akkurat samme mate som vektorrom,
selv om de kan besta av helt forskjellige elementer.
Da vil vi si at de to vektorrommene er isomorfe. For
a kunne definere dette, trenger vi forst et begrep om
inverser for linesertransformasjoner.

Definisjon. La T: V — W vere en linezertransfor-
masjon. En invers til T er en linesertransformasjon
S: W — V som er slik at

for alle viV, og

v
T(S(w)) =w for alle w i W. A

Vi vil si at to vektorrom er isomorfe hvis det er
mulig a bevege seg frem og tilbake mellom dem ved
hjelp av lineszertransformasjoner som bevarer all in-
formasjonen om vektorrommene. Vi vil altsd ha en
situasjon slik som dette, der 1" og S er hverandres
inverser:

T
VW
S

Definisjon. Hvis T: V' — W er en linesrtransfor-
masjon som har en invers, sa er T en isomorfi. Da sier
vi dessuten at vektorrommene V og W er isomorfe,
og vi skriver V= W. A

54

Eksempel 9.19. Vi lar V veere underrommet

()

i R? utspent av vektoren [3]. Da er V et endimen-
sjonalt vektorrom, og geometrisk sett er det en linje.
Vektorrommet V ser ut og oppferer seg akkurat som
vektorrommet R!. Forskjellen er bare at elementene
ser forskjellige ut. Hvert element i V' er en vektor pa

formen
3t
2t
mens hvert element i R! er bare et tall.

W v

| R 1

De to vektorrommene V og R*

Det at V og R! «ser like ut> kan vi gjgre mer
presist ved a vise at de er isomorfe. Vi definerer li-
neaertransformasjoner

T:V R og S:R' =V

r(al)=r sl

Vi kan lett sjekke at disse faktisk er linesertrans-
formasjoner, og vi ser at de er hverandres inverser.
Det betyr at de er isomorfier, og de viser dermed at
V=R A

Eksempel 9.20. Vi husker at P; er vektorrommet
som bestar av alle polynomer av grad 1 eller lavere,
altsa alle funksjoner pa formen

p(z) = a1x + aop.

Polynomet p er entydig bestemt av de to tallene a
og agp, og vi vet at addisjon og skalarmultiplikasjon av
polynomer foregar ved & addere eller skalarmultipli-
sere hver koeffisient. Hvis vi bare ser pa hva som skjer
med koeffisientene, sa ligner altsa vektorrommet Py
veldig pa R2.

Vi definerer to linezrtransformasjoner

T:P; —-R? og S:R?®—=P;

pa folgende mate:

for et polynom p definert
ved p(x) = a1z + ag,

der g er polynomet definert
ved q(z) = viz + va.

Det er lett a sjekke at 7' og S er linesertransforma-
sjoner, og at de er hverandres inverser. Dermed er de
isomorfier, og vi far at P; = R2. A

I dette eksempelet viste vi at det todimensjonale
vektorrommet P; er isomorft med R?. P4 tilsvarende
mate kan vi vise at ethvert todimensjonalt vektorrom
er isomorft med R?, og mer generelt at ethvert n-
dimensjonalt vektorrom er isomorft med R™.



Teorem 9.21. Hvis V er n-dimensjonalt vektorrom,
sa er'V isomorft med R™.

Vi kan ogsa merke oss at det a veere en isomorfi kan
beskrives ved hjelp av injektivitet og surjektivitet.

Teorem 9.22. En lineertransformasjon er en iso-
morfi hvis og bare hvis den er bade injektiv og surjek-
tiv.

Oppgaver

1. Finn ut om funksjonen 7" er en linesertransforma-
sjon. Hvis den er det: Finn standardmatrisen til 7',
regn ut ker T’ og im 7", og finn ut om 7" er injektiv, og
om den er surjektiv.

. 8x — Ty
3z —=8x—Ty
a) T g ©|by — 4z — 8z
6y — 6 — 4z
x x T
b) T Y _|Y )
z z z
w w w
x T 1
yl | _|v 2
) T z Tz 3
w w 4

2. Finn standardmatrisen til linesertransformasjonen
a) ... S:R? = R? som speiler planet om z-aksen.

b) ... R:R? — R? som roterer planet med %w.

3. La S og R veere som i forrige oppgave. Finn stan-
dardmatrisene til sammensetningene So R og Ro S.
Gi en geometrisk beskrivelse av hva disse linezertrans-
formasjonene gjor.

4.
a) Finn en basis Z for P, slik at
p(0)
[plaz = |P/(0)
p//2(0)

er koordinatene til et andregradspolynom p.
b) Finn en basis € for Py slik at

er koordinatene til et andregradspolynom p.

c) La p veere gitt ved p(z) = z2. Finn koordinatene
til p med hensyn pa henholdsvis & og €.

d) Finn linezertransformasjoner som oversetter mel-
lom disse basisene, altsa T: R? — R3 og S: R? — R3
slik at

T([ple) = [ple og S(ple)=Iprl=
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for alle polynomer p. Sjekk at T" og S gir riktig resul-
tat for koordinatene du fant i del c).

5. La Ty: R?2 — R? veere linesertransformasjonen som
roterer vektorer med vinkelen 6.

a) Finn standardmatrisen for Tp.

b) Bevis den trigonometriske likningen
cos(26) = cos?(0) — sin?(9).

Hint: Sammenlign T5g og Ty o Tp.

6. Avgjgr om fplgende pastand er korrekt: En funk-
sjon T: R — R! er en linesertransformasjon hvis og
bare hvis T kan skrives pa formen T'(z) = axz + b, der
a og b er konstanter.

7. Vi skriver Hom(V, W) for mengden av alle linezer-
transformasjoner fra V' til W.

a) Definer en passende addisjon og skalarmultiplika-
sjon pa Hom(V, W) slik at det blir et vektorrom.

b) Vis at Hom(R™, R™) 2 M, .

8. La D: P — P veere funksjonen som sender hvert
polynom til den deriverte av polynomet:

D(p) =7p'

La G: P — P veere funksjonen som ganger polyno-
met den far inn med z:

G(p) =q, der q(z)=2-p(x).

a) Vis at D og G er linesrtransformasjoner.

b) Finn bildet og kjernen til D og til G.

¢) Finn ut om D og G er injektive og/eller surjektive.
d) Beskriv linegertransformasjonen (DoG)—(GoD).

e) Na begrenser vi oss til endeligdimensjonale poly-
nomvektorrom. For hvert positive heltall n definerer
vi linesertransformasjoner

Dy:Pp—P,1 og Gn:Pp_1— P,

pa samme mate som vi definerte D og G. Velg en
passende basis for hvert av vektorrommene Py og Ps,
og finn matrisene for D3 og G5 med hensyn pa disse
basisene.

9. La U, V og W veare endeligdimensjonale vektor-
rom, og anta at vi har linesertransformasjoner

vLviw

slik at sammensetningen S o T' er en isomorfi.

a) Kan du ut fra dette konkludere med om T og S
er injektive og/eller surjektive?

b) Hva kan du si om dimensjonene til U, V og W?

10. La D: C*°(R) — C*°(R) veere funksjonen som er
gitt ved derivasjon:



a) Vis at D er en linesgertransformasjon.

Hint: T Matematikk 1 lzerte vi regneregler for deriva-
sjon av i) en sum av to funksjoner og ii) en funksjon
multiplisert med en konstant. Du kan bruke disse.

b) Finn kjernen ker D av linesertransformasjonen D.
Er ker D et endeligdimensjonalt vektorrom? I sa fall:
Finn en basis.

c) Finn alle egenverdiene til D.

d) Er D surjektiv?
Hint: Analysens fundamentalteorem.
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Komplekse tall

Oppfinnelsen av nye tallsystemer henger gjerne sam-
men med polynomligninger. Ligningen

20 4+3=0

har ingen positiv lgsning, selv om koeffisientene er
positive tall. Ligningen

20 —3=0

har ingen heltallig lgsning, selv om koeflisientente er
hele tall. Ligningen

2> —2=0
har ingen rasjonale lgsninger, og likningen
2> +1=0
ingen reelle lgsninger. Generelt er det slik at en po-
lynomlikning
an"™ + ap_ 12" . arFag=0

ikke ngdvendigvis har n lgsninger i det tallsystemet
koeffisientene er hentet fra.

Den imaginaere enheten

Ligningen

?+1=0
har ingen reell lgsning. La oss finne opp et nytt tall.
Vi kaller det ¢, den den imaginere enheten. Na kan
det veere fristende a definere

i=+v—1,

og sa skrive kvadratroten av negative tall pa en pen

mate:

V—d=/4-(-1)=V4 \/(-1) = 2i.
Dette er imidlertid ikke en god strategi, for vanlige
regneregler for rgtter gjelder ikke for negative tall:

1=(~1)(-1)
= VD (D)
=V-1-V-1=i*=-1.

Men disse suspekte beregningene gir oss allikevel en
pekepinn om hva vi gnsker a oppna. En bedre lgsning
er a definere i ved ligningen

i =-1

)

og sa far vi veere enige om & si 27 istedet for /—4.
Lgser vi likningen

P +ar+1=0
gir annengradsformelen

T = 1 + éi,
2 2
og dette inspirerer oss til & definere komplekse tall
som
z = a+ bi.
Her er a og b reelle tall. De kalles henholdsvis realde-
len og imaginerdelen til z, og skrives gjerne Re z og
Im z. Mengden av alle komplekse tall kalles C. Der-
som b = 0, er z reell, og vi ser at de reelle tallene er
inneholdt i de komplekse, R C C.
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Operasjoner pa komplekse tall
La z =2+ 3i og w =4 + 5i. De kan adderes
z2+w=24+44(345)i =6+ 8i,
subtraheres
z—w=2—4+4+(3-5)i=—-2—2i,
og ganges
z-w=(243i)- (4+59)
=2-4+3-4i+25i+3-5i°
=8—15+ (124 10)i = —7 + 22i.
De kan ogsa deles

z 2+43i  2+3i 4-5i

w 445 4+5i 4— 5
8+15+ (12—10)yi 22 2
= = — - —1.
16 + 25

T41 41

Hva skjedde her? La z = a + bi. Vi ganget oppe og
nede med z konjugert

Z=a — bi.

Merk at zZ blir et reelt tall. Det er lett a vise regne-
regler for Z, for eksempel

Zz+w=7+w,
z+7Z=2a
og

2-Z=a’+b%

Det komplekse planet

Et komplekst tall har en viss ytre likhet med vektorer
i R2. Hvis komponentene til x er 1 og x2 og enhets-
vektorer i koordinatretningene er e; og eq, skriver vi
gjerne

X = I1€1 + T2es.

Pa lignende vis kan vi tenke at realdelen a og ima-
ginaerdelen b er komponenter i en vektor

z=a+ bi,

og avimerke z i det komplekse planet.

Im z
1 cw =445
. ez2=2+4+3
} +—+ t t +—+ t +—+ Rez
1 ez=2-3i

Det komplekse planet



Na tenker du sikkert at det er pa sin plass a sjek-
ke om vektorromsaksiomene holder for de komplekse
tallene. Det er en helt riktig ting a gjore, C er et
vektorrom, og de vanlige geometriske operasjonene
man gjgr pa vektorer i R?, fungerer fint pa komplek-
se tall. Komplekse tall legges sammen komponentvis
akkurat som vektorer i R?, og bevisene for kjente og
kjeere sannheter, som for eksempel trekantulikheten

|2+ w| < 2] + |w]

er i prinsippet helt like.

Noen trigonometriske betraktninger
La r veere avstanden fra z til origo i det komplekse
planet, og la 6 veere vinkelen z gjor med den reelle

aksen. Noen enkle geometriske betraktninger gir oss
at

a=Rez=rcost

b=Imz=rsiné.

Imz

T+ z=a+bi

Rez

Polare koordinater

Formlene over gir a og b som funksjon av r og 6. Litt
mer trigonometri gir den andre veien

r=+va?+0b2

arctang fora >0

0— arctan§+7r fora <0
/2 fora=0,b6>0
3m/2 fora=0,b<0

Arkustangensfunksjonen skjgnner ikke av seg selv om
z ligger til hgyre eller venstre for den imagineere ak-
sen, og er z imaginger blir den ihvertfall forvirret.
Derav alle tilfellene. Merk ogsa at vi kan legge til
vilkarlige multipler av 27 overalt, samt at for z = 0
er ikke 6 definert.

Vi skriver ellers
|zl =r=+vVa?2+b>=+vzz

for avstanden fra z til origo. Dette tallet kalles gjerne
absoluttverdi eller modulus til z. Vinkelen

0 =argz

kalles vinkelen eller argumentet til z.
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Eulers formel

Fra envariabel kalkulus husker du kanskje de tre
taylorrekkene til eksponensialfunksjonen

2 23 =z
T =1 — — el = i
R T nz:% nl’
sinusfunksjonen
) x?) 56’5 oo $2n+1
smx:x—g-ya—...:Z(_ CTER
n=0
og cosinusfunksjonen
22 gt 0 L an
cose=1=Gr 4 == (D' gy
n=0
Dersom bruker i til a skrive
(iz)*  (iz)* -~ (i2)*"
= 1 — =
cosz =1+ Al n;) (2n)!
og
Gt (@) & ()
zsmx—zx—i—T 5l _.“_Z(Qn—kl)“

og legger disse to sammen, far vi

n:

n=0

cosT +isinx =

Dette er kun en symbolsk manipulasjon, vi vet
strengt tatt ikke hva som skjer med konvergensen til
en taylorrekke nar du ganger den med i, men vi er
nok inne pa noe om vi definerer

e =cosxr +isinz,

som kalles Fulers formel. Vanlige regneregler for eks-
ponensialfunksjonen er lette & utlede herfra. For ek-
sempel er

Y = cos(x + y) + isin(x + )

= cosx cosy — sinzsiny + i(cos x siny + sin x cos y)

= (cosx +isinx) - (cosy +isiny) = e“e'.

Tar vi Eulers formel for god fisk, kan vi skrive kom-
plekse tall veldig kompakt pa polar form:

z=r(cosf +isinh) = re®.

Eksempel 10.1. Eulers formel gir at e™/2 = i,
e = —1, ¥/2 = —jog ¥ = 1. A

Eksempel 10.2. Dersom z = re*? gir Eulers formel
zZ=re %, A

Rgtter av komplekse tall

Hvis du plukker opp en tilfeldig bok i algebra eller
kompleks analyse, er det bevist fglgende teorem et
eller annet sted. Teoremet heter algebraens funda-
mentalteorem.



Teorem 10.3. Et polynom
Az + an 12" '+ ...+ a1z + ap

kan alltid faktoriseres

n
-1
2"+ ap_12"" "+ ... +a1z+ag = ay H(z - z;),
i=1

der z; er lgsninger av likningen
Az + an_12" '+ . taz+ap=0

Dersom en faktor (z — zy) forekommer m ganger i
faktoriseringen, sier vi at zy har multiplisitet m.

Eksempel 10.4. Polynomet
23 —322432—-1=(2—-1)3
har en rot (z = 1) med multiplisitet 3. A

Eksempel 10.5. Polynomet

22— 2242
har to rotter
2++/4—
Ao 2EVAZS i,
2
begge med multiplisitet 1. A

Vi skal ikke bevise algebraens fundamentalteorem,
men et spesialtilfelle kan vi analysere med det vi kjen-
ner til sa langt, nemlig lgsninger av polynomlikningen

zZ =w

for et vilkarlig komplekst tall w. Vi skal se med egne
gyne at denne likningen alltid har n lgsninger. Vi
begynner med & skrive w pa polar form med valgfritt
antall omdreininger rundt origo

w = re' = pel0+2mm),
Dersom vi skriver
wH/m = (Tei(9+2m7r))1/n = {/rel0/nt2mn/n)
ser vi at det na finnes n potensielle verdier for ¥w,
alle sammen gyldige lgsninger av 2" = w. Hvis du

velger 0 < m < n — 1 far du ut alle sammen. Vi
definerer den prinsipale n-te roten av w som

Y= b ’1”6“9/”,
og sa kan vi skrive de andre rgttene som
Y - 6277171’1/71

for 1 < m < n —1. Dette er analogt til hvordan man
i det reelle tilfellet har to lgsninger av ligningen

definerer kvadratroten som den positive lgsningen
Vi =2,

og skriver den andre lgsningen som —+/4.

Eksempel 10.6. Vi finner alle lgsninger av ligningen

22 =—1.

Siden
1= ei(‘n’+2mﬂ') ,

far vi
(_1)1/5 _ ei(7r/t'>-ﬁ-2’m71'/5)7

og for 0 < m < 4 spyttes ut

6i7r/5(: 5 71)7 67,'37r/57 ei57r/5(

71), ei771'/5 og ei97r/5'

Imz

ei3ﬂ'/5 (m _ 1)

e™/® (m = 0)

Rez

et97/5 (m _ 4)

oiTm/5
Femterottene til -1

Merk hvordan rgttene sprer seg jevnt ut pa en sirkel
om origo. Merk ogsa at om vi lar m > 4 eller m < 0,
far vi rgtter som allerede er listet opp. A

Gar alt dette greit?

Dette har veert et litt kjapt kapittel. Vi har jo ikke
vist noe som helst, bare definert komplekse tall, sagt
at i oppfgrer seg som tallene vi kjenner fra fgr, og
slengt ut en masse regneregler uten & argumentere
for at dette gar greit, eller at det i det hele tatt finnes
et tallsystem der likningen

224+ 1

har en lgsning.

Konstruksjonen av de reelle tallene R fra de rasjo-
nale tallene Q er komplisert nok til at selv matema-
tikkstudenter ikke blir plaget nevneverdig med det.
Den formelle konstruksjonen av C fra R er ikke pa
langt neer sa komplisert, men man trenger fremde-
les noen konsepter som ligger noe utenfor det vi kan
gjgre i dette kurset.

De reelle tallene er et eksempel pa en ordnet kropp
med addisjon og multiplikasjon. Det at de er ordnet,
betyr at man alltid kan avgjore hvilket av to reelle
tall som er stgrst, og kropp betyr at de tilfredsstiller
noen aksiomer som er til forveksling like vektorroms-
aksiomene, og noen andre aksiomer i tillegg. De kom-
plekse tallene er et eksempel pa en kropp som ikke er
ordnet, siden man ikke kan si om et komplekst tall
er stgrre enn et annet, akkurat som vi ikke i R? kan
si at en vektor er stgrre enn en annen. (Du kan si
at en vektor er lengre enn en annen, men det er ikke
noen ordning, for to forskjellige vektorer kan vaere
like lange. To reelle tall er like store kun dersom de
er identiske.)




Oppgaver

1. Finn real- og imaginaerdelen til
a)
b)
c)
d)

IS
i

W=

I
|
—

-
'

2. Beregn og merk av i det komplekse planet
a) (1+2i)3

b) —fw
c) (32:31)2

3. Lgs ligningene

a) 22—-2+5=0
b) 23 =2i

c) =2

d) 2°=2+2i
4. Vis at

o+ w2+ [z — wf?2 = 2|22 + 2]
for alle komplekse tall z og w.

5. En variant av Eulers formel kalles de Moivres for-
mel
(cosz +isinz)” = cosnx + isinnx.

a) Utled de Moivres formel.
b) Vis at ()" = 2™

6. La z og w veere fglgende komplekse tall:
3. 3m.

z = Zl w = —IZ
a) Skriv tallet e — e pa polar form.
b) Skriv tallet e*/e™ pa polar form.

¢) Er det enkelt & dele komplekse tall pa polar form?
Hva med addere? Sammenlign med kartesisk form,
altsa a + bi.

7. Rotter er sunt.

a) Skriv det komplekse tallet —1 + iv/3 pa polar
form.

b) Vis at —1 +iv/3 er en sjetterot av 64.

c) Finn alle sjettergttene til 64. Skissér dem i det
komplekse planet.

8. Jeg sa du skulle pugge binomialteoremet!

a) Finn alle lgsninger av likningen
2* =32 +32-1=0.

Skissér lgsningene i det komplekse planet.

b) Finn alle lgsninger av likningen

23 -32432-2=0
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ved & bruke svaret du fant i a). Skissér lgsningene i
det komplekse planet.

9. Noen artige polygoner.

a) Finn alle tredjergttene til 1. Tegn en rett linje
fra lgsning til Igsning, etter gkende vinkel. Hva slags
geometrisk figur er dette?

b) Repeter del a) for alle fjerdergttene til 1.
c) Repeter del a) for alle n-tergttene (n > 3) til 1.

d) Far vi samme geometriske figur i ¢) dersom vi
bytter ut 1 med et reelt tall r # 07 Hva med et
generelt komplekst tall w # 07

10. Vis at dersom koeffisentene a; i polynomligningen
2" 4 12" P+ . taz+ay=0

er reelle, kommer lgsningene i konjugatpar, altsa at
dersom w er en lgsning, er ogsa w en lgsning.

11. La z og w veere to komplekse tall, begge ulik null.
Er det mulig at zw = 07

12. Lan > 0, og la z veere en n-terot av et reelt tall.
Er z ogsa en n-terot av dette tallet?

13. Vis at C er et vektorrom.
14. Vis at vektorrommet som bestar av alle matriser

pa formen
a b
-b a

er isomorft med C.



Kompleks lineser algebra

I dette kapitlet er det fire sentrale poenger som skal
drives gjennom:

e Skalarene i definisjonen av vektorrom kan veere
andre tall enn de reelle.

e Linearalgebra over C er stort sett helt likt som
over R.

e Alle n X n-matriser har n komplekse egenverdier
om du teller med multiplisiteten til egenverdi-
ene.

e Egenrommet har dimensjon mindre enn eller lik
multiplisiteten til den tilhgrende egenverdien.

Definisjonen av vektorrom II

De rasjonale tallene Q, de reelle tallene R, og de kom-
plekse tallene C er alle eksempler pa et konsept kalt
kropp. En kropp er et tallsystem med to regneope-
rasjoner + og -, som tilfredsstiller ti-tolv aksiomer,
hvorav noen ligner ganske bra pa vektorromsaksio-
mene. Vi skal ikke ga gjennom disse aksiomene, men
sentralt for en kropp er at alle elementer i kroppen
har multiplikativ invers.

Vektorromsaksiomene opererer med to ting som
kombineres, nemlig skalarer og vektorer. Tidligere
har vi bare sagt at vektorer kan ganges med skalarer,
men ikke apnet for at disse kan veere noe annet enn
reelle tall. Det skal vi gjgre noe med na. Vi skal ikke
endre pa aksiomene for vektorrom, men vi skal be-
gynne a spesifisere hva slags skalarer som kan ganges
med vektorer.

Definisjon. La V veare en mengde, og K en kropp.
De to operasjonene er fremdeles

addisjon av vektorer: u + v

skalarmultiplikasjon: ¢ - u

Addisjonen er definert for alle elementer u og v iV,
og skalarmultiplikasjonen for alle skalarer c¢i K og alle
u i V. Resultatet av operasjonene skal alltid vaere et
element i V. Dersom kombinasjonen V og K oppfyller
vektorromsaksiomene, s sier vi at V' er et vektorrom
over K. A

Definisjon. Vi skriver C" for vektorrommet der
K = C og vektorene er kolonnevektorer med kom-
plekse komponenter

a1 + bll Z1
as + bQ’L )

zZ = . = . |. A
a, + bt Zn

Eksempel 11.1. Standardbasisen

1 0 0
0 1 0
0 0 1
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for R™ er ogsa en basis for C™. Det er lett a se at alle
elementer i C™ kan skrives som en unik lineserkombi-
nasjon av elementene i basisen:

a1 + bl’L _2’1
as + bQZ z9
z = . =1 .
an + bni | 2n

1 0] 0

0 1 0

=2z + 29 + ...+ 2y JAN
0 0] 1

Eksempel 11.2. Man kan ogsa se pa C™ som et
vektorrom over R, men da er ikke standardbasisen
for R™ en basis for C™. En basis er

1] (0] [0

1 0

: + + .+

_O_ L L Jd
- -z 0]

) 0

+ + 1. +...+ ,

10] 10] K2

og vi ser at dimensjonen er 2n. En tilfeldig vektor z
i C™ kan skrives

a1 + byi
as + bai
7z = .
ap + by
1 0 0
0 1 0
= a1 +as |.| +...+a,
0 0 1
) 0 0
0 i 0
+ by +b || +...+ by, A
0 0 1
Eksempel 11.3. R” et vektorrom over R. A

Eksempel 11.4. Q" et vektorrom over Q. Selv om
vi har sagt at vi har gjort lineser algebra pa R™ til
na, har vi i praksis operert pa Q". Ikke et eneste
matriseeksempel har involvert v/2. A

Eksempel 11.5. P" er et vektorrom over R slik vi
har jobbet med det. Men det er ingenting i veien
for & behandle polynomer der kroppen, variabelen og
koeffisientene alle er komplekse. A

Eksempel 11.6. De hele tallene Z er ikke en kropp,
sa en del av teoremene vi har bevist, gjelder ikke
for Z™. Vi har jo sett at et n x n-likningssystem med
komponenter i Z og linesert uavhengige kolonner, ikke
ngdvendigvis noen lgsning i Z™. A



Lineser algebra over C

Vi starter dette avsnittet med et litt suspekt teorem.
Sa tar vi noen eksempler pa linezralgebra over C.

<Teorem> 11.7. Alt vi har gjort til na, fungerer
helt likt i C™ som i R™. Noen ting fungerer til og med
bedre.

Eksempel 11.8. Vi begynner med & lgse liknings-
systemet
1-dz+3w=2-3i
iz+(1+2)w=1
som har totalmatrise
[ 1—14 3

i 1424 1

2—32‘}

Vi gnsker a kvitte oss med i-en til venstre i den andre
raden. Den forste raden ganget med 1 er

1

[ £

1—1 ﬂ }

1—1

Vi trekker dette fra den andre raden og erstatter den

andre raden med resultatet:
{ 1—1 3

0 1+2i—3% |13

1—14

2—3i }

Jeg tror vi ganger den andre raden med 1 — ¢ for &
rydde litt:

0 3—21

1—1 3
—2—-3

2-3; }

Vi er na klare for a beregne w og z:

2.3 —2-3i 3+2

YT 3T T 3-92i '3+2i

L= 2232300 g, A
1—1

Eksempel 11.9. Det kan verifiseres at inversen til

1—14 3
1 1424

1 1+2¢ -3
1—1

3—2i
ved & gange dem sammen:

1 1—14 3 1+2¢ -3| |10 A

3—2i| ¢+ 142 -4 1—4¢| |0 1

Eksempel 11.10. Vi sjekker linezer uavhengighet
akkurat som i det reelle tilfellet, altsa ved & bereg-
ne nullrommet eller determinanten. For eksempel er
kolonnene i matrisen

er

—1

2 3 4
3 4 5
4 5 6

linesert avhengige, siden
2i
—i |3i| —2
43
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Komplekse egenverdier
Fra forrige kapittel husker vi at et n-te ordens poly-
nom alltid kan faktoriseres i n linesere faktorer. Der-

som vi teller repeterte faktorer, er det vanlig & si at
en polynomlikning

n 2" 4 12" a1z +apg =0
har n lgsninger.
Teorem 11.11. Det karakteristiske polynomet til en
nxn-matrise har alltid orden n. En matrise har alltid
n egenverdier dersom du teller med multiplisiteten til

hver egenverd;.

Vi skal ta noen eksempler der vi beregner egenver-
dier. Vi beregner egenvektorene i neste avsnitt.

Eksempel 11.12. Matrisen

0 -1

1 0
har visst egenverdier allikevel, se eksempel Det
karakteristiske polynomet er

A+,
sa egenverdiene er +i. A

Eksempel 11.13. Matrisen

3 0 0
01 -1
0 1 1

har karakteristisk polynom
B=X((1=X?+1)=(3=X)(2 -2\ +\?).

Den ene egenverdien er apenbart A = 3, mens andre-
gradspolynomet 2 — 2\ + A2 har rgtter

2+yv4-8
2

A= =1=%1.

Her er det altsa en reell egenverdi 3, og to komplekse
egenverdier 1 414 og 1 — 4. A

Teorem 11.14. Egenverdiene til en reell matrise
kommer i komplekskonjugerte par.

Eksempel 11.15. Matrisen

OO =
O~ =
N OO

har karakteristisk likning
(2- A1 - N2 =0,

med en enkel egenverdi A = 2, og en dobbel egenverdi
A=1. A



Mer om egenrommet

En n x n-matrise har alltid n egenverdier, men ikke
ngdvendigvis n linesert uavhengige egenvektorer.

Eksempel 11.16. Matrisen
0 -1
1 0

A= i

har egenverdier

Egenrommet til —¢ er nullrommet til

.l

Vi vet at denne matrisen ikke er inverterbar, og da
ma radene veere skalarmultipler av hverandre (i dette
tilfellet er den nederste i ganger den @verste), sa vi
kan egentlig bare stryke den nederste, og se at

ixl — X9 :0,

slik at en egenvektor til —i blir

|

Likeledes blir en egenvektor til 4

i
1l
Vi dobbeltsjekker

0 —1] [ -1 . [i

s I e R
Eksempel 11.17. Vi beregner egenrommet til ma-
trisen

2417 0 0
0 . —1
0 1

Den gverste raden forteller at 1 = 0. De to nedereste
ligner mistenkelig pa forrige eksempel, sa en egenvek-
tor blir

0
1
i
Vi dobbeltsjekker
3 0 0 0 0 0
0 1 =1 |1|=(1—-d|=(1-49)|1]. A
0 1 1 i 1+ i

Eksempel 11.18. Matrisen

S O =
O~
N OO
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har dobbel egenverdi A = 1. Det tilhgrende egenrom-
met er nullrommet til

0 1 0
0 0 0
0 0 1

Dette gir at o = x3 = 0, sa en egenvektor til A =1
er
1

0
0

Her er egenrommet endimensjonalt, mens egenverdi-
en hadde multiplisitet 2. A

Teorem 11.19. Egenrommet har dimensjon mindre
enn eller lik multiplisiteten til egenverdien.

Dersom et egenrom har lavere dimensjon enn mul-
tiplisiteten til egenverdien, sier vi at egenverdien er
defekt. Dersom en n x n-matrise har n linesgert uav-
hengige egenvektorer, sier vi at den er diagonaliser-
bar. Grunnen til dette navnet skal vi komme tilbake
til.

Oppgaver
1. Lgs likningssystemet

1+i)z—w=1
1-d)z+1Q+9)w=1.

2. Er kolonnene linesert avhengige? Hvis ja, finn null-
rommet til matrisen.

a)

20 31 4
3 4 5
|4 5 6]
b)
(20 3 4]
3 4i 5
|14 5 6e
c)
2i 3 4
3i 4 5
4 5 6

3. Finn hver matrises determinant, egenverdier og
tilhgrende egenrom.

a)

0 0 -1

1 -2 2

1 0 0
b)

01 1

101

110



3 1 1

1 31

1 1 3]
d)

3 1 0]

0 3 1

0 0 3

4. Beregn produktet av egenverdiene for hver matrise
i forrige oppgave.

5. Finn en vektor w slik at

-3 1414
w, 21 og 0
8 -2

spenner ut C3.

6. Finn a slik at vektoren

a
6 — 61
-12
ligger i planet utspent av
-3 1
23 og 1
8 2

ekvivalent har matriseligningen
a -3 1 b
6—-6i| = |20 1 [ }
—12 g 2| L°
en lgsning. Dette gir at b = —3 og ¢ = 6 slik at
a=3b+c=15

7. Vis at dersom matrisen A har egenverdi A, har A?
egenverdi A2

8. Finn egenverdiene til rotasjonsmatrisen

cos 6
sin 0

T, = [ —sin@} .

cos

Hva er egenverdiene til Tog?

9. Beregn determinanten. Folg ngye med, det kan
veere det ikke er sa mye jobb som det ser ut.

a)

1 0 0
0 i 1
0 1 =2
b)
i 1 0 0
1 2 0 0
0 0 7 1
0 0 1 14
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1 1 1
1 4 1 1
0 0 ¢ 1
0 0 1 =
d)
(i 11 1 1 1]
1 4+ 1 1 1 1
0 0 ¢« 1 1 1
0 01 ¢z 1 1
0 000 ¢ 1
0 0 0 0 1 <
e)
1 1 1 1 1 1]
11 1 1 11
0 01 1 11
0 01 1 11
0 000 11
0 0 0 0 1 1]

10. Sett sammen egenvektorene til

0 0 -1
A=11 -2 2
1 0 0

i en 3 x 3-matrise P der egenvektorene er kolonner,
og beregn P~1AP.

11. Finn egenverdiene til matrisen
2 3
4 6|

12. Vis at dersom en matrise har egenverdien 0, er
den singulaer.



Projeksjon

En projeksjon er en linezertransformasjon P som til-
fredsstiller
Px = P’x.

for alle x. Denne ligningen sier at intet nytt skjer om
du benytter linesertransformasjonen for andre gang,
og man kan tenke at Px er skyggen x kaster dersom
man lyser pa x med en lommelykt. Vi skal begrense
oss til a studere ortogonale projeksjoner. Dette be-
tyr at lommelykten star slik at x og Px danner en
rettvinklet trekant.

Ortogonal projeksjon i R?

Du husker skalarproduktet fra gymnaset. Du har leert
to mater a beregne skalarproduktet, nemlig

v-w = ||v]|[|w] cos,
der 6 er vinkelen mellom v og w, og
VW = 0w + Vowa.

Vi bruker skalarproduktet til & projisere vektorer or-
togonalt pa hverandre. Det sentrale spgrsmalet er:
hvordan kan vi skrive vektoren wy i figuren under?

w

Wv
Hva er projeksjon?

Vi kan utlede en formel for lengden:

[wel|| = [|w]| cos§ = M||w|| cosf =~
vl vl
slik at
v V-W V- -W
WV:||WVH7:72V:7V.
vl vl VeV

Denne vektoren kalles gjerne w sin komponent i ret-
ningen gitt av v, eller w sin projeksjon pa v. Kom-
ponenten til w ortogonalt pa v er

Eksempel 12.1. Vektoren

-

sin komponent i retningen gitt av

-l

VW 4 11
V= —
Vv 512

VI kan ogsa beregne lengden w — wy,:

e 40

er:
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Adjungering

Fgr vi kan generalisere projeksjon til C™, ma vi utvide
transponeringsoperasjonen litt.

Definisjon. La

a1 ai2 A1n

a21 a2 A2n
A =

Am1 Am?2 Amn

veere en kompleks m X n-matrise. Den adjungerte
av A er n X m-matrisen

ai;  Ga21 Qm1
e aiz2 Q22 Qm2
aln a271 Emn

der radene og kolonnene i A er byttet om, og alt er
komplekskonjugert. A

Merk. A adjungere en reell matrise er det samme
som & transponere den.

Eksempel 12.2. Hvis vi lar A vaere matrisen

500 —2i
A[:’) i 4]’

sa er den adjungerte av A* gitt ved:

-5t 3
A= 0 —i
2 4

Hvis vi adjungerer denne matrisen igjen, sa kommer
vi tilbake til utgangspunktet:

(A=A A
Vi tar med noen regneregler for adjungering.

Teorem 12.3. For enhver matrise A har vi at @ ad-
jungere to ganger gir den opprinnelige matrisen:

(A7) =4

Hvis A og B er matriser sik at produktet AB er defi-
nert, sa er den adjungerte av produktet lik produktet
av de adjungerte, i motsatt rekkefolge:

(AB)* = B*A*

Indre- og ytreprodukt

La v og w vaere kolonnevektorer i C™. Indreproduktet
mellom dem er definert som:

VW = Twy + Tawsy + -+ + Upwy,

Ytreproduktet er:

w1vV1  W1U2 W1V,
WV W2V2 WaUn
WV =
WpU1  WnpU2 WpUn
= [wﬁl W7o wﬁn]



Vi har definert indre- og ytreprodukt for kolonnevek-
torer. Det er ikke noe problem & sette opp tilsvarende
definisjoner for rekkevektorer, men det skal vi ikke
plage dere med. Vi definerer lengden til en vektor v
som

v*v

vl = :

og vi sier at v og w er ortogonale dersom
viw =w*'v =0.
Merk. Dersom v og w er reelle, blir indreproduktet
VW = VI W = 0w + vaWa + -+ VplWy, =V - W

slik du er vant til fra gymnaset. Resultatet av dette
produktet er en skalar, og det er derfor man gjerne
kaller det skalarproduktet.

Merk. v*v bestar av de kvadrerte absoluttverdiene
til komponentene til v.

Merk. Ytreproduktet wv* er en ikke inverterbar
matrise, siden alle kolonnene er parallelle.

Eksempel 12.4. I R? er v og w ortogonale dersom

vinkelen mellom dem er /2. A
Eksempel 12.5. Vektorene

1 0

1 1

1] %% |1

0 1
er ortogonale. VAN

Eksempel 12.6. Vektorene

HIE

er ortogonale. A

Eksempel 12.7. Vektoren v = Hx—” har lengde 1 for
alle w # 0. A

Vi tar med noen regneregler for indre- og ytrepro-
dukt. Disse er lette a utlede, sa vi dropper bevisene.

Teorem 12.8. Indreproduktet tilfredsstiller folgende
regneregler:

v'w = w*v
(ev)'w =¢(viw) = v*(cw)
(Vv+u)'w=v'w+u'w
vi(w+4u)=v'w+viu
Det neste pa posten er Pytagoras’ teorem.
Teorem 12.9. Dersom vektorene v og w er ortogo-

nale, er
v —wl* = [[v]I* + [[w]*.

Beuvis. Vi vet at
[v—w|*=(v—-w)"(v-w)
=v'v —v'w —w'v + w'w
= [vI* = v'w — w'v + ||w]|?
= [[vIl* + [[w]?

siden v’'w — w*v = 0. siden v*w = 0 og w*v =
0. O
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Projeksjon i C"
En naturlig generalisering av projeksjon pa v € C™
er linesertransformasjonen

vv*

P, = .
vV

Assosiativiteten til matrisemultiplikasjon gir at vi
kan skrive

* * *

vV vi'w vi'w
P,w = W=V =
viv viv

viv
s& likheten med projeksjon i R? er slaende.

w

w — Py (w)

Py (w)

Hva er projeksjon?

Eksempel 12.10. La oss projisere vektoren

[—5i
w= |0
|2
bade pa og normalt pa
[3
v=|—t
| 4

Vi beregner:
viv=3-3+i-(—i)+4-

og
viw=3:(=5i)+i-0+4-2i=-Ti

slik at

\ 3
vi*w —Ti )
W=V =% |
A2 4
og
Wva(w)fwfv*w
A"
—5i I3 —109i
- 1
=105 || =% 7 |2
2i 4 80i

Mer om ortogonalitet

Definisjon. En ortogonal mengde er en mengde ve-
korer uy, usg, ...,u,, slik at

* —
u;u, =0

for alle vektorer u; og uy i mengden. Dersom i tillegg
|lu;|| = 1 for alle vektorene, sier vi at mengden er
ortonormal.



Eksempel 12.11. Standardbasisen ey, es,...,e, for
C™ er en ortogonal mengde. A

Definisjon. Dersom en ortogonal mengde uj, us,
...,u, spenner ut et rom V', sier vi at mengden er en
ortogonal basis for V.

Definisjon. Det er vanlig & sette opp uy, us, ...,u,
som kolonner i en matrise U. Vi sier da at U er en
ortogonal matrise.

Hvis vi har en ortogonal basis for et rom, er det
veldig lett a finne en vektors komponenter i rommet.
La oss si at vi gnsker & finne vektoren v sine kompo-
nenter i basisen up, us, ...,u,. Komponentene til v
er gitt ved likningen

vV =z1uy + T9us + ...xu, = Ux

Hvis vi ganger begge sider av denne likningen med
U, far vi

U*v =U"Ux,
og siden kolonnene til U er ortogonale, blir den kvad-
ratiske matrisen U*U diagonal:

uTul 0 0 . 0

0 wu; O 0

U*U = 0 0 u§U3 . 0
0 0 0 uyuy,

Folgelig er lgsningen av systemet U*v = U*Ux enkel
a skrive opp.

Teorem 12.12. La uy, uo, ...,u, vere en ortogonal
basis for V., og la v € V. I sa fall kan v skrives

v=P,v+Py,v+..+ P,V

* * *
ujv uyv wivy,
=W =+ D + ...+ : u,
uju; o U2 u,u,

Vi kan ogsa projisere en vektor ned i et rom der
den ikke hgrer hjemme. Projeksjonen minimerer av-
standen fra rommet til vektoren.

Teorem 12.13. La uy, us, ...,u, vere en ortogonal
basis for V, og la v ¢ V. Punktet

V= Py v+ Py,v+ ..+ Py, v
usv u

*

ujv
= - ul —|—
u; o

er det punktet i V. som har kortest avstand til v:

v —v'|| = min [[v — w]
weV

Bewvis. Vima fgrst bevise at v —v’ star ortogonalt pa
V. Rommet V er utspent av uy, us, ...,u,. Vi sjekker
at v — v’ star ortogonalt pa hver u;:
(v=v)u; =viy — (v)u
=v'u; —viu; =0

Dersom w € V, ligger ogsa w — v/ i V, og da star
w — v’ og v — v’ ortogonalt pa hverande. Pytagoras’
teorem gir

v = wl* = |lv—v' = (w -

= v =V + W= v|? = v = V|,
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for alle w € V, slik at
v —wl > [v-v]

og
|[v — V|| = min ||v — w]. O
weV

Gram-Schmidts metode

La vy, va, ...,v,, veere en linezert uavhengig vektor-
mengde. Vi skal lage oss en ortogonal basis uj, us,
...,u,, for rommet utspent av vektorene i mengden.
Vi begynner med a definere

u; = Vg

Vektoren vy er ikke ngdvendigvis ortogonal pa uy,

men N
u;va

HQZVQ_PUIVQZVQ_ "
uju;

er. Vektoren
uz = vz — Py, vz — Py, v3

ujvs usvs

:ng

U

uju ujuo

er ortogonal pa bade u; og us. De tre vektorene uy,
uy og uz spenner ut det samme rommet som vy, vy
og vs3. Na kan vi fortsette slik, og definere rekursivt

k-1
U = Vg — E Pujvk
j=1

k—1 __x
Llek

=V — E u;.
uiu; 7

j=1 1J

Teorem 12.14. Mengden uy, Uz, ...,u, er en orto-
gonal basis for rommet utspent av vy, Vs, ...,V,.

Bewis. Vi bruker induksjon. Det er lett a se at uy og
u, er ortogonale:

*
uv
* % 1VY2
uju; = uj(vey — — 1)
uju;
*
u
* 1VY2
:u1V2 - ul 1
141

=ujvo —ujvy =0

Siden u; og uy er ikketrivielle linezerkombinasjoner
av de linesert uavhegnige vektorene vy og va, er det
apenbart at u; og uy spenner ut det samme rommet
som vi 0g Va.
La na

.y Vk}.

Vi antar at ui, us,...,u,_1 er en ortogonal basis for
Vi—1. Vi ma vise at uy star ortogonalt pa Vi_1, og

Vk- = Sp{VhVQ, ..

at up, us, ..., ug spenner ut Vj. Vi sjekker indrepro-
duktet av u; med ug. Siden uju,, = 0 nar j # m,
far vi
L
k
wiug = ul(vy — g = u,,)
J J utu
m=1 m M
L .
k
=ulivy — E T ulu,,
J us u
m—1 —mm
=uivy—uivy=0



Vi ser altsa at uy star ortogonalt pa alle u;, og siden
up,Us,...,Ur_1 er en ortogonal basis for Vj_q, star
uy, ortogonalt pa Vi_1. Siden vy, er linesert uavhengig

av ui,Us,...,U;_1, 0g Ui er en lineserkombinasjon
av Vi og uj,ug,...,ux_1, Spenner uj, Us, ..., U ut
V. O

Minste kvadraters metode

Dette er en teknikk for & finne tilnsermede lgsninger
til systemer med flere likninger enn ukjente. La oss si
at A er en m X n-matrise, x og b er kolonnevektorer
i C™, og at vi gnsker a betrakte systemet

Ax=Db

for m > n. Dette systemet vil ikke ha noen lgsning
med mindre b tilfeldigvis ligger i kolonnerommet til
A, sa vi gnsker istedet & finne den x som minime-
rer avstanden fra Ax til b. Hvis vi krever at vekto-
ren Ax — b star ortogonalt pa kolonnerommet til A,
oppnar vi dette. Altsa ma vi ha

A*(Ax—b)=0
eller
A*Ax = A*b.

Dette er et n x n-system som kalles normalligninge-
ne. Lgsningen av systemet gir den x som minimerer
avstanden fra Ax til b.

Eksempel 12.15. Vi gnsker a bruke minste kvad-
rats metode pa systemet med totalmatrise

0 11—
v 1| 141
0 2 1

Vi ganger matrisen pa venstre side av ligningssyste-
met med sin adjungerte

og far

(e}
R

[O—io}i
1—27101.

!

1 o3|

Vi ganger hgyresiden med den adjungerte av venstre-
siden, og far

1—i
0 —i 0 (1
[1 i —z} t _[3—22}

Lgsningen av systemet med totalmatrise
1 1] 1—4
1 3|13—-2¢

A

Dette betyr at vektoren

er

01 1-i/2
i Lol =|3/2+i
0 L_’/Q} 1/2+i
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er det punktet i kolonnerommet til matrisen

o0 1
i i
_O Z’_

som minimerer avstanden til punktet

s
141 A
1

Litt om polynominterpolasjon

Hvis du har n + 1 punkter (z;,v;) i R?, der x; er
forskjellig for alle punkter, vil det generelt veere mulig
a finne et reelt polynom
p(x) = ana™ + an_ 12"V + ..+ a1z + ag
hvis graf gar gjennom alle disse punktene, altsa at
p(xi) =y

for alle 1 < i < n+ 1. Dette kalles interpolasjon. Lik-
ningene over utgjor et (n+1) x (n+1)-likningssystem
for koeffisientene a; med totalmatrise

n=lo 1

7 xy T Y1
n n—1
Ty T !

Y2
Tpe Tny Ty 1| Yngr

Det kan vises at dette ligningssystemet alltid har en-
tydig lgsning sa lenge x; # x for j # k, men det
skal vi ikke gjgre. Det folger at du alltid kan interpo-

lere n 4+ 1 punkter med et polynom av orden n pa en
entydig mate.

Eksempel 12.16. Vi prgver a finne et annengrads-
polyom som gar gjennom punktene

HEEEif

Et annengradspolynom skrives p(x) = az? + bx + c,
sa likningssystemet blir

c=1
a+ b+ec=0
da+2b+c=1

Lgsningen er a =1 , b = —2 og ¢ = 1, slik at poly-
nomet blir p(x) = 22 — 2z +1 = (z — 1)2. Det er lett
a sjekke at polynomet tar de rette verdiene i x = 0,
r=1ogxz=2. A

Dersom man prgver a gjore den samme prosessen
med et polynom som har orden m < n , vil man
fa det overbestemte (n + 1) x (m + 1)systemet

n=lo 1

m
P 1 Y1
N |

Y2
Ty T Tpy1 1| Yngr

Bruker man sa minste kvadrats metode pa dette sys-
temet, far man et polynom som passer ganske bra

til punktene uten at grafen gar gjennom hvert enkelt
punkt - dette kalles regresjon.



Eksempel 12.17. Vi prgver a finne et annengrads-
polyom som gar gjennom punktene

RO ]

Likningssystemet blir na

c=1
a+ b+c=0
da+2b+c=1
9a+3b+c=2

Dette systemet har ingen lgsning, men vi kan bruke
minste kvadrats metode. Matrisen er:

0 0 1
1 1 1
A= 4 2 1|’
9 3 1
mens hgyresiden b er:
1
0
b= 1
2
Den adjungerte A* er:
01 4 9
A*=10 1 2 3
1 1 1 1

Vi ganger A* med A og b, og far

0149(1)(1)1 98 36 14
AtA=10 1 2 3] |, || =136 14 3
S T U N 14 6 4
og
1
0 1 4 9| 22
Ab=10 1 2 3| || =8
1111 3

Vi ma lgse systemet A*A = A*b, altsa systemet med
totalmatrise

98 36 14 |22
36 14 3 | 8
14 6 4|3

Lgsningen er

0.27710843
—0.13855422
—0.01204819

slik at polynomet blir

p(x) = 0.277108432? —0.138554222x—0.01204819. A

69

Oppgaver
1. Finn den adjungerte matrisen til

1+7 1—4
2 —1
2—1 143

[ e[

Finn vektorprojeksjonen av u pa v. Tegn u, v og
vektorprojeksjonen i samme koordinatsystem.

3. Hvilke matriser representerer projeksjoner?

Db wE o
ok o

4. Hvilke av vektorene er ortogonale med hverandre?

o

o =

d)

(2] 1
a) [—5]| og |2
| 1] 0
(1] [1 1
b) 0 ) \/§ 0og _\/i
—1] |1 1
1 1 1
c) |0], |1]| og |
1 0 1

2 1

a) u= |-5| ogv=|2

| 1 10

[1] [ 1
b) u=|0|ogv=[V2

|—1] | 1

1 1
c) u= 0| ogv=|1

1 0

6. Vis at vektorene

1 1 -1
-1, 2| og 0
1 1 1

utgjer en ortogonal basis for R3, og finn koordinatene
til punktet

1

1

1

i denne basisen.

7. Finn en ortonormal basis for rommet utspent av



2] 1
a) (5| og |2
| 1] 0
1] [1 1
b) O ) \/i og *\/i
—1] |1 1
1 1 1
c) (0f, |1]| og |4
1 0 t

8. Finn vektoren _
)

2+1
1

sin komponent i rommet utspent av vektorene

2 1
) og 2
1 0

9. Bruk minste kvadraters metode pa det overbe-
stemte systemet

A L
a) | -3 1|2 b)OiOi
-1 1 0 ¢+ 1| 1

10. Vi skal finne polynomer som passer til punktene

HERERHHEE

a) Det finnes et entydig fjerdegradspolynom som gar
gjennom alle punktene. Sett opp et ligningssystem for
koeffisientene til dette polynomet.

b) Det finnes ingen annengradspolynomer som rei-
ser gjennom alle punktene. Bruk minste kvadraters
metode til a finne koeffisientene til det annengrads-
polynomet som passer best.

11. Na skal vi finne polynomer som passer til data-
settet
0 1 2 3 4
117(2]7 (9] (28] (65|
a) Finn polynomet p(z) = az® + bx? + cx + d med
best tilpasning.
b) Ser du noe artig?
12. Anta at uy, ..., u, er en ortonormal basis for R™.
Vis at den inverse matrisen til A = [ul . un] er

gitt ved A= = AT,

13. Vis at en samling vektorer som er parvis ortogo-
nale, og forskjellige fra null, er linezrt uavhengige.

14. Vis at v*w = w*v.

15. Vis at P,w og w — P, w er ortogonale.
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Diagonalisering

Dette kapitlet avslutter det skal leere om egenverdier
og egenvektorer.

Hvorfor heter det diagonalisering?

La A veere en nxn-matrise med m linesert uavhengige
egenvektorer vi, vy ...V, og tilhgrende egenverdier
A1, Ag,e o+ A, - For hver egenvektor gjelder

AV}C = /\kvk.

Disse m ligningene kan like gjerne organiseres i en
matriseligning

AV =VD,
der
A 0 O 0
0 X O 0
D=10 0 X3 0
0O 0 0 - A
0og
V = [vl Vo e Vm] .

Siden vy, va ...V, er linezert uavhengige, er matri-
sen V invertibel dersom m = n. Vi ganger med V!
fra hgyre og far

V=LAV = D.

Denne operasjonen kalles a diagonalisere A, og dette
er grunnen til at en n x m-matrise med n linesert
uavhengige egenvektorer kalles diagonaliserbar. Man
kan ogsa se det motsatt. Dersom

VAV =D

for en inverterbar n X n-matrise V', kan vi gange fra
venstre med V', og fa

AV =VD

Vi ser av denne likningen at kolonnene til V' utgjor
n linesert uavhengige vektorer for A.

Teorem 13.1. Vi kan skrive
VAV =D

hvis og bare hvis A har n lineert uavhengige egen-
vektorer.

Eksempel 13.2. Vi diagonaliserer matrisen
2 1
)
1 o 1
1 g _1 )

med respektive egenverdier 3 og 1. Vi definerer

11
=l A

Egenvektorene er

og beregner
11 1
-1 _
Vo= [1 1] '
Vi dobbeltsjekker ved a beregne produktet

11 172 111 1
-1 _ -
v AV_?L 1} {1 2} L 1}

30
:[0 1}:[) A

Eksempel 13.3. Matrisen

OO =

1
1
0

N OO

har bare to linesert uavhengige egenvektorer, og er
folgelig ikke diagonaliserbar. A

Man kan ogsa snu likningen
D=V'AV

om, og fa
A=VDV~H

og dermed tenke pa diagonalisering som en faktori-
sering av A.

Eksempel 13.4. Vi kan faktorisere matrisen
2 1
1 2
2 1 |t 13 0of1jr 1 A
1 2 (1 =1]|0 1f{2]|1 -—1|°

Merk. I eksemplet over spiller ikke plasseringen av
V og V! noen rolle. Mer om dette under.

Som

Kvadratiske former

La v veere en kolonnevektor i C" og A en n X n-
matrise. En kvadratisk form er et uttrykk pa formen

v*Av

Et slikt uttrykk er spesielt interessant dersom v er
en egenvektor med lengde 1 og egenverdi A:

VAV = viIv = \viv = )\

Eksempel 13.5. Vi lar

og

slik at

1
wae [ 1712 1|3l _
viav =[5 ﬂH1 2}[\%1_3' o



Symmetriske matriser

Definisjon. En kompleks matrise sies a veere sym-
metrisk dersom A = A*.

Merk. Dersom A er reell er A* = AT, slik at kravet
for en symmetrisk matrise er at A = AT. I litteratu-
ren er det vanlig a reservere begrepet symmetrisk for
reelle matriser der A = AT, mens komplekse matriser
kalles hermittiske hvis A = A*. Na er det imidlertid
ingen gode grunner til dette, for det er ingen som
noen gang transponerer en kompleks matrise.

Eksempel 13.6. Matrisen

1 144  —i
1—4 0 2—i
i 244 2
er symmetrisk. A

Merk. En symmetrisk matrise ma har reelle diago-
nalelementer, siden z = Z for alle elementer der.

Definisjon. En n x n-matrise er ortogonalt diagona-
liserbar dersom den har n ortogonale egenvektorer.

Merk. Denne definisjonen kommer kanskje som troll
i eske. Men alt blir klart om litt.

Dersom vi lar V' vare en n X n-matrise bestande
av A sine n ortonormale egenvektorer, ser vi at

VYAV =V*VD =D
siden V*V = I. Motsatt ser vi at dersom
V*AV = D,

for en ortonormal matrise V', utgjer V sine kolonner
n ortonormale egenvektorer for D.

Teorem 13.7. Vi kan skrive
V*AV =D
hvis og bare hvis A har n ortogonale egenvektorer.

Teorem 13.8. Dersom A = A*, er x*Ax reell.

Bewis. Vi tar beviset kun for 2 x 2-matriser. Selv Gil-
bert Strang gjer det for sine studenter, og han er pro-
fessor pa Harvard. En symmetrisk 2 x 2-matrise kan

skrives
r z
A= |1
4 T2

der r1 og ro er relle tall. Vi beregner
X*AX = rx1T] + 2T122 + ZT1 T3 + ToToTs.

N& er riz1T1 og roxoTs reelle tall, mens zZixs og
Zx1T5 er hverandres komplekskonjugater, og fglgelig
er zT1xo + Zx1 T3 0gsa et reelt tall. O

Teorem 13.9. FEn symmetrisk matrise har reelle
egenverdier.

Bevis. La v veere en normalisert egenvektor med
egenverdi \. Vi vet at

ViAvV = )\,

og venstresiden er reell, sd da ma ogsa A veere det. [
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Teorem 13.10. Egenvektorene til to distinkte egen-
verdier er ortogonale for symmetriske matriser.

Beuvis. La vi og vy veere to egenvektorer med egen-
verdier A1 og As. Vi beregner (husk at A\; og A er
reelle)

)\1VTV2 = (/\1V1)*V2 = (AVl)*VQ

= viA*vy = vi(Avy) = vi(Aava) = Aaviva
Vi vet altsa at
0= )\1VTV2 — )\QVIVQ = ()\1 — )\Q)VTVQ,

og hvis vi bruker at A\ og Ay er forskjellige, ma vi ha
vivy =0. O

Det siste teoremet vi tar med, ma vi dessverre la sta
ubevist. Det er litt for hardt.

Teorem 13.11. En symmetrisk matrise er ortogo-
nalt diagonaliserbar.

Eksempel 13.12. Matrisen

N DN =
N O N
DD NN

har egenverdier 4, 9 og 0. Egenvektorerer er henholds-
vis

0 1 )
~1|, 2| og |1
1 2 1

Merk at alle vektorer er innbyrdes ortogonale, og ma-
trisen er fglgelig ortogonalt diagonaliserbar, med

0 1 _4
3 3V2
V= 1 2 1
IR A
2 3 3v2°
og
4 0 O
D=1{0 9 0 A
0 0 O

Merk. Det forrige eksemplet viser at en matrise kan
veere diagonaliserbar uten a veere inverterbar.

Oppgaver

1. Finn matrisenes egenverdier og egenvektorer, og
avgjgr om matrisene er diagonaliserbare.

oo

2 2 5
b) [0 2 5
005
3 -1 2
c) |3 -1 6
—2 2 -2
0 -1 0
d [1 0 o0
0 0 3



0 -1 1 5
) 1 0 2 6
1o 0o 3 0
0 0 4 0]
[0 —1 1 5]
1 0 2 6
Blo o 37
0 0 4 0]
2 3 5
2.LaA= [0 3 5|.Beregn A"
00 5

(Hint: Se pA A = VDV ~L. Hva blir A"?)

3. Finn V og D slik at A =V DV™*.

23—
a) A[S—l—i 4 ]

| VETE en symmetrisk 2 x 2-
2

matrise. Utled en formel for egenverdiene til A.

5. La a # b veere to reelle tall, begge ulik null, og la

a b 0
A=1|b a 0
0 0 a—0»
Avgjor om A er diagonaliserbar, og finn egenverdier
og egenvektorer.

6. En kompleks matrise A er normal dersom A*A =

AA*. Vis at dersom A er symmetrisk, er A normal.
Fun fact: En kompleks matrise er ortogonalt dia-

gonaliserbar hvis og bare hvis den er normal.

) —1-22
—1-2 5 '

a) Er A symmetrisk?

7.La A=

b) Er A ortogonalt diagonaliserbar?

¢) Er A normal?

8. La T : Py — Py veere linesertransformasjonen som
deriverer annengradspolynomer:

T(az? + bx + ¢) = 2ax + b.

a) Finn matrisen A til 7' med hensyn pa basisen
(1,z,2%).

b) Finn egenverdiene og egenvektorene til A. Er A
diagonaliserbar?

9. La T : Py — Py veere linexrtransformasjonen mel-
lom andregradspolynom gitt ved:

T(f) = (x+ 1 f'(x) + f(=).
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a) Finn matrisen A til 7" med hensyn pa basisen
(1,z,2%).

b) Finn egenverdiene og egenvektorene A. Er A dia-
gonaliserbar?

10. Linesertransformasjonen T'(x) = Ax, der A er
matrisen
V31
A=11 4
2 2

roterer vektorer i R2.
a) Hva er rotasjonsvinkelen?
b) Finn egenverdiene og egenvektorene til matrisen.

c) Egenvektorene vi og vy danner en basis for C2.
Hva er standardmatrisen til 7' i denne basisen?



Systemer av differensiallikninger

I dette kapitlet skal vi bruke det vi har leert om lineser
algebra til a lgse differensiallikninger. Det finnes diffe-
rensiallikninger for nesten alt, men det er kun de aller
enkleste som er mulig a lgse. Et studium av differen-
siallikninger begynner gjerne med en klassifisering av
forskjellige typer likninger, slik at man kan bestemme
seg for hvilken klasse av likninger man i det hele tatt
gnsker & ta i betraktning. I prinsippet bestar denne
klassifiseringen av & skrelle vekk likninger som er for
kompliserte til a lgses.

Vektorfunksjoner

En vektorfunksjon er en funksjon f : R — C™:

fi(t)
fa(t)

fn(t)
der alle komponentene er funksjoner fra R til C.

Eksempel 14.1. Funksjonen

0= 52

tegner enhetssirkelen i R2. A

0<t< 2w

Eksempel 14.2. Funksjonen
f(t) = e = cost +isint 0<t<or
tegner enhetssirkelen i det komplekse planet C. A

Eksempel 14.3. Funksjonen

cost
sint
t

£(t) = 0<t

tegner en oppadgaende spiral i R3. Den starter i ori-
go, og er uendelig lang. A

Eksempel 14.4. Funksjonen

o

tegner en den rette linjen utspent av vektoren

2

1
i R2. A
Eksempel 14.5. Funksjonen

tegner den delen av linjen i forrige eksempel som lig-
ger i fgrste kvadrant i R2. A

Definisjon. Vi definerer den deriverte av f som

()
fa(t)

£it)= 1"

fu(®)
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Systemer av differensiallikninger

I dette kapitlet skal

ailr  a12 A1n

az; 22 a2n
A= | )

anl Am?2 Ann

alltid veere en reell matrise. Det blir mer enn kompli-
sert nok. Et forsteordens lineert og homogent system
av differensiallikninger med konstante koeffisienter er
et sett med n likninger og n ukjente

air a2 ain | [y1(t) y1(t)
az1 22 azn | |y2(t) y5(1)
anl Am?2 Ann yn(t) yiv, (t)

Pa kortform skriver vi enkelt og greit
Ay =y,

og forkorter den lange tittelen til system. For a lgse
dette systemet, skal vi bruke en teknikk som ligner
pa den du brukte nar du lgste andreordens differen-
siallikninger pa gymnaset. Vi hoster enkelt og greit
opp lgsninger uten noen som helst forklaring pa hvor
det kommer fra, og viser etterpa at lgsningene er
korrekte. Vi begynner med den enkleste klassen av
Igsninger, nemlig de konstante.

Definisjon. En konstant funksjon som lgser syste-
met Ay = y’, kalles en likevektslgsning.

Teorem 14.6. Alle x € Null A er likevektslgsninger
av systemet Ay =y’.

Beuis. Siden x er konstant, er x' = 0, og siden x €
Null 4, er Ax =0=x. O

Na tar vi en mer interessant klasse av lgsninger.

Teorem 14.7. Vektorfunksjonen

y(t) = xe
er en lgsning av systemet
Ay =y’

hvis og bare hvis A er en egenverdi, og x den korre-
sponderende egenvektor, til matrisen A.

Bewis. Vi beregner (husk at e’ er en skalar)
Ay = AxeM = \xe = (xe)‘t)/ =y

Omvendt kan vi se at dersom xe™ skal veere en
Igsning av systemet, ma

AxeM = (xe)‘t)/ = Axe™,
og hvis vi deler ut e* # 0 far vi
Ax = )x,

som sier at x er en egenvektor med egenverdi A. [



Merk. Dersom 0 er en egenverdi, blir den korrespon-
derende egenvektoren en likevektslgsning, og dette er
de samme likevektslgsningene som detter ut av null-
rommet til A.

Eksempel 14.8. Vi lgser systemet

/

Ay =y

2 1
A= [1 2} |
Egenvektorer er som kjent

o] oL

med egenverdier 3 og 1, henholdsvis. Derfor er to
Igsninger av likningssystemet

der

quﬁ]e“ og y'CQ{ji}eﬁ A

Vi tar med en umiddelbar konsekvens av teoremet
over.

Teorem 14.9. Det er like mange lgsninger pa for-
At

men xe*t av
Ay =y’
som antall lineert uavhengige egenvektorer til A.

Eksempel 14.10. Matrisen

1 2 2
A= |2 6 2
2 2 6
har egenvektorer
0 1 —4
-1, |2 og 1
1 2 1

med egenverdier henholdsvis 4, 9 og 0. Lgsningene av
Ay =y’ er

0 1 —4
e | 1] e, e |2e” og e3| 1. A
1 2 1

Siden bade venstre- og hgyresiden av systemet
Ay =y’ er linesertransformasjoner som tar inn vek-
toren y, ser vi at lineserkombinasjoner av lgsninger
ogsa er lgsninger. Dette kalles superposisjonsprinsip-
pet. Det er derfor naturlig a sette opp folgende defi-
nisjon. Av tekniske grunner som vi ikke skal ga inn
pa, ma vi anta at A er diagonaliserbar.

Definisjon. Anta at A er en diagonaliserbar matrise.
Vi definerer systemet Ay = y’ sin generelle lgsning
som

y(t) = c1x1€Mt + cox0e™t + ..+ epx et
der xj, er egenvektorene til A, med korresponderende
egenverdier \g.

(0]

Kommentar. Det gar an a vise at for en reell
og diagonaliserbar matrise, har vi fatt med oss alle
lgsninger av systemet Ay = y’. Men det er for hardt
for oss.

Eksempel 14.11. Den generelle Igsningen til syste-
met med matrise

'S

Il
O N
SN
o NN

er
1 —4

e e |2+ | 1. A
2 1

yit)=c |-1
1

Kommentar. Dersom A ikke er diagonaliserbar fin-
nes det andre typer lgsninger, men de ikke sa gode
a skrive opp med det teoretiske rammeverket vi har
bygget til na. Vi skal senere gi et enkelt eksempel
der A ikke er diagonaliserbar, for a gi en smakebit pa
hvordan det fungerer.

I noen tilfeller er det naturlig & spesifisere et punkt
R"™ der lgsningskurven skal starte.

Definisjon. Et initialverdiproblem er et likningssys-
tem

Ay =y
med initialbetingelse
y(to) = Yo,

der yo € R™. En lgsning som tilfredsstiller dette kra-
vet, kalles en spesiell lgsning.

Eksempel 14.12. Den spesielle lgsningen

0
-1 €4t 4
1

1 —4
20 e+ | 1
2 1

y(t) =

til systemet i forrige eksempel, starter i punktet

-3
2
4

ved t = 0. A

Forskjellige typer lgsninger i planet

Lgsninger av diagonaliserbare 2 x 2-systemer kan
klassifiseres ganske greit. Vi skal ogsa ta med et tilfel-
le der A ikke er diagonaliserbar, for & gi en smakebit
pa den generelle teorien. Det er gunstig a dele inn i
forskjellige tilfeller basert pa egenverdiene til A, se pa
hva som skjer nar t — oo, og plotte noen lgsninger i
et fasediagram.

Reelle og distinkte egenverdier

Den generelle Igsningen er

At Aot
)

y(t) = e1x1e™’ + coxge

der bade c¢1, c2, X1, Xa, A1 # Ag er relle. Vi illustrerer
hva som kan skje med tre eksempler.



Eksempel 14.13. La

)

1 1
y=c [1] egt + Co [_1] et

Merk at uansett hvilke kombinasjoner av ¢y og cy
vi har, sa lenge ikke begge er 0, vil alle Igsninger
reise mot uendelig nar t — oo, altsa vekk fra den
eneste likevektslgsningen y = 0. Vi sier derfor at
y er en ustabil likevektslgsning. Nedenfor er plot av
Igsningskurver for et par tusen tilfeldige verdier av ¢y
og Co. A

slik at

-30 -20 -10 0 10 20 30

Eksempel

Eksempel 14.14. La

slik at
1] _ 1] _
y=c |:1:| e 3t + C2 |:_1:| & t.

Merk at uansett hvilke kombinasjoner av ¢y og cy
vi har, sa lenge ikke begge er 0, vil alle lgsninger
sgke mot origo nar ¢ — oo, altsa inn mot like-
vektslgsningen y = 0. Vi sier derfor at y er en stabil
likevektslgsning. A

Eksempel 14.15. La

slik at
N R I
y=c |:1:|6 + co |:_1:|6 .

Merk at sa lenge ¢; # 0, vil alle lgsninger ga mot
uendelig nar ¢ — oo, altsa inn mot likevektslgsningen
y = 0. Men dersom ¢; = 0 og ¢y # 0, vil lgsningen
sgke mot origo. Likevektslgsningen y = 0 kalles der-
for en ustabil sadel. A
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Eksempel

Eksempel 14.16. La

slik at

1| _ 1
y=0¢ |:1:|e 3t+62 |:_1:|

Merk at sa lenge ¢; # 0, vil alle lgsninger sgke mot
likevektslgsningen
. 1
y - 02 _1 .

og ingen mot y = 0 nar ¢t — oo. A

-20 -15 -10 -5 [ 5 10 15 20

Eksempel

Komplekse egenverdier

Vi har i gvingsopplegget vist at dersom en reell ma-
trise har komplekse egenverdier, opptrer disse i kom-
plekskonjugerte par. Du har kanskje lagt merke til at
dette ogsa gjelder for de respektive egenvektorene:
AX =Ax <= AX=)XX
Dette skal vi benytte oss av for a plukke ut relle
Igsninger. La A = a 4+ (i ha egenvektor



og husk at e*™# = e*(cos 3 + isin 3), slik at

y(t) = coy1 + c2y2

= cle’\tx + cze)‘ti

= ¢t ( {Z;] ) [Z;]) (cos Bt + isin 5t)
tepelt ( |:Z;:| —q [Z;]) (cos Bt — isin 5t).

Denne lgsningen er pen pa papiret, men vi gnsker a
kunne visualisere litt, og da hadde det veert praktisk
a finne en lgsning som var reell istedet.

Siden e*x og eMX er linezert uavhengige for alle ¢,
utgjor de en basis for C2. La oss sgke en reell basis
istedet. Vi kaller den nye basisen v; og va. Velg forst

cl1 =C = %, og sett
. b1
] — sin gt [bJ) .

-, 0g setter

. a
j + sin St [(é]) .

1
2

_ ot a
vi=e (cos Jo13 {a

Sa velger vi ¢ = —cg =

b

vy = e <cos Bt b

Na kan vi skrive

y(t) = d1V1 + d2V2

=de™ (cos Jo13 [Zj —sin Bt [Z;])
+ dye® (cos J513 [Zj + sin St [Z;]) .

Merk at siden y; og y2 er linezrt uavhengige, og
forholdet mellom disse og vy og vy er gitt ved

[v2 ¥ [

er ogsa vy og vy linesert uavhengige for alle ¢. Forde-
len med den nye basisen er at vi na enkelt kan skille
ut alle reelle lgsninger ved & holde oss til relle d; og

ds.
Eksempel 14.17. La

=[]
som har egenverdier £i og egenvektorer

Den generelle lgsningen til systemet blir

1

—1
1 .

K =2 .

-1
0

1

| o |

K3

1

—1

)

y(t) = dy (cost [(1)] _sint [1_

/)

0 .
+ do (cost [1] + sint [O_

_ g, | cos t “d sint] [ cost sint] [d;
™M —sint 2 | cos t|  |—sint cost| |dy
. . . di
Vi ser at denne lgsningen starter i punktet d ved
2

t = 0, og kjorer deretter i en pen sirkuleer bane om
origo. Merk at kurven er traversert med klokken. A

Eksempel

Eksempel 14.18. La
-1

|

som har egenverdier 1+14 og de samme egenvektorene

IR

Pa samme vis som i forrige eksempel blir den gene-
relle lgsningen
sin t}

o t | cost ¢
y(t) = die {— sint] +dae [cost

-l il
ved t = 0,

da
. . dy
Denne lgsningen starter i punktet

do
og kjorer deretter i en seerdeles vakker sirkulser og
utadgaende spiral.

1

| o |

1

7 —1

sint
cost

cost
—sint

Eksempel

Eksempel 14.19. La

1]
_1_

-1

A=11

| |

som har egenverdier —1 + 4 og de samme egenvekto-
rene

7



P& samme vis som i de to forrige eksemplene blir den
generelle lgsningen

5 _4| cost _¢ |sint
y(t) = die {— sint] +dae [COS t}

_ ot 08 t  sint| |dy
o —sint cost| |dy|”
. . dy
Denne lgsningen starter i punktet d ved t =0, og
2

kjgrer deretter i en innadgaende sirkuleer spiral. A

L AN N
-20 -15 -10 5 0 5 10 15 20

Eksempel

Dobbel egenverdi - for spesielt interesserte!

Dette tilfellet kan vi egentlig ikke analysere med
teorien vi har leert til na, sa du skal slippe a kunne
det til eksamen. Men vi klarer ikke motsta fristelsen
til & bruke 2 x 2-matriser til & ta en smakebit pa hva
som skjuler seg utenfor pensum.

Eksempel 14.20. La

0 1

A
som har dobbel egenverdi 1, men bare en egenvektor
[ﬂ Hva gjgr vi na? A

For & lgse knipen fra forrige eksempel, ma vi gjgre
noe artig, nemlig introdusere generalisert egenvektor.
Egenvektoren til A finner man ved a finne nullrommet
til A—AI. For en 2 x 2-matrise med defekt egenverdi,
er en generalisert egenvektor en vektor i nullrommet
til (A — \I)2.

Eksempel 14.21. La A veere som i forrige eksempel.

Nullrommet til
0 0
0 0

NACHE

er alle vektorer i C2. Altsa er alle vektorer i C? ge-
neraliserte egenvektorer til matrisen A. Vi velger oss

en tilfeldig vektor som ikke er parallell med [ﬂ , for
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1 } . Hvis vi ganger denne inn i A—1I, far

ENIRN

som er en egenvektor. Hm. A

eksempel [

Hvordan bruker vi dette til a lgse systemet?

Eksempel 14.22. Vektorene [_11} og B] er et

eksempel pa en kjede av generaliserte egenvektorer.
Lgsningen som korresponderer til den genaliserte

egenvektorkjeden {_11] og B] er

at) =ene’ (¢ [o] + | 1))

Lgsningen som korresponderer til egenvektoren vi
fant tidligere, er

yi(t) = crel m .

Dette er to linesert uavhengige lgsninger, og den ge-
nerelle Igsningen til systemet er

s=ee [ eae (< [1]). 2

Eksempel

Oppgaver

1. Skissér faseplottet til systemet Ay =y’ nar

0 a= |’
W a=ls ]
o 4= 2
" AZ[}?’ _39]

2. Finn generell Igsning av Ay = y’ nar



[2 3 5
a) A=1[0 3 5
0 0 5
(3 —1 2
b) A=|3 -1 6
-2 2 -2
0 -1 0
c) A=1|1 0 0
0 0 3
0 -1 1 5
1 0 2 6
d)A*O()s?
0 0 4 0

3. Lgs initialverdiproblemene Ay = y’, y(0) = yo
nar

[2 3 5 1
a) A=1(0 3 5|,yo=10
0 0 5 0

3 -1 2 1

b) A=|3 -1 6|, yo=|-1
2 2 2 1
0 -1 0 1

c) A=|1 0 0f,yo= |2
0 0 3 3

4. Lgs initialverdiproblemet

0 -1 0 - 1
1 0 0ly=y, y(i): 1
0 0 3 1
5. Vis at systemet
3 -1 2
3 -1 6|y=y
-2 2 =2

med en gitt initialverdi y(0) = yo har en entydig
lpsning.

Hint: Du kan anta at den generelle lgsningen inne-
holder alle lgsninger.

6.[Utfordring]

Husk at glatte funksjoner f : R — R er et vektorrom.
P& samme mate danner glatte vektorfunksjoner f :
R — R"™ et vektorrom V med addisjon

(f+g)(t) = £(t) +8(),

og skalarmultiplikasjon
(c£)(t) = cf(¢).

a) Forklar hvorfor alle lgsningene til et system Ay =
y’ danner et underrom av V.

b) Hva er dimensjonen til rommet av alle lgsninger
til

3 -1 2
3 -1 6 |y=y7
-2 2 =2

Hint: Bruk forrige oppgave.
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I Andre ordens linesere differensiallikninger

I matte 1 har du lgst to typer differensiallikninger.
Den ene er den fgrste ordens linezere likningen

Y+ f(t)y = g(t)

og den andre er den separable likningen

I dette kapitlet skal vi behandle linesere andreordens
differensiallikninger med konstante koeffisienter:

Y+ a1y’ + aoy = f(t)

Det er vanlig & kreve at y € C?, altsa at y har to kon-
tinuerlige deriverte. Pa denne maten kan man sikre
at likningen faktisk gir mening. Det finnes mange si-
tuasjoner der dette kravet kan slakkes noe, men det
er pensum i matte 4.

Hvor kommer andre ordens differensiallik-
ninger fra?

En Kkloss sklir friksjonsfritt pa underlaget, og er festet
til veggen med en fjeer. Hookes fjeerlov sier at

Fjeer l

|
M\~

der y er hvor langt fjeeren er strukket eller kompri-
mert, k er en konstant som avhenger av fjeerens stiv-
het, og F'(y) er kraften fra fjeeren pa klossen. Dersom
y(t) er klossens posisjon, er klossens akselerasjon gitt
ved y”(t), og Newtons andre lov blir

—ky =my",

der m er klossens masse. Dette er en differensiallik-
ning. Vi skriver vanligvis

my” + ky = 0.

Vi kan komplisere det litt til. La oss innfgre luft-
motstand. Luftmotstand avhenger kvadratisk av far-
ten:

F(y') =by)*
der b er en proporsjonalitetskonstant som sier noe om
luftmotstanden. Den totale kraften blir

F(y,y) = —ky +b(y')?,

80

slik at Newtons andre lov gir
my” —b(y')? + ky = 0.

Denne likningen har et problematisk ledd, b(y’)2.
Men vi kan gjgre en forenkling. Dersom klossen ligger
i en tyktflytende veeske, blir motstanden proporsjo-
nal med farten istedet for kvadratet av farten, og vi
far likningen

my” —cy’ +ky =0,

som er mye enklere a lgse.
Na skal vi komplisere det enda litt. La klossen hen-
ge fra taket. I tillegg til fjeerkraften og luftmotstan-

den, vil na ogsa gravitasjonen pavirke bevegelsen.
Gravitasjonskraften er en konstant kraft mg nedover.
Den totale kraften er

Fly,y') = —ky + by’ — mg,
og Newtons andre lov gir differensiallikningen

my” — by’ + ky = mg.

Noen smating

Vi skal behandle andre ordens differensiallikninger
med konstante koeffisienter:

azy” (t) + ary/(t) + aoy(t) = f(t)

Det er vanlig & sette ay = 1, for a forenkle analysen.
Vi slipper a ha med asy i alle formler og utledninger,
og vi slipper a luke ut as = 0 hver gang vi skal sette
opp et teorem. Dersom ay skulle slumpe til & veere
noe annet enn 1, kan du dele den ut av likningen for
du setter igang.

Det er tradisjonelt og praktisk & sortere likninger
i to kategorier, de homogene:

y"(t) + a1y (t) + aoy(t) = 0

og de inhomogene:

y"(t) + ary' (t) + aoy(t) = f(2)



Lgsningsteknikk for homogene likninger

Vi kaller gjerne lgsningen av
y"(t) + a1y (t) + aoy(t) = 0

for yp, der h-en star for homogen. Det forste man
kan merke seg, er at vi har allerede leert a lgse denne
typen likning i forrige kapittel. Dersom vi innfgrer
de nye variablene v; = y og v2 = %/, kan likningen
skrives om til systemet

o ] G-

Vi vet derfor at vi kan forvente to linesert uavhengige
lgsninger. Det karakteristiske polynomet til matrisen
er:

A2 + a1 A + ap.

Egenvektoren til A er:

[

Den  karakteristiske likningen kjenner du
forhapentligvis igjen fra gymnaset, der du leer-
te & lgse disse likningene. Den gang sa de noe sant
som at alle lgsninger var pa formen AeM, og si satte
de dette uttrykket inn i differensiallikningen for &
utlede den karakteristiske likningen.

Vi kan bruke analysen fra forrige oppgave til a liste
opp lgsningen til den homogene likningen for forskjel-
lige typer egenverdier. Merk at vi er i utgangspunktet
kun interessert i v1, og derfor ikke har bruk for egen-
vektorene nar vi skal skrive opp lgsninger.

Dersom A; # Ay er reelle, kan vi plukke ut
forstekomponenten av den generelle lgsningen av sys-
temet, og fa

yn(t) = cre™t + cpee,

Dersom A = «a =+ i, slik at
ar| 1
as| |«
b =13
ba| (8]

yn(t) = die® cos Bt + doe" sin Bt.

og

far vi

Dersom A1 = Ay = A, kan vi stokke litt om pa
verdiene til ¢; og co, og fa

yn(t) = c1e™ + cote.
Eksempel 15.1. Lgsningen til
y// —y = 0

er
y(t) = cre’ + et A

Eksempel 15.2. Lgsningen til
y'+y=0

er
y(t) = c1 cost + cosint. A
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Eksempel 15.3. Lgsningen til
y' =2y +y=0
er
y(t) = cre’ + cote. A
Lgsningsteknikk for inhomogene likninger
Tilsvarende kalles vi lgsningen til
azy” () + a1y (t) + aoy(t) = f(t)

for y,, der p star for partikuleer. Vi gjgr som vi pleier
nar vi leerer dere a lgse likninger, og forteller enkelt
og greit hva y, er. La y, = y1 +y2, der y; og y2 veere
to linesert uavhengige homogene lgsninger. Da er

L) — 1 (5 0)
_ y2(t) f(t)
“/mm%@mwmm“'

Integrasjonskonstanten i de ubestemte integralene
skal veere 0. Denne teknikken kalles variasjon av pa-
rametre.

Eksempel 15.4. Den homogene lgsningen til

y// —y= e2t
er
yn(t) = cre + cae™t = cyy1 (t) + c1yo(t),
slik at
yi(t)f()
Yp(t) = y2/ dt
(1) MGG GIAG
y2(t) f(t)
—y dt
/y ()5 (t) — ya(t)yy ()
t 2t
o ete
=c / ele—t _ o—tol dt
—t 2t
‘ e ‘e 1 5
—c / —etet —e~tet dt = 3¢
0og

1
y=yn+yp,=cie +coe "+ ge%. A

Eksempel 15.5. Den homogene lgsningen til

y —y=e
er
yn(t) = cre’ + coe™t,
slik at
Lot
— ele
yp(t) =€ / _ete_t _ e_tet dt
—t t
¢ e e 1 ‘
_ T dt=Z(t-1
e /—ete*t e dt 2(t )e,
0og
1
y=cre' +cpe”t + i(t —1)e’. A



Eksempel 15.6. Den homogene lgsningen til

y"' +y=sint
er
yn(t) = c1 cost + cosint,
slik at
costsint
t)=sint [ —————— dt
p(1) / cos?t 4 sin’ t

sin? ¢
—cost — 0, . 9. dt
cos?2t + sin“ t

:sint/costsint dtfcost/sin%dt

-1y tcos2t t by 2t
= 4sm cos cos 2 4sm

1 .
= ——tcost —sint.

Merk at den homogene lgsningen y; = sinx dukket
opp i prosessen. Dette skjer av og til, men gjor in-
genting. Vi har

. 1
y:clcost—|—0281nt—§tcost. A

Apoteose

Til slutt kan vi registrere at den generelle lgsningen
til
azy” () + a1y (t) + aoy(t) = f(t)
er
y(t) = yn(t) + yp(t).

Merk at det finnes to ubestemte koeffisienter i yy,
sa et initialverdiproblem trenger to betingelser - den
vanligste formen er

yl(to) = b

Eksempel 15.7. Lgsningen til initialverdiproblemet

y(to) = a,

—y=e
med betingelser
y(0)=1, y(0)=0
er 5 )
Y= *B_t + *€2t A
3
Oppgaver

1. Skriv om fglgende andre ordens differensialliknin-
ger til system.

a) y' —y=0
b) ¥y +2y +3y=0
) y'+y =0

2. Finn generell lgsning av
a) y' -y -2y=0
b) ' +y=0
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c) y'—4y' +4y=0

3. Lgs initialverdiproblemet

a) ¥y —y —2y=0,9(0)=0,y(0)=1

b) v +y=0y3)=1y(3)=0

) ¥ —dy +4y=0,y(1) =0, y'(0) = —e >

4. Finn generell lgsning av
a) y// _ y/ _ 2]/ — e—2t

b) y// o y/ _ 2y — 62t

¢) ¥ +y—t

d) v/ —4y +4y=4t

5. For alle likningene i oppgave 15.1. skal du: regne
ut det karakteristiske polynomet til differensialliknin-
gen, og det karakteristiske polynomet til matrisen i
tilhgrende system. Ser du en sammenheng? Klarer du
a bevise observasjonen din?



. Lgsninger pa oppgaver

1.1. Likning (a) og (c) er linesre; (b) er ikke.

1.2. Det finnes mange eksempler som alle tilfredstil-
ler at

)

. linjene skjeerer hverandre i ett punkt:

Y

x
b) ... linjene er parallelle:
)
x
c) ... linjene er helt like:
)
x
1.3.

a) En lineser likning med tre ukjente kan tegnes som
ett plan i x—y—z-rommet.

b) Likningen z = 3 svarer - geometrisk - til et plan
som skjaerer z-aksen normalt i z = 3. Vi gjenkjenner
ogsa

r+y+z=>5

som et plan i rommet. Begge likningene er oppfylt
nar planene skjeerer hverandre. Ved & sette inn z = 3
i

r+y+3=>5
ser vi at  + y = 2. Lgsningene ligger altsa pa linjen
x+y = 2iplanet z = 3. Skisse av linjen sett ovenfra:
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Prgv a skissere dette i z—y—z-rommet.

2.1. Matrise (a), (¢) og (d) er pa trappeform; (a)
og (d) er pa redusert trappeform.

2.2.

a) z:%,yzélogz:f?).

b) Radredusering viser at systemet har en fri varia-
bel. Dette kan ogsa observeres direkte ettersom siste
likning er fgrste likning multiplisert med to. Husk at
vi na har mange valg for a lgse oppgaven, og vi gir
derfor bare en skisse til hvordan du kan komme frem
til et endelig svar. Eksempelvis kan vi ende opp med
det ekvivalente systemet

r+3y+62=4
y+22=0"

Na kan vi velge y eller z som fri variabel. Prgv gjerne
ulike valg. Du kan sjekke om Igsningene dine er kor-
rekt ved a sette inn i likningene du opprinnelig skulle
lgse.

¢) Det finnes ingen lgsning,.

2.3. Likningssystemene er ekvivalente fordi begge har
entydig lgsning t =1,y =1 o0g z = 1.

2.4. Hint: Teorem [2.2]sier at radekvivalente totalma-
triser alltid er ekvivalente som likningssystem, de har
altsa like lgsninger. Det holder derfor a vise at de kor-
responderende likningssystemene har ulike lgsninger.

Merk: Vi ser at den eneste forskjellen pa matrisene
er at fgrste- og tredje kolonne har byttet plass. Det-
te svarer til at fgrste- og siste variabel bytter plass
i korresponderende likningssystem. Kan du forklare
dette?

2.5.

a) Kravene p(1) = 2, p(2) = 3 og p(3) = 5 gir
folgende likningssystem:

a+ b+c=2
da+2b+c=3
9a+3b+c=5

b) Lgsningen er a = %, b:—% ogc=2.

1x2—%x+2

c) Sett inn 1, 2 og 3 i polynomet p(z) = 5

for & se at kravene i a) er oppfylt.

2.6.



La 1 betegne mulig og 0 umulig:

m<n|m=n|m>n
ingen lgsninger 1 1 1
én lgsning 0 1 1
uendelig mange lgsninger 1 1 1
2.7. Lgsningen er
L (dm — bn)
x = m — bn
ad — be
Y= bc(an —cm).

Merk at ad—bc # 0 ettersom vi har antatt ad # be.

2.8.
a) M er trivielt radekvivalent med M.

b) Hint: Alle radoperasjoner er reversible; multipli-
sere en rad med et ikke-null tall ¢ kan reverseres ved a
multiplisere samme rad med %; bytte om pa to rader
kan reverseres ved a bytte om pa radene igjen; a legge
til et multiplum av en rad til en annen kan reverseres
ved & trekke fra det som ble lagt til. Dersom M ~ N
betyr det at vi har gjort et endelig antall radope-
rasjoner Oq,...,0, for a lage N fra M. Klarer du,
ut ifra dette, a finne et endelig antall radoperasjoner
som lager M fra N7

c) Hint: Vi antar at det finnes et endelig an-
tall radoperasjoner Oq,..., 0, som lager L fra M,
og at det finnes et endelig antall radoperasjoner
On+1y---5Opym som lager N fra L. Klarer du, ut
ifra dette, a finne et endelig antall radoperasjoner
som lager N fra M?

3.1.
_ 2] o 2 _[3
a) u+v= 3 og zu—2v = 21l
b)
Y
u+v
u
v
x
lu-—2v

2

3.2. Se diskusjonen om matrise- og vektorligninger i
kapittel 3.

3.3.

a) Det er fire frie variabler. Husk at du kan sjekke
om det endelige svaret ditt er riktig ved & multiplisere
med A og se om resultatet faktisk blir null-vektoren.
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b) Det finnes ingen lgsning.
187

215

156

08 2 = a715-

_ 83 _
c) T= i, Y=

3.4.

a) Et vilkarlig valg av en vektor vil kunne skrives
som en lineserkombinasjon av de to andre. Det er
derfor tre mulige fremgangsmater som alle er riktig.
Hint: La vy veere en av vektorene. Du gnsker & sjekke
om v; er en lineserkombinasjon av de to resterende
vektorene. Dette kan formuleres med likningen

Vi =ava + bV3

hvor v, og vs er de to resterende vektorene, og a
og b er ukjente koeffisienter. Spgrsmalet er altsa om
denne likningen har en lgsning; som kan sjekkes ved
regning. Prgv & skissere lgsningen din i z—y-planet.

b) Et vilkarlig valg av en vektor vil kunne skri-
ves som en linezerkombinasjon av de to andre. Frem-
gangsmate som i a), men merk at du ikke kan skissere
Igsningen din ettersom dette krever fire dimensjoner.

3.5.
a
a) Hint: Vi gnsker & finne en vektor |b| som ikke
c
1 4
er en lineserkombinasjon av | 5 | og |18|. Vektoren
-3 4

skal altsa ikke tilfredstille likningen

1 4 a
x| 5 |4+y |18 = [b],
3 4 c

som har totalmatrise

1 4 a
5 18 b
-3 4 c

Radreduser og velg a, b og c slik at systemet ikke har
Igsning. Eksempelvis fungerer a =0, b =1 og ¢ = 0.

b) Hint: Som i a), men na er totalmatrisen

= N
U W N
DD O W
QU O o

c) Hint: Som i a), men na er totalmatrisen

8 —7 0 a
-8 -7 3 b
-4 5 =8 ¢
-6 6 -4 d

3.6.

a) Spegrsmalet gir ikke mening siden vektorenei 5. a)
er vektorer i R3.

b) Hint: Ligningen i 3. b) har ingen lgsning.
¢) Hint: Ligningen i 3. ¢) har én lgsning.



-3 8

—7| og |—8| er akku-
-3 —4

rat det linesere spennet deres. Altsa, alle vektorer pa
formen

3.7. Planet som inneholder

-3 8
al|=T7|+b|-8
-3 —4

Alle valg av a og b er riktig.

3.8. Tre vektorer i R3 spenner ut et parallellepiped.
Disse ligger i et plan hvis og bare hvis volumet til
dette parallellepipedet - determinanten - er lik null.

a
Derfor ma vi finne en tredje vektor u = (b

c
determinanten til u, v og w ikke er lik null. Mate-
matisk formulert:

slik at

a -3 8
b| x [—=7 —8| #0.
c -3 —4

Det finnes mange valg av a, b og ¢ som fungerer.
1

—9|. Likningen xu + yv +
20

zw = 0 har kun triviell lgsning; * = 0, y = 0 og
z=0.

Eksempelvis fungerer

3.9. Introduksjon til Igsning: Vi gnsker a beskrive
problemet med lineger algebra. Et polynom er entydig
bestemt av koeffisientene sine. Derfor kan all informa-
sjon om et andregradspolynom p(z) = az? + bx + ¢

a
lagres i vektoren p = |b| . Summen av to andre-
c

gradspolynom

ar® +bx +c
og

dae? +ex+ f

kan skrives
(a+d)z? + (b+e)x+ (c+ f).

Vi summerer altsa koeflisientene foran tilhgrende
potens av x. Dette svarer akkurat til addisjon av
tilhgrende vektorer:

a d a+d
bl + el =|b+e
c f c+ f

Tilsvarende blir en konstant multiplisert med et
andregradspolynom multiplisert i hver koeffisient:

k-(az? +bx+c) = (k-a)z® + (k-b)z + (k- c),
som svarer til skalarmultiplikasjon av tilhgrende vek-
tor:

k-
k-

a
k-|b| =
c k-

b
c
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a) I dette lineser algebra-spraket blir spgrsmalet om

1 1
s = [8] er en lineszerkombinasjon av p = | 5 | og
2 -3
[ 4
q = [18] . Spgrsmalet er altsa om likningen
| 4
1 4 1
x| 5 |+y |18 = |8],
3 4 2

som svarer til totalmatrisen

1 4 1
5 18 8|,
-3 4 2

har en lgsning. Svaret er nei.

b) Hint: I lineser algebra-sprak skal du finne en vek-
tor t slik at alle vektorer r kan skrives som en li-
neaerkombinasjon av p, q og t. La t veere lgsningen
du fant i oppgave 3.5 del a). Du kan na sjekke at
likningen

zp+yq+z2t=r

har en entydig lgsning for alle valg av vektorer r =
a
b| . Det tilhgrende polynomet ¢ - til t - er altsa en
c
lpsning pa oppgaven.
Merk: Grunnen til at t fungerer er at den er li-
nezrt uavhengig av p og q. Derfor far vi tre linesert
uavhengige vektorer som til sammen spenner ut R3.

3.10. Eksempel; m = 2, n = 2. En vektor i R? spen-
ner ut en linje, altsa ikke hele R2. Dette generaliseres
til R™, svaret er altsa nei.

Hint: Dersom m vektorer, vy, ..., Vv,,, spenner ut R”
betyr dette at vi alltid kan lgse likningen x1vy+-- -+
T,V = b hvor b er en vilkarlig vektor i R™. Dette
svarer til m likninger med n ukjente hvor m < n.
Kan et slikt system alltid ha lgsning?

Merk: Senere skal vi se at m vektorer spenner ut et
underrom av dimensjon < m, altsa kan de ikke spen-
ne ut hele R™ dersom m < n.

4.1.

a) Gir ikke mening.
-36 7 13

b) [—24 0 6}
-38 3 9

) |14 11 5
-16 -8 —36

d) Gir ikke mening.

e) Gir ikke mening.

~11
f) | 26
— 68
) —290
8) 1192
10
h) [2 0
5 3
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2]

4.3. Den fgrste har ingen lgsninger; den andre har
uendelig mange lgsninger.

4.4. Hint: Du kan sjekke om en n x n-matrise er inver-
terbar hvis du prgver a finne den inverse ved regning.
Dette koker altsa ned til & radredusere [A 1 ]
a) Ikke inverterbar.
1 1
b i3]
2 2
c) Ikke inverterbar (den er ikke kvadratisk).
d) Ikke inverterbar.

1 0 0
e) [-1 1 0
0 -1 1

4.5. La e; veere vektoren med 1 i komponent ¢ og null
ellers. Husk at for en n x n-matrise er Ae; kolonne-
vektor nummer ¢. Vi kan derfor lgse a) og c) direkte;
det er jo kolonnevektorene til A som er oppgitt. I del
b) og d) ma vi skrive ut likningene vi far, og der-
etter lgse dem direkte. Eksempelvis, hvis vi skriver
A= [‘“

a2] og setter inn kravene fra del b) far vi
az aq

o =[] e o) =]

Dette er fire likninger med fire ukjente. Tilsvarende
fremgangsmate fungerer i d), men na er A en 3 x 3-
matrise. Du kan sjekke om det endelige svaret ditt er
korrekt; tilfredstiller A kravene i oppgaven?

4.6.

a) Uttrykk X og B ved kolonnevektorer: X =
[xl X2:| og B = [bl bg} . Na kan vi reformulere
AX = B som [Axl sz} = [bl bg] . Vi skal altsa
lgse likningene Ax; = by og Axs = by. Dette kan
selvfglgelig gjores samtidig.

b) Likningen som korresponderer til den fgrste ko-
lonnen i B har uendelig mange lgsninger; den andre
har ingen lgsning.

4.7.
a) La X = {zl Tz

} . I forrige oppgave ble liknin-
T3 T4

gene for kolonnevektorene x; = [il] 0g Xg = [?]
3

uavhengige. Vi kunne altsa finne x; og x3 uten at
dette pavirket xo og x4, og vice versa. Dette er ikke
sant i denne oppgaven.

b) Innfer notasjon for elementene i matrisene: A =

araz , B = b bz og C' = “ ) Totalma-
az a4 bz by c3 ¢4

trisen blir - med denne notasjonen - da

a1 + b1 bg a9 0 (&1
b2 ay + b4 0 a2 Co
as 0 asg + by b3 C3
0 as bg aq + b4 Cyq
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Merk: avhengig av hvordan du nummererte likninge-
ne kan du ha en totalmatrise hvor radene er byttet
om pa.

¢) Med oppgitte matriser blir totalmatrisen fra b)

1 1 1 0 1
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1}’
01 1 1 1
som har lgsning z; = %, Ty = %, T3 = 3 0g Ty = %

Lgsningen er altsa

|

Vektoren ma vaere pa formen v =

o=

4.8.
a

b
er reelle tall. Konstanten ¢ kan vaere 0 eller 1. For
c¢=1ma b= 0 men vi kan velge a fritt. Dette svarer
geometrisk til at vektorer som kun har komponent
langs y-aksen blir null-vektoren ved multiplikasjon
med A. For ¢ = 0 ma a = 0 men vi kan velge b
fritt. Dette svarer geometrisk til at vektorer som kun
har komponent langs x-aksen ikke pavirkes av multi-
plikasjon med A.

hvor a og b

Hint: Vi gnsker at A {Z} =c [Z}, som gir liknin-

gene a = c-a og 0 = b-c. Det er na to muligheter: 1)

c=1ogb=0,eller 2) c=0o0ga=0.

4.9.
a)

Vektorene blir rotert 90 grader mot klokken.

b) Del opp en vilkarlig vektor {Z} i vektoren a [(1)]

langs z-aksen og b [(1)] langs y-aksen. Husk at

a 1 0
Al =aa [l ],
Fra a) ser vi at hver komponent av vektoren roteres
90 grader mot klokken. Altsa roteres hele vektoren
90 grader mot klokken.
c) Den omvendte geometriske operasjonen er a ro-
tere 90 grader med klokken. Derfor skulle man tro at

det finnes en matrise som gjor dette og er inversen
til A.
0 1

T4 A1 —
d) Inversentil A: A=! = {1 0

a)-b) med A~! i stedet for A, og dermed sjekke at
A~ roterer en vektor 90 grader med klokken.

} . Du kan na gjenta



4.10.

a) Folger direkte fra definisjonen av matriseproduk-
tet.

al
L
b) Hint: AT = . Derfor blir
a,
ala; ajap aja,
. aja; ajap aj a,
A A=
T T T
a'a; alay --- ala,

Hva er antagelsen i oppgaven? Kan du fullfere opga-
ven na?

c) Matrisen A tilfredstiller kravene ettersom

1 1
e

1 1
[@] ' [@] - 1’
V2 V2
1 1
V2 V2
1 1
V2 V2
1 1
Inversen er derfor A=t = AT = \{i 1\/5 . Du
V2 V2

kan sjekke dette ved & bekrefte at bade AAT og AT A
er lik 1.

5.1. Vektorene v; og va er linesert uavhengige og
spenner ut R2.

Vektorene wi, wo og ws er linezert avhengige og
spenner ut R2.

5.2.

a) Radreduser matrisen med oppgitte vektorer som
kolonner eller sjekk direkte at det ikke finnes noe tall
c slik at:

1 4
5 | =c|18
3 4

b) Lik fremgangsmate som oppgave 5 kapittel 3.
Merk: A finne en vektor som er linesert uavhengig av
vektorene i a) svarer altsa til & finne en vektor som
ikke er en lineserkombinasjon av vektorene i a).
c) Teorem gir at de tre vektorene spenner ut
R3.

Vektoren du fant i b) lgser oppgave 9. b) kapittel
3; husk at informasjonen om et andregradspolynom
p(r) = az? 4+ bx + ¢ kan lagres — entydig — i en vektor

p:

o o e

5.3.
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a) Ved a radredusere matrisen
1 2 3
A=12 3 4
3 4 5

ser vi at vi far en fri variabel dersom vi prgver a lgse
Ax = 0. Eller ekvivalent har vi ikke et pivotelement
i hver kolonne. Teorem [5.7] sier da at vektorene er
linesert avhengige.

b) Lik fremgangsméate som i del b) av forrige opp-
gave.

¢) Du kan sjekke at to vilkarlige vektorer fra a) og
vektoren du fant i b) er linezert uavhengige. Det er
altsa tre linesert uavhengige vektorer i det linesere
spanet til vektorene i a) og b). Derfor spenner vek-

torene R? (Teorem [5.12)).

5.4. Pastand a) og b) er usanne; c) er sann.
Merk: a) er nesten riktig. Tre vektorer u, v og w er
linesert uavhengige dersom

au+bv+ev=0

kun har triviell lgsning; a = 0, b = 0 og ¢ = 0.
Linezr avhengighet er det motsatte, u, v og w er
linezert avhengige dersom

au+bv+cev=0

har en ikke-triviell Igsning; kan ta en av a, b og c ulik
null. Dette er ekvivalent med at en av u, v og w kan
skrives som en lineserkombinasjon av de to andre (del
likningen med den koeffisienten som ikke er lik null).
Pastanden i oppgaveteksten er at u kan skrives som
en linezerkombinasjon av v og w. Men dette kan vi

ikke garantere! Et eksempel: La u = [(ﬂ, v = {(1)]

og W= (en vilkarlig vektor langs y-aksen). N&a

er de tre vektorene linesert avhengige i R, men det
finnes ikke a og b slik at u = av+bw fordi u ligger pa
z-aksen og de to andre ligger pa y-aksen. Merk ogsa
at w = yv + Ou i dette tilfellet; w kan altsa skrives
som en lineserkombinasjon av de to andre.

5.5.
a) Pastanden er usann. Et veldig enkelt moteksem-
pel:
1 0 0 0
et 1 Il R
b) Pastanden er sann. Bevis:
Anta at vektorene Avy, Avs, ..., Av; er lineszrt

uavhengige. Vi skal vise at vi, vo, ...
linesert uavhengige.
Se pa likningen

, Vi 0gsa er

Vi1 + Voxo + -+ - vy = 0.

Anta at (aq,az, ...
gen, altsa at

,a) er en lgsning av denne liknin-

viay + voeag + - - - via; = 0.



Da far vi:

(Avi)ay + (Ava)ag + -+ (Avy)as
= A(viay + vaag + -+ + viay)
=A-0=0

Men siden vi har antatt at Avy, Avs, ..., Avy er
linezert uavhengige, betyr dette at vi ma ha

ar=as = --=a; = 0.

N& kan vi oppsummere det vi har gjort. Vi startet
med & si at (a1,as,...,as) er en lgsning av likningen

V1T + Voo + - vy = 0,

og konkluderte med at da ma alle a-ene vare 0.
Det betyr at denne likningen kun har den trivielle
lgsningen, og dermed er vektorene vy, va, ..., V¢ li-
nezrt uavhengige.

6.1.

a) Determinanten er 0, kolonnene er linezert avhen-
gige.

b) Determinanten er —3, kolonnene er linesert uav-
hengige.

¢) Determinanten er —14, kolonnene er linezert uav-
hengige. (Her kan det veaere lurt & bruke radoperasjo-
ner for & beregne determinanten.)

6.2.
a) 3
E
!
b) 0
.
6.3. 430

Hint: Velg et referansepunkt og se pa differansen fra
de andre vektorene. Du har na tre vektorer i R? som
definerer T'. Observer at T er en sjettedel av volumet
til parallellepipedet definert av vektorene.
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6.4. Vi kan anta at vinklene 0 og ¢ ligger i intervallet
[77(7 W)'

a) Det er kun vinkelen ¢ som har noe a si for om
determinanten er positiv, negativ eller 0. Determi-
nanten er 0 hvis ¢ er 0 eller —m, og ellers har deter-
minanten samme fortegn som .

b) Hvis vi gker a; eller as, s gker determinanten;
hvis vi minsker en av disse, sa minker determinanten.
Hvis vi varierer ¢ innenfor intervallet [—7 /2, 7/2],
sa gker determinanten nar ¢ gker. I intervallene
[-7,—7/2] og [7/2,7) er det omvendst.
variere 6 har ingen effekt pa determinanten.

c) det A= ajassing

6.5.
a) bexy
b) Vima ha at b, ¢, x og y alle ikke er lik null.

6.6.

a) Sant.

Hint: En matrise er inverterbar hvis og bare hvis de-
terminanten ikke er lik null. Vi vet ogsa at det(AB) =
det(A)det(B). Vi har antatt at det(AB) # 0. Kan du
fullfgre beviset?

b) Sant.
Hint: AA=! = I og det(AB) = det(A)det(B).
c) Usant.

d) Sant. Produktregelen for determinant gir:

det(AB) = (det A)(det B) = (det B)(det A) = det(BA)

6.7. Determinanten ma vere lik null.

Hint: Vi antar at Au — Av = 0 for u — v # 0. Ved
regnereglene for matriser blir dette A(u — v) = 0.
Likningen Ax = 0 har altsa en ikke-triviell lgsning;
x = u — v. Dette betyr — fra Teorem — at kolon-
nene til A er linesert avhengige. Hva kan du na si om
determinanten til A?

6.8. m > n.

Skisse til Igsning: Hva skjer hvis vi antar m < n?
Svar: Siden kolonnene til A er vektorer i R™ og vi
har n > m vektorer, ma kolonnene til A veere linesert
avhengige. Husk at

alTal alTaQ alTan
T a;—al a; as a;—an
A A - )
T T T
a,a; a,as --- a,a,

hvor ay, ..., a, er kolonnene til A. Du kan na bruke at
kolonnene til A er lineseret avhengige til & argumen-
tere for at kolonnene til AT A er linesert avhengige.
Derfor ma determinanten vaere lik null.

6.9. det(A- A7) =936, det(AT - A) = 0.
7.1. I svarene nedenfor vil vi liste opp egenvektorer,

og deretter egenrommet til hver egenverdi i samme
rekkefglge.



a) Egenverdier: 3, —1. Egenrom: linjen utspent av

s

b) Egenverdier: 3, —1, 0. Egenrom: Linjen utspent
1] [-17 [o

av [1f, [ 1|, (O
0] LO 1

c) Egenverdi: 0. Egenrom: Linjen utspent av [(1)}

Merk: Dette er et eksempel pa at geometrisk multipli-
sitet er strengt mindre enn algebraisk multiplisitet.

d) Egenverdi: 3, 8. Egenrom: Planet utspent av
-2 -3 1
1| og | O], linjen utspent av [—1{.
0 1 2
: Merk: Dette er et eksempel pa at egenvektorer med
lik egenverdi kan veere linesert uavhengige.

7.2.
a) Egenverdi: 0,1. Egenrom: z-aksen og y-aksen.

b) Vektorer langs y-aksen blir null-vektoren ved mul-
tiplikasjon av A; vektorer langs z-aksen er uendret
ved muliplikasjon av A.

7.3.

a) Egenverdi: 0,1. Egenrom: linjene utspent av (1, 1)
og (—1,1).

b) Vektorer langs (1, —1)-linjen blir null-vektoren
ved multiplikasjon; vektorer langs (—1,1)-linjen er
uendret ved muliplikasjon.

Merk: Man kan tolke z-aksen som linjen utspent av
(1,0) og y-aksen som linjen utspent av (—1, 1). Dette
er altsa helt lik situasjonen som i forrige oppgave,
men na er egenrommene rotert med 45 grader.

7.4.

a) Dersom vi prgver a lgse det(A — AI) = 0 far
vi polynomlikningen A% + 1 = 0. Denne har ingen
(reelle) lgsninger.

b) Matrisen roterer vektorer med —90 grader. Men
en likning pa formen Ax = cx betyr at A skalerer x
med en faktor ¢ uten at x roteres.

7.5.
a) cosf| |—sind
sin@|’ | cosf
b) Matrisen er akkurat den som har svaret i del a)
som kolonner:

cos
Ty = Lin@

—sin 9}

cos 0

c¢) Matrisen Tp, som roterer med 0 radianer, har
egenverdien 1. (Denne matrisen er bare identitets-
matrisen I5.)

Matrisen T); roterer hele planet en halv omdreining
og sender derfor enhver vektor v til vektoren —v.
Denne matrisen har egenverdien —1.

(Dermed far vi ogsa egenverdien 1 ved a velge en
hvilken som helst vinkel pa formen 0 4+ 27n, og vi
far egenverdien —1 ved & velge en hvilken som helst
vinkel pa formen 7 + 27n, der n er et heltall.)
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Hvis vi roterer med en annen vinkel enn 0 eller 7,
kan vi ikke fa noen egenverdi, fordi vi da sender en
vektor v til en vektor som ikke ligger pa samme linje
gjennom origo som Vv gj@r.

7.6.

a) Feil. Vi far generelt et n-tegradspolynom som
kan ha alt fra null til n lgsninger (det er maksimalt n
egenverdier). Det har veert mange eksempler pa dette
tidligere i gvingen.

b) Sant. Vi har — per definisjon — en ikke-null vektor
x som tilfredsstiller Ax = ex hvor ¢ # 0. Derfor har vi
funnet en vektor x slik at Ax ikke er lik null-vektoren.
Men da kan A umulig veere null-matrisen; hvis alle
elementene i A var lik null ville Ax veert lik null for
alle valg av x.

c) Sant. Det er et eksempel i en tidligere oppgave.

7.7. Hint: Egenverdiene til A er lgsninger pa poly-
nomet det(A — AI) = 0. Tilsvarende er egenverdiene
til AT lgsninger pa polynomet det(AT — XI) = 0.
Observer at (A — AI)" = AT — M. Bruk hintet i
oppgaveteksten pa matrisen B = A — AT,

7.8.

a) Egenverdier: 1, 2, —5, 77.

Hint: Hva er determinanten til en matrise pa trappe-
form?

b) Alle egenrommene blir éndimensjonale. Her er,
for hver egenverdi \;, en egenvektor v; som utspenner
egenrommet til A;:

N1 |2 -5 | T
1 2 -5 77
1o 1 —6 76
Vil lol | |o 14 0
ol | |o 0 1425

c) Nei. Vi ma lgse en fjerdegradslinking, som kan
bli meget vanskelig. For generell n: Nei; vi ma lgse
n-tegradslikninger.

7.9.

a) Vi vet at nullvektoren per definisjon ikke er en
egenvektor. Vi ganger A med hver av de andre vek-



torene, og ser hva vi far:

[20
40
60
80

102
74
66
18

os
6
4
2

10T
20
40
_60_
[120]
80
40
L 80 .
[160]
120
80
40

A

T
= W N

1

I

I

o

S
W N~
N ——|

R0 W D — L W RN OO0 NN W W
T
L

wa)&ll\'}b—‘ww

Vi fant fire egenvektorer, tilhgrende de to egenverdi-
ene 20 og 40. Vi ser ganske lett at de to vektorene

3 1
2 0
2| % |0
1 0
ikke er egenvektorer.
b) La
1 2
vy = 2 og Vi = L
3 2
4 3

veere egenvektorene fra del (a) som hgrer til egenver-
dien 20, og la

og Wi =

=N W
=N W

[\)

vaere egenvektorene fra del (a) som hgrer til egenver-
dien 40. Du kan sjekke at vi og vy er linesert uavhen-
gige (ingen av dem er en skalar ganger den andre) og
at wy og wy er linezert uavhengige. Det betyr at

Vi, V2, W1 0 W2

er linezert uavhengige, siden vi vet at det ikke kan fin-
nes linesere avhengigheter mellom egenvektorer som
herer til forskjellige egenverdier (teorem (a)).

(Merk at det er npdvendig a forst sjekke at vi og v
er linegert uavhengige og at wy og wo er linesert uav-
hengige. Du kan ikke bare bruke teorem (a) di-
rekte pa alle de fire vektorene, fordi de ikke hgrer til
fire forskjellige egenverdier.)

Hvis det na finnes en vektor u som enten
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1. ... er en egenvektor tilhgrende 20 som ikke ligger
i Sp{vy,va}, eller

2. ... er en egenvektor tilhgrende 40 som ikke ligger
i Sp{wi,wa}, eller

3. ... er en egenvektor som tilhgrer en annen egen-
verdi enn 20 eller 40,

sa far vi at

Vi, V2, W1 Wy Og u
er fem linezert uavhengige vektorer i R*. Det er ikke
mulig, sa det kan ikke finnes noen slik vektor u.

Dette betyr at vi har funnet alle egenverdier og
egenvektorer for A, og de er:

Egenverdien 20 med egenrom Sp{vy, vy}

Egenverdien 40 med egenrom Sp{wi, ws}

7.10. Full lgsning: Hvis ¢ er en egenverdi tilfreds-
stiller den — per definisjon — Ax = cx for en ikke-
null vektor x. Kombiner dette med antagelsen om at
A%x = Ax for & se at x tilfredsstiller ¢?>x = ex. Om-
formuler denne likningen til (¢ —c)x = 0. Ettersom x
ikke er null-vektoren, ma en komponent i x ikke veere
lik null (hvorfor?), og derfor mé ¢® — ¢ = 0. Dette er
en andregradslikning med lgsning ¢ = 0 eller ¢ = 1.

7.11.

a) Vi vet at egenvektorer som hgrer til forskjellige
egenverdier er linezert uavhengige, og da fglger det
fra teorem [6.11] at matrisen V' er inverterbar.

b) Vi regner ut

VAV =V [Avy Av, Av,]
=y [Alvl A9Vg )\nvn}
= [V_l/\lvl V_l)\QVQ V_l)\nvn}
= [/\1V_1V1 )\QV_1V2 )\nV_lvn}
=D [V_1V1 V_1V2 V_lvn}
=DV Vv
= D’
der
A O 0
0 X 0
D= .
0 0 An

er diagonalmatrisen bestaende av egenverdiene til A.
Da kan vi dessuten legge merke til at vi har

A=vvilavv-t=vDv~—!

(Oppgaven spurte ikke om dette, men det er likevel
en interessant observasjon, og den hjelper oss med a
lgse neste deloppgave.)

c) Lag en diagonalmatrise D med egenverdiene pa

diagonalen, og en matrise V med egenvektorene som
kolonner:

1 00 1 21
D=0 2 O og V=1[3 6 4
0 0 3 2 5 2



Da ser du fra del (b) at matrisen A = VDV ~! opp-
fyller kravene i oppgaven. Regn ut inversen til V' pa
vanlig mate; da far du:

8 -1 =2
Vi=]-2 0 1
-3 1 0
N& kan du gange sammen matrisene og ende opp
med:
-9 2 2
A=VDV't=|-36 9 6
—22 4 6
8.1.

a) Merk at matrisen A allerede er pa redusert
trappeform, sa vi trenger ikke gausseliminere.
Matrisen har fire frie variabler og tre pivotelement.
Dimensjonen pa nullrommet er derfor lik fire, mens
dimensjonen pa kolonnerommet (og derfor ogsa rad-
rommet) er lik tre. For & finne en basis holder det &
finne fire linezert uavhengige vektorer i nullrommet
og tre linesert uavhengige vektorer i kolonnerommet
(og radrommet).
Eksempel pa valg av basis: Du kan ta kolonnene og
radene som svarer til pivotelementene for & finne ba-
sis for kolonne- og radrommet; kolonnene som svarer
til pivotelement er alltid linezert uavhengige, og vi
har tre slike kolonner. Basis for kolonnerommet: ko-
lonne 2, 5 og 6. Basis for radrommet: rad 1, 2 og
3. Matrisen er allerede radredusert, og likningene for
nullrommet er:

To+x3+27=0
5 +x7 =0
g +ax7 =0
Vi kan ta 1 = ¢, x3 = r, x4 = s og x7y = t som

frie variabler. Da far vi folgende parametrisering av
nullrommet:

q 1 0 0 0
—r—t 0 -1 0 -1
0 1 0 0
X = s =(0lg+ [0 ]r+|1]|s+ |0 |t
—t 0 0 0 —1
—t 0 0 0 -1
. 10 | 0] 10] | 1]
Dette betyr at
(11 [o] [o] [o]
0 —1 0 -1
0 1 0 0
of, (O], |1], |0
0 0 0 -1
0 0 0 -1
0] L0 [0f [1]

er en basis for nullrommet.

b) Gausseliminering av matrisen B til redusert
trappeform gir:

1 2 3 1 0 -1

2 3 4 0 1 2

345 7000 0

4 5 6 0 0 O
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Her er det pivotelementer i de to forste kolonnene, sa
1 2
2 3
37 |4
4 5
er en basis for kolonnerommet. Vi far en basis for
radrommet ved a ta de radene som ikke er null i

trappeformmatrisen (dette ville ogsa fungere om vi
bare har trappeform, og ikke redusert trappeform),

17 o
0,1
—1] |2

er en basis for radrommet. Bade radrommet og ko-
lonnerommet har dimensjon 2.

Nullrommet bestar av alle lgsninger av likningen
Bx = 0. Vi ser at generell lgsning av denne likningen
blir

1
x=|-2|t der t er et vilkarlig reelt tall.
1
Dermed er
1
-2
1

en basis for nullrommet. Nullrommet har dimen-
sjon 1.

c) Vektoren ligger i nullrommet fordi

0

1
0110001 _9 0
0000101 3| = 0
0 000O0T11 . 0
0 000 O0O0TO 1 0

1

d) Vektoren ligger ikke i kolonnerommet til A fordi
systemet med totalmatrise

011000 1]-1
000010 1|-1
00 0O0O0T1T1|-1
00 0 O0O0O0TO0]-1

umulig kan ha lgsning; den siste raden svarer til lik-
ningen 0 = —1.

Vektoren ligger i kolonnerommet til B; du kan sjek-
ke at likningssystemet med totalmatrise

-1
-1
-1
-1

T W N
O U = W

ISR R

har lgsning.

8.2.

a) Vi kan for eksempel velge (1,z,2?). En basis er
— per definisjon — en liste med vektorer som spenner
ut rommet og er linesert uavhengige.



Spenner ut: En vilkarlig vektor a -+ bz +cx? er trivielt
en lineserkombinasjon a -1 +b-z+c-2% av 1, x og
x2.

Linegert uavhengige: Gitt en likning a-14+b-z4c-22 =
0, sa ma vi vise at vi kun har triviell lgsning. Men et
andregradspolynom kan maksimalt ha to nullpunkt,
altsa kan likningen umulig holde hvis ikke a = 0,
b =0 og c = 0; vi har kun triviell lgsning.

b) I koordinatene til basisen vi valgte i a) svarer et

ao
polynom ag + a;x + azx? til vektoren |a; | . Spesielt
az
1
blir 1 + 2z + 323 vektoren |2
3

Merk: Du innfgrte koordinater for a lgse oppgave 3.9.

8.3.

a) Nei, det er ikke et underrom, for nullvektoren er
ikke med.

b) Ja, det er et underrom.
Det kan veere lurt a legge merke til at vektoren v
er en lineserkombinasjon av a; og as:

V =as —a;

Dette betyr at vi isteden kan se pa mengden av alle
vektorer pa formen

s-a;+t-as

og fa den samme mengden. Na er det lett a sjekke at
kriteriene for & veere underrom er oppfylt:

1. Nullvektoren er med i mengden var (vi far null-
vektoren ved a velge s =t = 0).

2. Summen av to vektorer som er med i mengden
er ogsa med i mengden:

(saj +tag)+(s'a; +t'ag) = (s+s')ay + (t+t')as

3. Om vi ganger en vektor i mengden med en ska-
lar ¢, far vi igjen en vektor i mengden:

c-(s-a; +t-a) = (cs)a; + (ct)as

c) Vektoren u ligger ikke i kolonnerommet, men vek-
toren v gjor det. Merk at kolonnerommet til A er
ngyaktig det underrommet av R® som ble beskrevet
i del b).

8.4.

a) Usant. For eksempel far vi dim Col A = 0 hvis A
er nullmatrisen.

b) Sant. Matrisen A bestar av n kolonnevektorer i
R™ hvor n > m. Kolonnevektorene ma derfor veaere
linezert avhengige.

8.5. Snittet er et underrom; unionen er ikke
ngdvendigvis et underrom.

Union: Det er mange moteksempler. Du kan f. eks ta
to linjer i R? som kun krysser hverandre i origo.
Snitt: U; og Us inneholder null og er lukket under
vektorromsoperasjonene. Husk at Uy NUs betyr U; og
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Us. Null-vektoren ligger i Uy og Us og derfor i Uy NUs;
summen av to vektorer i Uy N Uy ligger i bade U og
Us igjen (U; og Uy er underrom); et skalarmultiplum
av en vektor i U; N Uy ligger i bade Uy og Us igjen
(Uy og Uy er underrom).

8.6.

a) La M; ; veere m x n-matrisen som har 1 i posisjon
(2,7) og O ellers. Samlingen M, ;, ¢ = 1,...m, j =
1,...n er en basis. Dimensjonen er antall element i
en basis: mn.

b) U og W er underrom; V er ikke.

¢) Basis for U: Matrisene M, ; for i =1,...,n.
Dimensjonen til U: n

Basis for W: Matrisene M; ; + M; ; for i # j og M, ;
for ¢ = 3.

Hint: Element (4,j) ma veere likt som element (j, )
for symmetriske matriser, derfor inneholder M; ; +
M; ; akkurat den informasjonen du trenger.
Dimensjonen til W: 1 4+2+3+4+---4+n =
(vi trenger bare a telle elementene langs og under
diagonalen).

n(n+1)
2

8.7.

a) Vektorrommene P, for forskjellige n, er under-
rom av hverandre:

PoCPirCPaC---

Vektorrommene C™(R), for forskjellige n, ogsa under-
rom av hverandre:

C(R) D CYR) > C*R) > C*R) D ---
For hver n har vi:
Pn CPCC®R)cCC"(R)CC(R)

Alle n-tegradspolynomer er polynomer; alle polyno-
mer er uendelig mange ganger deriverbare; alle uen-
delig mange ganger deriverbare funksjoner er deriver-
bare n ganger; alle n ganger deriverbare funksjoner
er kontinuerlige (deriverbar impliserer kontinuitet).

b) Du har vist at P,, har en endelig basis tidligere,
og det er derfor endeligdimensjonalt. Vi har sett at
‘P er uendeligdimensjonalt i notatet. Derfor er resten
av vektorrommene uendeligdimensjonale; alle har et
uendeligdimensjonalt underrom.

8.8. Ja, V er et vektorrom.

Additiv identitet: , Additiv invers:
na sjekke aksiomene (V1)—(V8)

Hint: Parantes betyr hva man skal regne ut fgrst.

1/a | Dukan

8.9.

a) Nei.

Z er ikke lukket under skalarmultiplikasjon: Hvis du
multipliserer et heltall med et reelt tall far du ikke
ngdvendigvis et heltall. Eksempel: % -3 = % er ikke
et heltall.

b) Nei.

Du kan for eksempel sjekke at (ab) xn # a * (b*n)
for alle valg av relle tall a og b, og heltall n.



Eksempel: |1 - 1] =0 slik at 2 (3 1) = 0. Men
1
(2~§)*1:1*1:1.

Merk: Vi viste altsa at Z med denne skalarmultipli-
kasjonen umulig kan veere et vektorrom. Mer generelt
kan man vise at det ikke finnes noen vektorromstruk-
tur pa Z. Dette henger sammen med at noen typer
uendelig er stgrre enn andre.

8.10. Vektorrommet ma besta av ett element; null-
vektoren. Med en gang det finnes en ikke-null vektor
v far vi uendelige mange vektorer; tv hvor ¢ er et tall.

8.11. Det holder a vise at egenrommet til A er lukket
under vektorromsoperasjonene og inneholder null-
vektoren.

Null-vektoren: Dette folger direkte fra definisjonen
(egenrommet til A bestar av egenvektorene og null-
vektoren).

Addisjon: Hvis x og y er to vektorer i egenrommet
til A har vi per definisjon at Ax = A\x og Ay = Ay (i
spesialtilfellet 0 har vi alltid A0 = 0 = A\0). Vi ma
vise at x + y er en egenvektor til A:

Alx+y)=Ax+ Ay = Ax+ Ay = A\(x+Yy),

X 4y er altsa i egenrommet.
Skalarmultiplikasjon: Hvis x er i egenrommet til A og
c er en konstant har vi at

A(ex) = ¢(Ax) = ¢(Ax) = M(cx),
som betyr at cx ligger i egenrommet til \.

8.12.

a) For a svare pa spgrsmalet ma vi utforske om det
finnes konstanter a, b og c slik at

acos(x) + bsin(z) + ctan(z) =0

for alle z i D. Velg z = 0 for & se at a = 0 ettersom
sin(0) = 0 og tan(0) = 0. Vi har tan(z) = sin(x)

cos(z) som
gir likningen

sin(x)

bsi =—
sin(x) ccos(x)

for alle z i D . Sinus er aldri null for x # 01 D slik

at vi kan stryke sin(z) — pa denne delen av D — og fa

likningen

—c

=

Men Cosinus er helt klart ikke konstant for alle
x # 01 D, sa det kan ikke finnes noen ikke-trivielle
lpsninger. Vektorene er altsa linesert uavhengige.

b) Ja.

Eksempel pa lgsning: La E veere ett punkt i D (du
kan velge dette punktet vilkarlig). En funksjon fra ett
punkt til R er jo bare et tall i R. Vektorrommet C(E)
er altsa bare vektorrommet R. Tre vektorer (tall) i
R er selviglgelig linesert avhengige (vektorrommet er
endimensjonalt).

cos(z) =

8.13.
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a) Hvis 07 og 02 er identitetselementer, sa har vi:

0; =0, +02 (V3), 02 er identitetselement
=05+0q (V2)
= 0q (V3), 01 er identitetselement

b) Fra likheten u+ v = u+ w far du, ved & bruke
aksiom (V2) pa begge sider:

v+u=w-+u

Vi vet fra aksiom (V4) at u har en additiv invers —u.
Legg til denne pa hver side av likheten over; da far
du:

(v+u)+(-u) = (w+u)+(-u)

Bruk aksiom (V1) pa begge sider:
vt (e (w) = w ot (ut (~u))
Bruk aksiom (V4):
v+0=w+0
Bruk aksiom (V3):

V=W

¢) Bruk resultatet vist i del b). Hvis to vektorer v
og w begge er additive inverser til u, sa har vi

ut+v=0=u+tw,
og da gir resultatet fra del b) at

V =W.

8.14.

a) En naturlig basis for P, er gitt av 1,z...,z".
Dette er akkurat hva vi trenger for a fa alle n-
tegradspolynom. Basert pa dette virker det rimelig
at B ={1,z,22,23,...} er en basis for P (da burde
vi akkurat ha det vi trenger for a fa alle polynomer
av vilkarlig grad).

b) Spenner ut: Et vilkarlig polynom kan skrives pa
formen agz® + a12™ + - - - + apax® hvor

0 <t < - <ig

er naturlige tall. Men dette polynomet er automatisk
en linezerkombinasjon av z%,z%, ..., 2% som er en
delmengde av A.

Linezert uavhengig: Gitt en likning pa formen

apx' + a1x*t + -+ apx'™ =0,

ma vi vise at den kun har triviell lgsning. Men dette
er et ip-tegradspolynom, og har derfor maksimalt i
nullpunkt; polynomet kan umulig veere null for alle
tall x. Dette viser at vi kun har triviell lgsning.
Dette viser at # spenner ut og er linezert uavhengig,
som er definisjonen pa en basis.

9.1.



8§ =7 0
-8 =7 3
-4 5 =8
-6 6 —4

Injektiv, ikke surjektiv.
b) Ikke lineser.

c)
1 2 3 4]

Surjektiv, ikke injektiv.
9.2. Se pa hva matrisen gjor med standardbasisen

(e1,e2). Dette blir kolonnene i matrisen vi gnsker a
finne.

a)

| —
O =
(an)

| I

—1
b)
I T
2 V2

9.3. Standardmatrisen til S o R er:

-1 _1

V2 V2

Standardmatrisen til Ro S er:

1 1
Y
V2 V2

Linezertransformasjonen SoR speiler planet om linjen

y = —2xz. Linezertransformasjonen RoS speiler planet
om linjen y = 2z.

9.4.

a) Dette er standardbasisen 1, x og z2.

Forklaring: Vi gnsker a skrive et vilkarlig andregrads-
polynom pa formen p(z) = p(0)f1(x) + p'(0) f2(z) +
wﬁ (). Dette er akkurat hva f; = 1, fo = x
og f3 = x? tilfredstiller: Gitt p(z) = a + bz + cx? ser
vi at p(0) = a, p'(0) = b og p“# = ¢ ved regning;
dette er akkurat koeffisientene foran 1, x og 2. Alter-
nativ lgsning: For en mer systematisk fremgangsmate
kan du fglge metoden som er beskrevet i del b).

b) Vima finne tre polynom e (), ez(z) og e3(x) som
utgjer en basis slik at et vilkarlig polynom kan skrives
pa formen p(z) = p(0)e1(x) + p(1)ez(x) + p(2)es(x)

p(0)
(da blir koordinatene [p(1)|). Dette skjer akkurat
p(2)
dersom e; () tilfredstiller
61(0) =1 61(1) =0 61(2) = O,
ea(x) tilfredstiller
62(0) =0 62(1) =1 62(2) = O,
es(x) tilfredstiller
63(0) =0 63(1) =0 63(2) =1
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(sett inn i likningen for p(z) uttrykt ved e;’ene for &
se dette).

e1: Polynomet kan skrives pa formen ag + a1z +
asx?, og vi krever — fra likningene for e; — ovenfor at

a0:1 a0+a1+a2:0 a0+2a1+4a2:0.

Dette er tre likninger med tre ukjente, og vi bruker
radreduksjon for & se at lgsningen er ap = 1, a1 = —3
og as = 5. Polynomet er derfor e;(z) = 1 — 3z +
122, Alternativ lgsning: ey (1) = 0 og e1(2) = 0 betyr
at (x — 1) og (z — 2) er faktorer av e;. Derfor ma
e1(z) = a(x — 1)(z — 2). Kravet e1(0) = 1 gir na
1=a-(-1)-(-2) slik at a = 5. Derfor er e1(z) =
1(z —1)(z — 2). Du kan gange ut for & se at dette er
det samme polynomet som vi fant ovenfor.

es: Samme fremgangsmate som for e; — med litt for-
skjellige likninger — gir polynomet ey (z) = 22 — 22
e3: Samme fremgangsmate som for e; — med litt for-
skjellige likninger — gir polynomet es(z) = —3z +
1,2,

Vi har na tre polynom ej, es og ez som spenner Po
(det er konstruert slik at alle polynom kan skrives
p(x) = p(0)er(x) + p(L)es(x) + p(2)es()). Det gien-
star kun a vise at de er linezert uavhengige. Men dette
fglger ogsa fra hvordan e;-ene er konstruert: Gitt en

likning
z1e1(x) + xoea(z) + zzes(x) =0

kan du sette inn for x = 0,1,2 for aseat 1 = 0, x5 =
0 og x3 = 0 pa grunn av likningene som definerer e;-
ene.

c) Koordinatene til z2:

d) Husk at en 3 x 3-matrise er bestemt av hvordan
den endrer standardbasisen i R3.

T: 1 koordinatene til standardbasisen for P, har vi
at [llg = e1, [r]z = ey og [2%]s = es, hvor e;
er den i-te standardbasisen for R3, per definisjon av
koordinater til en basis. Fra kommentaren ovenfor ma
vihaat T[1]z = [1]%, T[z]% = [*]¢, T[22 = [1?]¢.
Basisen % er konstruert slik at fgrste koordinat er
evaluering i 0, andre koordinat er evaluering i 1 og
tredje koordinat er evaluering i 2. Derfor har vi

1
T = [Tel Teg Teg] = |1
1

S: Samme fremgang som for 7. Husk at e;(z) =1 —

Su4 122, es(x) = 2z — 2% og e3(x) = —L1z + a2
1

I koordinatene til # har vi da at [e1]s = |[—3],
1
2



[e2 = | 2 | og [es] = |—3%|. Dette gir
1
-1 1
1 0 0
S=|-3 9o _1
12 -1 12

2
Vi sjekker at matrisen gir riktig endring av koordi-
nater for x2:

1 0 0 0 0
3 1 —
oo )4 1

Dette viser at S endrer koordinatene til 22 som gns-
ket. Gjgr tilsvarende regning for T'.

9.5.
a)

cos(0)

[Ty] = [Te(e1) Tg(ez)} = [Sin(&) sin(é))]

cos(6)

b) A bruke Ty to ganger svarer til & rotere med en
vinkel 6 to ganger: Ty oTy = T5y. Pa matriseform har
vi derfor

sin(26)

[To)” = [COS(QG) cos(26)

—sin(QG)] _

Vi kan ogsa regne ut dette produktet direkte:

cos?(0) — sin®(6)

2 cos(0) sin(0)

T = [ —2cos(0) sin(@)]

cos?(0) — sin®(f)

Fra element (1,1), eller (2,2), ser vi at cos(20) =
cos?(6) — sin?(0).

9.6. Feil.

Linezertransformasjonene R! — R! er pa formen
T(x) = ax (vi kan tenke pa konstanten a som en
1 x l-matrise).

9.7.

a) Vi adderer og skalarmultipliserer linezertransfor-
masjoner pa den apenbare maten:

(T+95)(v)=T(v)+S(v)
(cT)(v) =c-(T(v))

b) Definer en linesertransformasjon
¢: Hom(R",R™) = Mxn

ved at p(T) er standardmatrisen til T. Definer en
linezertransformasjon

Y: Moypsn, — Hom(R™ R™)

ved at 1(A) er linesertransformasjonen som har A
som standardmatrise. Da er ¢ og i hverandres in-
verser, og vi far at Hom(R", R™) = M, xn.

9.8.

a) For a sjekke om en funksjon T': P — P er lineeer,
ma vi sjekke to krav: i) T'(p1 (z)+p2(x)) = T(p1(2))+
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T (p2(z)) for alle polynom p;(x) og pa2(x), og ii) T'(c-
p(x)) = T'(p(x)) for alle polynom p(z) og skalarer c.
D: Se oppgaven som mer generelt tar for seg deri-
vasjon av glatte funksjoner. Alternativ lgsning: Et
polynom er pa formen p(z) = ag + a1z + - - - + a,x™.
Derivasjon av p er D(p(z)) = a1 +2asx+3azz?+- - -+
na,x" 1. Du kan eksplisitt sjekke at denne formelen
er linezer (tilfredstiller i) og ii)).

G:1i)
G(p1(z) + p2(2)) = z - (p1(x) + pa2(2))

=z -p1(z) + 2 pa(x)
= G(p1(x)) + G(p2(z)).

ii)
Gle-p(x)) =z (c-p(x)) = c- (z-(z)) = cG(p(x)).

Bildet til D er alle polynom som kan skrives som
den deriverte til et annet polynom. Gitt et polynom

p(x) =ap+ a1z + -+ apz”™

ser vi at
(075

P(x) :aoz+ﬂz2+a—2x3+~~+ "
n+1

2 3

er en antiderivert til p; P’ = p. Men dette betyr jo ak-
kurat at p = D(P). Sa bildet til D er P; alle polynom
kan skrives som den deriverte til en antiderivert.
Kjernen til D er alle polynom som sendes til null,
dvs. alle polynom som har derivert lik null. Dette
er de konstante polynomene. Kjernen til D er alle
konstante polynom.

b) Bildet til G er alle polynom p(x) som kan skrives
pa formen p(z) = G(g(x)) for et polynom ¢(x). Med
andre ord p(z) = xq(x). Bildet er derfor alle polynom
som har x som en faktor, eller — ekvivalent — minst
et nullpunkt i x = 0.

Kjernen til G er alle polynom som sendes er lik 0
hvis vi multipliserer det med z. Dette er kun sant
for null-polynomet. Kjernen til G bestar kun av null-
polynomet.

¢) Husk at en linesertransformasjon 7: V — W er
injektiv hvis og bare hvis kjernen kun bestar av null-
vektoren; surjektiv hvis og bare hvis bildet er W (vi
treffer alt).

Fra forrige deloppgave fglger det at D er surjektiv,
men ikke injektiv; G er injektiv, men ikke surjektiv.

d) Hvis vi bruker produktregelen for derivasjon
(matte 1), ser vi at

(z-p(x) =2"pla) +z-p'(x) =ple) + 2 p'(x).

Dermed far vi:

Dette betyr at

(DoG)(p) = (GoD)(p)=p

for ethver polynom p, og det vil si at

(DoG)—(GoD)=idp



e) La eq, ey, ey og e3 vaere polynomene gitt ved:

eo(z) =1 ex(z) =

ei(z) ==z e;(x)
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Da er (eg, e1, e2) en basis for Pa, og (eg, e1, €2, €3) en
basis for Ps.

Med hensyn pa disse basisene far vi fglgende ma-
triser:

Matrisen for Dj:

w o O

Matrisen for Gj:

OO, O OO O
O OO OO
O oo OO

9.9.

a) T ma veere injektiv, og S ma veere surjektiv.

b) Vi far at dimU = dim W siden U = W, og
dimV > dim U siden T er injektiv.

9.10.

a) Derivasjonsreglene fra matte 1:
(f+9)=f+4d,
(cf) =cf".

Funksjonen var er derivasjon; D(f)
fra matte 1 kan omformuleres til

D(f+9) = D(f) + D(9),
D(cf) = cD(f).

Dette er definisjonen pa at D er lineger.

b) Kjernen til D, ker D, er definert som alle glatte
funksjoner f slik at f’ = 0. Kjernen er, med andre
ord, alle lgsningene pa differensiallikningen f’ = 0.
Dette er de konstante funksjonene f(x) = ¢ hvor c er
et reelt tall. Vi kan ta f = 1 som en basis for kjernen;
en vilkarlig g(x) = ¢ i kjernen er da g = ¢f. Dette
betyr at kjernen er endimensjonal og spesielt er den
endeligdimensjonal.

= f’. Likningene

c) En egenvektor til D med egenverdi A, er en vek-
tor/funksjon f slik at D(f) = Af, eller f/ = Af.
Dette er en differensiallikning med generell lgsning
e, Spesielt betyr dette at alle valg av A gir egen-
verdier til D.
d) Ja.
Forklaring: D er surjektiv hvis det for alle glat-
te funksjoner f, finnes en glatt funksjon F' slik at
f = D(F)(= F'). Husk at fundamentalteoremet i
analyse sier at F(z f f(®)dt (for alle valg av a,
vi kan f. eks ta a = O) er en antldenvert til f. Men
dette betyr at f = F' = D(F). Er F glatt? F' = f,
sa den er en gang deriverbar, og F("+1) = f() for
n > 1, sa den er glatt fordi f er glatt. Vi har derfor
funnet en glatt F' som tilfredstiller D(F) = f for en
vilkarlig vektor f.

10.1. Du skal skrive z pa formen a + ib og uttrykke
real- og imaginaerdelen til uttrykkene ved a og b.

10.2.
a) —11—2i
b) —é — i

c) — 169 + @Z

10.3.

a) 1(1+19)

b) /2eF, Y21, 2

c) V2,v2e% y/2e™, 42637r
d) 2 + 2 = 2v/2eit  gir:
275350 210620 210620’2%620v x

10.4. Hint: Skriv z = a 4+ ib og w = ¢ + id. Regn ut
hgyre- og venstre side av ligningen.

10.5.
a)

(cosz +isinz)™ = (')" = e™® = cosnx + isinnz.

b)

10.6.

a) Euler gir: ¢!F = cos(2X ) +isin(2F). Bruk at cos
er en like funksjon og sin er en odde funksjon for a se

at e~ = cos(2F) — isin(2F). N& kan vi regne ut at
j3m  _jax . 3z
et —eTt1 = —24sin — = V2" 2

b) L :ei(T_(_T)) = 7’%

c) Polar Form: Veldig enkelt a4 multiplisere/dividere
som del b) illustrerer; vanskelig & addere som del a)
illustrerer.

Kartesisk: Her blir det motsatt: Enkelt a addere;
vanskelig a dele.

10.7.
a) 2e%5
b) (—1+iV3)0 = (26%)0 = 64e'™ = 64.
c) 2,275,275, —2,2¢"5 275
y




10.8.
a) Viharat (z—1)% = 23—-322+3z—1slikat z =1
er en trippelrot.
Aletrnativt kan du gjette pa lgsningen z = 1 og der-
etter bruke polynomdivisjon.
b)

Fra a) har vi at likningen kan skrives pa formen

(z—1)% =1= ¢,

Tredjergttene til 1 er

e%ﬂ, e%w, 1.
Dermed har vi tre lgsninger for z — 1 som igjen gir
tre lgsninger for z:

27 4w
z=14e3,14+e3,2.

Tredjergttene til 1 ligger uniformt fordelt pa sirekelen
sentrert i origo med radius 1, men er forskjovet til a
ligge uniformt fordelt pa sirkelen sentrert i (1,0) med
radius 1.

10.9.

a) Vi folger den vanlige metoden for a finne n-
tergtter: Skriv 1 pa polar form; 1 = (77 et hel-
tall. Ta tredjeroten for & fa /1 = e(y)i, k heltall.
Dette gir ulike komplekse tall for £k =0, 1, 2:

Dette er tre punkter uniformt fordelt pa sirkelen sen-
trert i origo med radius 1. Dersom vi trekker rette
linjer mellom punkter etter gkende vinkel far vi en
trekant med rgttene som hjgrner.

b) Som i a) gir
1

Den geometriske figuren blir en firkant med hjgrner i
rgttene.

c) Som i a) gir

Den geometriske figuren blir en n-kant med hjgrner i
rgttene.

d) Vi far fortsatt en n-kant med hjgrner i rgttene.

Forklaring: Et komplekst tall kan skrives pa formen
re’ hvor r > 0 er et reelt tall. N& blir n-tergttene
Vre+HEE L =01,....n—1 (en hel runde i det
komplekse planet). Dette er en uniform fordeling av
n punkter pa sirkelen sentrert i origo med radius /7.

10.10. Vi har at
anw™ + ap_ 1w+ .. 4+ aqw + ag = 0.
Konjugering av hele ligningen gir
an (W)™ + ap_1(@)" " + ... + a1 (W) + ap = 0,
men tidligere har du vist at (w)™ = wn, slik at

an@" + ap_ 10"+ ...+ a1 W + ag = 0.
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10.11. Nei.

Lgsning: Skriv tallene pa polar form, z = re’? og w =
pe'®. Na kan produktet uttrykkes zw = rpei®+®)
hvor rp > 0. Derfor er produktet forskjellig fra null.
Alternativ lgsning: Du kan ogsa lgse oppgaven ved a
skrive z og w pa formen a + ib.

10.12. Ja. Se oppgave 5b.

10.13. Operasjonene (a + ib) + (¢ +1id) = (a + ¢) +
i(b+ d) og r(a + ib) = (ra) + i(rd) er helt like som
operasjonene pa R? dersom vi tenker pa a + ib som
et punkt (a,b) i planet. Dermed er C helt likt R?
(bortsett fra at vektorene ser litt annerledes ut).

10.14. Definer fglgende funksjoner

T(a+ib) = (_ab 2)

S((_“b Z)) = a+ib.

Du kan sjekke at T og S er linesre. Du kan ogsa
sjekke at S og T er inverser av hverandre;

og

S(T(a+ib)) = a+ib,

w4 D= (5 1)

Derfor er bade T og S isomorfier mellom vektorrom-
mene.

og

11.1. Ligningssystemet

—w =1

+1+d)w =1

(1+14)z
(1-1)z

kan skrives som matriseligningen
-1

=1

Ligningen har entydig lgsning
2| 114
w| 2| 0 |’

11.2. Vi vet at kolonenne til en kvadratisk matrise er
linesert avhengige hvis, og bare hvis, determinanten
er 0.

141
1—1

a) Her er det(A) = 0sa vi vet at kolonnene er linezert
avhengige. Radreduserer vi matrisen far vi systemet

-1 T
2 yl =
0 z

O O =
o = O
o O O

Her har vi én nullrad som betyr at nullrommet har di-
mensjon 1. Vi velger z = ¢t som fri kompleks variabel

og far at x =t og y = —2¢ som betyr at nullrommet
1 1
null(A) =Sp< [-2| p =t |2
1 1



b) Matrisen har determinant ulik 0. Derfor er kolon-
nene linesert uavhengige, og nullrommet inneholder
0
kun vektoren (0.
0

¢) Her er determinanten lik 0 sa kolonnene er linesert
avhengige. Vi finner radredusert form

-1
2
0

S O =
o = O

for sa a finne nullrommet. Dette er den samme ma-
trisen som den vi fikk i a) og nullrommet blir derfor
likt.

11.3.

a) Determinanten er —2 og egenverdiene er —2, i og
—i. Egenrommene er utspent av de korresponderende
egenvektorene

0 ) —1
1, 11],1]1
0 1 1

b) Her er determinanten 2 og vi har karakteristisk
polynom

A+1)2(N—-2)
som gir egenverdier A = —1 og A = 2.

c) Determinanten er 20 og karakteristisk polynom
er
(A =2)*(A = 5)

d) Determinanten er 27 og egenverdiene er A = 3
med multiplisitet 3

11.4. Hvis vi ganger sammen egenverdiene med mul-
tiplisitet far vi

(—2)i(—i) = —2

(-1)%2=2
22.5=20
3% =27

altsa ngyaktig determinantene til de respektive ma-
trisene.

11.5. Ved samme fremgangsmate som kapittel 3,
oppgave 5, kan vi f. eks se at

1
w=|1
1

er linegzert uavhengig av vektorene i oppgaveteksten.
Videre kan du sjekke at de to gitte vektorene ogsa er
linezert uavhengige. Vi har altsa tre linesert uavhen-
gige vektorer i C3, som derfor spenner ut C3.

11.6. Vi gnsker a velge a slik at vi har en lineserkom-
binasjon

a -3 1
6—6i| =b|2i| +c|l],
—-12 8 2
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ekvivalent har matriseligningen

a -3 1 b
6—-6i| = |2 1 L}
—12 8 2

en lgsning. Dette gir at b = —3 og ¢ = 6 slik at
a=3b+c=15

11.7. Vi antar at A har egenverdi A. Dette betyr at
det finnes en v # 0 slik at

Av = Av.
Multipliser begge sidene av ligningen med A for & fa
A(Av) = A(\v).

Vi kan flytte pa paranteser, dra ut konstanter og bru-
ke at v er en egenverdi til A for & se at

A?v = A(Av) = A(\V) = M(Av) = A\(\v) = \?v.
Dette betyr at A2 er en egenverdi til matrisen A2.

11.8. Vi setter som vanlig opp matrisen

cost — A

sin 0

—sinf

Ty — A= cosf — A
og beregner determinanten
det(Ty — M) = A\ —2cosf + 1

Ved na a bruke abc-formelen far vi at

5= 2cosf 4+ 2v/cos2 6 — 1
B 2

som blir
A=cosf +isinf

Hvis vi ser pa denne komplekse egenverdien som en
vektor i planet er det ngyaktig vektoren som peker i
samme retning som e; rotert med/mot klokken med 6
radianer. Fra tidligere gvinger vet vi at Thg = Tp-Ty =
T7. Fra oppgave 7 vet vi derfor at egenverdiene til Thg
er \2

A2 = (cos 6 % isin #)* = cos 260 + sin 26.

11.9. Her ma vi finne den beste raden/kolonnen for
a regne ut determinanten.

a) Regner vi ut determinanten langs den forste raden
far vi determinanten

i(i2 =13 —04+0=—2i

b) Matrise er blokkdiagonal, slik at

i 100
1 i 00
det 19 g ; 1| =
00 1 i
i1 i1
det [1 J det L ; =(-1)-(-1)=4



¢) Denne matrisen er blokktrianguleer, sa determi-
nanten blir

det

S0 = =

det [i — (—1) - (=1) = 4

d) Bruk blokktriangulariteten og fa (—2)% = —8.

(Google block triangular matrix.)

e) Lureoppgave: denne matrisen er singulaer.

11.10. Vi fant egenverdiene og egenvektorene i opp-
gave 3. Hvis vi setter disse opp i matrisen P far vi

0 & —i [0 2 -2
P=111 1 P*lzi—i01
0 1 1 i 0 1
som gir oss
-2 0 0
P'AP=|0 i 0
0 0 —i

som er en diagonalmatrise hvor elementene er egen-
verdiene til A.

11.11. Vi regner ut det karakteristiske polynomet
som vanlig og far

A2 —8A=A\—-28)

som betyr at egenverdiene er 0 og 8. Her kan vi ob-
servere at determinanten til matrisen er 0 siden den
forste raden er halvparten av den andre.

11.12. Anta at null er en egenverdi til en matrise A.
Onsker: A er singulser. Vi har sett mange ekvivalente
formuleringer av singulaer. En av dem er at det finnes
en ikke-null lgsning av ligningen Ax =0
Antagelsen: Det finnes en ikke-null vektor v slik at
Av=0v=0

Observasjon: Vi ser at egenvektoren v er en ikke-null
lpsning av Ax = 0.

Konklusjon: A er singulser, som er det vi gnsket &
vise.

12.1.

1—4% 2 241
1+47 ¢ 11—

12.2. Projeksjonen av u pa v er:

Uy =

vV 12 + 22 2

viu 1242 (-5) H _ {_—186//55}
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Uy

12.3. For & finne ut om en matrise P representerer
en projeksjon, ma vi sjekke om P2 = P.

a) E)

o [

o

¢
~

—
o O

(=
~

L ———
— O

)
~

- 1
_= O

) Ll)

-0
I L]
=[5
-5 i
-

o
o
o

o
o
o

—_
—_

o
o
o

o
o
o

[
—_
o

)
o
—_

K

i
i

- )

Konklusjon: Matrisene i del a), b), c¢) og f) repre-
senterer projeksjoner; matrisene i del d) og e) repre-
senterer ikke projeksjoner.

12.4.

a) Indreproduktet av de to vektorene er:

*

271° 1
5| [2| =2-14(-5)-241-0=-8
1] o

Siden indreproduktet ikke er 0, er vektorene ikke or-
togonale.

b) Vi ser pa indreproduktet av hvert par av vektorer:

175717

0 V2| =0
-1 1|
LT LT

0 V2| =0
—1) 1
(177 1

V2| |=V2] =0
1 1

Alle de tre vektorene er ortogonale til hverandre.



¢) Viser pa indreproduktet av hvert par av vektorer:

of [1|=[-i 0 1]|1| =1
1] |0 0]
(377 1] 1]
of |i|=[- 0 1]|i| =0
i7" 1] (1]
1 |i|=[-i 1 0]|i] =0
_O_ _i_ 7|

Vektorene (7,0, 1) og (i,1,0) er altsa ikke ortogonale,
men vektoren (1,7,7) er ortogonal til hver av de to
andre.

12.5.
a) Vi far
1
P, = *
v u*u (uu)
1 2-2  2-(=5) 2-1
= |-5-2 —5-(=5) —5-1
2 _E\2 2
PAHEHE 1y 1 (L) 1e1
2/15 —1/3 1/15
=|-1/3 5/6 -1/6
1/15 —1/6 1/30
13/15 1/3 —1/15
Po=I3—-P,=| 1/3 1/6 1/6
-1/15 1/6 29/30
[13/15 1/3 —1/15] [1 —8/15
Pov=| 1/3 1/6 1/6 | |2|=| 4/3
|—1/15 1/6 29/30] |0 —4/15
[13/15 4/3 14/15] [1 23/15
Pov=14/3 1/6 7/6 | (2| =] 2/3
|14/15 7/6 29/30] |0 4/15

I de neste delene viser vi ikke all mellomregningen,
men bare resultatene.

b) 12 0 —1)2
Py = 0 0 0 Py,v=0
|—-1/2 0 1/2
[1/2 0 1/2
Pul = 0 1 0 PuLV:V
11/2 0 1/2
c) u= |0 ogv=|1
1] 0
[1/2 0 /2] [i/2
P, = 0 0 0 Pov=1]0
| —i/2 0 1/2] 11/2
[1/2 0 —i/2] [ i/2
PUL = 0 1 0 PULV: 1
/2 0 1/2 ] |—1/2
12.6. Vi kan sjekke at vektorene
1 1 -1
b1 =|-1 s b2 =12 og b3 = 0
1 1 1

100

er linesert uavhengige pa vanlig mate (kombiner dem
til en matrise, gausseliminer og sjekk at det blir pi-
votelementer i alle kolonner). Det betyr at de utgjor
en basis for R3. Videre sjekker vi at de er en ortogo-
nal basis ved a sjekke at hver av dem er ortogonal til
begge de andre.

Nar vi vet at vi har en ortogonal basis, kan vi finne
koordinatene til en vektor med hensyn pa basisen ved
a projisere vektoren ortogonalt pa hver basisvektor:

g
Pb1 1 - gbl
_1_
_1_
2
Pb2 1 == gbg
_1_
_1_
Py, |1| = 0bs
1

Koeffisientene til vektoren (1,1, 1) med hensyn pa ba-
sisen (b, bo, bs) er altsa (1/3,2/3,0).

12.7.
a) Vibruker Gram-Schmidt-ortogonalisering, og far:
[ 2
u; = -5
1
1 1 23/15
= |2 = Py, (2| = 2/3
0 0 4/15

Da er (up,ug) en ortogonal basis. Vi finner en orto-
normal basis ved & dele hver basisvektor pa lengden
sin:

1 1 [ 2//30
= —u = ——u; = |—5/V/30
[ | V30 | 1/V30
[23v/15/15v/43
1 15
ﬁg = ” ||U2 == \/\/4:112 = 2\/%/3\/@
2 3 | 4/15/15v/43

Da er (1, 02) en ortonormal basis.
b) Vektorene

1 1 1
0 9 \/Q ) _\/ﬁ
—1 1 1

er allerede ortogonale, sa det eneste som gjenstar er
a normalisere dem. Vi deler hver vektor pa lengden
sin og far:

1y

0
-1/V2
[ 1/2
e = [V2/2
1/2
1/2
3 = [—v/2/2
1/2




Da er (i1, 01z, 13) en ortonormal basis.

c) Vi husker at vi sa de samme vektorene i oppga-
ve 12.4. Da fant vi ut at vektoren (1,4,7) er ortogonal
til hver av de to andre. Det betyr at vi kan starte med
a sette:

_1_

u; = 1
_7:_
_i_

Ug = 1
_0_

Da er u; og us ortogonale til hverandre, og vi ma bare
gjore (4,0,1) ortogonal til begge disse. Vi setter:

i i i i/2
uz = |0 — Py, — Py, |0 = [-1/2
1 1] 1 1
Da er (uy, ug, us) en ortogonal basis. Vi normaliserer:
1/v/3]
a; = |i/V3
[i/V/3]
i
= [1/V2
- 0 -
WYV
i3 = |-1/V6
Ve

Da er (11, 012, 3) en ortonormal basis.

12.8. Vi bruker den ortogonale basisen (up, ug) som
vi fant i oppgave 12.7 a), og projiserer vektoren
(7,241, 1) ned pa hver basisvektor. Da far vi fglgende
vektor:

i i
Py, |2+i| + Py, |2+
1 1
[ —3/5—i/5 184/215 4 253i /215
=| 3/244/2 |+ | 16/43+22i/43
| —3/10 —i/10 32/215 4 44i/215
[11/43 + 42i/43
= [161/86 + 87i/86
| —13/86+9/86
12.9.
a) La
2 1 —1
A=1-3 1 og b=|-2
-1 1 1

veere koeflisientmatrisen og hgyresiden i likningssys-
temet vart. Vi ganger hver av disse med den adjun-
gerte av A pa venstre side, og far:

(2 1
2 -3 -1 14 -2
SR Y O
N
(1
o2 -3 | 3
Ab_{1 1 1] 12 _[—2}
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Vi ma lgse likningssystemet
A*Ax = A™b.

Dette systemet har fglgende totalmatrise:
14 -2 3
-2 3 | -2

Nar vi gausseliminerer denne, far vi:

1 0| 5/38
0 1]-11/19
Minste kvadraters metode gir altsa Igsningen
5/38
—11/19|"
b) La
01 1 1—1
_leoe -1 |1+
A=10 i o og b=l
0 ¢ 1 1

[0 —i 0 0 ? 1 _11
A"A=|—1 —i —i —1i 0 i 0
|1 -1 0 1 0 i 1
(1 1 4
=1 4 —3
|—¢ i 3
- ) 1—1
0 —-i 0 O .
Ab= | =i —i —i —i 1@“
|1 -1 0 1 1
[(1—34
= |1-3i
[1—2i
Det betyr at systemet
A*Ax = A"b
har fglgende totalmatrise:
1 1 3 1—1
1 4 —i|1-3¢
- i 3 |1-2i
Vi gausseliminerer og far:
1 0 0|-3/2-14/3
0 1 0 1-2i/3
0 0 1 —3i/2

Minste kvadraters metode gir altsa Igsningen
-3/2—1/3

1—2i/3
—3i/2

12.10.



a) Vi vil finne et fjerdegradspolynom
p(z) = agx + azx® + axx® + ayz + ap

som oppfyller:

p(0) =1 p(3) =5
p(l) =2 p(4) =7
p(2) =3

Det betyr at koeffisientene a4, as, ..., ag ma oppfylle

folgende likninger:

apg=1

as+ a3+ as+ a;+ag=2
16a4 + 8az + 4as + 2a1 +ag =3
8lay + 27a3 + 9as + 3a1 +ag =5
256a4 + 64as + 16as +4a1 +ag =7

b) Hvis det fantes et annengradspolynom
p(z) = asx® + a1z + ag

som gikk gjennom alle punktene, ville koeflisientene
oppfylt folgende likningssystem:

apg =1

as + a1 +ag =2
dag + 2a1 +ag =3
9as + 3a1 +ag =5
16as +4a1 +ag =7

Vi bruker minste kvadraters metode pa dette syste-
met. La

0 0 1 1
1 11 2
A=14 2 1 og b= |3
9 3 1 5
16 4 1 7

veere koeffisientmatrisen og hgyresiden. Vi far:

354 100 30
A*A= {100 30 10
130 10 5
171
A*b = | 51
18

Lgsningen av likningssystemet A* Ax = A*b blir:

3/14
x=|9/14
36/35

Annengradspolynomet som passer best til punktene

er altsa:

()_i 2+g _‘_%
PR= 4% T 14" T 35

12.11.

a) Vi bruker minste kvadraters metode pa liknings-
systemet

d=1

a+ b+ c+d=2

8a+ 4b+2c+d=9
27a+ 9b+3c+d=28
64a + 16b +4c+d =65

og far lgsningen

O O

a
b
C
d 1

Polynomet som passer best til punktene er altsa:

p(r) =2°+1

b) Polynomet p som vi fant i del a) passer faktisk
eksakt til punktene.

12.12. Siden (uj, us,...
har vi

,U,) er en ortonormal basis,

uguk =1 for hver k, og

uiu =0 fork #1.

Det vil si at

T
e
A'A=| . [ul uy - un]
T
_un
fuju; u/uy ufuz --- uju,
T T T T
Uplp UpUy Upuy oo Up Uy
_ |uju; ujuy ujug uj u,
T T T T
luju; ujuy u)ug u, u,
[1 0 0 0
0 1 0 0
1o 0 1 0
0 0 O 1

Dette vil si at AT er inversen til A.

(Hvorfor holdt det & regne ut AT A? Ma vi ikke
ogsa sjekke at AAT blir I,,? Husk at vi i slutten av
kapittel 4 viste at dersom AB = I, for to n X n-
matriser A og B, sa er ogsa BA = I,,. Sa nar vi har
sjekket at AT A = I,, sa folger det at AAT ogsa ma
vaere I,.)

12.13. La vy, v, ..., v, veere en samling med vek-
torer som er parvis ortogonale. Da har vi

vivi=0

for alle k og [ slik at k # [.
Vi vil vise at vektorene er linezert uavhengige, sa
vi ser pa likningen

vVix1 + voxs + - -+ + vy, = 0.



Hvis vi ganger denne til venstre med v7, far vi:
vivizy + vivezs + -+ Vivex, =0,
som vi kan forenkle til
[vi[[*z1 = 0.

Siden v; ikke er nullvektoren, er lengden ||vy|| ulik O,
sa dette betyr at
xr1 = 0.

Pa samme mate kan vi gange likningen med v3, og
vi, og sa videre, og da far vi

zo=0, xz3=0, ..., z,=0.
Det vil si at eneste lgsning av likningen
viz1 + vaxo + -+ vz, = 0.
er den trivielle Igsningen, og dermed er vektorene
Vi, Vo, ..., Vp

lineaert uavhengige.

12.14. La v og w veere to vilkarlige vektorer i C™:

U1 w1
V2 w2
v=|. og W= .
Un, W,
Da har vi:
w1
w2
* — —_— J—
V W = [Ul (%) ’Un]
W,

= Twy + Tgwsy + - - - Tywy,
Pa samme mate far vi:
W'V = Wivy + Wavs + - - - Wy Uy,

Dermed:

WV = w1V + Walg + - w0y = VW

12.15. Vi tar fgrst noen merknader om matrisen P, .
Vi har

vv* 1
Py=——= v’
ViV VvV
Siden v*v er et reelt tall, har vi:
1 1 1
Pl = vvi ) = v vt = v =P
v v*v( ) v*v( ) v*V v

Matrisen P, er altsa sin egen adjungerte. Videre har
vi:
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Det a opphgye matrisen P, i andre gir altsa oss igjen
bare den samme matrisen tilbake.

Na gar vi lgs pa a vise at vektorene Pyw og w —
P,w er ortogonale. Ved a bruke at Py = P, og at
P2 = P, far vi:

(Pyw)*(w — Pow) = w" Py (w — P,w)

_ * * Pk
w P,w —w"P;P,w

=w'P,w —w*'P,P,w
=w'P,w —w'P,w
=0

Det vil si at P,w og w — P,w er ortogonale.

13.1.

a) Matrisen har egenverdien 0, med tilhgrende egen-
rom Sp{[}]}. Siden den ikke har to linesert uavhen-
gige egenvektorer er den ikke diagonaliserbar.

b) Matrisen har egenverdiene 2 og 5, med tilhgrende
egenrom henholdsvis

1 25
Sp¢ |0 og Sp< [15
0 9

Siden den ikke har tre linesert uavhengige egenvekto-
rer er den ikke diagonaliserbar.

c) Det karakteristiske polynomet er
3—-A -1 2

3 —-1-2A 6
-2 2 —2-A

= -2+ 12)\ - 16.

Vi ma altsa lgse likningen
AP+ 120 — 16 = 0.

Ved a prgve oss frem finner vi ganske raskt at A = 2
er en lgsning. Det vil si at vi kan dele ut faktoren
(A — 2) fra det karakteristiske polynomet ved poly-
nomdivisjon. Da far vi at

A3 120 — 16 = (A — 2)(—=A? — 2\ + 8).

Vi finner dermed de andre lgsningene av likningen
ved a lgse

—A —2)+8=0,
som vi gjor ved a bruke den vanlige formelen for
andregradslikninger:

v (D EVEP -4 (D)8
B 2(—1)

=-1+£3

Egenverdiene til matrisen er altsa 2 og —4.
Vi finner egenrommene pa vanlig mate. Egenrom-
met til egenverdien 2 er

17 [-2
Spq 1], 0 ,
0 1

og egenrommet til egenverdien —4 er

Sp 3
-2



Matrisen har altsa tre linesert uavhengige egenvekto-
rer, sa den er diagonaliserbar.

d) Egenverdiene er 3, —i og ¢, med tilhgrende egen-
rom henholdsvis

0 —i i
Spq |0] ¢, Sp 1 ; Sp
1 0 0

Matrisen har altsa tre linezert uavhengige egenvekto-
rer, sa den er diagonaliserbar.

e) Egenverdiene er 0, 3, —i og i, med tilhgrende

egenrom henholdsvis
—6 39
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30 ’

40

—1

5 1
1 0

Matrisen har altsa fire linezert uavhengige egenvek-
torer, sa den er diagonaliserbar.

f) Egenverdiene er —4, 7, —i og i, med tilhgrende
egenrom henholdsvis

20 151 —i
12 293 1
Sp 17 , Sp 350] (- Sp 0 ,
-17 200 0

Matrisen har altsa fire linezert uavhengige egenvek-
torer, sa den er diagonaliserbar.

13.2. Vi starter med a finne en diagonalisering A =
VDV~ av A. Siden A er gvre trianguleer, er egen-
verdiene til A bare tallene pa diagonalen: 2, 3 og 5.
Vi lager matrisen V' ved a sette sammen egenvek-
torer som hgrer til de tre egenverdiene, og vi lager
matrisen D ved a sette egenverdiene pa diagonalen:

13 25
v=10 1 15
00 6
2 0 0
D=0 3 0
00 5

Da far vi (ved & regne ut inversen pa vanlig mate) at

1 -3 10/3
vi=10 1 -5/2
0 0 1/6

Dermed har vi diagonalisert matrisen A.
Legg merke til at ndr A = VDV ™!, s4 har vi

A2 = (VDV YDV Yy =VvDWV'V)DV !
= VDV,
A3 = (VD*V YH)(VDV Y =vD* (Vv 'Vv)DV !
= VDV,
og sa videre. Generelt:

A" =vD"V!

Sp

Sp

Det betyr at i vart tilfelle kan vi beregne A9 slik:

AlO _ VD10V71
[1 3 25] [2° o0 0 1 -3 10/3
=10 1 15 0 319 0 0 1 -=5/2
0 0 6 0 0 5% 1o o 1/6
[1024 174075 40250650
=10 59049 24266440
| 0 0 9765625
13.3.
a) Det karakteristiske polynomet er
i
1 lz-x 3—1 } }
0 ’3—}—1’ 4_)\—(2—)\)(4—)\)—(3—1)(3+2)
0
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A2 — 6 — 2,

og egenverdiene er 3 + /11 og 3 — v/11.
Vi finner lett ut at

[ 3-i
_ VIT 1+ vl
(3

L
0

0

n egenvektor for egenverdien 3 4+ /11, og at

o [1 ?i_x/zﬁ}

er en egenvektor for egenverdien 3 — v/11. For a lage
en ortogonal diagonalisering méa vi ha egenvektorer
med lengde 1, sa vi deler hver av disse pa lengden sin
og far normaliserte egenvektorer vi og va:

o |
Vi=—V] = —
| 2(11 + V/11)

[vil|
B (3_i>/\/2(11+m>
- (1+ VD) /211 + VII)
| 1

V2

Vi

\A/Q = —Vo =
[[va]]

2(11 — +/11)

- (3—1')/\/2(11 ~ V1)
- la=vim /y/e01 - vin)

Da kan vi sette

34+ V11

V= [\71 \72] og D = l: 0

0
33—V 11}
b) Det karakteristiske polynomet er

1—1

1—X 2

1+

Egenverdiene er V3 og —+/3. Vi finner tilhgrende
egenvektorer

-1+
og Vg = 1+ v3|



Vi normaliserer disse:

o [crronfe—2v)
L la-van/6-2v3)
X _(—1+i)/ (6+2\/§)_
T 0 va 6+ 2v8)

Da kan vi sette

V= [\71
c) Det karakteristiske polynomet er

= —X\3 4+ 13)\? — 36\

N DN =

2
6
2

O DN N

Egenverdiene er 0, 4 og 9. Vi finner tilhgrende egen-
vektorer

—4 0 1
vi=|1/{, vo= |1 og vy = |2
1 -1 2
Vi normaliserer disse:
[—2/v3
v = [1/2v3)
[1/(2V/3)
0
Vo= | 1/V2
-1/v3
[1/3
Vs = |2/3
_2/3
Da kan vi sette
0 0 O
V:[\Afl \72 \73} og D=10 4 0
0 0 9

13.4. Det karakteristiske polynomet til A er:

Tl—A z
z T‘Q*A

’ =(r1 =AN)(re — A) — 2z
=A% — (ry +ro) XA+ rire — 27

Egenverdiene blir:

N £/ (r1 +72)% — 4(riry — 22)

_7“1—|—’I“2:|:

(r1 —r9)2 + 427

13.5. Det karakteristiske polynomet er

a—A b 0
b a— A 0 = (a—b=X)((a—X)*=b?).
0 0 a—b—A

For a finne egenverdiene ma vi altsa lgse likningen

(a—b—A)((a—A)*=b*) =0,
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som er det samme som

a—b—X=0 eller (a—N?—=b*=0.

Vi far lgsningene A = a £ b, sa matrisen A har de to
egenverdiene a — b og a + b.

Vi gausseliminerer matrisen A—(a—>b)Is for a finne
egenvektorer som hgrer til den fgrste egenverdien:

a—(a—>b) b 0
b a—(a—10) 0

0 0 (a—b)—(a—10)

b b 0 110

=1|b b 0| ~|0 0 O

0 0 0 0 0 0

Egenrommet til egenverdien a — b er altsa

1 0
Sp —1/(,10
0 1

Vi gausseliminerer matrisen A—(a+b)Is for & finne
egenvektorer som hgrer til den andre egenverdien:

a—(a+0) b 0
b a— (a+Db) 0
0 0 (a—b)—(a+0)
-b b 0 1 -1 0
0 0 -=2b 0 0 O
Egenrommet til egenverdien a + b er altsa
1
Sp 1
0

Matrisen A er diagonaliserbar siden den har tre
linesert uavhengige egenvektorer.

13.6. Anta at A er en symmetrisk matrise, altsa at
A = A*. Da har vi

AYA=AA = AA",

sa A er normal.

5 —-1—-22
13.7. La A = [_1_21, 5 ] .
a) Den adjungerte av A er:
. 5 —1+2¢
A= [1+2i 5 }

Siden A* # A er A ikke symmetrisk.

b) Vi kan sjekke direkte om A er ortogonalt diagona-
liserbar, men det kan veaere enklere & svare pa del c)

fgrst.
c) Viregner ut A*A og AA*:
«._| 5 —1+2i 5 —1-2i
AA=1_142  5 ][121‘ 5 ]
~[30 -10
- |10 30
L[5 12 5 —1+42
A=119 5 ][—1—1—2@' 5 ]
_[30 -10
- [—-10 30




Vi har altsa at A*A = AA*, s4 A er en normal ma-
trise.

b) Vi har funnet ut at A er normal, og dermed ma
den veere ortogonalt diagonaliserbar.

13.8.
01 0
a) A=1|0 0 2|.
0 00

b) Ikke diagonaliserbar: Vi ser at A = 0 er enes-
te egenverdien (trianguleer matrise). Men det er kun
konstante polynom som er egenvektorer til 0 (den
deriverte av en konstant er lik null). Med andre ord,
egenrommet til null er endimensjonalt.

13.9.
110
a) A= [0 2 2
00 3

b) Egenverdiene er 1, 2 og 3, med tilhgrende egenrom
henholdsvis

1 1 1
Sp< |0 , Sp 1 , Spq |2
0 0 1

Matrisen A er diagonaliserbar siden den har tre li-
negert uavhengige egenvektorer.

13.10.

a) Rotasjonsvinkelen er 7/6.
b) Det karakteristiske polynomet er:
F - <\/§ .

1 3
2 2

1
2
Y 2

2
L1
4

T
9’

Egenverdiene er

3 1
V3,

2

7 %%

V3
2
med tilhgrende egenrom henholdsvis

ofil} = ([
acfi] e[

veere de to egenvektorene i fant i del b). Vi skal finne
matrisen til 7" med hensyn pa basisen & = (v, va).
Vi vet at

T(Vl) = <\/§

c) La

2
Dermed far vi folgende matrise:

0
V3
2

s
T3

0 3

14.1. Vi ber kun om en skisse. Det holder & finne
egenverdiene for & se hvordan systemet oppfgrer seg.

+ ;) vi og T(v2)= <\2§ — ;) Va.
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a) Egenverdiene er —1 og 1, derfor far vi en sadel
om origo.

b) Egenverdiene er 4 og 6, derfor far vi en ustabilt
likevektslgsning.

c) Egenverdiene er 2+ og 2—1i, derfor far vi spiraler
som er sirkulaere og utgaende fra origo.

d) Egenverdiene er 3i og —3i, derfor far vi sirkuleere
baner om origo.

14.2. Du fant egenverdier og egenvektorer til alle ma-
trisene i kapittel 13. Du trenger derfor bare a sette
inn i formelen for generell lgsning.

a)

1 3 25
y=c1 |0 e+ [1| e 4z |15] e
0 0 6
b)
1 -2 1
y=c1 [1| e+ | 0| e 4e3| 3|
0 1 -2
c)
0 0 1
y=oc1 |0| e +cy|cos(t)|1]| —sin(t) [0
1 0 0
1 0
+c3 | cos(t) [0 +sin(f) |1
0 0
d)
20 151
IRt 203| -,
Y=oy T30 ©
—17 200
o 1
1 . 0
+ c3 | cos(t) ol = sin(t) 0
_O_ _O_
- o
0 . 1
+ ¢4 | cos(t) ol T sin(t) 0
_0_ _0_
14.3.
a)
1
y=|0]¢*
0
b)
1 1
y=2|1le*— |3 |
0 -2
c)
0 0 1
y =3[0 e3* +2(cos(t) [1| —sin(t) |0])
1 0 0
1 0
+ (cos(t) [Of +sin(¢) |1])
0 0



14.4.
0 0 1
y= [0]e3=3) — | cos(t) | 1| —sin(t) |0
1 0 0
1 0
+ [ cos(t) |0| +sin(t) |1
0 0

14.5. Vi har sett at den generelle lgsningen er

1 -2 1
1 e +e0 | 0| ®+ c3 | 3 e 4t
0 1 -2

y=a

Det gjenstar kun & bestemme koeffisientene fra ini-
tialverdiene:

1 —2 1
ci |1 +c2| 0| +c3| 3| =yo
0 1 —2

Dette kan skrives som en matriselikning

1 -2 1
1 0 3 |c=Yyo
0o 1 -1
¢
hvor ¢ = |ca | . Du kan sjekke at kolonnene til denne
c3

matrisen er inverterbar. Dermed er det et entydig
valg av koeffisienter c1, ¢y og c3; lgsningen er dermed
entydig ettersom den generelle lgsningen inneholder
alle lgsninger.

14.6.
a) Dette er superposisjonsprinsippet.

b) Vi viste i forrige oppgave at en lgsning er entydig
bestemt av en gitt initialverdi. Initialverdiene danner
et tredimensjonalt rom. Derfor er dimensjonen lik tre.

15.1. Lav =v/'.

o 1o 1)

o5 A [-[]
o A1

15.2.

a) y=cie* +coe”
b) y = ¢ cos(t) + cosin(t)
c) y=(c1 +tcy)e?

t

15.3.
2) y= e —e)
b) y = sin(¢)

c) y=(t—1)eV

15.4.
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a) Prgv y = ae™?! for 4 finne

¢ 1 _
y:cle2t+cze t*ge 2t

b) Prov y = ate?' for & finne
2t VN
y=ce +cpe "+ gte .

c) Prov at for a finne
y = c1 cos(t) + casin(t) + t.
d) Prev at + b for a finne

y = (c1 +tco)e® +t4 1.

15.5. Vi ser at polynomene blir like.

Bevis: Betrakt en generell likning y” +py’ +qy = 0.
Det karakteristiske polynomet er A2 + pA +¢. Vi kan
generelt skrive tilhgrende system som

-1

hvor v = 3. Det karakteristiske polynomet til matri-
sen blir

—-A 1

det
¢ [—q —p—A

] =Ap+N+qg=\+p\+q

Polynomene er like.
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