. Lgsningsforslag gving 9

TMA4110 hgsten 2018

11.1. Ligningssystemet

(1+1)z —w =1
(1-i)z +(1+idw =1

kan skrives som matriseligningen

el

Ligningen har entydig lgsning
z| L1+
w| 2| 0 |

11.2. Vi vet at kolonenne til en kvadratisk matrise er
linesert avhengige hvis, og bare hvis, determinanten
er 0.

a) Her er det(A) = 0sa vi vet at kolonnene er linesert
avhengige. Radreduserer vi matrisen far vi systemet

10 —1] [ 0
01 2||yl=10
00 0]z 0

Her har vi én nullrad som betyr at nullrommet har di-
mensjon 1. Vi velger z = ¢ som fri kompleks variabel

og far at x =t og y = —2t¢ som betyr at nullrommet
1 1
null(A) =Sp< [-2| p =t |-2
1 1

b) Matrisen har determinant ulik 0. Derfor er kolon-
nene linesert uavhengige, og nullrommet inneholder
0
kun vektoren [Of.
0

¢) Her er determinanten lik 0 sa kolonnene er linesert
avhengige. Vi finner radredusert form

1 0 -1
01 2
0 0 O
for sa & finne nullrommet. Dette er den samme ma-

trisen som den vi fikk i a) og nullrommet blir derfor
likt.

11.3.

a) Determinanten er —2 og egenverdiene er —2, i og
—i. Egenrommene er utspent av de korresponderende
egenvektorene

0 ) —1
1, (1(,]1
0 1 1

b) Her er determinanten 2 og vi har karakteristisk
polynom
A+ 1)*(A—2)

som gir egenverdier A = —1 og A = 2.

c) Determinanten er 20 og karakteristisk polynom
er
(A=2*(A—5)

d) Determinanten er 27 og egenverdiene er A = 3
med multiplisitet 3

11.4. Hvis vi ganger sammen egenverdiene med mul-
tiplisitet far vi

(—2)i(—i) = -2

(-1)?2=2
22.5 =120
3% =97

altsa ngyaktig determinantene til de respektive ma-
trisene.

11.5. Ved samme fremgangsmate som kapittel 3,
oppgave 5, kan vi f. eks se at

1
w= |1
1

er linesert uavhengig av vektorene i oppgaveteksten.
Videre kan du sjekke at de to gitte vektorene ogsa er
linesert uavhengige. Vi har altsa tre linesert uavhen-
gige vektorer i C3, som derfor spenner ut C3.

11.6. Vi gnsker a velge a slik at vi har en lineserkom-
binasjon

a -3 1
6—6i| =b|20| +c|1],
—12 8 2

ekvivalent har matriseligningen

a -3 1 b
6-—6i| = |20 1 L}
—-12 8 2

en Igsning. Dette gir at b = —3 og ¢ = 6 slik at
a=3b+c=15

11.7. Vi antar at A har egenverdi A. Dette betyr at
det finnes en v # 0 slik at

Av = Av.
Multipliser begge sidene av ligningen med A for a fa
A(Av) = A(\wv).

Vi kan flytte pa paranteser, dra ut konstanter og bru-
ke at v er en egenverdi til A for & se at

A?v = A(Av) = A(\v) = M(Av) = A\(\wv) = \v.

Dette betyr at A2 er en egenverdi til matrisen A2.



11.8. Vi setter som vanlig opp matrisen

cos@ — A —sinf
sin 6 cosf — A

Ty — M =
og beregner determinanten
det(Ty — M) = A\ —2cosf + 1

Ved na a bruke abce-formelen far vi at

~ 2cosf £2vcos?6 — 1
n 2

A

som blir
A=cosf +isinf

Hvis vi ser pa denne komplekse egenverdien som en
vektor i planet er det ngyaktiv vektoren som peker i
samme retning som e; rotert med,/mot klokken med 6
radianer. Fra tidligere gvinger vet vi at Tog = Ty- Ty =
T92. Fra oppgave 7 vet vi derfor at egenverdiene til Toy
er \?

A% = (cos @ +isin0)* = cos? § — sin? 0 + sin 20

og s& husker vi at cos?6 — sin?6 = cos20 for & fa
det vi forventet, altsd at hvis vi dobler vinkelen i Ty
dobler vi vinkelen i egenverdien.

11.9. Her ma vi finne den beste raden/kolonnen for
a regne ut determinanten.

a) Regner vi ut determinanten langs den forste raden
far vi determinanten

i(i? =1%) -~ 0+0=—2i

b) Her kan vi velge forste rad eller forste kolonne.
Vi velger fgrste kolonne og far determinanten

1 0 0 100
idet [0 ¢ 1| —1det [0 4 1
0 1 ¢ 0 1 ¢

Den forste determinanten er samme som i oppg a) og
den andre ligner. Vi far at determinanten er

2+ 2

c) Vi velger a regne ut determinanten langs forste
kolonne. Det gir

7 1 1 1 1 1
idet |0 72 1| —1det |0 ¢ 1
01 ¢ 01 ¢

Her ser vi at den fgrste determinanten er kjent, og
den andre regner vi ut langs forste kolonne og far at
determinanten til slutt blir 2 4+ 2 som i b)

Oppgave d) og e) er tilsvarende: ngst deg nedover
ved & velge en lur rad/kolonne & beregne determinan-
ten fra.

11.10. Vi fant egenverdiene og egenvektorene i opp-
gave 3. Hvis vi setter disse opp i matrisen P far vi

i —i [0 2 -2
1 1 P*lz5 - 0 1
1 1 i 0 1

P=

S = O

som gir oss
-2 0 0
P'AP=10 i 0
0 0 —i

som er en diagonalmatrise hvor elementene er egen-
verdiene til A.

11.11. Vi regner ut det karakteristiske polynomet
som vanlig og far

A2 —8A=A(\—-28)

som betyr at egenverdiene er 0 og 8. Her kan vi ob-
servere at determinanten til matrisen er 0 siden den
forste raden er halvparten av den andre.

11.12. Anta at null er en egenverdi til en matrise A.
@nsker: A er singulaer. Vi har sett mange ekvivalente
formuleringer av singulezer. En av dem er at det finnes
en ikke-null Igsning av ligningen Ax = 0.
Antagelsen: Det finnes en ikke-null vektor v slik at
Av =0v =0.

Observasjon: Vi ser at egenvektoren v er en ikke-null
lgsning av Ax = 0.

Konklusjon: A er singuleer, som er det vi gnsket a
vise.



