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12.1.
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12.2. Projeksjonen av u pa v er:
viu  1-2+2-(=5) [1}
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12.3. For & finne ut om en matrise P representerer
en projeksjon, ma vi sjekke om P2 = P.
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Konklusjon: Matrisene i del a), b), c¢) og f) repre-
senterer projeksjoner; matrisene i del d) og e) repre-
senterer ikke projeksjoner.

12.4.

a) Indreproduktet av de to vektorene er:
27" 1
-5 2 =2-14+(-5)-2+1-0=-8
1 0

Siden indreproduktet ikke er 0, er vektorene ikke or-
togonale.
b) Vi ser pa indreproduktet av hvert par av vektorer:

175717

0 V2l =0
-1 1|
SR

0 -2 =0
|—1] 1
(17" 1

V2| |-V2] =0
1 1

Alle de tre vektorene er ortogonale til hverandre.
¢) Viser pa indreproduktet av hvert par av vektorer:

of [1|=[- 0 1]|1| =1
1] [0] 0]
i7" 1] (1]
0f |i|=[-i 0 1] |i| =0
31" 1] (1]
1| |i|=[- 1 0]|i| =0
0] [i] i |

Vektorene (7,0, 1) og (i,1,0) er altsa ikke ortogonale,
men vektoren (1,4,7) er ortogonal til hver av de to
andre.

12.5.
a) Vi far:
1
P — *
v u*u (uu )
1 2.2 2-(-5) 2-1

=—-———|-5-2 —-5-(-5) —5-1
2 _E)2 2

P+ (5 +12 | o
2/15 —-1/3 1/15
-1/3 5/6 -1/6
1/15 —-1/6 1/30
13/15 1/3 —1/15
Po=I3-P,=| 1/3 1/6 1/6
-1/15 1/6 29/30

[13/15 1/3 —1/15] [1 —8/15
Pov=| 1/3 1/6 1/6 | |2| = | 4/3
|—1/15 1/6 29/30 [O —4/15

Pov=|4/3 1/6 7/6 2/3

|14/15 7/6 29/30 4/15

I de neste delene viser vi ikke all mellomregningen,
men bare resultatene.

[13/15 4/3 14/15] [1 23/15
2 =
0

b) [1/2 0 —1/2
Py, = 0 0 0 Pyv=0
|—-1/2 0 1/2
[1/2 0 1/2
PuL = 0 1 0 PuLV:V
[1/2 0 1/2
c) u= |0 ogv=|1
10 0 _ _
11/2 0°17/2 i/2
P,=1] 0 0 0 P,v=10
|—i/2 0 1/2] 11/2
[1/2 0 —i/2] [ i/2
Po=1]0 1 0 Pyv= 1
/2 0 1/2 ] |—1/2
12.6. Vi kan sjekke at vektorene
1 1 -1
b1: -1 s b2: 2 og b3: 0

1 1 1



er linesert uavhengige pa vanlig mate (kombiner dem
til en matrise, gausseliminer og sjekk at det blir pi-
votelementer i alle kolonner). Det betyr at de utgjor
en basis for R3. Videre sjekker vi at de er en ortogo-
nal basis ved a sjekke at hver av dem er ortogonal til
begge de andre.

Nar vi vet at vi har en ortogonal basis, kan vi finne
koordinatene til en vektor med hensyn pa basisen ved
a projisere vektoren ortogonalt pa hver basisvektor:

e
Pb1 1 e gbl
_1_
_1_
2
Pb2 1 - §b2
_1_
_1_
Py, |1| = 0bs
1

Koeffisientene til vektoren (1,1, 1) med hensyn pa ba-
sisen (by, bg, bs) er altsa (1/3,2/3,0).

12.7.

a) Vibruker Gram-Schmidt-ortogonalisering, og far:

2
u; = )

|1

1 1 23/15
u = (2| — Py, (2| =] 2/3

0 0 4/15

Da er (uj,ug) en ortogonal basis. Vi finner en orto-
normal basis ved & dele hver basisvektor pa lengden
sin:

1 1 [ 2/V30
™= vm™ |
[23v/15/151/43
VIS, — 2V/15/3v/43
| 4V/15/15\/43

Da er (i1, Giz) en ortonormal basis.
b) Vektorene

a; =

. 1

Uy = Uo = ———1Uu
2wl 2 Va3

1 1 1
0 9 \/§ ) _\/Q
-1 1 1

er allerede ortogonale, sa det eneste som gjenstar er
a normalisere dem. Vi deler hver vektor pa lengden
sin og far:

1)V

=1 0
[-1/v2

[1/2

p = [v2/2
| 1/2

1/2

3 = |—/2/2
| 1/2

Da er (0, 01z, 13) en ortonormal basis.

c) Vi husker at vi sa de samme vektorene i oppga-
ve 12.4. Da fant vi ut at vektoren (1,4, ) er ortogonal
til hver av de to andre. Det betyr at vi kan starte med
a sette:

1

u; = )
_Z._
_i_

Ug = 1
_O_

Da er u; og us ortogonale til hverandre, og vi ma bare
gjore (i,0,1) ortogonal til begge disse. Vi setter:

i i i i/2
us= |0 = Py, [0] =Py, 0| = [—1/2
1 1 1 1

Da er (uy, ug, us) en ortogonal basis. Vi normaliserer:

1/v/3]

a; = |i/V3

Li/V/3]

SNex

= [1/V2
0

:i/\/é
i3 = [-1/v6
[V2/V3

Da er (11, 012, i3) en ortonormal basis.

12.8. Vi bruker den ortogonale basisen (up, ug) som
vi fant i oppgave 12.7 a), og projiserer vektoren
(i,2+1%,1) ned pa hver basisvektor. Da far vi fglgende
vektor:

i i
Py, |2+i| 4+ Py, |2+
1 1
[ —3/5—i/5 184/215 4 253i /215
= | 3/244/2 |+ | 16/43+22i/43
| —3/10 —i/10 32/215 4 44i/215
[ 11/43 + 42i/43
= |161/86 + 87i/86
| —13/86 +9/86
12.9.
a) La
2 1 —1
A=1-3 1 og b=|-2
-1 1

veere koeflisientmatrisen og hgyresiden i likningssys-
temet vart. Vi ganger hver av disse med den adjun-
gerte av A pa venstre side, og far:

(2 1
2 -3 -1 14 -2
wa=| IEREEE
S
(1
o2 -3 ]| o 3
Sl I




Vi ma lgse likningssystemet
A*Ax = A™b.
Dette systemet har fglgende totalmatrise:
{ 14 -2/ 3 }
-2 3 | -2
Nar vi gausseliminerer denne, far vi:

E

Minste kvadraters metode gir altsa Igsningen

il

b) La
01 1 1—i
! 14
A=10 5 o og b=l
0 i 1 1

0 i oo o] |Y ! ji
AA=|—i —i —i —i 8 z 0
(1 -1 o0 1]l s
(1 1 4
=1 4 —3
|1 i3
- 1—1
0 —i 0 0 :
A*b= |—i —i —i —i 1jz
1 -1 0 1 .
(1 —4
= |1-3i
12

Det betyr at systemet
A*Ax = A*b
har fglgende totalmatrise:
1 4 —i|1-3¢
—i i 3 |1-2i

Vi gausseliminerer og far:

Minste kvadraters metode gir altsa Igsningen
-3/2—1/3

1—2i/3
—3i/2

12.10.

a) Vi vil finne et fjerdegradspolynom
p(2) = agx? + azx® + axx® + a1z + ap

som oppfyller:

p(0) =1 p(3)=5
p(l) =2 p(4) =7
p(2) =3
Det betyr at koeffisientene a4, as, ..., ag ma oppfylle

fglgende likninger:

apg=1

as+ az3+ as+ a1 +ag=2
16a4 + 8az + 4as +2a1 +ag =3
8lay + 27a3 + 9as + 3a1 +ag =5
256a4 + 64as + 16as +4a1 +ag =7

b) Hvis det fantes et annengradspolynom
p(z) = asx® + a1z + ag

som gikk gjennom alle punktene, ville koeffisientene
oppfylt folgende likningssystem:

ap =1

as+ a1+ ag =2
4das + 2a1 +ag =3
9as + 3a1 +ag =5
16as +4a1 +ag =7

Vi bruker minste kvadraters metode pa dette syste-
met. La

0 0 1 1
1 11 2
A=14 2 1 og b= |3
9 3 1 5
16 4 1 7

veere koeffisientmatrisen og hgyresiden. Vi far:

354 100 30
A*A= {100 30 10
(30 10 5
171
A'b = | 51
18

Lgsningen av likningssystemet A*Ax = A*b blir:

3/14
x=|9/14
36/35

Annengradspolynomet som passer best til punktene

er altsa:
(x) = ix2+3x+%
PET=3% 714" 35

12.11.



a) Vi bruker minste kvadraters metode pa liknings-
systemet
d=1
a+ b+ c+d=2
S8a+ 4b+2c+d=9
27a+ 9b+3c+d=28
64a + 16b + 4c + d = 65

og far lgsningen

O O

a
b
ol =
d 1

Polynomet som passer best til punktene er altsa:
plz) =2® 4+ 1

b) Polynomet p som vi fant i del a) passer faktisk
eksakt til punktene.

12.12. Siden (uj, us,...
har vi

,U,) er en ortonormal basis,

uu, =1 for hver k, og

ufu, =0 fork #1.

Det vil si at

T
e
A A= | | [ul u - un]
T
_un
fuju; ufuy ufuz --- uju,
T T T T
Uplp Upuy Upuy oo Up Uy
_ |uju; ujuy ujug uj u,
T T T T
lu u; ujuy u)ug u, u,
[1 0 0 0
01 0 0
1o 0 1 0
0 0 0 1

Dette vil si at AT er inversen til A.

(Hvorfor holdt det & regne ut AT A? Ma vi ikke
ogsa sjekke at AAT blir I,,? Husk at vi i slutten av
kapittel 4 viste at dersom AB = I, for to n X n-
matriser A og B, sa er ogsa BA = I,,. Sa nar vi har
sjekket at AT A = I,,, sa folger det at AAT ogsa ma
veaere I,.)

12.13. La vy, v, ..., v, veere en samling med vek-
torer som er parvis ortogonale. Da har vi

vivi=0

for alle k og [ slik at k # [.
Vi vil vise at vektorene er linezert uavhengige, sa
vi ser pa likningen

Vi1 + voxs + - - - + vz, = 0.

Hvis vi ganger denne til venstre med v7, far vi:
vivizy + vivezs + -+ Vivex, =0,
som vi kan forenkle til
[vi[f*z1 = 0.

Siden v; ikke er nullvektoren, er lengden ||vy|| ulik O,
sa dette betyr at
Tr1 = 0.

Pa samme mate kan vi gange likningen med v3, og
v;, og sa videre, og da far vi

zo=0, xz3=0, ..., z,=0.
Det vil si at eneste lgsning av likningen
vix1 + voxo + -+ vz, = 0.
er den trivielle lgsningen, og dermed er vektorene
Vi, Vo, ..., Vp
linezert uavhengige.

12.14. La v og w veere to vilkarlige vektorer i C™:

U1 w1
V2 w2
vV = . og W = .
Un, W,
Da har vi:
w1
w2
* — pr— J—
VW:[’Ul (% N ’Un] .
W,

= Twy + Tgwsy + - - - Tywy,
Pa samme mate far vi:
W'V = Wiv + Wavs + - - - Wy U,

Dermed:

WV = WU + WUz + - w0y = VW

12.15. Vi tar fgrst noen merknader om matrisen P, .
Vi har

*

Vv 1
Py=—-=——v"
vV V'V
Siden v*v er et reelt tall, har vi:

1 1 1

Matrisen P, er altsa sin egen adjungerte. Videre har
vi:

P =

*
o v =P,

viv v*v viv




Det a opphgye matrisen P, i andre gir altsa oss igjen
bare den samme matrisen tilbake.

Na gar vi lgs pa a vise at vektorene P,w og w —
P,w er ortogonale. Ved a bruke at Py = P, og at
P2 = P, far vi:

(Pyw)*(w — Pow) = w*P)(w — P,w)
=w'Piw — w'P;P,w
=w'P,w—-w*'P,P,w
=w'P,w—w'P,w
=0

Det vil si at P,w og w — P,w er ortogonale.



