Kapittel 1

Komplekse tall

Oppfinnelsen av nye tallsystemer henger gjerne sam-
men med lgsning av polynomligninger. Ligningen

20+4=0

har ingen positiv lgsning, selv om Kkoeffisientene er
positive tall. Ligningen

20 —3=0

har ingen heltallig lgsning, selv om koeffisientene er
hele tall. Ligningen

2> —2=0
har ingen rasjonale lgsninger, siden
=2

ikke kan skrives som en brgk.
Generelt er det slik at en polynomlikning

ant” + ap12" '+ . taxf+ag=0

ikke ngdvendigvis har en lgsning i det tallsystemet
koeffisientene er hentet fra. Likningen

2> +1=0

har ingen reelle lgsninger. Man kan spgrre seg hvor-
vidt det finnes tallsystemer der en vilkarlig polynom-
ligning alltid har lgsning, og svaret er ja. Vi skal ta for
oss et slikt tallsystem, nemlig de komplekse tallene.

Den imaginaere enheten

For a komme igang med komplekse tall, kan vi forst
betrakte ligningen

z22+1=0.

Pa videregaende skole ville du sagt at denne ligningen
ikke har noen lgsning, for det finnes ingen reelle tall
som passer i ligningen.

Derfor finner vi opp et nytt tall. Vi kaller det 7, den
den imaginere enheten. Na kan det veere fristende a
‘1gse’ likningen over for x, og definere

i=+v—1.

Med dette nye tallet kan vi skrive kvadratroten av
negative tall pa en pen mate:

V= I = VAT = 2

Men vi ma veere litt forsiktige med denne strategien.

Regneregelen
Vab = v/avh

gjelder nemlig ikke nar a og b er negative tall.
Folgende klassiske eksempel er litt artig:

1=(-1)-(-1)
=(-1)-(-1)
LV /=2 =1

Altsa er det ikke slik at \/(—1) - (=1) = v/—1-v/—1
og vi ma derfor veere litt forsiktige med a sjonglere
med negative tall og rottegn. En god strategi er a
definere i ved ligningen

i? = —1,
for dette er egenskapen vi er ute etter. Skulle det
dukke opp et negativt tall undre rottegnet, ma vi
heller skrive lgsningen ved hjelp av den imagineere
enheten, slik at vi ikke blir forledet til & utfgre noen

ulovlige regneoperasjoner.
Altsa: vi skriver for eksempel v/3i heller enn /=3,

siden (v/3i)? = v/37(i%) = —3.
Eksempel 1.1. Lgser vi ligningen

2 +24+1=0
gir annengradsformelen

. —b+Vb% — dac
B 2a

at
o TiEVEE 1 V3 A
2 2 2

Vi skjgnner av eksempelet at alle lgsninger av
andregradsligninger na kan skrives z = a + bi, der
a, b er reelle tall. Med bakgrunn i dette definerer vi
komplekse tall slik, altsa:

Komplekse tall er tall

z=a+ bi.

der a og b er reelle tall, og ¢ er den imaginaere enhet.
De kalles henholdsvis realdelen og imaginerdelen til
z, og skrives gjerne Rez og Imz. Mengden av alle
komplekse tall skrives C. De reelle tallene er en del-
mengde av de komplekse tallene, for dersom b = 0,
er z reell.



Et komplekst tall har en viss ytre likhet med vek-
torer i R2. Hvis komponentene til x er z; og 2, og
enhetsvektorer i koordinatretningene defineres som

nfi « -]

skriver vi gjerne
X = xi1€1 + T2€s.

Pa lignende vis kan vi tenke at realdelen a = Re z og
imagingerdelen b = Im z er komponenter i en vektor,
og avmerke z i det komplekse planet.

Im 2z
T cw =445
T oz=243
. — e e Rez
+ ozZ=2-3

Det komplekse planet. Tallet 2 + 3i plottes som punktet
(2,3), hvis vi tenker pa z-aksen som den reelle-aksen og
y-aksen som den imagingere aksen.

Operasjoner pa komplekse tall

Regneregler for komplekse tall fglger regnereglene for
reelle tall, sa det er ingen grunn til a pugge disse
formlene, men du m4 huske at i2 = —1.

7~

Teorem 1.2. La z = a+ bi og w = c+ di
veere komplekse tall. Vi har

z+w=a+c+ (b+d)i

z—w=a—c+ (b—d)i

z-w = ac — bd + (bc + ad)i
2z _ ac+bd+ (bc —ad)i

w c2 4+ d?

Beuvis. De to ferste er trivielle. Vi beviser gangerege-
len:

z-w=(a+bi)(c+di)
= ac + bei + adi + bdi®
= ac — bd + (bc + ad)i
og deleregelen:

a+ bi a+bi c—di

z
w ct+di ctdi c—di

_ac+bd 4 (bc — ad)i 0

N c? + d?
Komplekse tall legges altsa sammen komponentvis
akkurat som vektorer i R?, mens multiplikasjon og

divisjon har ikke noen tilsvarende operasjoner i R?.

Eksempel 1.3. La z =2 + 3i og w = 4 + 5:.

z+w=2+44+(3+5)i=6+8:
z—w=2—4+3-5)i=-2-2i

z-w= (24 3i) - (4+51)
=2-443-4i+2-5i+ 3 5>
=8—15+ (12+10)i = —7 + 22i.

z 2430 2+3i 4—05i
w 445 4+5i 4—55
8415+ (12—-10)i 23 2.

16 + 25 VTRVTR

Dette trikset for deling er verdt & merke seg. Nar vi
deler et komplekst tall pa w = ¢+ di, ganger vi altsa
oppe og nede med w = ¢ — di. Denne operasjonen, a
skifte fortegn pa imaginaerdelen, er sa vikitg at den
far et eget navn.

Definisjon. La z = a + b veaere et komplekst tall.
Da er z konjugert gitt som

Z=a — bi.

A

Merk at 2z = a? + b? er et reelt tall. Her er et par
regneregler for konjugering.

Teorem 1.4. La z = a + bi og w vere kom-
plekse tall. Noen regneregler er:

zt+w=zZ+4+w Z—wW=Z—wW
Z-W=Z W z/w=Z/w
z+7Z=2a z— 7z =2bi

De fleste er enkle a sjekke, en av de blir gitt i
gvingsopplegget.

Polare koordinater

Nar vi skal regne med komplekse tall, er det ofte
enklere a skrive de om ved hjelp av sakalt polare
koordinater. Spesielt vil denne formen vzere enkle a
handtere nar vi skal multiplisere og ta potenser av
komplekse tall.

La r veere avstanden fra det komplekse tallet z =
a + bi til origo, og la 6 vaere vinkelen z gjgr med den
reelle aksen. Noen enkle geometriske betraktninger
gir oss at

a=Rez=rcosb

b=Imz=rsind.



Imz

T z=a+b

N N B
—ttttFt Re z

Polare koordinater

Formlene over gir a og b som funksjon av r og 6. Litt
mer trigonometri gir den andre veien:

r=+/a%+ b2

arctan% fora >0

0— arctang—l—w fora <0
/2 fora=0,b6>0
3m/2 fora=0,b<0

Nar a > 0 er altsa z i forste eller fjerde kvadrant, og
da er tanf = g. Nar a < 0 er z i andre eller tredje
kvadrant, da blir tan(r — 6) = —2. Nar a = 0 betyr
det altsa at z ligger pa den imaginaere aksen, og da
er vinkelen opplagt 7/2 eller 37/2.

Merk ogsa at vi kan legge til vilkarlige multipler
av 27 overalt, samt at for z = 0 er ikke 6 definert.

Vi skriver ellers
2| =r=vVa2+b>=vzz

for avstanden fra z til origo. Dette tallet kalles gjerne
absoluttverdi eller modulus til z.
Polarform for komplekse tall er altsa r(cos6€ +
isinf), der r > 0 er reell, og @ er en vinkel i [0, 27).
Vinkelen

0 =argz

kalles wvinkelen eller argumentet til z.
Fglgende ulikhet er populeert kalt trekantulikheten.
I gvingsopplegget blir du utfordret til a bevise denne.

Fra envariabel kalkulus husker du kanskje taylor-
rekkene til eksponensialfunksjonen:

x? 23 >z

x —_— —_— —_— o e e —

€ =ldat bt =)

n=0
sinusfunksjonen:
3 5 o0 2n+1

x x x
1 frng —_—— —_— et e — _1 n_-—
B T nzz:o( A

og cosinusfunksjonen:

72 ozt 0 . 72n
cosle—a%-ﬂ—"'—nzzzo(_l) (2n)!

cosx =1+

(OO LS

og

isinx = ix +

iz)3 iz)? > (jz)2ntt
o, G $™ G

og legger disse to sammen, far vi

oo Y
. e _ (’LJ?) _ iz
cosx +1SInx = y =e".
n!
n=0

der den siste likheten kan tenkes pa som definisjonen
av e, T M1 er ikke konvergens av komplekse rekker
pensum, sa egentlig ma dette tas som en symbolsk
manipulasjon; vi vet strengt tatt ikke hva som skjer
med konvergensen til en taylorrekke nar du ganger
den med ¢. Men alle de tre rekkene er absolutt kon-
vergente for alle x € C, sa vi har vist at

e =cosx +isinx.

Formelen kalles altsa Eulers formel. En viktig grunn
til at denne notasjonen er nyttig, er at vanlige regne-
regler for eksponensialfunksjonen er enkle a utlede
fra denne formelen.

Teorem 1.5. La z og w vere komplekse tall.
Da gjelder at

|2+ w| < |2] + [l

Eulers formel

Polarformen til et komplekst tall r(cos @ + isinf), er
altsa bestemt av to tall r og 6. Vi har ikke sagt hva
det skal bety a putte komplekse tall i en eksponent,
sa vi star fritt til & define hva det skal bety. Vi kan
dermed definere ¢ = cosx + isinx, og dermed far
vi en enklere notasjon for komplekse tall nemlig re*?.
Dette er Eulers formel. Det finnes en mer naturlig
méate & definere e’ pa, og med denne definisjonen
blir Eulers formel et teorem.

Vi har ikke maskineriet for a gjegre dette skikkelig
i Matematikk 3, men skal se raskt pa idéen likevel.

Teorem 1.6. La ¢'* = cosx +isinz. Da er

ez(ery) — Ty

Beuwis.
Y = cos(x + y) + isin(z + y)
= cosxCcosy — sinxsiny
+ i(cos zsiny + sin z cos )

= (cosz +isinz) - (cosy +isiny) = e
( ) - (cosy Y)

Med Eulers formel kan vi altsa skrive komplekse
tall veldig kompakt pa polar form:

z=r(cosf 4 isinf) = re.

Skrivematen z = a + bi kalles gjerne kartesisk form
eller standard form. Ganging og deling pa polar form



er elegant og enkelt ved hjelp av eulers formel. Disse
formlene fglger nesten direkte fra forrige teorem.

7

Teorem 1.7. La z = re? og w = se’*. Da
gjelder:

z-w = rset®+e)

z T sio_
Z T i)
w S

Eksempel 1.8. La z = 1+ og w = 1+ /3i, slik at

og 4
w=2¢'5 .
Vi beregner .
zow=2V2e' T3
og
c - iei%. A

Eksempel 1.9. Eulers formel gir at e™/2 =4, ¢™ =
—1, e3™/2 = —j og 2™ = 1. A

Eksempel 1.10. Dersom z = re*? gir Eulers formel
Z=re %, A

Rgtter av komplekse tall

Vi startet beskjedent med & ville lgse ligningen x2 +
1 = 0. For dette innfgrte vi den imaginzgere enheten i,
og fikk alle komplekse tall a + bi pa kjopet. Faktisk
kan vi ved hjelp av komplekse tall lgse alle polyno-
mielle ligninger. Dette er algebraens fundamentalteo-
rem, som vi ikke skal bevise i Matematikk 3.

Teorem 1.11. Et polynom
" tan_12" 1+ . +az+ag

kan alltid faktoriseres

n
V4 ap 12" V. taztag = H(z - zi),
i=1

der z; € C er lgsninger av likningen

V4 ap 12"+ +az+ag=0

Merk. I teoremet over er a,, = 1. Det er for a slippe
a luke ut tilfellet a,, = 0. Dersom a, # 0, og noe
annet enn 1, blir faktoriseringen

n
-1
anz" +ap_12" "+ . +aiz+ag=ay, H(z - zi).
i=1

Dersom en faktor (z — z) forekommer m ganger i
faktoriseringen, sier vi at z, har multiplisitet m.

Eksempel 1.12. Polynomet
2 =322 +432-1=(2-1)3
har en rot (z = 1) med multiplisitet 3. A

Eksempel 1.13. Polynomet
22 —2242
har to rgtter

24+ A—
A:%:u@,

begge med multiplisitet 1, slik at
22— 2242=(2—1—1i)(z—1+1). A

Som nevnt, skal vi ikke bevise algebraens funda-
mentalteorem, men et spesialtilfelle kan vi analysere
med det vi kjenner til sa langt, nemlig lgsninger av
polynomlikningen

2V —w=20

for et vilkarlig komplekst tall w. Vi skal se med egne
gyne at denne likningen alltid har n Igsninger. Vi
begynner med a skrive w pa polar form med valgfritt
antall omdreininger rundt origo

w = re'? = pel@+2mm)
Dersom vi skriver
W/ = (relOF2mmNn — 1/ ei(0/nt2mn/n)
ser vi at det na finnes n potensielle verdier for {/w,
alle sammen gyldige lgsninger av z" = w. Hvis du

velger 0 < m < n — 1 far du ut alle sammen. Vi
definerer den prinsipale n-te roten av w som

Yw = fre?/m,
og sa kan vi skrive de andre rgttene som
W A e277171'1/71

for 1 < m <n — 1. Dette er analogt til hvordan man
i det reelle tilfellet har to lgsninger av ligningen
2?2 =4

)

definerer kvadratroten som den positive lgsningen
VA =2,

og skriver den andre lgsningen som —+/4.

Eksempel 1.14. Vi finner alle lgsninger av ligningen
25 =1,

Siden
1= ei(ﬂ'-‘r2mﬂ') ,

far vi
(_1)1/5 — oiln/5+2mm/5)

Vi skriver opp lgsningene for 0 < m < 4:

em/5(: /1), ei37/5, ei57r/5(: ~1), eiTm/5 og 197/



ei37r/5 (m —_ 1)
e™/% (m = 0)
-1
Rez
ei97r/5 (m _ 4)
i7T/5

Femtergttene til -1

Merk hvordan rgttene sprer seg jevnt ut pa en sirkel
om origo. Merk ogsa at om vi lar m > 4 eller m < 0,

far vi rotter som allerede er listet opp.

A
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