@ ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Systemer av diffligninger - Introduksjon



Introduksjon

Vi vil Igse_ o deriverbar funksjon
differensialligningen / med reelle verdier

x'(t) = 3x(1)

det vet vi fra Matte 1 (

x(f) = ce”

om vi ikke husker:

x'(t) = 3x(¥) | . gir oss alle lesninger nér Vi

varierer konstanten c

<‘ Jx/(t) dt = [3dt —

x(?)

<‘ log|x(r)| =3t+ C




Introduksjon

Vi vil Ilgse déd to deriverbare funksjoner

differensialligifiingene / x(7) og y(7) med reelle verdier
¥ =3x1) T x() = ce®
/ -7 T _
y'() = — (1) y(t) = de™

|

| gir oss alle lgsninger nar vi
varierer konstantene ¢ og d |

— = — e —— s —— —li




Introduksjon

Vi vil lose dd to deriverbare funksjoner
differensialligitingene x(?) og y(#) med reelle verdier

() = 20 2(0)

dette ser ut som
matrise gang vektor

X0 _[1 2| [x®
y®] (2 1] @)
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systerﬁ av
differensialligninger Men hjelper oss det?

det skal vi studere...



Introduksjon

Vi vil lose de to deriverbare funksjoner
differensialligningene x(t) og y(¢) med reelle verdier

i stad sa vi pa
x'(1) = 3x(1)

y(@) = — y(®)
lx’(t)‘ _ [1 2| |x® < [x®] _ F 0| [+®
y®] (2 1] @ y@®] [0 -1 w_y(t)
ikke diagonalmatrise diagonalisering N \diagonalmatrise

; r

3 : p
3 /

%

. Y >
S > -
S - /" >
N g

vanskelig a lose enkelt a lgse



Introdu ij on  deriverbare funksjoner

x(7) og y(?) med reelle verdier

system av diffligninger

[x'a)' . [1 2] o] -
yol 12 1] b N
\\\}\ Z
| \ g
fasediagram }; A A s/ ///
nar /j//}ﬁj;: :;;-ff%%o
egenvektorer / /%;/;;//’-l:: ({{/
‘B NG
i/ A RN LR S
[1 _1 ? o~ W
| L /4 /?:;// .._\\\Q
A=3 A=-=1 / Z——"
177 et




system av diffligninger
lx’(t)] |2 3] [x(t)'
y(1)

y@o |-3 2
to komplekse
egenverdier:
rotasjon

Introduksjon

fasediagram

deriverbare funksjoner
x(7) og y(?) med reelle verdier

// :\ ‘x’
,//'/'
\\%4:::\
\:::20,:\::\- c\
=
A Py
|
I
; /A i
= g 7/
4 /




Introdu ij on  deriverbare funksjoner

x(7) og y(?) med reelle verdier

system av diffligninger ‘ I ///‘, 7/:/ //) /%///
x| | 1 [x(® ¢
kun én \\\QQ,‘&Q '} § \ 15 ; ;;;//;f;:
e NN
NINNRNRNYNY Y Y v ) v oo
fasediagram  —F ST T T
YR RARRNNNNN
e NN
e ; M
¥
i EAA
// J 7 I
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Matematikk 3

Systemer av diffligninger - Vektorfunksjoner



Vektorfunksjoner

variablen 7 tolkes

ofte som tid

y(?) =

v
y1 (1)
y(1)

V(D)

hver y,(7) er en funksjon R - R

vektor i R" for hvert ¢

kan erstattes med for eksempel

(’ et 4pent intervall

¢ vi antar at alle funksjoner er °
w_kontinuerlig deriverbare

Vi ser pa y(7) som en funksjon fra R til R"og kaller den
en vektorfunksjon.

Eksempel:

o y(1) =

Sin ¢

COS 1]

° y(1)

_tz o




Vektorfunksjoner
hver y.(7) er en funksjon R — R
(-

_yl(t)_
. L yZ(t) ) = TN
vektorfunksjon y(7) = =" | : for hvert f en vektor i R
_yn(t)_ vi skriver
Ve V = €°(R, R")

Mengden av alle vektorfunksjoner er et reelt vektorrom 0]

nullvektor 0(¢7) = O

med operasjonene ()
( EXCI B 0] (0 + () ay (1)

o X(1) + (1) =

XH(1) y(1) Xy(1) + y,(2) ay,(1)

°q-y() =

O (O %0+ .0 ay, (1)



Vektorfunksjoner

vektorfunksjon y(7) =

Vi kan derivere vektorfunksjoner:

—y(@) =y =

dt

(.

_Y1(f)_
yo(1)

V(D)

hver y.(7) er en funksjon R — R

: for hvert fenvektori R"

" husk: vi antar at
alle komponentene )
. er kontinuerlig deriverbare /

vi deriverer hver komponente
(. for seg selv med hensyn til 1

yi(0)
y5(1)

Yn(®)



Vektorfunksjoner

vektorfunksjon y(7) =

_)’1(1)_
y(1)

V(D)

: for hvert 1 en vektor i R"

La A vaere en reell n X n-matrise

System av differensialligninger:

et “homogent” system

oo

n “lineeere” differensialligninger
med konstante koeffisienter

i a0+ apy,@) + ..+ ay,y, ()]
y5(1) ar V() + ayy,(t) + ... + a,,y, ()

_y,;(t)_ _anlyl(t) + a, V(0 + ...+ a,myn(t)_

y'(t) = Ay(1) + b(t):,,f r et “inhomogent” system



VektorfunkSJoner

System av differensialligninger: & y (1) = Ay(t) :

et underrom i \/

V=¢"R,R") \

Mengden av alle Igsninger til y'(7) = Ay(?) er et reelt vektorrom.

k& e nullvektoren er en lgsning: 0'(7) = 0(¢) = A0(?) v

e for to lasninger y(7) og y,(?) og to reelle tall ¢, og ¢, har vi:

(¢ - y1() + Cz-:"gY(f)z)’(f) = Y1 (D) + ¢y y50)
...‘: Cl . Ayl(t) + C2 y Ayz(t)

_ . : ¢+ y1() + ¢, - y(7)
=A(c; -y () + - y(0)) vV er ogsa en lgsning



VektorfunkSJoner

System av differensialligninger: }{ y (t) = Ay(t) :

et underrom i \/

V=¢"R,R") \

Mengden av alle lgsninger til y'(7) = Ay(?) er et reelt vektorrom.

k’{ e Hvordan finner vi alle lasninger? |
| | \

= = = = = — e B —

hva er dimensjonen av
Iasningsrommet?
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Matematikk 3

Systemer av diffligninger - Generelle Igsninger 1



Generelle lgsninger
_Y1(f)_

- !
La A vaere en reell n X n-matrise og y(¢) = yz.( ) vaere en vektorfunksjon.

Yu(?)
System av differensialligninger:

y'(r) = Ay(?)
som en reell
matrise

Vi skal na anta at“A er diagonaliserbar. ;4

e

vi ser pa andre situasjoner




Generelle lgsninger

A er en reell n X n-matrise
som en reell

matrise

System av differensialligninger: y (t) = Ay(t) /

Vi antar at, A er dlagonallserbar s‘

-

e Da finnes det en basis for R"” som bestar av egenvektorer for A

= e'ly




Generelle lgsninger

A er en reell n X n-matrise
som en reell

matrise

System av differensialligninger:  y'(¢) = Ay(¢) /

)

Vi antar at|/A er diagonaliser

e Da finnes det en basis for R"” som bestar av egenvektorer for A

bar. :x‘

kb Vi, ..., V, med egenverdier 4, ..., 4

n

A A At

Teorem: Da danner vektorfunksjonene ¢*'v,, e*'v,, ..., e*™'v

en basis for losningsrommet til y'(7) = Ay(7).

n




Generelle lgsninger

A er en reell diagonaliserbar n X n-matrise y'(r) = Ay(?)

S

e Vi finner en basis for R" som bestar av egenvektorer for A

kb Vi,..., v, med egenverdier 4, ..., 4,

Teorem: Alle i-gsningene_ til y'(r) = Ay(¢¥) kan skrives som

A A A

[
»v, med konstanter ¢y, ..., C,.

y(©) = cie”'v, + v, + ...+ c e
BT

® Fordi (1):  for hver ¢ finnes det tall x(7), ..., x,(¢) slikat

7 fordi (), ...,y (t) er |
; kontinuerlig deriverbare,

_erx(1),...,x,(t) det ogsa

y(1) = x,(OV; + XDV + ... +x,(OV,

C vi deriverer

y'() =x(Ov; + x5OV, + ... +x,()V,,



Generelle lgsninger

A er en reell diagonaliserbar n X n-matrise y'(r) = Ay(?)

S

e Vi finner en basis for R" som bestar av egenvektorer for A

kb Vi,..., v, med egenverdier 4, ..., 4,

Teorem: Alle i-gsningene_ til y'(r) = Ay(¢¥) kan skrives som

A

to 1 ot At
'Vt 6e vV, + ...+ ¢, e™V, med konstanter ¢y, ..., ¢,

y(@) = cqe

e Fordi (1):  for hver  finnes det tall x,(¢), ..., x,(7) slik at

y(1) = x,(OV; + XDV + ... +x,(OV, y'(1) = X[(OV, + ... + x,(D)V,

AY(0) = 2x; DV + Xo(OV + ... + 4 x,(DV,



Generelle lgsninger

A er en reell diagonaliserbar n X n-matrise y'(r) = Ay(?)

S

e Vi finner en basis for R" som bestar av egenvektorer for A

kb Vi,..., v, med egenverdier 4, ..., 4,

Teorem: Alle i-gsningene_ til y'(r) = Ay(¢¥) kan skrives som

A A A

v med konstanter ¢, ...,

t t
1V1+Q2..€2V2+...+Cne "

y() = cye

e Fordi (1):  for hver  finnes det tall x,(¢), ..., x,(7) slik at

;v + ...+ x, (v, =y'() = Ay@) = 4 x(O)vy + ... + 4 x,(D)V,

_ﬁ@j""ﬂ;"'{%%(f)_
Vi,eeor V,, (O = PAx(1) derfor er koeffisientene

er en basis : entydige!

x,’l.(t)“ /lnx.n(t)_




Generelle lgsninger

A er en reell diagonaliserbar n X n-matrise y'(r) = Ay(?)

S

e Vi finner en basis for R” som bestar av egenvektorer for A

k* Vi, ..., V, med egenverdier 1, ..., 4,

Teorem: Alle lasningene til y'(r) = Ay(¢) kan skrives som

A A

y(£) = cieM'v, + eV, + ...+ e

e Fordi (1) dette vet vi fra Matte 1 ——————— |
X0 =450 R x () =ceM

O =@ T | x) = cpe

: : | : |

X\ =Ax () T | x (1) = c et

"v_med konstanter ¢, ...



Generelle lgsninger

A er en reell diagonaliserbar n X n-matrise y'(r) = Ay(?)

"

e Vi finner en basis for R" som bestar av egenvektorer for A

k,, Vi, ..., V. med egenverdier 4, ..., /1

n

Teorem: Alle lasningene til y'(r) = Ay(¢) kan skrives som

y(7) = C1€/1

e Fordi (1): / '\ |

y(&) = xi(OV; + %OV, + ... +x, ()V,,

| x,(t) = et

X)) = cret! |
J;

x,(t) = ¢ e

v, + cze Vot ...+ e n 'v, med konstanter ¢, ...

l-“
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Generelle lgsninger

A er en reell diagonaliserbar n X n-matrise y'(r) = Ay(?)

S

e Vi finner en basis for R som bestar av egenvektorer for A

k* Vi, ..., V, med egenverdier 1, ..., 4,

PR
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

0,..Té6‘rem: Alle lasningene til y'(f) = Ay(¢) kan skrives som

.
.

A A

t Aot t
'V + eV, + ...+ ¢,e7Y, med Konstanter ¢, ..., C,.

y(®) = ce
0 Fordi (2): Vi kan skrive A som A = PDP"!

P er den inverterbare matrisen D er diagonalmatrisen
”..“ I Al O oo O ] ’.'.
4 .
P=1[V1 V2 ... V] 0 4 ... 0| »

D =
forste kolonne j j >

andre kolonne nte kolonne : _




Generelle lgsninger

A er en reell diagonaliserbar n X n-matrise y'(r) = Ay(?)

k» Vi, ..., V, med egenverdier 4, ..., 4,
e Fordi (2): Vikan skriveAsom A = PDP~!

P er den inverterbare matrisen D er diagonalmatrisen
) 0 ... 0]
P=[Vi V2 - Val © |0 5 . o0
0O 0 ... 4,

vi ganger med

P! pa begge sidene , : _ P! har konstante
y'(r) = Ay(t) = PDP” 'y () elementer
C P ly'(t) = DP7y(¢) + vi skriver x(1) = P~ ly(¢)

| _ ogfarx'(y) = P7ly'(v

i

To=i




A er en reell diagonaliserbar n X n-matrise

x1(2)
x5(1)

E70)

Generelle lgsninger

N

_/lel(t)_
ArX5(1)

_/lnx.n(t)_

n

Eree

X0 = dx () T
X0 = Axy () T

X =Ax () T W

dette vet vi fra Matte 1  ———————
| |
| x, () = et

y'(1) = Ay(?)
kb Vi, ..., V, med egenverdier 4, ...,

e Fordi (2): VikanskriveAsom A = PDP~! x(f) = P~ ly(¢)

X'(1) = P~ly'()

xy(1) = cpe’
J;

At |

x,(f) =c,e




Generelle lgsninger

A er en reell diagonaliserbar n X n-matrise y'(r) = Ay(?)

kb Vi, ..., V, med egenverdier 4, ...,

n

e Fordi (2): VikanskriveAsom A = PDP~! x(f) = P~ ly(¢)

EE—— X'(r) = P~y /(1)
'ﬁ x'(t) = Dx(1) I

Men hva er y(7)? ——

( x(1) = P~y(1) C P=[Vi V2 .. V]
Px(t) = y(?) CPx(t) = x((O)V; + %0V, + ... +x,(D)V,,

|
|
|
|
i
,
!
L4 1
. ‘
\
[ ] “
t
,
|
I
‘
[ 0 = et
— = B e —— = i e —— = . T ————
|

" —
| |
| y() = cieM'v, + eV, + ...+ c etV e

i‘ I , - —

4
2V2




Generelle lgsninger

A er en reell diagonaliserbar 1 X n-matrise A = PDpP~!

k» Vi, ..., V, med egenverdier 4, ...,

n

e Fordi (2): En liten oppsummering:

e —— = = = = =

' Diagonaliseringen separer variablene og
N gjor det mulig a se pa én retning om gangen.

— —_— - e —— ===

/ A/—-\ ,
y'(1) = Ay(®) X'(1) = Dx(1)
alle y,(1), ..., (1) J . kun x(1

pavirker y:(7) pavirker x;(?)
V(1) = apy () + .. + @y, (0 x[(t) = Ay (1)

vanskelig a lose enkelt a lose




Generelle lgsninger

A er en reell diagonaliserbar 1 X n-matrise A = PDpP~!

kb Vi, ..., V, med egenverdier 4, ...,

n

Hva er na dimensjonen av lgsningsrommet?

e Alle lasningene til y'(#) = Ay(7) kan skrives som

A A

y(?) = c,e™'v, + cze’wvzﬁ ... tce

K’ n basisvektorer og dermed er dimensjonen lik n

®Cy,...,C, kan tolkes som koordinatene av lesningen y(¢)
i rommet av alle lgsninger.

v _med konstanter ¢, ...



Generelle lgsninger

A er en reell diagonaliserbar 1 X n-matrise A = PDpP~!

kb Vi, ..., V, med egenverdier 4, ...,

n

A At

y() = ce

e Vi kan bestemme c, ..., ¢, nar vi har en initialverdi:

i
|

sammen med vi vil at lasningen y(7) har
/\ / denne verdien for 1 = {,
y'() = Ay(?) y(tp) = W
g initialverdiproblem i‘

.

Teorem: Hvert initialverdiproblem har en unik lgsning.

'y, + c,e®'v, + ... + ¢, e™'v_med konstanter ¢, ...
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Eksempler

TR

A=
__2 _3_

e Skritt 1: Finn egenverdiene | Ai=—1logi, =

Vivillose y'(1) = Ay(r) med y(0) =[

=(=A(=3-4) = (=2)

0 ¥ det(A — AL,) = det (

?

;
7_

-2 1
-2 =3-]
=A*+31+2

=AU+ DA +2) dvs A+ 1 =0elleri+2 =0

Q‘ A=—1lelleri=-2




Eksempler

A=Y 1 Vivil lose y'(f) = Ay(r) med Y(0) = .
-2 -3 7.
e Skritt 1: Finn egenverdiene 1, =—1o0g4, =—2
e Skritt 2: Finn egenvektorer
—(—1 1
eh=—-1 A-(-DL = =1
-2 -3=(=1]
(1 ! | egenvektor v, =
-2 =2| [0 0 1




Eksempler

A= _02 _13 Vivillese y'(Y) = Ay(z) med Y(0) =
e Skritt 1: Finn egenverdiene 4, = —1og/i, = —2
e Skritt 2: Finn egenvektorer v, = _11] Vy = 12

e Skritt 3: Skriv ned den generelle losningen

y() = ce

A

~1 ) |
+ cHe |
1 2 _ |

|
'y, + ey, = cje”! [

I

;
7_




Eksempler

. .
A= 3 Vivil lese y'(7r) = Ay(r) med
e Skritt 1: Finn egenverdiene 4, =—1o0g4, = -2
e Skritt 2: Finn egenvektorer v, = _11] V, = 12
e Skritt 3: Skriv ned den generelle lasningen S S
y(t) = ce”! _11 + e _12
e Skritt 4: Bestem koeffisientene - '
sl o ol-1 ol 1 =1 1] e
7 =y(0) = cye + ¢,€ 5 =, 22| e

i
|

¥(0) = (=17)e”"

_ —




Eksempler

-8 —12 -6 —10
A=1|2 1 2| Vivillese y'(r) = Ay(t) med y(0) = | —1
7 12 5 5

e Skritt 1: Finn egenverdiene lu /11 = 2 ,12 = — 1 /13 _ 1 |

_ S_1 —12 -6
"0 ¥ det(A — AL, = det 2 1-1 2
7 12 5-2

== A =212 404+2 ==0GQ+DUA+2UA-1)

dvs A+ 1 =0elleri+2=0elleri—1=0

(‘ A=—1lelleri=—2elleri =1



-8 —12 -6
A= 2 1 2
7 12 35

e Skritt 1: Finn egenverdiene

Eksempler

e Skritt 2: Finn egenvektorer
~—. [-8-(-2)

2
7

egenvektor v, =

—12
] —(=2)
12

—10
Vi vil lase y'(f) = Ay(¢) med y(0) = [ —1 ]

/11=—2,/12=—1,/13=1

5

—6 -6 —12 -6

2 ~12 3 2
5—(=2) 7 12T |

10 1 =1
~ 10 1 0| egenvektorv, = | (

0 0 0 1
o /13 — 1 a
egenvektor v; = | |

4 _




Eksempler

—8 —12 -6
A=|2 1 2
7 12 5

e Skritt 1: Finn egenverdiene A, = —2, 4,

e Skritt 2: Finn egenvektorer vV, =

e Skritt 3: Skriv ned den generelle lgsningen

5

y(&) =cie ™| 0 | +ce”

0

—6

S

— 1]

L1

V2:

+ cz€’

—6

Vivil lose y'(1) = Ay(7) med y(0) = [

_1, /13 — 1
A

1

L4

—10
—1
S

|



Eksempler

-8 —12 -6 |
A=1|2 1 > | Vivillese y'(r) = Ay(¢) medy(0) =
7 12 5 | |
e Skritt 1: Finn egenverdiene 4, =—-2,4, =—1,4;=1
1 —6 4
e Skritt 2: Finn egenvektorer vi=| 0 [V, = | 1 | vs=] 1
1 5 4
e Skritt 3: Skriv ned den generelle Iagsningen L
—1] —6 —4
y(1) = cle_Zt O |+ce |1 |+ce| 1
e Skritt 4: Bestem koeffisientene L1 5 4
— 107 1 —6] —41 [-1 -6 —4] [a

—1 =cleo 0 +6‘2€0 1 +C3eo 1 0 1 1 &)




Eksempler

1 O O]
A= |o 2 3| Vivillese y'(r) = Ay(?)
0O =3 2.

e Skritt 1: Finn egenverdiene
-4 O 0

0¥ det(A—2AL) =det|| 0 2-21 3
] 0 -3 2-2

= (1 =)@ =A*+9)

2 0 L har ingen reelle lgsninger

i& vi ma jobbe litt mer... |
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Eksempler

Vivil lase y'(r) = Ay(¢)

RIA

e Skritt 1: Finn egenverdiene | Ay =2+3iogi =2

B 2-1 3
0 ¥ det(A — 41,) —det<_3 2_/1)

=2-1)"4+9 < —-9=2-1)
>0

har ingen reelle Igsninger

= A=24+3ielleri=2—3i

Vi kjorer pa med oppskriften...



Eksempler

A= Vivil lgse y'(r) = Ay(¥)

__3 2_
e Skritt 1: Finn egenverdiene A, =2+ 3iogi, =2 — 3i

e Skritt 2: Finn egenvektorer

el =2+43i A= Q2+ 3D, = ‘_3; _33l.

~ __Ol (1) ' egenvektor v, = [1]

el =2-3i A—(2=3i), = _313 ;

ny

' egenvektor v, = [ 1,] :*
—1 |

1 1
_O O_




Eksempler

A =

3 2 Vivil lese y'(r) = Ay(?)

e Skritt 1: Finn egenverdiene A, =2+ 3iogi, =2 — 3i

1 1
e Skritt 2: Finn egenvektorer V| = [l] Vy, = [—i]

e Skritt 3: Skriv ned den generelle lasningen...

1 | hva gjor vi
ety = @+ [1] gty — =30 [ ] med de

] —7 komplekse

. ‘)O elementene...?

Vi observerer:

A

e Real- og imaginaerdelen av ¢ ltvl gir oss reelle lasninger



Eksempler

A= _23 ; Vivil lgse y'(r) = Ay(¥)

e Skritt 3: Skriv ned den generelle lasningen...

Mty, — 2430t [1] e Real- og imaginardelen av e’lltvl

gir oss reelle lasninger

w3 | 1| Z 21,31 1 . 10 | Eulers formel:
‘ [l] —oc ([() T 1 ) lﬂ—cosﬂ+lsmﬂ

realdel ,—\ e |
Mt .
T cos(31) é] — sin(37)

S _

imaginaerdel

ety ST 0 =
cos(31) [ i + s1n(37)

S gl Ao B £ - = Py




Eksempler
DU

A=
__3 2_

Vivil lase y'(r) = Ay(¢)

e Skritt 3: Skriv ned den generelle Iasningen:

_ 2 1 L 0 |
y,(t) =e (cos(?»t) _Ol sin(3¢) [1_ ) *\

danner en basis
for loasningsrommet

yo(t) = e (008(3t) [(1) + sin(31) : ) */

® Den generelle Iosningen:

q y(¢) = ¢,y,(?) + ¢,¥,(¢) med reelle tall ¢, ¢, |
| -

— ———— == e ————— = ——— E— e =




e Skritt 3: Skriv ned den generelle Iasningen:

y, () = e” (cos(3t)

DR

A=
__3 2_

s
_O_

Eksempler

— sin(31)

Vivil lese  y/(1) = Ay(?)|

0

1

| ) y,(f) = e?! <cos(3t)

e Skritt 4: Bestem koeffisientene

<
_7_

=y(0) = cleo (cos 0

-
_O_

:C1 +C2

0

1

—sin () (1) >+6260 (cosO

o

+ sin(3¢)

+ sin 0




Eksempler

1 0 O
A=10 2 3| Viproverengangtilalose y'(r) =Ay(r)
0 -3 2.

s 1

|
!

e Skritt 1: Finn egenverdiene iﬁ ,11 =2 + 3i, ,12 — ) _ i 3 |
| 1 -4 0 0
0 ¥ det(A — AL;) = det 0O 2—-1 3
] 0 -3 2-2

= (1 =2 =21)7>*+9)

L det har vi nettopp sett

> A=2+3iellerAi=2—3ielleri =1



Eksempler

1 0 O
A= [() p) 3] Vi prover en gang til a lese y'(r) = Ay(¢)
0 -3 2

e Skritt 1: Finn egenverdiene A, =2+3i,4, =2-3i,4;,=1

e vi kjorer resten av oppskriften...

] 0]
y(t)—cle (COS(3I) O —smn(31) |1 ]
0 0
0] ] ]
+cze [cos(3t) 1| +sm31) |0 ]
0 10
.
+ce’ 10
1




@ ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Systemer av diffligninger - En reell egenverdi



Eksempler

A=

Vivil lase y'(r) = Ay(¢)

0 ¥ det(A — AL,) = det (

= (2 - 1) dvs 1 =2




A =

oy
_O 2_

Eksempler

Vivil lase y'(r) = Ay(¢)

e Skritt 1: Finn egenverdiene A =2

e Skritt 2: Finn egenvektorer

¢ Vi kan ikke finne en basis som bestar av egenvektorer.

o0

_O O_

egenvektor v =

e Skritt 3: Skriv ned en generell lgsning

y(t) = e*'v=¢

2t

O_

men det er mer...




IO NI
DD =

Vivil lase y'(r) = Ay(¢)

Eksempler

¢ Vi ser en gang til pa ligningen:

y'() = Ay(?)
/’

Vo) = 2y,(1)

y1() = 2y(0) + y,(0) ‘/

yi(1) = 2y,(0)

yi(@)

Vi (0).

dvs y,(f) = ce

2t

ce

derivasjon

2y,(2) + y,(1)

2y,(1)

2t

vi setter inn
for y,(7)

y() = eMv=ce

ot |1

er en basisvektor

for loasningsrommet

legg merke til

- en ekstra t

| X

V l yl(t) — Ctezt ‘

produktregel for L

O_




IO NI
DD =

Eksempler

Vivillese y'(r) = Ay(r) y(@) =e’v=c¢

|1

er én basisvektor
for loasningsrommet

e Na har vi to linezert uavhengige lgsninger:

-

t=2t:2t
y(t) =e“v=e [O_

og y(t) = e* [

e Skriv ned den generelle lgsningen:

y() = C1€2t

1

her har vi
en ekstra 1



Eksempler

IO NI
DD =

Vivillese y'(r) = Ay(r) y(@) =e’v=c¢

e Vi ser pa losningen en siste gang:

2t

og y(t) = e* [ﬂ

er ta basisvektorer
r lasningsrommet

= e?! t1+

.
-"-
P
.t
.
.
.
.
.
.*
.

(A —4Al) - W =V her:

altsa




Eksempler

Azl_31 Vi vil | () = Ay(?):
2 -1 s i vil lase y'(7) = Ay(?):

=2

e Skritt 1: Finn egenverdiene '

3/2—-2  1/2 |
—1/2 5/2-2

0 ¥ det(A — AL,) = det (

— (3/2=1)(5/2 = 1) + 1/4

= 1> —4)+4

=(ﬂ—2)2 dvs A =2



Eksempler
1|3

1
A=— Vi vil lgse y'(7) = Ay(?):

2 |-1 5
e Skritt 1: Finn egenverdiene A =2

e Skritt 2: Finn egenvektorer

—1/2 1/2

*A=2 A=2L=1_11 112

| egenvektor v =




Eksempler

A= % __31 ; Vi vil lgse y'(7) = Ay(?):
e Skritt 1: Finn egenverdiene A=2
e Skritt 2: Finn en egenvektorer V = [}
e Skritt 3: Finn en generalisert egenvektbr N S—— — ]

en lgsning til

A—=AL) -w=yv |

—12 2| M| (Y o
~1/2 172 " |w> ST R

i

| :
| generalisert egenvektor w =

— —— = ———




Eksempler

113 1
A : — - - , : | |
2 -1 5 Vi vil lese y'(¢) = Ay(?):

e Skritt 1: Finn egenverdiene A=2

1
1

) —1
e Skritt 3: Finn en generalisert egenvektor W = [ i

e Skritt 2: Finn en egenvektorer V = [

e Skritt 4: Skriv ned den generelle lasningen

y(£) = c;e’v + c,e™(tv + w)

] 1
— Clezt [1_ + 62€2t (t _1




Eksempler
13 1
2 -1 5

® En siste observasjon Vikan skrive A som

A =PJP~!
P! er den inverterbare matrisen J er den triangulaere matrisen
_ 11 A1l |21
P I = |W V| = ] — —
[ | -1 1 [O /ll 0 2
Jordanform

Dette generaliserer diagonalisering...



