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Matematikk 3

Andre ordens diffligninger - Introduksjon



Litt mekanikk

Vart mal: t star for tid
beskrive klossens
bevegelse Cisar —b
J y(7) = avstand

Var strategi: <—|# fra toppen
forsta alle

kreftene som v

virker pa klossen —

x> keren konstant

Hookes lov: F(y) = —ky bestemt av fjaeren

kraften som virker j

pa klossen

f\ m er klossens

Newtons andre lov:  —ky(¢) = my”(r)  M3°°°



Litt mekanikk

Vart mal:
beskrive klossens
bevegelse Fisor —

al

Var strategi:
forsta alle
kreftene som v
virker pa klossen —

Newtons andre lov: = —ky(r) = my"(t)

-y +ky(1) = 0

en andre ordens differensialligning

t star for tid

y(7) = avstand
fra toppen

k er en konstant
bestemt av fjaeren

m er klossens
masse



Litt mekanikk

vart mal: t star for tid
beskrive klossens
bevegelse Fisor —»

: y(7) = avstand
Var strategi: <—|# fra toppen
forsta alle
kreftene som v k er en konstant
virker pa klossen —

bestemt av fjaeren

m er klossens
f(?) er en ekstern masse

kraft Ny (1) = my"(t) + ky(t) —cy'(?)

c er en konstant
bestemt av
omgivelsen



Litt mekanikk

Vart mal: t star for tid
beskrive klossens
bevegelse Cisar —b

j y(7) = avstand
Var strategi: <—|# fra toppen
forsta alle
kreftene som v k er en konstant
virker pa klossen — bestemt av fjaeren

m er klossens
f(t) er en ekstern —————— e = masse
| 7, / |

raft my (1) = cy'(t) + ky(

|

- ! Cc er en konstant
bestemt av

en andre ordens differensialligning  omgivelsen




Andre ordens differensialligninger

() - ey + kv = £ |

en andre ordens differensialligning

Hvorfor gjor vi det?

¢ slike ligninger er viktige og har mange anvendelser

/- egenverdier

. egenvektorer
e vi kan lgse dem med vare metoder 9

diagonalisering

basiser
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Matematikk 3

Andre ordens diffligninger - Homogene ligninger



Homogene ligninger

kan erstattes med et apent intervall
a, a; er konstante / e

reelle tall

y(?) er en funksjon R — R { Viantar at y(7) er to ganger

; . kontinuerlig deriverbare ./
o ; - - |

- Y@ +ay' (D) +agy(t) =0foraller |

andre ordens differensialligning (med konstante koeffisienter)

Vart mal er a beskrive alle lgsninger

en “homogen” ligning en “inhomogen” ligning

{ ( kommer senere

$ 0 3 y'(1) + a1y’ () + agy(t) VO +ay( + agy®)




Homogene ligninger

a, a, er konstante
reelle tall

{ viantar at () er to ganger |
“kontinuerlig deriverbare =/

M y”(t)+aly (t)+aoy(t) =0 |

andre ordens differensialligning (med konstante koeffisienter)

Vart mal er a beskrive alle lgsninger

Eksempler:

*y' () +y(1)=0 * y' () —y1n=0 * y'(t) +4y() + 4y(1) = 0



Homogene ligninger—""

{ viantaraty(?) er to ganger N
“_kontinuerlig deriverbare /

YO +ay®+agy(n =0 ]

TV =%R,R)

Lasningsmengden til y'(7) + a,y'(¢) + ayy(¢) = O er et reelt vektorrom.

\; et underrom i

\‘* ¢ nullffunksjonen er en lgsning v

V=6%R,R)
e for to Iasnlnger_nyl_(_;_)._pg V5(1):
"
V(@) +3,@0)" = y/(@) +y,(1) =—ay@) —ay— ay,(t) — ayy,(¢)
= — a;(y (1) + y,()" = ag(y (1) + y,(1)) z L(%:n.yﬁg) erogsa oy

e for en lasning y(7) og et reelt tall c:
cy(t) er ogséa v

(cy(1))" = c(—ay'(t) — agy(t)) = — a(cy(1)) — ay(cy(t)) enlesning



Homogene ligninger

|
[
!

|

Lasningsmengden til y“(¢) + a,y'(¢) + ayy(¢) = O er et reelt vektorrom.

K’ ' @ Hvordan finner vi a |

'ﬁ -

=—_ ——

~ hva er dimensjonen av
losningsrommet?
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Matematikk 3

Andre ordens diffligninger - Lasningsmetoden



Homogene ligninger—"""

7 viantar at y(¢) er to ganger \
“_kontinuerlig deriverbare /

YO+ ay () +ay(0) =0

ay, a, er konstante
reelle tall

* V=%6%R,R)

andre ordens differensialligning (med konstante koeffisienter)

Lasningsmengden til y“(¢) + a,y(?) + ayy(¢) = O er et reelt vektorrom.

|
|

— — — —

K’ e Hvordan finner vi alle lgsninger? ’;

hva er dimensjonen av
losningsrommet?




Homogene Ilgnln op—""""

ay, a, er konstante ¢/ viantar at y(7) er to ganger N\
reelle tall [— — kontlnuerllg derlverbare -

[
{

| y”(t) +ayy (t) + aoy(t) = O f‘

V=%6*R,R)

lasningsidé :

“ o vi sette"'r,‘xl(t) = y(¥) og x,(¢) = y'(¥) -
e vi fir na t6"ligninger x1(2) = x,(7) o

........... N é(t) — alxz(l.) . aoxl(t)

T ] system av
| x1(2) differensialligninger
p —
XH(1
2( ) dette kan vi lgse!




Homogene ligninger

YO +ay®

losningsidé

xi(1) 0 1 lxl(t) system av

_xé(t)_ B dy — al_ Xz(t) differensialligninger

e anta at A er en egenverdi til ') dvs 1 oppfyller 1> + aA+ay=0

\ 1

daerv =
K

0o 1| [1
_—ao _al_ _/1_




Homogene ligninger

|

xi(1) 0 1 lxl(t) system av

YO + a0

_xé(t)_ B dy — al_ Xz(t) differensialligninger

n

e anta at A er en egenverdi til ') med v = ;

som egenvektor

K" edaer ¢V - /11] en lgsning for systemet
forste \‘ " -
komponente ™ e daer| y(f) = x;(f) = ¢ 4

en losning for

vi sjekker: (") = A%e" = (—a,A — ag)e’ = — a,(e*) — age’

/12:=—a1/1—a0



Homogene Ilgnlnger

| y”(t)+a1y (t)+aoy(t) =0 |

Vi oppsummerer:

y(f) = e’ er en lgsning nar / er en egenverdi til 5 L ]
1 —ay —a
¢ to reelle egenverdier A, # A, \‘ dvs leser 12 + a;) + ay = 0
y(1) = Cleﬂlt + Cze’iﬂ vi har ’j

3 muligheter
e to komplekse egenverdier = a +ibog 1 = a — ib

y(t) = cie” cos(br) + c,e sin(br)

IISTELLE legg merke til
x en ekstra faktor ¢

y(f) = cje™ + ¢ te™

e én reell egenverdi A




Homogene ligninger

|
]1

}s y'(t) +ay'(t) + agy(r) = 0 ‘

Vi oppsummerer en gang til:

Teorem: Lagsningsmengden er et reelt vektorrom av dimensjon 2
som er utspent av de to lineazert uavhengige funksjonene

Aot

o oM og e dersom vi har to reelle egenverdier 4, # 1,

° % cos(bt) og e sin(bt) for to komplekse egenverdier 1 = a + ib og A

O e’“ og te’” dersom vi har kun én reell egenverdi A
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Matematikk 3

Andre ordens diffligninger - Eksempler



Homogene ligninger

|3 V() +ay' (@) + ayy) =0 |

s —— =

Vi har laert:

Teorem: Lagsningsmengden er et reelt vektorrom av dimensjon 2
som er utspent av

Aot

o oM og e dersom vi har to reelle egenverdier 4, # 1,

° ¢ COS(bt) og e sin(bt) for to komplekse egenverdier 1 = a + ib og 1

O e’“ og te’“ dersom vi har kun én reell egenverdi A



Homogene ligninger

YO+ @y + ay(® =0 |

Losningsstrategi:

e bestem Igsningene A til ligningen 1° + aA+ay=0

e avhengig av type Ilgsninger skriv ned lgsningen til

Y1) + ay'(t) + agy(H) = 0



Homogene ligninger

Lasningsstrategi: e bestem lgsningene til 1° + a;4 + ay = 0

¢ sjekk type av lgsningene

e skriv ned Ilgsningen til diffligningen

Eksempel: y'(t)—vy() =0

e )2—1=0 = A+1DA=-1)=0

|

— A=—1lelleri=1 ﬂto reelle lesninger %‘

__

¢ den generelle Igsningen er pa formen

e = e —

| y(t) = cie”" + e’ |




Homogene ligninger

Lasningsstrategi: e bestem lgsningene til 1° + a;4 + ay = 0

¢ sjekk type av lgsningene

e skriv ned Ilgsningen til diffligningen

Eksempel: y'(t) —3y'(t) + 2y(t) =0

e )2 —-314+2=0<= A1-1)U1=-2)=0

< A=1lelleri=2 ﬂto reelle lasninger %‘

__

¢ den generelle Igsningen er pa formen

e e

{a
[

“‘ y(t) = ce’ + cre”’ |




Homogene ligninger

Lasningsstrategi: e bestem lgsningene til 1° + a;4 + ay = 0

¢ sjekk type av lgsningene

e skriv ned Ilgsningen til diffligningen

Eksempel: y'(t) 4+ y(t) =0

e °+1=0 = A=D1+ =0

& A=1i1elleri=—1

¢ den generelle Igsningen er pa formen




Homogene ligninger

Lasningsstrategi: e bestem lgsningene til 1° + a;4 + ay = 0

¢ sjekk type av lgsningene

e skriv ned Ilgsningen til diffligningen

Eksempel: y'(t) —4y'(t) + Sy(r) = 0

e )P —4)1+5=0 = (1-2)Y=-1

' to komplekse |
losninger }

b =

& A=2+4+ielleri=2—1

¢ den generelle Igsningen er pa formen

. e _— — e S

1,
1\
|

|

y(f) = cje*’ cost + coe

e — ===




Homogene ligninger

Lasningsstrategi: e bestem lgsningene til 1° + a;4 + ay = 0

¢ sjekk type av lgsningene

e skriv ned Ilgsningen til diffligningen

Eksempel: V(1) — 4y'(0) + 4y(1) = O

e )P —4)+4=0 = 1=-2)?=0

= A=2 ﬂ kun én reell losning ':{

g

i

¢ den generelle Igsningen er pa formen ...

=
{
!
|
|




Homogene ligninger

Lasningsstrategi: e bestem lgsningene til 1° + a;4 + ay = 0

¢ sjekk type av lgsningene

e skriv ned lgsningen til diffligningen

Eksempel: y'(t) —4y'(r) + 4y(¢) = d kun én reell Iﬁsnlng ;‘

‘i

ﬂ for mer bruker ‘ o)

- vi et w | y(t) = €
K.(ya)e—zf) ¥ (0 - 25(0)
e 2 (y'(1) — 2y(0)) + e~ H(y"(1) — 2y'(1))
{ vi antar at y(t) |

q » Iﬁsn, _ e_2t(y//(t) - 4}7'(1)

R =O

er en lgsning v/




Homogene ligninger

Lasningsstrategi: e bestem lgsningene til 1° + a;4 + ay = 0

¢ sjekk type av lgsningene

e skriv ned Ilgsningen til diffligningen

Eksempel: y”(t) o 4y,(t) 4+ 4y(t) — O d kun én reell Ianing {‘
| for mer bruker | o y(t) — o2 eren losning v

| yi et |

(y()e™)" =0

vi integrerer y(t)e_Zt _ Cll‘ 4 ¢

to ganger
vi deler A ;‘
pae > #0 ﬁ y(t) = cte” + e | er den generelle losningen
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Matematikk 3

Andre ordens diffligninger - Inhomogene ligninger



Inhomogene ligninger

der f(?) er en
kontinuerlig funksjon

y'() + a1y’ (t) + ayy()

N .,
/ -

en inhomogen andre ordens differensialligning

 fo) )
£0

‘“ Hvordan finner vi alle lgsninger?

—— = Ese———me——me— —_——— B —————— S

losningsidé

* anta vi har funnet én lesning y,(f) e dersom y(¢) er en annen lgsning

sa er y(1) — yp(t) en lgsning til y”(t) + aly’(t) + aoy(t) = (0

den tilsvarende homogene ligningen



Inhomogene ligninger

der f(?) er en
kontinuerlig funksjon

y'(t) + a;y'(t) + apy(t) = (1)

en inhomogen andre ordeng differensialligning

Losningsstrategi:

e finn én partikuleer lesning y, (7) til

e finn den generelle losningen y,(¢) til den homogene ligningen

¢ alle Iasninger til den inhomogene ligningen er pa formen

V(O = 3,0+t




Inhomogene ligninger

y'(t) + a;y'(¢) + ayy(t) = f(¢) Losningsstrategi:
- y(®) = y,(t) + y,(t)
1 Hvordan finner vi (t)’? én partikulaer_.) Q\_ homogene
d | ' losning losninger

= : = e

. e ———— =

Strategi: | Vi prover med y (7) av samme type som f{?

—

l _— —— e = 5 —

dvs dersom f(?) er

* pé form e s& prov y (1) = ce”
e pa form sin(at) eller cos(at) sa prov y,(t) = ¢ sin(at) + ¢, cos(at)

e en polynom sa prov yp(t) en polynom av samme grad



Inhomogene ligninger

y'(t) + a;y'(¢) + ayy(t) = f(¢) Losningsstrategi:
| Strateg: = (1) = 3,(1) + yu(0)
Vi prover med yp(t) | én partikulaerj A homogene
| lesning lasninger

av samme type som f(?)

= —— =

Eksempel: Y'(t) = y(t) = t*+ 1 viprovery (i) = at* + bt + ¢
vi setter
y,(1) inn

12+t =)(ar* + bt + &) — (at* + bt + ¢)

=2a —at* — bt —c —at’> — bt —c +

‘-,47 =
\
r

| y(t):cle’+cze_’—t2—t+2 ‘A dvsa=—-1,b=-1,¢c=2




Inhomogene ligninger

y'(t) + a;y'(¢) + ayy(t) = f(¢) Losningsstrategi:
| Strateg: = (1) = 3,(1) + yu(0)
Vi prover med yp(t) | én partikulaerj A homogene
losning losninger

av samme type som f(7).

= —— =

Eksempel: y'(1) — 4y () + 5y(1) = 8cost setty (1) =acost+ bsint
ﬁﬂer
L~y ),(1)inn

(acost+ bsint)"—4(acost+ bsint) + S(acost+ bsint)

= —acost — . i4a sint —4bcost+ S5acost+ S5bsint

== = — ——————— :

*cost+ cye* sint + cost —sint |

() =
dvsa=1,b=-1 L y(t) = cre

= (4a — 4b)cos 1 + (4a + 4b)sin 1 D

‘
f
[
I




Inhomogene ligninger

y'(t) + a;y'(¢) + ayy(t) = f(¢) Losningsstrategi:
| Strateg: = (1) = 3,(1) + yu(0)
Vi prover med yp(t) | én partikulaerj A homogene
losning losninger

av samme type som f(7).

= —— =

Eksempel: V(1) —4y'(0) +4y()) = ' setty, (1) = ce”
vi setter
t inn // /
) (e ey’ —4lce?) +4ce™ (1) oser ikke den

inhomogene ligningen

( = 4ce* — 8ce? + 4ce”

2

ﬂ problemet er at f(7) = ¢

‘ _ __ _




Inhomogene ligninger

y'(t) + a;y'(¢) + ayy(t) = f(¢) Losningsstrategi:
_Strategi: . y(®) = Y, (1) + y,(1)
Vi prover med yp(t) | én partikulaerj A homogene
| lesning lasninger

av samme type som f(1).

sett-y (9 __ 95,2t sett-y Efﬁ - %azz
P p o

prov med en ekstra ¢

Eksempel: V(1) — 4y'(£) + 4y(t) = e*

2 21
sett y (1) = ct
vi setter .ﬂ__.p_r ——

y,(1) inn

.‘ eZt '; (CtZeZI) " 4(Ct2€2t)/ + 4Ct2€2t

»4t2 + 8t 4 2) — dce(2t% + 2f) + 4dct’e?

dvs ¢c = —
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Matematikk 3

Andre ordens diffligninger - Initialverdiproblemer



Initialverdiproblemer

V(1) + ay'(t) \, aoy(t) = f(1)

1y, 11 to verdier

sammen med der y er definert

a og b er reelle tall

Initialverdiproblem: Vi vil finne en lgsning til ligningen
som ogsa oppfyller kravene i , og 7,

Hvordan lgser vi dette? e vilgser ligningen

e vi tilpasser koeffisientene til kravene



Eksempel:

sammen med

Initialverdiproblemer

y "(t) (f) ~! T4t

Vi kjenner den generelle lasningen:

vi krever
na

() =clel+ e —tP—t+2

1 =y(0)=c;e”+ " -0 -0 +2

2 =y'(0) = c;e’ — e’ - 1

altsa ¢; =

dvsc; + ¢, = — 1

dvsc; — ¢, =3

logc, =—2



Initialverdiproblemer

Eksempel: V(1) — 4y'(¢) + 4y(t) = e
/7 y(0) =1\

sammen med

Vi kjenner den generelle lasningen:

1

vi krever y() = 01€2t + Cztezt + Et e
=
¢ 1 =y(0)=c¢ dvsc; =1

e =vy'(1) = e*(2c; + 3¢, + 2) dvsc, = — 1

2,2t

i e
|

|
I

y(t) = e*




