@ ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Vektorrom - Motivasjon: Ligningssystem



Motivasjon

-----------
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X+ 2%+ 2x,+ 5x, + x5 =0
3x; + 6x, + 6x3 + 15x4, + 3x5 =0

ekvivalent ligningssystem

v

Xy + 2% —x4—x5=0
X3+3X4+x5=0

-----
-.® L]
.
.

totalmatrise
1A2A 1A 2 ..... ‘O
2 4 3 7 1
1 2 2 5 1
3 6 6 15 3
radoperasjoner...
1 2 0 -1 -1
O 01 3 1
O 00 O O
O 00 O O

redusert trappeform



Vi lgser ligningssystemet

frie variabler

Vi finner lgsninger:

pivotkolonner

velgx, =1,x,=0,x=0 velgx,=0,x,=1,x5=0 velgx, =0, x, =0, x5 =1
og beregn X, X3 og beregn X, X; og beregn X, X;
-2 1 1
1 0 0
V= 0 V, = —13 vy = —1
0 1 0
0 0 1




Vi loser ligningssystemet

X+ 2x—x;—x5 =0
X3+3X4+x5:()

Vi kan finne flere lgsninger:

-2

1
.10
0

_O_

¢ skalere en lgsning,
dvs gange med et reelt tall,
og far en ny lgsning

+ 5

Vi \D)
o o
1 0
0 -3
0 1
_O_ _O_

o

0

—1

0

_1_

® legge sammen lgsninger
og far en ny lgsning

”Lesningsmengden oppforer seg pa en pen mate.”




Vi loser ligningssystemet

x1+2x2—x4—x5=0
X3+3X4+x5=0

e 5 koordinater VS e 3 frie parameter

Losningsmengden er

¢ ikke noe fem dnsjonalt, men heller

Av R utspentav v,, v,, v,

"
.
.
.

Mal: Gi en presis mening til disse ordene!
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Matematikk 3

Vektorrom - Motivasjon: Differensialligninger



Motivasjon

Finn funksjonene y(7) som tilfredsstiller ligningen

y"(1) + y(¢) = O for alle ¢

vi prover og setterinn...

o L]
.............
. . . .

() =e y(H) = e y'(0)

‘ y”(t) + y(t) — et 4+ et — zet ;é O



Finn funksjonene y(7) som tilfredsstiller ligningen

y"(1) + y(¢) = O for alle ¢

vi prover og setter inn...

. [
" - "

[
P "

ey)=cost v/ y()=—sint "y = -

= V(1) + y(t) = (—cost) + cost=0



Finn funksjonene y(7) som tilfredsstiller ligningen
y"(?) + y(t) = 0 for alle ¢t
4
vi prover og setter inn...

e y(f) = cost v

[
PR

[
“““

e y(t) = sint v () =cost  y'f)=—

ey y'(®) + y(t) = (—sint) + sint =0 v



Finn funksjonene y(7) som tilfredsstiller ligningen

y"(t) + y(t) = O for alle ¢

o y(f) =cost vV e y() =sint v
er en lgsning er en lgsning

Det finnes flere lgsninger...

e y(1) = 3 cost v o V(1) = —\/7 sint v/

® y(f) = 3cost+ (—\/7 sinf) v ...



Finn funksjonene y(7) som tilfredsstiller ligningen

y"(1) + y(¢) = O for alle ¢

oy(t) = COSt \/ oy(t) = sint V/

Generelt: y(f) = ¢, cost + ¢, sint erenlgsning
4 *

]
" s

Sporsmal: Gir oss dette alle lasninger y(7)?



Motivasjon

Spoarsmal: “Hvor stor” er lasningsmengden til ligningen

YO +y0=07

— Cl COS1t + C2

Vi kan altsa

* skalere en lgsning, dvs * legge sammen to lgsninger

gange med et reelt tall, og far en ny lgsning
og far en ny lgsning

Det er samme operasjoner vi kjenner fra vektorer i R".

“Vi kan danne lineazesrkombinasjoner av lgsninger og far en ny lgsning.”



Motivasjon

Observasjon: Lgsninger til ligningen y"(¢) + y(¢) = 0
oppforer seg som vektorer.

Mal: Finne et rammeverk der vi kan

® regne med som med vektorer

e snakke om dimensjon, dvs “storrelse” av en mengde
e gi mening til setningen:

Losningsmengden til y“(7) + y(z) = O er et rom av dimensjon
2 utspent av y,(f) = cost og y,(f) = sint.
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Matematikk 3

Vektorrom - Aksiomene



Hva er egentlig en vektor?

Matematiker: En vektor er et element i et vektorrom.

Mest effektivt!
]
Data Scientist: En vektor er en kolonne med tall. —37
Lett & regne med 2

Fysiker: En vektor er en pil. 7

" noe med lengde og retning

Lett a forestille seg




Vektorer i |

Husk: | R? kan vi lage lineasrkombinasjoner.

¢ Vi kan legge sammen to vektorer:

+: 1

1 4
for eksempel |2]|, | =5

3

x|

6

3

® og vi kan gange en vektor med et reelt tall:

|

for eksempel (—7),

X |
1

2

—3_

3

—>l3
1 4
= 2] + | =5
3 6
—>l3

5
= [-3
9

|



Vektorrom

elementeri V kalles vektorer

Et vektorrom er en mengde V der vi kan danne
lineacerkombinasjoner.

Dette krever at vi har to operasjoner

® to vektorer kan legges sammen:

+:VXV->SYV
uve u+v

® en vektor kan ganges med et tall:

dersom K = R, kalles V
et reelt vektorrom

2
- K X VoYV dersom K = C, kalles V

et komplekst vektorrom

. mengde av tall, for oss R eller C

C,VH C-V



Vektorromsaksiomene

og Vi krever noen regneregler: | et vektorrom er alt
som det skal!

®*u-+vV=YV-+uforalle vektoreruog v

e(u+vVv)+w=u-+ (v+ w)for alle vektorer u, vog w
kalles nullvektor

e Det finnes en vektor 0 slik at v + () = v for alle vektorer v
e For hver vektor v finnes det en vektor —v slikat v + (—v) = (.
e | - v = v for alle vektorer v

o (ab) -v=a-(b-v)foralle tall a og b og alle vektorer v
ea-(u+v)=a-u-+ a-vforalle tall a og alle vektorer u og v

e(a+b)-v=a- v+ b-vforalle tall a og b og alle vektorer v
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Matematikk 3

Vektorrom - Konsekvenser av aksiomene



Ting som gjelder i alle vektorrom

. reelt eller

; komplekst

Vektorrom V (med operasjonene +, )

to pastander

Lemma: La u, v veere vektorer i V. Da eksisterer i V en{ unik ]
vektor X med X + v = U. s

A

“... Er det da ikke apenbart?

o Fordlose x+3 = 1settervix =1+ )

e For alese [x] + [l] = [1] setter vi [
Y 1 l -1
¢ Men e.g. matriseligningen _a b . I 2- = _1 O_ har ingen lgsning!
c d| [3 6] 0 1




Ting som gjelder i alle vektorrom

reelt eller

; komplekst

Vektorrom V (med operasjonene +, )

to pastander!

Lemma: La u, v veere vektorer i V. Da eksisterer i V en{ unik ]
vektor X med X + v = U. S

Vi bruker aksiomer ...... .

.
.

v

v' .
® Visetterx=u+(—Vv): X+v=@+(-v)+v=u+(v+(-vVv)) = u+0<=u

det er en aksiom . .... .
at den finnes!

Aksiom: For hver vektor v finnes det en vektor —v slikatv + (—v) = 0.

Aksiom: (u 4+ v) + w = u + (v + w) for alle vektorer u, v og w.
Aksiom: u + v = v + u for alle vektorer u og v.

Aksiom: Det finnes en vektor 0 slik at u + 0 = u for alle vektorer.



Ting som gjelder i alle vektorrom

reelt eller

; komplekst

Vektorrom V (med operasjonene +, )

to pastander!

Lemma: La u, v veere vektorer i V. Da eksisterer i V en{ unik }
vektor X med X + v = U. s

® Visetterx=u+(—Vv): X+v=@u+(-v)+v=u+(v+(—=v))=u+0=u

.
.

. .

--------

det viser at X er unik <" ‘
Aksiom: Det finnes en vektor 0 slik at u + () = u for alle vektorer.
Aksiom: For hver vektor v finnes det en vektor —v slik at v+ (—v) = 0.

Aksiom: (u + v) + w = u + (v + w) for alle vektorer u, v og w.



Ting som gjelder i alle vektorrom

reelt eller

g komplekst

Vektorrom V (med operasjonene +, )

Lemma: La u, v veaere vektorer i V. Da eksistereri V en _unik vektor XxXmedX+vVvV=uU.

e Nullvektoren 0 er uniki V.

“-» X+ v = v har den unike losningen X = () for alle vektorer v.

R

e For alle vektorer v er —v uniki V.

> X + v = ( har den unike Igsningen Xx = — V.

o



Ting som gjelder i alle vektorrom

reelt eller

; komplekst

Vektorrom V (med operasjonene +, -)

Lemma: La u, v vaere vektorer i V. Da eksistereri V en unik vektor X med X + v = u.

.
.
.
.
.
ant®
.
=u®

e For alle vektorer v harvi (0 - v = (). <

“r0.vy=(0+0)v=0-v+0-v menogsd0+0-v=0-v :

® For alle tall a har vi a - 0= (). €

> a-0=a-0+0=a-0+a-0 menogsa0+a-0=qa-0



Ting som gjelder i alle vektorrom

reelt eller

g komplekst

Vektorrom V (med operasjonene +, )

Lemma: La u, v vaere vektorer i V. Da eksistereri V en unik vektor X med X + v = u.

e Foralle vektorer vharvi(—1)-v=—v. [
e () = (1+(-=1)-v=1-v+(-1)-v=v+(—-1) v fordi —v ogsa er en lgsning

.
.
.
.
.
.
.
.
.

altsierx =(—1)-venlogsningtiix+v=20

e Hvisa - v=10,sa&d maviharentena = ( eller v = ().

|

> antaa # 0, dafinnes tallet ' med a la =1

(P v=@ov=a@v= oo 0)
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Matematikk 3

Vektorrom - Underrom



Underrom

. reelt eller

delmengde komplekst

4

v
UCV Vektorrom V, med operasjonene +y,, -y,

e En delmengde U kalles et underrom av V, dersom U utgjor et
vektorrom med samme operasjonene +y,, -;, somi V.

To enkle eksempler: ~“nullrommet”

U=V -U={6}



Underrom

¢ En delmengde U kalles et underrom av V, dersom U utgjor et vektorrom
med samme operasjonene +y, -, somi V.

.- vektorrom
| 4

Teorem: En delmengde U C V er et underrom hvis og bare hvis
¢ nullvektoren ligger i U

e foralle u, ve Uliggerogsau -+, viU

e for alle u € U og alle tall a ligger ogsa a -y, ui U.

A
“reelle eller komplekse

@
@



Eksempler: Lineaere spennet
=l Vit vyt g EK)

o U=3Sp{vy,V,, ...}, det linezere spennet av vektorer
Vi, Vs, ...i V, er alltid et underrom av V.

0=0-v,4+0-v,+...€U

euwelU dvsu=c;-Vi+c Vo+...W=d;-V,+d, Vo + ...
>u+w=(+d) vi+(c+dy) Vv, + ...

su+welU Vv

cagelK,ueU dvsu=c -V{+¢-V,+ ...

> a-yu=(ac)) v, +(acy) vy + ...

> a-yuelU v



Eksempler: Col og Row

La A vaere en kompleks 1 X n-matrise.

. kalles kolonnerommet til A
v
e Daer U = Col A =rommet utspent av kolonnene i A
et underrom av C™.

Vi kan ogsé skrive Col A = {w € C"|detfinnesve C" med A -v=w}.

. kalles radrommet til A
v
e Daer U = Row A =rommet utspent av radenei A
et underrom av C".



Eksempler: Nullrommet

La A vaere en kompleks m X n-matrise.

..--- kalles nullrommet til A
v

e U=Null A= {xe€ C"|AXx = 0} er et underrom av C".
4
............ i(]::n .."'“.i Cm.““'.

L]
.

A

v ' v
e0c Null AfordiA-0=0

eu,ve Null A dvsA-u=0=A-v
>A-(u+v)=A-u+A-v=04+0=0

=>u+veNull A \/

egeC,ueNullA =A-a@n)=a-A-u)=a-0=0

=>a-ueNull A \/



Eksempler: Differensialligninger

V=%*R) = {f: R > R : f er to ganger kontinuerlig deriverbar}

..+ mengden vi motte i en annen video
e Daer l]: (fe X R): f'+f=0)} C Vetunderromav V.
e 0 = funksjonen som er konstant null, liggeri U +/
of,g€lU dvsf'+f=00gg +g=0
> (f+8)"+(f+o=0"+gD+(f+8=("+/)+g"+g) =0
>f+gelU v
ceacRogfelU
= (a- )"+ (a- O = af'®) + af(t) = a(f(1) + f(1)) = O for alle 1
>a-felU v



Eksempler: Differensialligninger

V=¢[R)={f: R - R :f erkontinuerlig}

U={fe ER):f/(0)=1} CV erikke etunderromav V.
¢ () = funksjonen som er konstant null, ligger ikke i U
of,gelU daer(f+2)0)=f0)+g0)=1+1=2#1

>f+ge& U
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Vektorrom - Underrom i |




Underrom i |




Underrom i |

o U = R?
o U= {0} 4

er underrom




Underrom i |

o [ = R?

OU={O} 3

er underrom




Underrom i |

o [ = R?

OU={O} 3

er underrom




Underrom i |

o [ = R?

OU={O} 3

er underrom




Underrom i |

o [ = R?

OU={O} 3

er underrom




Underrom i |

o [ = R?
OU={O} 3

er underrom

erikkei U




Underrom i |

o [ = R?
0U={O} 3

er underrom




Underrom i |

o [ = R?
o U= {0} 4

er underrom




Underrom i |

o U=R?
o U=1{0]}

er underrom




Underrom i |

o U=R?
o U=1{0]}

er underrom




Underrom i |

o U=R?
o U=1{0]}

er underrom




Underrom i |

o [/ = Rz undgrrom

* U=10j

er underrom




Underrom i |

o [/ = Rz undgrrom

o U=1{0} ; i

er underrom

U

underrom ..

—2u




Underrom i |

o [/ = Rz undgrrom

0U={0} A

er underrom

underrom ..




Underrom i |

o [/ = Rz undgrrom

o U=1{0} ; i

er underrom

U

underrom .. _
u ikke et underrom

—2u




Underrom i |

— 2
¢ U - R undgrrom U
5
‘A

o [/ = {O} :

er underrom 3
underrom .. 2 - ~
v u L kke et underromi

—2u




Underrom i |

o U =R
5
® U — {0} 4
og alle uendelig
lange rette linjer 3

gjennom origo
er underrom!




Underrom i |

o U =R
5
® U — {0} )
og alle uendelig
lange rette linjer 3

gjennom origo
er underrom!




Underrom i |

o U =R
5
® U — {0} )
og alle uendelig
lange rette linjer 3

gjennom origo
er underrom!




Underrom i |

o U =R
5
® U — {0} )
og alle uendelig
lange rette linjer 3

gjennom origo
er underrom!




o U=R?
o U=1{0]}

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

Underrom i |




o U=R?
o U=1{0]}

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

Underrom i |




o U=R?
o U= {0}

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

Underrom i |




Underrom i |

o U=R?
o U= {0}

og alle uendelig

lange rette linjer

gjennom origo \d
er underrom!




Underrom i |

o U=R?
o U= {0}

og alle uendelig

lange rette linjer

gjennom origo ¥
er underrom!




Underrom i |

o U=R?
o U= {0}

og alle uendelig

lange rette linjer

gjennom origo ¥
er underrom!




‘Underromii [

(" ikke et underrom )

‘U=|R2
0U={0}

og alle uendelig

lange rette linjer

gjennom origo L
er underrom!




‘Underromii [

(" ikke et underrom )

‘U=|R2
0U={0}

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo * L
er underrom!

enkle




Underrom i |

o [ = R?
0U={0} A

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

-2
underrom J




Underrom i |

o [ = R?
0U={0} A

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

-2
underrom J




Underrom i |

o [ = R?
0U={0} A

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

-2
underrom /




Underrom i |

o [ = R?
0U={0} A

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

-2
underrom /




Underrom i |

o [ = R?
0U={0} A

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

-2
underrom /




o U=R?
o U= {0}

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

Underrom i |

g+V¢U

—2
underrom /




o U=R?
o U= {0}

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

Underrom i |

g+V¢U

—2
underrom /




Underrom i |

Aie et underro oy
5
dis
o [/ = {0} utv & U

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

-2
underrom J




Underrom i |

A‘i_e Stunderrorn )
T ‘.‘. I 5
o U={0} ik upvgU

og alle uendelig
lange rette linjer
gjennom origo
er underrom!

-2
underrom J
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Matematikk 3

Vektorrom - Lineaer uavhengighet



Det linezere spennet

reelt eller

; komplekst

Vektorrom V (med operasjonene +, )

Lav,,...,v, veere en samling med vektorer i V.

¢ Detlinezere spennetav vy, ..., v, er mengden Sp{vy,...,V,}
som bestar av alle lineaerkombinasjonerav vy, ...,v, i V.

Mer formelt: Sp{vy,...,v,} ={a;-v;+...+aqa,-v, der a,,a,,...,a, ertall}
A

reelle eller .

komplekse
For eksempel:

3 - sin + 2 - cos er en lineserkombinasjon av sin og cos i V = € (R).

Men: sin - cos er ikke en lineaerkombinasjon av sin og cos.



Lineazer uavhengighet

reelt eller

R komplekst

Vektorrom V (med operasjonene +, -)

Lav,,...,v, vaere en samling med vektoreri V.

e Visier at vektorene v, .. V er lineaert uavhenglge dersom
lighingen o

---------
we®®
.
.
.
.
.

4 ..reelle eller
A komplekse
Xl'V1+...+Xn'Vn=0 tall

e fordi vi kan alltid skrive nullvektorensom O - v, + ... +0-v, =0

Ellers kalles vektorene linezrt avhengige dvs dersom vi kan skrive
a-vi+...+a,-v,=0

der minst énav qay, ..., qa, ikke er 0.




Lineazer uavhengighet

Vektorene v, ..., v, er lineart uavhengige dersom ligningen
xpovVi+...+x,-v, =0

_kun har den trivielle lesningen x; = x, = -+ = x, = 0.

REETLE fordi vi kan alltid skrive nullvektorensomO -v, + ... +0-v, =0

Generelle eksempler:

e Dersom minst én av vektorene er nullvektoren, sa er de lineaert avhengige.

+0-v,+...40-v, =0

"> antav, =0, dakan viskrivé 1 -

x; #0 |

® Dersom en av vektorene v, ..., v, er en lineaerkombinasjon av de andre
vektorene, saerv,, ..., v, linezert avhengige.

“..» anta Vi=a, Vo, +...+a da kan vi skrive

n'Y

n’

\— vVi+a, vo+...4+a,-v, =0

x#0



Lineazer uavhengighet

Vektorene v, ..., v, er lineeert uavhengige dersom ligningen
X v+ ...+x,-v, =0

' kun Bar den trivielle lesningen x; = x, = --- = x, = 0.

Eksempel: V = €(R) = {kontinuerlige funksjoner f: R - R}

dette vises i
.en annen video

e Funksjonene cos og sin er linezrt uavhengige. <"

e Funksjonene f(f) = e’ og p(f) = t* — 1 er linezert uavhengige.

_ o ¥ " funksjonen som er
~» vi ser pa ligningenx; - f+x, - p =0 konstant null

husk: x, og x, er konstante tall,

dvs vi har x,e’ + x,(t* — 1) = 0(for

mens ? er variablen i funksjonene

iszer fort = 1: x,e! +x,(1 —1) =0 altséa x;e = 0 og dermed x; = 0

mens for t = 2: 0e* + x,(4 — 1) =0 og dermed ogsa x, = 0




Lineazer uavhengighet

Vektorene v, ..., v, er lineeert uavhengige dersom ligningen

X v+ ...+x,-v, =0

' kun Bar den trivielle lesningen x; = x, = --- = x, = 0.

Eksempel: V = G (R) = {kontinuerlige funksjoner f/: R — R}

¢ Vi ser pa funksjonene
f(t) = cost+ 2sint + 3é’
g(t) = 4cost+ Ssint + 6¢€’
h(t) = 7cost+ 8sint + e’

Daer/, g, h lineaert avhengige i V fordi vi har likheten
—f(t) +2g(t) — h(t) =0 forallet dvs(—1)-f+2-g+(=1)-h=0iV.

FSPWERE 0 ESRMEE 000 R

koeffisienter som ikke er null
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B ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Vektorrom - Basis og Dimensjon



Endelig dimensjonale vektorrom

reelt eller

; komplekst

Vektorrom V (med operasjonene +, )

Sporsmal: Hvor mange vektorer trenger vi for & utspenne V?
Med andre ord: Hvor mange vektorer v, V,, ... i V trenger vi for a kunne si:

For alle vi Vfinnes dettall a,,a,, ... slikatv=aqa,-v,+a,-v,+ ...

For eksempel:

o V=[R2 utspennes for eksempel av [(1)] , E] , [ 0 ]

—17
-l 21| 2] o7
o V=C_> utspennes for eksempel av O I|.131,1il.154+1i|l.]0].
0 41 LOJ L1 13 | —1_



Endelig dimensjonale vektorrom

reelt eller

; komplekst

Vektorrom V (med operasjonene +, )

Sporsmal: Hvor mange vektorer trenger vi for & utspenne V?
Med andre ord: Hvor mange vektorer v, V,, ... i V trenger vi for a kunne si:

For alle vi Vfinnes dettall a,,a,, ... slikatv=aqa,-v,+a,-v,+ ...

For eksempel:

e Kan vi ogsa utspenne V = é(R) av vektorer?
A

Ja, fordi hvert vektorrom utspennes av alle sine vektorer. =~

Men det er uendelig mange...



Endelig dimensjonale vektorrom

reelt eller
; komplekst

Vektorrom V (med operasjonene +, )

* Vi sier at vektorrommet V er endelig dimensjonalt dersom det finnes
elf endelig $amling med vektorer v, ..., v, som utspenner V.

Med andre ord: For alle vi V finnes det tall 4, a,, ..., g, slik at
v=a,-v;+...+aq,-V,

Eksempler: .- utspent av kolonnene til en matrise A
v
o R?, C3, faktisk er alle R”, C" endelig ® Col A er endelig dimensjonalt.
dimensjonale.
eOgV=6(R)? Nei! V=%E(R)erikke endelig dimensjonalt.

LW



“En basis er den mest effektive .
maten a beskrive V.” BaSIS

e Vi sier at vektorene v, ..., v, danner en basis for V dersom
vy, ..., V, bade utspenner V og er linezert uavhengige.

4 : : &
vi faralt med -~ ’ e vi kan ikke droppe noen av vektorene
e Gitt en vektor vi V: Ty

Da finnes det tall ¢, ..., a, med

V=Cl1°V1+...+an-Vn

mer om dette 1 en annen video



Basis

Vektorene v, ..., v, danner en basis for V dersom v, ..., Vv,
bade utspenner V og er linezert uavhengige.

Eksempler: - R L

1 0 0
" " 0 1 0 .
| R" og C"danner vektorenee, = | | [,e,=1| . |,...,e, | . | enbasis.
0 0 1
Den kalles standardbasisen.
) 1 0 .
e | V = R” danner vektorene ¢, = 0 , €y = | en basis;
® men ogsa vektorene v, = . vV, = 2 ellerw, = _O_ W, = —23
e =) S 7] R S b




Basis og dimensjon

Vektorene v, ..., v, danner en basis for V dersom v, ..., v,

bade utspenner V og er linezert uavhengige.

Gode nyheter:

e Hvert vektorrom har en basis.
............................. det er praktisk:

Helee=s& gode nyheter: ortonormal basis

d basis av egenvektorer
¢ Det finnes alltid mange forskjellige basiser.

Knallgode nyheter:

* | et endelig dlmens onalt vektorrom har alle basiser samme antall vektorer.

v ®
.
.
.
.
-
.
.
.
.
.
s
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
s
-
.
.
.
.
.
.
.
s
.
.
.

Dette tallet kalles dimensjon av vektorrommet.



Basis og dimensjon

Vektorene v, ..., v, danner en basis for V dersom v, ..., v,

bade utspenner V' og er linezert uavhengige.

dim V = dimensjon av V = antall vektorer i en basis for V

. . - eller “hvor stor” er V
Hva forteller oss dimensjonen?
| 4
¢ Dimensjonen maler "hvor fritt vi kan bevege oss” i V.

¢ Vi kan bruke dimensjonen for a forsta alle underrom i V.

"> fordi: dim U < dim V nér U er et underrom i V ogdim U =dimV < U=V

e Eksempel: | R har vi kun felgende underrom:

e dim0: {0} e dim I: linjer e dim 2: planer e dim 3: R’
gjennom origo gjennom origo



Basis og dimensjon

Vektorene v, ..., v, danner en basis for V dersom v, ..., v,

bade utspenner V' og er linezert uavhengige.

dim V = dimensjon av V = antall vektorer i en basis for V

Tidligere eksempler:

basis
o V = R? utspennes av [1] , [2] , V‘
O |3 F17
1 —i] [2] [1]
o V=Clutspennesav | 0 |, |3].]il,
0 1 LOJ L1
basis

.-+ kolonnerommet til en matrise A _..- nulirommet til en matrise A

v v

e dim Col A = antall pivotkolonneri A e dim Null A = antall kolonner som ikke er pivotkolonner

mer om dette i en annen video



@ ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Vektorrom - Koordinater



“En basis er den mest effektive B aS| S V et endelig

maten & beskrive V.” vektorrom

e Vi sier at vektorene v, ..., v, danner en basis for V dersom
Vi, ..., V, bade utspenner V og er lineaert uavhengige.

e Gitt en vektorviV. |

Da finnes det tall a,, ..., a, med

:V=a1-V1+...+an-Vn

fordi: om dc‘a‘t‘désé fantes b, ..., b, med

ta differensen : :

V=>b -Vvi+...+Db, -V, .

. -
-

" e

"a

¥
<

lineaer uavhengighet



dimensjonalt

Koordinater Vetendelg

vektorrom

"i velge, Its& en basis % = (v, ...,V ) for V dvs en liste med
veKtorer som bade utspenner V og er linezert uavhengige.

For hver vektor v i V finnes det
talla,, ..., a, med

V=al-V1+...+an-Vn

............... " alts kan vi definere
[V]g =

1

e Vi kaller tallene a,, ..., a, koordinatene til Vm‘med hensyn pa basisen . |

kl

i




dimensjonalt

Koordinater Vetendelg

vektorrom

Vi ar valg, n basis B = (v, ..., Vv,) for V dvs en liste med

vektorer som bade utspenner V og er linezert uavhengige.

|
|
il«
n“

e Koordinatene til VMmed hensyn pa basisen &3

V=a1'V1+...+an'Vn

aq det er en vektor i R" eller C"
a, s 3
[V]gg — o > TP omVeret =~ .. om Veret
. reelt vektorrom komplekst vektorrom
an

|

¢ Vi kaller denne vektoren koordinatvektoren til Vvamed hensyn pa basisen %.]|

Merk: Nar vi velger en annen basis, sa far vi andre koordinater for v




~ebendelig dimensjonalt
i reelt yektorrom

Koordinater

n basis B = (v, ..., Vv,) for V dvs en liste med

Vi ar valg,

¢ Koordinatene til meed hensyn pa basisen 95 |

V=Cl1-V1+...+Cln-Vn

aq det er en vektori R”
a, s
[V]gg — . € omVeret -~
. reelt vektorrom

0
X -9 a2 / o .
en vektorvi V [vlz = | .” | en koordinatvektorii R" ;

oversettes til

\Spoersmali V 3-



Koordinater V etendelia dimensjonalt

reelt vektorrom

Vi ar valg, n basis B = (v, ..., Vv,) for V dvs en liste med

vektorer som bade utspenner V og er linezert uavhengige.

~oversettes til

\pzrsmél i "
© basiser og koordinater ©
For eksempel:
* Teorem: Vektorer W, ..., W, er linezert uavhengige i

hvis og bare hvis koordinatvektorene (W] 4, ..., [W.] 5 er
linezert uavhengige i R



Koordinater
Eksempel: V = €(R) = {kontinuerlige funksjoner f/: R — R}

Vi ser pa underrommet U = Sp(cost,sint, e’} i V.

Vi velger en basis B = (cost, sint, e’) for U.
| 3

vi ma sjekke at vektorene er
lineaert uavhengige

]
L]
-------

e Vi ser pa funksjoneri U:

() iwgost+m%gsint+”3met 2(7) =ﬁmcost+”§msint+m6£t h(t) =k05f+§£inf+m%€t

. . . . . . -
. . L] . . » .
. * . . . . .
. . .
. L} . .
* — - - - . -
. . ol . . b ‘Y pr— —
- . . L a
. .
* *
" N " .
L4 L2 L4

< < N
3. 6 9.

Spersmal: Er f, g, h lineeert avhengige eller uavhengige i U.



Koordinater

Eksempel: V = €(R) = {kontinuerlige funksjoner f: R — R}

U = Sp(cost,sint,e’) C V  Vihar valgt basisen & = (cost,sint, e’) for U.

f(f) = cost+2sint+3e’ g(t) =4cost+5sint+6e’  h(t) =Tcost+ 8sint + e’

1] 4| va
(fle = |2 [glz = |5 [h] = |8
3. 6 9

7 . hvis og bare hvis 1] 4 VA
1, g, h er lineeert - v |9
uavhengige i U 3 6 9

Matrisen

.
.
.
----
L]

W NI =
@)WY ) N AN
\O© OO0
-
Q
-
i ==
| B
$ ®
:":gl
{ <
1 O
-
P X
‘} 2
'O
§ =2
-
10
ﬂ
A



Koordinater

Eksempel: V = €(R) = {kontinuerlige funksjoner f: R — R}

U = Sp(cost,sint,e’) C V  Vihar valgt basisen & = (cost,sint, e’) for U.

f(f) = cost+2sint+3e’ g(t) =4cost+5sint+6e’  h(t) =Tcost+ 8sint + e’

1 4 7 radoperasjoner...
2 5 8| T ¥
3 6 9 .
radoperasjoner
kun to pivotkolonner endrc:)r Ikke
em——— relasjonene
mellom
Dette viser at /, g, /1 er linezert avhengige i U. kolonnene
7 1 4| <
8 = (=D |21+ 2|5 dvs(=1)-f+2-g+(=1)-h=0iV.

3. kolonne 1. kolonne 2. kolonne



B ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Vektorrom - Basis for Null og Col



Basis for Null A

La A vaere en reell m X n-matrise.

. ..» ligningssystem
..--nullrommet til A > 11gNINgssy

Null A ={x €& 4 = er et underrom av R".

e Sparsmal: Hvordan finner vi e ;- r Null A?

Eksempel:
i 1 3 -2 2 —6 | radoperasjoner... _1 3 =2 0 4
A — 1 3 -2 3 -11 _ L 00 O 1 =5
2 6 —4 5 =17 00 0 0 0
-1 -3 2 -1 1 00 0 0 O

redusert trappeform




Basis for Null A

4 x| +{3x,
0
0 3 frie variabler 3
to pivotkolonner _
xl = — 3XZ -+ 2X3 — 4)65
X4 = SXs
Vi far den generelle lgsningen:
(X | _—3x2 + 2x; — 4x5_ 3] A ] 4
X2 X2 1
X = |X3]| = X3 = X5 - 0 + X3 -
Xy . X5 0
_x5_\\--/ X5 0




Basis for Null A

Vi har den generelle lgsningen:

BN —3x, + 203 — 4x5 3
X2 1
= X3 = X - 0 + x5 -
5xs 0
i A5 0
Vi

X er en lineserkombinasjon av v, v,, V5

e Vektorene v, V,, v, utspenner Null A.

e Vektorene v, v,, V; er linezert uavhengige.




Basis for Null A

Vi har den generelle lgsningen:

9] — 3%, + 23 — 4x; -3 2 —4
%4 ) =0 1 0 0
x = [B] = (X3)=0 =X | 0 +x- 1] +x5-[0
X 0 0 5
k%1 ®= 0 0 0] 1
V| Vv, Vs,

e Vektorene v, V,, V5 utspenner Null A.

e Vektorene v, v,, V5 er linezert uavhengige.

\b dersom () = X = x,V; + X3V, + X5V3, 4 ...

e Konklusjon: Vektorene v, v,, V5 danner en basis for Null A.



Basis for Null A

Oppskrift for & finne en basis for Null A:

e Bruk radoperasjoner og bring matrisen pa redusert trappeform.
¢ Finn den generelle Iasningsvektoren for det tilsvarende ligningssystemet.
e Separer den generelle lgsningen i en sum av vektorer,

¢ Logsningsvektoren er na en lineaerkombinasjon av vektorer med de frie

variablene som koeffisienter. A o o )
............ ‘ -3 2 —4

...................................... 1 . 5

T —" | o lae el

e Disse vektorene danner en basis for Null A. 1o ol T | s

e Dette viser: dim Null A = antall frie variabler = antall kolonner som ikke
er pivotkolonner



Basis for Col A

La A vaere en reell m X n-matrise.

vi ma kaste ut kolonnene
... kolonnerommet til A & som er linezerkombinasjoner
: av andre kolonner
\ 4

Col A = underrommet av R™ utspent av kolonnene i A

e Sporsmal: Hvordan finner vi e - r Col A?

Eksempel:

radoperasjoner... _1 3 =2 0 4 ]

A= - . 0O 0 0 1 -5
O 0 O O O

00 0 0 O
a, as redusert trappeform

1. kolonne 5. kolonne



Basis for Col A

] 4 .il 32 =3. al
a, = —2 - Q
0 radoperasjoner 3 (=2) 1
O endrer ikke
relasjonene Ay = 431 + (—5) - ay
mellom

kolonnene fordi
losningsmengdene av
lighingssystemene er like

to pivotkolonner

Col A = Sp{a19329 33,34, 35} — Sp{alaa4}

1 2 1 0

: : 1 3 0 1

e Vektorene a,, a, er lineaert uavhengige. (a1 4] = > s |1~ 1o o
-1 -1 0 0

e Konklusjon: Kolonnene a,, a, danner en basis for Col A.




Basis for Col A

VOpp;sI_(‘rift for & finne en basis for Col A:

e Bruk radoperasjoner og bring matrisen pa redusert trappeform.

¢ Vi ser hvilke kolonner er pivotkolonner.

* Kolonnene i de atrisen A som blir til pivotkolonner i
redusert trappeform danner en basis for Col A. - -

, 1 2
| Merk: radoperasjoner ‘ (31 A4] = 5 /
mendrer kolonnerommet! | 1 —1

——

e Dette viser: dim Col A = antall pivotkolonner i A

e Teorem: dim Col A + dim Null A = n (antall kolonneri A)



Basis for Col A

VOpp;sI_(‘rift for & finne en basis for Col A:

e Bruk radoperasjoner og bring matrisen pa redusert trappeform.

¢ Vi ser hvilke kolonner er pivotkolonner.

* Kolonnene i de atrisen A som blir til pivotkolonner i
redusert trappeform danner en basis for Col A. - -

, 1 2
| Merk: radoperasjoner ‘ (31 A4] = 5 /
mendrer kolonnerommet! | 1 —1

——

e Dette viser: dim Col A = antall pivotkolonner i A

e Teorem: dim Col A + dim Null A = n (antall kolonneri A)



B ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3
mD 2

Vektorrom - Koordinater i |




Koordinater i |

y-akse

5
W = [2] =2-e,+4-e,

1 1A

w

np

e Standard-
basis x-akse

-6 -5 H 13 2 0 e, *? 3 4 5 6
& = (ela e2)

) *)

&




e Standard-

basis

g — (el, E2)

Koordin

5

ater i |

y-akse

4

-6

-5

x-akse




e Ny basis
B = (V],V,)

o’
P

Koordinater |

.




e Ny basis
H = (Vy, V)

punkter i pla‘.
6-koordinater! ./

Koordinater i |




Koordinater i |

y-akse

W :, ]
) x-akse -
2V ) 2 2V1

Y2
“6 5 4 3 2 1 At e, 2 3 4 5 f\
-1
-2 1
1L
3 ' 3 Ll 2]
e Standard- . i T |
basis 4 T e Ny basis
% — (61,€2) T—l L 2 -1 % — (V19V2)
-6




Koordinater i |

| mer om dette 1 det
neste kapitlet ...

le]lg =T -

&l =T

[ 1/3
—1/3
1/3
2/3

]fordiV1=1'V1+O'V2

e Standard- ..
basis

g —_ (el, 62) | T_l

1e1 2 3 5 6
[Vz]@: ]fOrdiV2:O'V1+1'V2
1
3 |-1 2
T e ® o Ny basis
{ Lineeaertransformasjon )
M, e " K = (Vla VZ)
M“'



