B ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Lineaertransformasjoner - Introduksjon



Reelle funksjoner

grafen til funksjonen

_1
J) —EX

grafen til funksjonen

f&) = x7 !

M.oooo
we

-6

en annen mate

a tenke pa Analyse: deriverbare
funksjoner transformasjoner
Linezer Algebra:

lineaere transformasjoner

1

[R mengde

¥ al o J(x)



en annen mate
a tenke pa
funksjoner

grafen til funksjonen

f&) = x7

Andre eksempler

-6

_1
J) —EX

grafen-til funksjonen

l\).oooo
we

transformasjon til noe

en datamaskin forstar
ST
stor og »! | liten og
mysterios /M -\\A {O 1 } siiss
N :
-5
n /\\J{ O om 7 er partall
» )
1 om 7n er oddetall



Eksempler

grafen-til funksjonen

_1
J) —EX

grafen til funksjonen

f&) = x7

M.oooo
we

® 1 4 5 6
en annen mate
a tenke pa
funksjoner T
9 /ﬂ': \ 3 . eksempelpaen
R R “ lineaertransformasjon ,“-
A en reell 3 X 2-matrise i Ll |
X A-X




Eksempler

grafen til funksjonen

f&) = x7

-6

en annen mate
a tenke pa
funksjoner

\‘ “abstrak
"a,cost+ a,sint + a;e’

N

grafen-til funksjonen

_1
J) —EX

l\).oooo
w.ooooooo

transformasjon til
T koordinatvektoren

—eksempel pa en

-6

3
_R_ “ lineertransformasjon |
a o
- la ,_\konkret”
_,//v iy




Eksempler

L=

6 7

ogonal projeksjon
pa et underrom “geometrisk”

planet U = {x+y—z7z=0}

X l\\J ortogonal projeksjon av x pa U



Lineaertransformasjoner

6

Vi skal studere transformasjoner

e som tar hensyn til at
V og W er vektorrom

e som sender linescerkombinasjoner
til linezerkombinasjoner ‘

—6 -5 —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4
® som respekterer

operasjonene +og :i Vog W

ST

vektorrom |/ W  vektorrom

¥ A s I(v)




@ ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Lineaertransformasjoner - Definisjon og Eksempler



Lineaertransformasjoner

6

Vi skal studere transformasjoner

e som tar hensyn til at
V og W er vektorrom

e som sender linescerkombinasjoner
til linezerkombinasjoner ‘

—6 -5 —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4
® som respekterer

operasjonene +og :i Vog W

ST

vektorrom |/ W  vektorrom

A T(v)




Lineaertransformasjoner

T
/,_-\

vektorrom V W vektorrom
\Y /\\J T(v)

Vi sier at 1 er en lineaertransformasjon dersom
o J(u+v)=T()+ 7(v) for alle vektorer u, vi V

* I{a-v) = a-I(v)for alle vektorer vi V' og alle tall ¢



Lineaertransformasjoner

N

T(v)

V vektorrom

M/ vektorrom

T(u)



Lineaertransformasjoner

u-+v

V vektorrom

T(v)

VV vektorrom

Tw)+7T(v) =T+ v)

T(u)



Lineaertransformasjoner

u-+v

av
V vektorrom

T(a-v)y=a-T(v)

T(v)

M/ vektorrom

Tw)+7T(v) =T+ v)

T(u)



Lineaertransformasjoner

T € lineaertransformasjon )

eT(a-v)=a-T(v) vektorrom |/ W' vektorrom

\Y V T(v)

T sender nullvektoren i V til nullvektoren i W-:

e f(u+v)=T()+ T(v)

70,) =0y, fordi 7(0,) = T(0 - v) = 0 - T(v) = 0,
T sender lineaerkombinasjoner i V til lineaerkombinasjoneri W:

Ia -vi+...+a,-v)=a,-T(v)+ ... +a,-T(v,)



a(vi —v,)

()
QT a - V —
N VA a3+ 2vy)

RZ_

—3u; + 2u,

Eksempler

(uy +vy) — (uy +v,)

Uy — Uy

-
Vo

Vv

281

CZVI

T er en lineartransformasjon fordi

(u; +vy)

—3(I/l1 + Vl) + 2(”2 + Vz)

Vl — V2
Vl — T< [
—3\/1 + 2V2 e

Vi—W

—3v; + 2v,




Eksempler

Vz_ \J T< \‘2 ) -

T er ikke en lineaertransformasjon fordi




Eksempler

I
R3 p— V - W — RS -
vy vy 1
| A 7| = [
V3 V3 b3

T er ikke en lineaertransformasjon fordi

v, \ 2v, V; ), \
T2 = |43 Vi| =2T| |2 om v, # O eller v; # 0
3 Vv
V3 ) _8\/33_ V3 Ay




Eksempler

I

EXR) =V T Ay _am)

fa _aThH=1~f

T er en lineartransformasjon fordi

cT(f+9) = (f+8) ' —(f+8) =f —f+g' —g=T()+T) ¥

*Ta-fi= (a-f)'=@fH= a-(f'-H=a-1(f) ¥




B ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Lineaertransformasjoner og Matriser



Linezertransformasjoner

T € lineaertransformasjon )

e T(a-v)y=a-T(v) vektorrom |/ W' vektorrom

\Y ,\\J T(v)

Anta at % = (v, ..., Vv,) er en basis for V.

e f(u+v)=T()+ T(v)

Teorem: Da er 7 fullstendig bes‘.’te“mt av vektorene
HV )

fordi: v

La v vaere en tilfeldig vektori V. Da finnes det tall a,, ..., a, med

e V=Cl1°V1++Cln°Vn

Iv)y=Ta,-vi+...+a,-v)=a,-T(v)+...+a,-T(v,)

U LELUDANTI T



Lineaertransformasjoner

Iy

T
R” R™

V A-x =T,(x)

1, er en linezertransformasjon fordi

A en reell m X n-matrise
X

e A-x+y)=A-x+A-y V eA-@a-X)=a-A-x)
La 9B = (e, ..., e, ) veere standardbasisen for R".

T(e)) = a, T(e,) = a, T(e,) =a,

forste kolonne i A - andre kolonnei A - nte kolonnei A -




Lineaertransformasjoner

I

TN
R” R™

X T(x)

l\\_,.,/’v

Anta at 7/ er en lineaertransformasjon:

vi kaller A
standardmatrisen til 7

| a
! n

Da kan vi definere en m X n-matrise A slik at ﬂ T(x) =A-xforalleXxi

vi definerer kolonne i A:

* A A

forste kolonne i A - andre kolonnei A - nte kolonnei A -




Eksempler

T
_V_ _v_ VI_V2
1] 4 1
v, \J T< Vs ): Vi
L L _—3v1+2v2_

Hva er standardmatrisen til 772

-1 - -
1
o 7(e) = T( [O]) =11 e 7(e,) = T([(l)]>= (2)




B ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Lineaertransformasjoner - Kjerne og Bilde



Egenskaper av funksjoner

funksjon/transformasjon/avbildning

/J-—"'\\\A

mengde M N mengde

X T(x)
M N

OIm T

elementer i N kan
fra hvert element i M starter treffes av ingen, én eller

noyaktig en pil flere piler

Vi definerer bildet til 7’ som mengden av
elementene i NV som treffes av minst én pil.



Egenskaper av funksjoner | ey |

endelige

M N ~ mengder: |

Vi sier at 1" er surjektivdersom e hvert element i NV treffes av minst én pil.

e for hvert y i N finnes det minst én xi M med 7(x) = y.

REREE én eller flere

e dersom{Im 7 = N.




Egenskaper av funksjoner | “wiciv |

endelige

M N '~ mengder:

HM<HN |

Vi sier at 7 er injektiv dersom e hvert element i /N treffes av maksimalt én pi

e for hvert y i N finnes det maksimalt én x i M med 7(x) = y.
e muligens ikke noe x i det hele tatt

l
!
il

i N, s& ma vi ha|x, = x; |

e dersom ﬁT (x1) =

impliserer



Eksempel

f er hverken
injektiv eller

- surjektiv
......... Ao@ o ssleoaas grafen til funksjonen

; 84) = 5

g er b_éde grafen t|I funks;onen

injektiv og o) = 2 . 2
- surjektiv | :

1
ey 5 4 3 ) 1 _0 1 2 3 4 5 6 M

mengde M = R I N = R mengde
X T(x)



Eksempel

O treffes av 2.,4.6,...
T er surjektiv,

men ikke injektiv 1 T | treffes av 1,3,5,...
\ {0,1}
n /\\__,/'{ O om 7 er partall
1 om n er oddetall
T er injektiv,
~ men ikke surjektiv T
N | N kun tallene 2,4.6,... treffesav T

nw2n



Lineaertransformasjoner

|
| lineaertransformasjon }{,

T L™

vektorrom |/ W' vektorrom

ﬂ

Ker TCV
 er et underrom |

Vi har allerede definert bildet til T

e Im 7 = {alle w i W slik at det finnes minst én v

' ImTCW |

 er et underrom |

med w = 7(v)}

| Bade Ker T

Na definerer vi en ny mengde, kjernen til 7:

e Ker 7= {alle vi Vslikat 7(v) = 0}

oglm 7T
alltid
inneholder
nullvektoren




Lineaertransformasjoner

A en reell m X n-matrise TA

VVTA(V):A-V

eIm 7, = {allewiR"| detfinnes minstén v med 7,(v) = w}

= {alle w i R™| det finnes minstén v med A - v=w}

= Col A

eKer 7, ={alleviR"| T,(v) =0}
={alleviR"|A-v=0)}
=Null A




Eksempel: Differensialligninger

lineaertransformasjon

rom av to ganger kontinuerlig

deriverbare funksjoner - /,\
v GAR) G(R)

fal  _aTh=r+/

o Ker T = {alle funksjoner f i Vslikat 7(f) ="+ f =0}

= lgsningsmengden til differensialligningen /" + f = (



Lineaertransformasjoner

lineaertransformasjon

T

Ker TCV vektorrom |/ W' vektorrom Im7TCW
\Y /\\J T(v)

Vi har fremdeles: e [ er surjektiv hvis og bare hvis Im IS W

For en linezertransformasjon / har vi ogsa:

e T er injektiv hvis og bare hvis Ker 7'= {0}.

| ma sjekke kun

 énvektor!! ©@ |

.*
.
.

4
[
|




Lineaertransformasjoner

lineaertransformasjon

T

Ker TCV vektorrom |/ W' vektorrom Im7TCW
\Y /\\J T(v)
o T er injektiv hvis og bare hvis Ker 7= {0}].

fordi:

e anta 7 er injektiv: e anta Ker 7= {0}:

dersom u € Ker 7, sa har vi
T(u) = 0 = 7(0) dersom7T(n) =T(v) =

<‘W er et vektorrom ‘> Ker T = {0}

Tw) - T(v)=0 ~__» Tu-v)=0

T lineeertransformasjon

T injektiv



Lineaertransformasjoner

lineaertransformasjon

endelig dimensjonalt /’\ W endelig dimensjonalt
vektorrom | V vektorrom

i‘i dimKer T+ dimIm T=dimV |

== = —_———

e Dersom 7 er injektiv: H dimV < dmW j(_

‘@

I

[ — s

e Dersom 71 er surjektiv: ﬂ dimV > dimW

e Dersom 7 er bade injektiv og surjektiv: ' dimV = dim W |

I

e



B ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Lineaertransformasjoner og Basiser - Del 1



Lineaertransformasjoner_

| _ ]
p '{i,ﬁ er en linezrtransformasjon! |

endelig dimensjonalt m _ e
vektorrom '
el L 4 V Rn B _

N, [:’]9? = a = p(V)

a-vi+...+a,-v,=YV

antadimV =n

" koordinatvektoren til v
med hensyn pa basisen &%

| Vi velger en basis |
B=(v,...,v,)forV |

g

eu=c; -vi+...+¢c, -V, ehb-v=ba -Vv,+...+ba,- v,
v+tu=(a+c¢)-Vi+...+ @, +c,)-v, ba,
i S pb-vy=|: |=b-pw
a; + ¢ a, Cq ban

= V) + pw) -

|
_I_

BV +u) =

a,+ c, a, C,



Lineaertransformasjoner

endelig dimensjonalt /-———\.\A
vektorrom '
© SR V4 R”

antadimV =n

Vi velger en basis

B=(Vi,...,V

n

__




Lineaertransformasjoner

ﬁ -1 | ,B_l er en lineaertransformasjon! |
endelig dimensjonalt A W _ —-—
vektorrom ey Vo R

aj
a1°V1+...+an°an E
° _an_
antadimV =n
| i ] [ a, | _bal_ ( _bal_ \
| Vi velger en basis | o || =1 : 51 : -
% — (Vl,...,Vn) for V | a, ba ba
i ] - - R L")
o (_a1+01_\ (Ta, 1)
o | 51 _ =ba,-V,+...+ba, - v,=bp"
C a
RO a, + c | “n |
u n n | ) \ )
([, Te 1)
=(a,+c) Vi+...+@+c)-v,=p"1: | |+5"]]:
an Cﬂ
L7 L)



Lineaertransformasjoner

p

T
V = Sp{cost,sint, e’} R o

N, [:’]9? = Zi = p(v)

a,-cost+a,-sint+ay-e'=V

dimV =23

" koordinatvektoren til v
med hensyn pa basisen &%

L Vi velger basisen j
A = (cost,sint,e’) for V |

-5
v=(—=2)-cost+3sint+ <——> . el pv) = 3




B ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Lineaertransformasjoner og Basiser - Del 2



Lineaertransformasjoner

lineaertransformasjon
endelig dimensjonalt /“"\ endelig dimensjonalt
vektorrom 1% ~ W  vektorrom
> apvit+..+a,-v,= V /\-..J T(V) =c;-Wi+...4¢, W, o
: antadimV =n ogdimW =m :
| La B = (v,....V,) | | LaD = (w,...,w,) |
veere en basisfor V. | veere en basis for W
a |
= | : _ ? ~ — | :
[V]g N > [T(V)]g =]
é' _an_ A Cm
- koordinatvektoren til v - koordinatvektoren til T(v)

med hensyn pa basisen & med hensyn pa basisen &



Lineaertransformasjoner

lineaertransformasjon

|
|
|

. 0g Vi har basisen

%= / T \ D= W W) K
a-vi+..+a,-v,=v V W T(v) =c¢,-w+...4+c¢, W,
[ 5 l lé
A m X n-matrise |
| P
_al_ _Cl 1
Vlg = | : lf\‘_‘_“_—_—,__/xv | = [Ty
a, Cm
Vi kaller Ay = A (9, D) | med hensyn pé N

'

][

standardmatrisen for T’ ba3|sene 95’ 09 9




LlneaertransformaSJoner

lineaertransformasjon

I

:“ og vi har basisen

B =(V...,V,) forV (Wl,...

.

[ Vi har basisen

forste basisvektor V{ V W T(Vl)

- v | | ma veere like!
0 - |
- i 1

\ - Ag- O | forste kolonne i Ap |

;1

ii‘

Altsa ma vi ha: -

forste kolonne i A; = [T(v)]g andre kolonne i A; =[T(v,)]g ... nte kolonnei A, = [T(v,)]g




‘ _ Eksempel
| Vi velger basisen ( lineaertransformasjon | Vi velger basisen !
. 2 .3 i

B = (cost,sint,e’) for V | T D = (11,1213 for W “

Sp{cost,sint,e’'} =V W = P, = {polynomer av grad < 3}

f e 1(f) = 3e grad Taylorpolynom av /i

husk: f//(o) , f///(o)

— / S~ 3
1O o TOO=JO +f O+ =+ =
2
fi(H) = cost v T(F)@) =1— -
A Y 2
3
A Y 6
Z2 I3

K=y TRO=1+14—+—



- Eksempel ___

' Vi velger basisen
D =t,t50) for W |

| Vi velger basisen ( linezertransformasjon

= (cost,sint,e’) for V|

T =
//’\
Sp{cost,sint, e’} = W = P; = {polynomer av grad < 3}
f(t)v 1(f) = 3e grad Taylorpolynom av fi 0
Ji(t) = cost T(ﬁ)(f)—l—j =1+0-¢ < 2) 1 +0- £
1 2 "\
[/i®O]g = |0 ,
0 o )
3 )
fo(t) = sin t_O_ (@) =1- 3 A = o
0
oDz = |1 ) ]
0
2 3
A= T =1+1+—+1
07 2 6
[z = |0
1.




‘ Eksempel
ﬁ Vi Velger baSisen ‘ ||neartransformasjon ﬁ Vi Velger baSisen :
(COS [, Slnt et) for V i; T 9 = (1,1‘, tz, 1‘3) for W |

Sp{cost,sint, e’} = W = P; = {polynomer av grad < 3}
(t)v 1(f) = 3e grad Taylorpolynom av fi 0
f1(¥) = cost T(fl)(t)—l—g ”L ..9.... < 2) .1 +O t3
_1_ \_~ ‘-\
[/i(D)]z = [0 '
0 10 '
L 041140 A % 0 1
fz(t)zsint_ _ T(fz)(f)=f—g =Vr ity t? + ,m_é_ U Ap = IR
¥ 0 -—-1/6
AD] = |1 \/ _
0
2
fO=¢ THO=1+t+—+—
o 26
[A(D]z = |0
|1




‘ - Eksempel
ﬁ Vi Velger baSisen ‘ ||neartransformasjon ﬁ Vi Velger baSisen :
(COS [, Slnt et) for V i; 9 = (1,1‘, tz, 1‘3) for W |

Sp{cost,sint, e’} = W = P; = {polynomer av grad < 3}

f(t)v 1(f) = 3e grad Taylorpolynom av fi 0

fil®) = cost T(f1>(t>—1—5 =1+ 9,,,t+<—5) P10 F
1 2 “\
[/i®O]g = |0 N

- L o0 1]
i AN o 1 1 ||
f(f) = sin¢ T(fz)(f)=f—g =0+1-1+0- 1+ —= ) Ay = oL
" ) _
0l = |1 | 0 16 116
L0
2 3 1
A = e’ T(]%)(f)—1+t+%+% =14 Lr
" Lrlirey
[z = |0
1.




B ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Lineaertransformasjoner - Isomorfier



Lineaertransformasjoner

lineaertransformasjon
endelig dimensjonalt /“"'\ endelig dimensjonalt
vektorrom V W  vektorrom

« al'V1+...+an’Vn=V V T(V)=a1-T(V1)+...+Cln-T(Vn)

antadimV =n diszdisznﬁ

La B = (V),..., V,) —_—
| anta at 1 er bade injektiv og surjekti

veere en basis for V /L, atl v |

¢ I(v), ..., T(v,) er lineeert ¢ 7(v), ..., T(v,) utspenner W
uavhengige
fordi: dersom 0 = ¢, T(v)) + ... + ¢, T(v,) fordi 7(v,), ..., T(v,) utspenner Im T og
Im7=W

=T(c;vi+ ... + ¢V,

Tinjektv. = ¢ v+ ... +¢,v, =0

A er en basis = i =...c, = 0



Lineaertransformasjoner

lineaertransformasjon
T
endelig dimensjonalt /’\ endelig dimensjonalt
vektorrom 1% ~ W  vektorrom
,al-V1+ ..ta, v, =YV V I'v)=a-1T(v)+ ... +a, - 1(v,)
antadimV =n dimW=dimV=n‘W
LaB=(v,...V,) ——

veere en basis for V /ﬂta at T er bade injektiv og surjektiv |

o T(Vl)’ cooo T(Vn) er |ine%rt_u o T(Vl)’ ey T(Vn) utspenner W
uavhengige

— tm-
\_’ ‘

|

|

)




Lineaertransformasjoner___

La % = (Vl, cees Vn) linezertransformasjon L D= (T(Vl), seey T(Vn))

vaere en basis for V T er en basis for W
endelig dimensjonalt //""\ endelig dimensjonalt
vektorrom V W vektorrom

al-V1+...+Cln°Vn=V

V Iv)y=a,-T(v))+...+a,-T(v,)

vi skriver: W1 — T(Vl)

. antaat Terbade |

| iglektiv 0g surje W, = T(Vz)
w, =1(v,)
lineaertransformasjon
S
Vv |14



Lineaertransformasjoner___

La % = (Vl, cees Vn) linezertransformasjon L D= (T(Vl), seey T(Vn))

vaere en basis for V T er en basis for W
endelig dimensjonalt //""\ endelig dimensjonalt
vektorrom V W vektorrom

al-V1+...+Cln°Vn=V

V Iv)y=a,-T(v))+...+a,-T(v,)

antaatTerbade |
injektiv og surjektiv |

o T er et eksempel pa enﬁisoorf.

dvs det finnes S slik at e S(T(v)) =vforalleviV
lineaertransformasjon e 7(S(w)) =wforallewiW
................ > S L | -
A vi skriver ogsa: | =71




Lineaertransformasjoner

1y

T
R” R”

\_J A-v :TA(V)

A en reell n X n-matrise

\Y%

e T, er en isomorfi hvis og bare hvis A er en inverterbar matrise.

(TA)_I — S — TA—l 4

(TA)_I | flere eksempleri |
A n notatene...

R" R"

A‘l-wvw



Lineaertransformasjoner

lineaertransformasjon

enc dimens'onalt_
vektorrom

endelig dimensionarlt_

vektorrom

] Vi velger en basis
B =(vy...,v,)forV |

g

. . S v Vi
Vi kan definere 7" ved \_//V

og vi velger en basis
9 — (Wl’ ..

—




Lineaertransformasjoner

lineaertransformasjon {
71 Vi kan ogsa definere 7 :
endelig dimensjonalt A/’.“\\ endelig dimensjonalt
vektorrom VvV W  vektorrom

¢ Vi+...+c, v, =T (w)

}ﬂ antadimV =n

| Vi velger en basis 3
B=(v,...,v,)forV |

g

og vi velger en basis
9 — (Wl’ ..

—

e Bade T og 7! er bade injektiv og surjektiv.

e T eren|



Lineaertransformasjoner

lineaertransformasjon {
71 Vi kan ogsa definere 7 :
endelig dimensjonalt A/’.“\\ endelig dimensjonalt
vektorrom VvV W  vektorrom

¢ Vi+...+c, v, =T (w)

}ﬂ antadimV =n

| Vi velger en basis 3
B=(v,...,v,)forV |

g

og vi velger en basis
9 — (Wl’ ..

—

e Bade T og 7! er bade injektiv og surjektiv.

e T eren|



