B ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Projeksjoner - Introduksjon



Ortogonale Projeksjoner

U

X) er punktet i U |
ed minst avstand til x |

6

Py ortogonal projeksjon

pa underrommet U :

e <

Mange ® Lineaer regresjon

7
anvendelser! o Malefeil

e Approksimasjoner

e Fourier-Analyse



Ortogonal projeksjon i

[2
Y4 4

e s _ — |

|
'ﬂ Hva er vektoren P, (w)? {‘.

_—

Wi

[Py(W)]| = llwll cos &



i [R2
yA

Ortogonal projeksjon

'ﬂ Hva er vektoren P, (w)? {‘
W (U=Sp{v})
0 . —""P (W)
) "\ husk: ||P(w)|| = ||w]|| cos
; > X
Wi

"
U= Sp{v} Pyw)=a-v Py(w) = (||[w]| cos0) - v?




Ortogonal prOJekSJon Al
o

||VII Iwll cos 6

Py(w) = T
W U= Sp{v}

W] SIn( + 0) = Wy geeereeeseeeeeeenn,

||Vllsin(a): v2 @°ccccececocscc e .........?...o.. .................. :

P (W)

. é . x
= ||w]||cos(a+6) Vi =||v| cosa

vlwl + VoW, : |v[|||w||(cos a cos(a + 8) + sin a sin(a + 6))

~

= ||v||||w||(cos a(cos a cos O =stmre-st) + sin a(sin a cos O +eosasmt))

2

= ||v||||w||(cos® @ cos @ + sin® a cos )




2

Ortogonal projeksjon i |

y A
[v][]|w]| cos &

|v]|2
" U= Sp{v}

||W” Sin(a + 9) — W2 e .

Py(w) =

||Vllsin(a): v2 @°ccccececocscc e .........?...o.. .................. :

.. Py(w)

. é . x
wy = ||w]| cos(ae+60) v, =|[|v]cosa

en “skalar”,
dvs et reelt tall! |

1




Ortogonal projeksjoni |
y 4

VW

Py(w) =

Eksempel: 6 —4— ‘3‘ _8_
P oYY 6] (4] [s] 24+24 [8] 3 [g
Y v-v  [g] [Is] 4] e4+16 |4 5 |4

_4_ _4_




Ortogonal projeksjon i
y 4

VW

P U(W) —

-

V-V |

U= Sp{v}

V-w=vw +vw,=| V|| w]| cosbd

Py(w) w= —4 V= ;

5 4
Eksempel: - 4] g
VW 51 |4 8
PU(W)z V = — — :
V-V gl I3 4
_4_ _4_




i [

Ortogonal projeksjon
V4

Py(w) =
, A

VW

U= Spiv}

V-w=vw +vw,=| V|| w]| cosbd

|

W = _42 vV = i ” vV og W er ortogonale hvis og bare hvis v - w = 0
Eksempel: ) | Q
VW - 4 K]
Py(w) = V =—F—= : =0
V-V JIE 4] -
_4_ _4_
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Projeksjoner - Skalarprodukt i |




Skalarprodukt i |

Y

|v]|[||w]| cos &

Husk:

en “skalar”,
dvs et reelt tall!




Skalarprodukt i R"

Vi Wi

Vo Wr .
v=]| | ogw= | .7 | vektoreri R"

% W

n

( eller prikkproduktet

¢ Vi definerer skalarproduktet av v og w som:

2%

V-W= VW +VW,+ ...+ VW,

n
4\— reelt tall!

e Lengden av vektoren v er gitt ved:

v =\/V-V=\/v12+v22+...+v,f

t—— etreelttall > 0




Skalarprodukt i R"

v og W vektoreri R"  skalarprodukt: v-w =vw, +v,w, + ... +vw,

lengde: [|v]| = \/V - v = \/vf V24 2

generalisering av Pythagoras:

VI =vi+vi+ ... +v7

n

e Vi har fortsatt:

v-w = |[v][[|w] cos &

4\- vinkel mellom vektorene
| planet utspentavvogw

e Vi sier derfor:

— e e —— == e e ——

|

'V og W er ortogonale hvis og bare hvis v - w = (
L ) | -

—=— — _— e ————— =

K’ _ parallele hvis
notasjon: v L w o
v.w = x| v|/]lw]



Skalarprodukt i R"

v og w vektorer i R"”  skalarprodukt: v-w=vw, +vw, + ... + v w,

lengde: ||v]| = /v -V = \/vf 024 2

ortogonalv Lw < v-w=0

Skalarproduktet er andre flotte egenskaper:

symmetri OV - W=W-V
positivitet oV - V=0 < v = O kun nullvektoren har lengde 0
linearitet ev-(aw+bu)=a(v-w)+ b(v-u)

4 /

V](awl + bul) + ... = avlwl + bvlul + ...



Skalarprodukt i R"

v og W vektoreri R"  skalarprodukt: v-w =vw, +v,w, + ... +vw,

symmetri: v-w=w-v lengde: ||V|] =y/Vv-Vv = \/V12+ sz T T Vr%
positivitet: v-v=0 < v=10 ortogonalv Ll w < v-w=0
linearitet: v - (aw + bu) = a(v-w) + b(v-u)

W T
» o For fast v:

R" R

w I\\J v-w=T(w)

k’ forste kolonne...
» standardmatrise A;? A;eren 1 X n-matrise [

Te)=v, T(e))=v, ... T(e)=v,” A A.=[V V) .. V]=v'

n

;‘!u‘f"‘%ﬂm“ g ; — :;1
!ﬂ linesertransformasjon |

— =

matrisemultiplikasjon




Skalarprodukt i R"

v og W vektoreri R"  skalarprodukt: v-w =vw, +v,w, + ... +vw,

symmetri: v-w=w-v lengde: |[[V|] =+/Vv-vV =\/V12+V22+ +Vr%

positivitet: v-v=0 < v=10 ortogonalv Ll w < v-w=0

linearitet: v - (aw + bu) = a(v-w) + b(v-u)

® For vektorer v og w:

W-V
® P (W) = \4

V-V
J o

ortogonal projeksjon av w pa v V-(W—P, (W) =V -W-—

AT e

NN

V-W—W:-V

!II

ow =P, (W)+ (W—P,(W))

J T

komponente parallel med v komponente ortogonal pa v




S B o

Ortogonal projeksjon i |

-1

|1 w—-P(w)=

0

L1

fordi

-1
0 —
L1

w— P (w)

—1+1=0

-
4
|5
==
1
]

| 11 1
e ek [
l ] 11 ]

U= Sp{v}

P (W) = Py(w)




Skalarprodukt i R"

v og W vektoreri R"  skalarprodukt: v-w =vw, +v,w, + ... +vw,

symmetri: v-w=w-v lengde: ||v|| = \/V'V=\/V12+V22+°~+Vr%
positivitet: v-v=0 < v=10 ortogonalv Ll w < v-w=0

linearitet: v - (aw + bu) = a(v-w) + b(v-u)

e For en vektor v:

WV
® P (W) = V. = P,y(w)

) V-V

. t ortogonal projeksjon
ortogonal projeksjon av w pa v

avwpaU=Sp{v}

e Dette skal vi generalisere til
underrom av storre dimensjon...



@ ‘\‘ I ‘\‘l \ ‘ Kunnskap for en bedre verden

Matematikk 3

Projeksjoner og Ortogonale basiser



Projeksjoner pa en vektor i |

e For vektorer v og w:

W-V
°* Py(w) = V= Py(w)

j V-V

. t ortogonal projeksjon
ortogonal projeksjon av w pa v

avwpaU = Sp{v}

e Dette vil vi generalisere til
| . . |
| underrom av storre dimensjon... |




Ortogonale mengder

113A
. u;
¢ En mengde med vektoreru,, ...,u_ som ikke
er nullvektorer kalles en ortogonal mengde
dersom u,
w,-u=0nari#]j
}\‘ dvs alle er ortogonale
pa hverandre
o Eksempel:
e Omiitillegg ||u;|| = 1 for alle vektorer, kalles
mengden ortonormal.  ——— N
Vi kan alltid normalisere n u= g
1 3]
ved a gange u; med | |
L pe— = —-
lall /14
har lengde 1.

Eksempel: Enhetsvektorene €, €,, ... er en ortonormal
mengde.




¢ En ortogonal mengde med vektoreru,, ..., u,
er lineazert uavhengig.

uy
vivilvisex; = ... =x, =0
fordi: f

xu+xu+ ... +x,u, =0

anvender - u,
pa begge sider

(xju; +xu,+...+x,u ) -u;, =0-u

ortogonal
mengde

linearitet

< xl(lll y lll) + :

*x(uy-uy) =0 ‘ «»

u, #0

\,__/#O

gjentamed - u,, - Uj, ...



Ortogonale basiser

som er en basis for et underrom kalles en

¢ En ortogonal mengde med vektoreru,, ...,u, <
ortogonal basis.

u
Eksempel:
Enhetsvektorene ¢, e,, ..., €, danner en ortogonal basis for R".
(—2] 0 ]
u; = |1|{,u, =] 1 |,u;=| 1 | danner en ortogonal basis for R>.
1 L1 —1.
-1 - O h
Mens vi=|1|,V,=|1]|,V3= | 1 | danner en basis for R?
‘ 1 —1.

som ikke er ortogonal.



L

La U C R" veere et underrom med en

ortogonal basis % = u,, ...,u, . La u veere en vektori U.
e Koordinatene ¢, ..., a,, til u med hensyn pa basisen AB er
u, - u u, - u u, -u
dy = a) = . Ay =
U - u ) Y 1 D) u,-u,
u, -u u, - u u -u
med andre ord: u = u; + u, + ... + u,

u; -y U - u, - -u,



Ortogonale basiser

A
64 Ortogonale basiser er kjempepraktiske! %{ < u,
uy
La U C R" vaere et underrom med en
ortogonal basis u,, ..., u, . La w vaere en vektor i R".
¢ Den ortogonale projeksjonen av w pa U er
Py(w) = Pul(w) + Puz(w) + ...+ Pum(w)
u, - w u, - w u_ - w
a lll I ll2 + ... 1 um
u; - uy u - u, -,

e P,(w) er punktet i U med kortest avstand til w.




Eksempel:

ll1= 1

OBS!

_O_
Vl — 3

0.

9V2_

Ortogonale basiser

U= {z—planeti R’} w=[1

-
1
1 L1
T
11
0.

er en ortogonal basis for U

1

. N

1 ol L [ 2

| +——— |1 |=2

5 -1 -7 | o 2

0. L] Lo
0ol Lo.

e Det er avgjorende at basisen for UU er ortogonal.

som ikke er en ortogonal basis for [.

Da gir

(— ikke med minst avstand til w
Vi *W vV, W |

vV, + v, feil punkti U.
Vi-Vi Vo Vo



Eksempel:
-

ul — 1 ’u2 —
0.

Ortogonale basiser

U = {z — planeti R?)

V1=

0
3

(0

25 &

15 &

9V2_

-
1

0.

W

-
1

1

formelmed v, v,
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Projeksjoner - Gram-Schmidts metode



| o

——

V og W danner

en basis for R?

K— iIkke ortogonal




| o

————

V og W danner
en basis for R?

L ikke ortogonal

'v og (W — P,(W)) danner

en ortogonal basis for R? |




Gram-Schmidt

| -

————

e Oppskrift for

w— P (w)
to vektoreri R": '

Anta: v og w er
lineaert uavhengige

® projiser w pa v: P (w)

| e sa blir v og (W — P ‘

en ortogonal mengde '
e ta differensen w — P (W) l— I

som utspenner det samme
underrommet som v, w!




Gram-Schmidt

|
|

e Hvordan finner vi en ortogonal basis?

|
| B I

. ™ men ikke ortogonal
e Oppskrift fof tre Anta: vV, Vier o J
vektorer i R": " linezert uavhengige

e settu, = v, ® projiser v, pa planet U utspent av
lll og ll2: PU(V3)

® projiser v, pa u;: P, (v,)

o settu; = v; — Ppy(vy)
e ta differensen v, — Pul(Vz)

ena:u; Lu,ogu, Luy;og u, 1 u;
e settu, = v, — P, (V) o o

| @ altsa er up, U, Uj
end:u; Lu, en ortogonal mengde |

==

som utspenner det
samme underrommet

som Vv, V,, V5!




| -

————

. ™ o  menikke ortogonal
¢ oppSkrlft fo@ Anta: Vl’ V2, V3 er < /j

vektorer i R": linezert uavhengige
® Sett lll — Vl
Vo - Uy
e sett 112 — V2 — Pul(Vz) = V2 — lll
u; - Uy
\ZRA! ¥ A\ | |
.SettU3=V3—PU(V3):V3— S ul_ S 2“2
u; - Uy U - Uy

°u,u,, U, |
en ortogonal mengde |

_ —

som utspenner det
samme underrommet

som Vv, V,, V3!




Gram-Schmidt

™ ‘men ikke ortogonal
® Oppskrift fo{ m | Anta: V,,V,,...,V, er Q.J
vektoreri R linezert uavhenglge

e sett lll — Vl

vV, - Uy C Uy, W, ..., u, danner
°settu, =v,—F ul(VZ) =V~ "o u Uy en ortogonal basis
b - for U = Sp{vl,
V3 ¢ ul V3 ¢ u2 LE— ) e 7!7”77777;
osettu3=V3—PU(V3):V3—u uul—u uu2
1 W 2 - Wy
. V4°ll1 V4°u2 V4'“3
u; -y U - U U3 - U3
®

fortsett prosessen til vi far u, u,, ..., u,, som danner
en ortogonal mengde



Gram-Schmidt ——

» g | | Uy, U,, U, danner
¢ Eksempel: ) i : en ortogonal basis
vV, = , Vo, = ,Vy = _
. 1 Z 1 3 0 - for U = Sp{V13V27 V3}
1 0 0 L
1] 1 4
e sett U =V 1 1
1] LE(H 1] 1 1] | 1/4 ]
1 0] [1] |1 1 3|1 1/4
® —_ — — — _ =
Set@: Vo P (V) = rr et ] T L ! 1/4
| 10 1 1] L1 10 1 |—3/4
1 1
_1_ _1_
o set@z vy — Py(vsy)
1] 1 1] [ 174
1 1 1 1/4
1] 10 L] [1] 0 174 14 2] |we]| [ 1/3]
I B O 02 I 0 I O I A0 I A 14| _ 2| _|we|_ |13
0 1] 1] |1 141 [ 174 1/4 —1/2 1/6 —2/3
0 1 1l 11 1/4 1/4 —3/4 |—1/2 |—3/6 0
1 1 1/4 1/4
1| |1 —3/4| |-3/4
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Ortogonalt komplement

La U C R" vaere et underrom i R”.

e Det ortogonale komplementet til U i R" er mengden

U+ = {alle v i R" som er ortogonal pa alle u i U)

<‘ e U+ er et underrom av R"

e 0 - u = O for alle vektorer; altsd er 0 i U~ /

ev,wiU:(v+w)-u=v-u+w-u=0+0=0foralleui U; altsa v,
erv+wiU"

evilU', aetreelttall: (av) -u=a(v-u)=a-0=0foralle ui U; alts ‘/
eraviU'



Ortogonalt komplement

La U C R" vaere et underrom i R”

U+ = {alle v i R"” som er ortogonal pa alle u i U}

Antaatu,,...,u  eren basis for U.

e v liggeri U L hvis og bare hvis v - u; = Omfor alle basisvektorer u..

\.

hvis v-u = 0foralleu,séiserogsav-u, =0 /

oghvis v-u,=Oforalleu,sédogsav-(aqu, +...+a,u)=0

PreTy

t alle ui U kan skrives sann



Ortogonalt komplement i |

6

La [/ C R?vaere U+ =\{alle v | R"” som er ortogonal pa alle u i U}
et underrom ;

4

; U




Ortogonalt komplement i |

La U C R" veere et underrom i R”

Ut = {alle viR" som er ortogonal pa alle u i U}

UJ_
U




Ortogonalt komplement i |

La U C R" veere et underrom i R”

Ut = {alle viR" som er ortogonal pa alle u i U}




Ortogonalt komplement

La U C R" vaere et underrom i R”

U+ = {alle v i R"” som er ortogonal pa alle u i U}

1IR3 :

Eksempel: U = {planeti R’: x+y+z=0)

1 -
e finneenbasisforU: u, =11 |, u,=1]0

o 04 L1

Vi —1 Vi —1]
veu, = |%|-[1][=0 v-u, = |W|-]10]=0

_V3_ L0 _ _V3_ L] UJ_ _

k —V1+V2=Oa|tSéV1=V2 k —V1+V3zoa|tSéV1:V3

[

(et plan)™ = en linje

(en linje)" = et plan

1ti R



Ortogonalt komplement

La A veere en reell m1 X n-matrise.

Col A er underrommeti R” Null A er underrommeti R”
utspent av kolonnene i A av lesningene til Ax = ()
(Col A)t = - (Null A)* |

transponerte matrisen:
kolonner < rader

Eksempel:
SR

A=11 0 e
L0 1 k" Alx =0

Null AT =<¢

X 0
AT = -1 10 — -1 10 Hl =10 <
~1 0 1 -1 0 1 X 0

[riR e
—X1+X2=O
—X1+X3:O
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Skalarprodukt i R"

reelt tall!

Vl Wl ("
Vo Wr R

v=| . |]ogw= | | vektoreriR V-W=vw +Vv,W,+...+vw,
Vn Wy skalarprodukt av v og w

t— eller prikkprodukt

. Skalarproduktet er utrolig nyttig! |

® |engde: ||V|| =14/V-V =\/V12+V22+ +V3

e avstand mellom vektorer: ||[v — w|| = \/(V — W) - (V—wW)

4 Skalarproduktet |
\_ reflekter geometrien i R’/

| =

H. ortogonalv L w < v-w=

— = =

|

1

|

It
]

e ortogonale basiser, projeksjoner, ...



Skalarprodukt i R"

Skalarproduktet i R" har egenskapene at
symmetri ev-w=w-VvforallevogwiR"

positivitet ev-v>(0foralleviR"

ogv:-Vv = 0 == v=0( kun nullvektoren har lengde 0

linearitet oev-(aw+bu) =a(v-w)+ b(v-u)

for alle u, v, wi R" og alle reelle tall a, b

i‘ e Dette vil vi na generalisere til generelle vektorrom ...

r
0|

— ——— = — e — e ————————— —



Indreproduktrom

Anta at V t' | .V sammen med et indreprodukt |
nta at V er etreelt| ~ \

vektorrom. u kalles et indreproduktrom

e Et indreprodukt i V' er en operasjon som tar inn to vektorer
V, W og gir ut et reelt tall (v, w) med egenskapene:

symmetri o (v, w) =(w,Vv)forallevogwiV
positivitet e (v,v) > OforalleviV
og(v,.v) =0 < v=0
linearitet o (v,aw + bu) = a(v,w) + b(v,u)
for alle u, v, wi V og alle reelle tall a, b

Eksempel: V = R"med (v, W) =V - W




Indreproduktrom

vV og W vektoreri V indreprodukt: (v, w)
symmetri: (v, w) = (w,v) positivitet: (v,v) > 0o0g(v,v) =0 < v=0

linearitet: (v,aw + bu) = a(v,w) + b(v,u)

" Indreprodukter er utrolig nyttige! |

L_L .

kun nullvektoren har
lengde O

e Vi kan definere en lengde for vektorer: ||V|| = 1/(V, V)

¢ avstand mellom vektorer: ||[v — w|| = \/(V — W,V— W)

|
I J—

— = -

linearitet

Merk: (v,0) = O for alle v. fordi (v, 0) = (v,0v) = O(v,v) =0




Indreproduktrom

vV og W vektoreri V indreprodukt: (v, w)
symmetri: (v, w) = (w,v) positivitet: (v,v) > 00g(v,v) =0 < v=0

linearitet: (v,aw + bu) = a(v,w) + b(v,u)

T e —— — L S — ———

|
e Videfinerer at vog w er ortogonale v L w < (v,w) =0

|
|

Hva skjer her egentlig?

- skalarprodukt i R”

geometri i R” - \

algebrai R
geometrii V J

lengde v\ 4 /

avstand
indreprodukt i V

ortogonal
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Indreproduktrom

Indreproduktrom V v og W vektoreri V  indreprodukt: (v, w)

symmetri: (v,w) = (w,v) positivitet: (v,v) > 00g(v,v) =0 < v=10

linearitet: (v,aw + bu) = a(v,w) + b(v,u) ortogonalv L w < (v,w) =0

¢ En mengde med vektoreru,...,u, iV som

iIkke er nullvektorer kalles en ortogonal mengde
dersom

<uiv uj> — O nar i ;é] | samme bew§ som
for vektoreri R" |

—

e En ortogonal mengde er lineaert uavhengig.

e En ortogonal mengde som er en basis for V
kalles en ortogonal basis.




Indreproduktrom

Indreproduktrom V v og W vektoreri V  indreprodukt: (v, w)
symmetri: (v,w) = (w,v) positivitet: (v,v) > 0o0g(v,v) =0 < v=10

linearitet: (v,aw + bu) = a(v,w) + b{(v,u) ortogonalv L w < (v,w) =0

e Gram-Schmidts metode fungerer akkurat som
for skalarproduktet i R":

Anta:v,,v,, ...,V _er
b mz e e settu, = v,

lineaert uavhengige i V
u;,u,...,u danner

(Vo, 1) en ortogonal basis |
u |
(uy,uy) I for U = Sp{v,...,V,,} |
(Vpup)  (vu) —
U, — 2
(uj, uy) (uy, uy)

° : fortsett prosessen til vi far u;, u,, ..., u,, som danner
en ortogonal mengde

¢ sett uz — V2 —

——

e sett U3 — V3 -



Indreproduktrom

Indreproduktrom V v og W vektoreri V  indreprodukt: (v, w)
symmetri: (v, w) = (W,v) positivitet: (v,v) > 0o0g(v,v) =0 < v=0
linearitet: (v,aw + bu) = a(v,w) + b(v,u) ortogonalv Lw < (v,w) =0

La V veere et indreproduktrom med en ortogonal basis
PB =uy,...,u .LavveereenvektorilV.

¢ Koordinatene ¢, ..., a,, til v med hensyn pa basisen & er
<u19 V> <u2, V> <um, V>
a| = a, = a, =
<u19 u1> <ll2, u2> <um, um>
(ug,v)
(up,uy)
(uy, v)
dvs v = U, V) u, + (U, V) S+ (Wy: V) u og [V]y = | (uuw)
(ug, up) (uy, uy) (w,,, w,,) "
(u,,v)
(u,,u,)




Indreproduktrom

Indreproduktrom V v og W vektoreri V  indreprodukt: (v, w)
symmetri: (v, w) = (W,v) positivitet: (v,v) > 0o0g(v,v) =0 < v=0
linearitet: (v,aw + bu) = a(v,w) + b(v,u) ortogonalv Lw < (v,w) =0

La U C V vaere et underrom i indreproduktrom V' med en
ortogonal basis u, ...,u, . La W vaere en vektori V.

¢ Den ortogonale projeksjonen av w pa U er
Py(w) =P, (W) + P, (W) + ...+ P, (W)

_ g, w) (uy, W) (U, W)

— [ 8] + u, e u
<u19 ul> <u29 u2> <um9 um> "

e P, (w) er punktet i U med kortest avstand til w.

L |




Indreproduktrom

linearitet: (v,aw + bu) = a{v,w) + b(v,u) ortogonalv L w < (v,w)=0

/ ortogonal projeksjon pa U: P (w) = Pul(w) + Puz(w) + ...+ Pum(w)

La U C V veere et underrom i indreproduktrom V' med en
ortogonal basisu, ..., u_.

| | hvaer Ker P, =

P, u

//’-—"“\
V U

W!\\___/)

(ow) (W) (W) 0}

| linezertransformasjon |

Py (w)

Ker Py = {WiV

ul ~+ 9) R = u, =
. <ll1,ll1> <ll2, u2> <um7 um> "
lineaer
uavhengighet _
avu,,....u, — {W i V| (u,w)=(u,,w)=...=(u,w)= O}

:{in| (u,w)zOforaIIeuiU} = U+



Indreproduktrom

linearitet: (v,aw + bu) = a{v,w) + b(v,u) ortogonalv L w < (v,w)=0
/ ortogonal projeksjon pa U: P (w) = Pul(w) + Puz(w) + ...+ Pum(w)

La U C V veere et underrom i indreproduktrom V' med en
ortogonal basisu,, ..., u,.

| | Ker P, = Ut |

| linezertransformasjon |

_ Py(w)

W!\\___/)

(ow) (W) (W) :0}

u, + o ... F u
<ll1, u1> <ll2, u2> <um7 um> "

Ker Py = {WiV

= {W V] (u,w) =(u,w)=...=(u,, W) :O}

:{in| (u,w)=0fora|leuiU} = U+



Ker P, i R’

La U C R vaere et underrom i R’

al

Ut = Ker Py

W
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Matematikk 3

Projeksjoner - Indreprodukt pa funksjoner



Indreproduktrom

vV og W vektoreri V indreprodukt: (v, w)
symmetri: (v, w) = (w,v) positivitet: (v,v) > 00g(v,v) =0 < v=0

linearitet: (v,cw + du) = c(v,w) + d(v,u)

V=%€(a,b]) = {f: [a,b] = R : f er kontinuerlig }

a og b er gitt og tallet

Vi definerer et indreprodukt i V: (. ¢} avhenger av dem

1 b
(f,8) = . J f()g(t)dt



Indreproduktrom
symmetri: (v,w) = (w,v) positivitet: (v,v) > 00g(v,v) =0 < v=10

linearitet: (v,aw + bu) = a(v,w) + b{v,u)

V=%(a,b]) = {f: [a,b] = R : f er kontinuerlig }

1 b
(f,8) = b J f()g(t)dt

e Symmetri v/

nb 1 ”b

J(g(ar = b gf(ndt = (g, f)

N
J(Dg@) = g)f (1)

<f,g>=bi

a



Indreproduktrom
symmetri: (v,w) = (w,v) positivitet: (v,v) > 00g(v,v) =0 < v=10

linearitet: (v,aw + bu) = a(v,w) + b{v,u)

V=%(a,b]) = {f: [a,b] = R : f er kontinuerlig }

1 b
(f,8) = b J f()g(t)dt

e Linearitet v/

b
(fig+h) = . [ J()(g(0) + h(1))dt
reglene for 1 b b
Jl P— J J()g(D)dt + — » J JOhDdr = (f, g) + (f. h)
b 1 b
(ficg) = b J' J(H)cg(dt =c J Jgdt = c(f,g)
—-a), b—a),



Indreproduktrom
symmetri: (v,w) = (w,v) positivitet: (v,v) > 00g(v,v) =0 < v=10

linearitet: (v,aw + bu) = a(v,w) + b{v,u)

V=%(a,b]) = {f: [a,b] = R : f er kontinuerlig }

1 b
8) =7— J f(Dg(D)dt
¢ Positivitet v/ ¢

1 b
(i) = 7 J f(H*dt >0
og hvis (f,f) =0,sdamaf =20

>

< /-

fordi dersom det fantes 7, med f(¢,)* > 0,
s& blir arealet under kurven f(¢)? strikt starre enh 0




Indreproduktrom
V=%€(a,b]) = {f: [a,b] = R : f er kontinuerlig }

(f,8) =

b
J J(Dg()dt
b—al,

gjor det mulig a tenke
e Lengde av en funksjon f: ||f]| = \/ {f, ) geometrisk i €([a, b])!

e Avstand mellom fog g: ||f — gl =/(f—&.f— &) /‘

|
&

jﬂ e f og g erortogonale <= (f,g) =10

= — = = S— _—

Kﬁ forenkler a finne N gjor det mulig a dele opp
lineaert uavhengige funksjoner kompliserte funksjoner
og koordinater for funksjoner i enkle funksjoner (Fourier-analyse)




Indreproduktrom
V=%(a,b]) = {f: [a,b] = R : f er kontinuerlig}

b
(f.8) = p J f(Hg(ndt
—d)

e Lengde av en funksjon f: ||f]| =+/(f.f)

|
1\!
|

Eksempel: a=0, b =2z, f({) = sint Isin|| = 4/(sin, sin) =

I 1 (%" 1= cos(2t
; —[ (sint)’dt = J . )df

2
(sint)* = - COS(zt) ‘)

11 1 1 1 (27 1
— t — —sin(2¢) =— | —=——-=0
2r |2 4 _ 2m




Indreproduktrom
V=%(a,b]) = {f: [a,b] = R : f er kontinuerlig}

b
(f.8) = J f()g(n)dt
b—al,
e f og g erortogonale <= (f,g) =10 “ sin og cos er ortogonale f‘

I

Eksempel: a=0, b =2x, f(t) =sint, g(t) = cost

| 1 27 1 1
—J (sinf)(cos)dt = —[ ydy
0

27 ), _j 2T
(sint)’ = cost, y(f) = sint
- q1
1 |1 1 |1
— 2 . o
— = Sin f
2 |27, =27 20




Indreproduktrom
V=%(a,b]) = {f: [a,b] = R : f er kontinuerlig}

b
(f.8) = J f(0)g(t)dt

b—al,

e f og g erortogonale <= (f,g) =10 ﬁf og g er ikke ortogonale }{

e

Eksempel: a=0, b =2z, f(t) =sint, g(t) =t

: 27 .
,, —J tsintdt = ——|[tcost]y” + —J sin tdt

2 0 j 272' 272'
u(t) =t, v'(r) = sint

1 ‘
= — — [tcost]s" — — [cos 1];" {




Indreproduktrom
V=%(a,b]) = {f: [a,b] = R : f er kontinuerlig}

b
(f.8) = J f(0)g(t)dt

b—al,

e Gram-Schmidt: U = Sp{/, g} f og g er linezert uavhengige,
men ikke ortogonale

Eksempel: a=0, b =2z, f(t) =sint, g(t) =t

® Vi Setter hl :f ".—:a—ess——;——-.——! . , — { _ 71‘
(f. g) | (1) =sintog hy(1) =t +2sint |
® vi beregner 1, = g — - J danner en ortogonal basis for U |
(sint,t) .
: : Sin £
(sint, sint)
(=7+2sint

= f———3sIint
1/2
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Matematikk 3

Ortogonal projeksjon av funksjoner



Indreproduktrom

V=%€(a,b]) = {f: [a,b] = R : f er kontinuerlig }

Vi har definert et indreprodukt i V-

I
[
(

1 b
(f,8) = b J J(0)g(nat

—d

— — S e —— = M S — —

- Viserpaa =0, b = 2x og vil studere

| projeksjoner pa underromi V.

e — — = ===



Indreproduktrom
V=%(0,2n]) = {f: [0,27] — R : f er kontinuerlig}

1 27
(f,8) = —J J(D)g(t)dt

27 ),

funksjon som
er konstant 1

e Vi vet allerede at sin og cos er ortogonale/

e Vi ser ogsa at 1 og sin er ortogonale, og 1 og cos er ortogonale.

1 27
(1,sin) = —J sin tdt
27 ),

27




Indreproduktrom
V=%(0,2n]) = {f: [0,27] — R : f er kontinuerlig}

1 2n
funksjon som (f,g) = 2—ﬂ_J f(t)g(t)dt

er konstant 1 \ 0

e Vivetaltsd at {1, cos?, sint} er en ortogonale mengde.

e sin(nt) og sin(mt) er ortogonale for alle m,n > 1, m # n.

n 2T

k’ (sin(nt), sin(mt)) = L sin(nt)sin(mi)dt

27 ), _

1 n AT 1 \
— | —(cos(mt — nt) — cos(nt + mt))dt
2m )y 2

1 |sin(mt —nt) sin(nt + mt) |

2t | m-—n m+n




Indreproduktrom
V=%(0,2n]) = {f: [0,27] — R : f er kontinuerlig}

1 2r
funksjon som (f,g) = —J f(He()dt

er konstant 1 \ 21 0

e Vivetaltsd at {1, cos?, sint} er en ortogonale mengde.

e sin(nt) og cos(mt) er ortogonale for alle m,n > 1. v/

21
k’ (sin(nt), cos(mt)) = L[ sin(nt)cos(mt)dt

27 ),
2 sin & cos f3 /-\4 1 ("1 |
=sin(a + B) + sin(a — f) e O 5(sm(m + mt) + sin(nt — mt))dt
1 | cos(nt+mt) cos(nt—me) |77

2r | n+m n—m



Indreproduktrom
V=%(0,2n]) = {f: [0,27] — R : f er kontinuerlig}
| 1 [
AN |, nosoa

e Vivet altsd at { 1, cos ¢, cos(2t), cos(31), ..., sin ¢, sin(2¢), ...}
er en ortogonale mengde i V.

® For hvert n > 1 definerer vi et underrom U i V:

U, = Sptil,cost,cos(2t),...,cos(nt),sint, ..., sin(nt)}

projeksjon
/-\ anpé Un
fen funksjoni V Py (f) = nte Fourier-approksimasjon av f

funksjon i U, med
minst avstand til f



1 27
Indreproduktrom <f,g>=—J f(Dg(nydr

27 ),

U, = Sptl,cost,cos(2t),...,cos(nt),sint, ..., sin(nt)}

projeksjon
/_-\ anpé Un
fen funksjoni V Py (f) = nte Fourier-approksimasjon av f

funksjoni U, med
minst avstand til f

PUn(f) =ay+a;cost+ ... +a,cos(nt)+ b sint+ ... + b, sin(nt)

koeffisientene fra formelen for funksjon i Py ( 1)

(L) L (cos(kt), f) . (sin(k?), f)
v (1,1) o (cos(kt), cos(kt)) o (sin(kt), sin(kt))

med a



1 27
Indreproduktrom <f,g>=2—ﬂj f(Dg(nydr
0

U, = Sptl,cost,cos(2t),...,cos(nt),sint, ..., sin(nt)}

PUn(f) =ay+a,cost+ ... +a,cos(nt)+ b;sint+ ... + b, sin(nt)

_dh o (eostk), f p — _ (sin(kd), f)
v (1,1) L (cos(kt), cos(kt)) L (sin(kt), sin(kt))

med a

Eksempel: f(7) =¢ ol
T+ V=t
f er en odd funksjon a, =0fork > 1 -
. . 2 2 . .
PUn( f)=n—2sint — sin(2t) — 3 sin(3t) — ... — —sin(nt) ; o
t n = 4 (bildet

fra Lays bok)



1 27
Indreproduktrom <f,g>=—J f(Dg(nydr

27 ),

U, = Sptl,cost,cos(2t),...,cos(nt),sint, ..., sin(nt)}

PUn(f) =ay+a,cost+ ... +a,cos(nt)+ b;sint+ ... + b, sin(nt)

(L) (cos(kt), f) . (sin(k?), f)

med do = (1,1) U= (cos(kt), cos(kt)) £ (sin(kt), sin(kt))

Trekantbolge

Ek L fy={0F  USTET
sempet: N\ 2—-t/n n<t<2x

| — 222 k oddetall
ag = — a, = 7k b,=0fork > 1
2 0 k partall
1 2 2
PU2m+1(f) = 5 Pcost— Ry cos(3t) — ... — 2om T 1) cos((2m + 1)¢)

Lekse: plot grafen til P, (f)



1 27
Indreproduktrom <f,g>=—J f(Dg(nydr

27 ),

U, = Sptl,cost,cos(2t),...,cos(nt),sint, ..., sin(nt)}
PUn(f) =ay+a,cost+ ... +a,cos(nt)+ b;sint+ ... + b, sin(nt)

_ (L _ (cos(k), f) _ (sin(kD), f)
ay=— a, = b, = — -
(1,1) (cos(kt), cos(kt)) (sin(kt), sin(kt))

med

Teorem i Fourier-Analyse:

||f—PUn(f)|| —> Onadrn — o

avstanden mellom fog U, j

blir mindre og mindre merk at vi gker dimensjonen til U,
nar 1 blir sterre og sterre ndr n blir sterre fordi dim U, = 2n + 1
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Matematikk 3

Projeksjoner - Komplekse Indreproduktrom



Indreprodukt i C"

.
1 Onskeliste:
Vo P
v=| . vektorer i C e et tall v
1%

¢ enkelt 4 beregne v/

_ ’ e linearitet v/
Hva er indreproduktet av v og w?

reelle tall!

'

tivitet-{ >-6)
Hvamedv-w=vw +v,w,+...+vw?

e symmetri v/

Fungerer ikke! Det burde gi oss:
. tengde-av-vektore
Eksempel: Forn = 1, dvs C, og vektor
vV = ei?‘[/4 er

e ortogonale vektorer

V.V = e, ot = pinl2 — i jKkke et reelt tall. o -geometrti komplekse
vektorrom



Indreprodukt i C"

- v, 7 Wi husk at et komplekst tall
v, W, z =1+ 15 har et

v= | [ogw=| 7| vektoreriC" komplekskonjugert tall
v, w, z= r@zs

Merk: man kan ogsa

komplekskonjugere w
og far et indreprodukt!

” (V, W) = VW + VW,

=

o vi sjekker: (V,V) =V, v, + V0, + ... +V v, e positivitet: (v,v) >0 v/
( v F+ P+ 4 v, >0
reelt tall! “e lengde: ||V]| = /(v, V)V
(V,V) = e~ . ol — |

Men vi betaler ogsa en liten pris...



Indreprodukt i C"

Indreproduktet i C" har egenskapene at

positivitet e (v,v) >0OforalleviC”
og <V, V> — O &S V= O kun nullvektoren har lengde 0

linearitet o (v,aw + bu) = a(v,w) + b(v,u)

for alle u, v, wi C" og alle komplekse tall a, b

'
|
{
i

symmetri e ﬁ(v, W) = (W, V) for alle vogwiC"

- vifdrdaogsa: e <W + u, V> — <W, V> + (u, V>




Indreproduktrom

Anta at V er et komplekst “ V sammen med et indreprodukt |
vektorrom. u kalles et indreproduktrom "

e Et indreprodukt i V' er en operasjon som tar inn to vektorer
V, W og gir ut et komplekst tall (v, w) med egenskapene:

symmetri o (v, w) =(w,Vv)forallevogwiV

positivitet e (v,v) > OforalleviV
og(v,v) =0 < v=0

linearitet o (v,aw + bu) = a(v,w) + b(v,u)

\‘ for alle u, v, wi V og alle komplekse tall a, b

o (W+u,v) =(W,V)+ (u,v) | o (aw,V) =




Indreproduktrom

vV og W vektoreri V indreprodukt: (v, w)

symmetri: (v, w) = (w,v) positivitet: (v,v) > 00g(v,v) =0 < v=0

linearitet: (v,aw + bu) = a(v,w) + b(v,u)

" Indreprodukter er utrolig nyttige! |

l‘_L .

kun nullvektoren har
lengde O

e Vi kan definere en lengde for vektorer: ||V|| = 1/(V, V)

¢ avstand mellom vektorer: ||[v — w|| = \/(V — W,V— W)

|
i




Indreprodukt i C"

v og W vektorer i C"  indreprodukt: (v, w) =vV,w,; + ... +V w,

linearitet: (v, aw + bu) = a(v,w) + b(v,u) symmetri: (V, W) = (W, V)

K’ e Forfastvi(C": /,-——I\\‘
C" - C

w W (v,w) = T(w)

L standardmatrise A;? A, er en kompleks 1 X n-matrise

(- forste kolonne...

Te)=v, Te)=w, ... T(e,) =7, -~ ™4 Ar=1["1 W o V| = v

n
symbolet * betyr at 'j

en matrise blir transponert og
alle elementer komplekskonjguert

lﬁ lineaertransformasjon |

matrisemultiplikasjon



Indreproduktrom

vV og W vektoreri V indreprodukt: (v, w)

symmetri: (v, w) = (w,v) positivitet: (v,v) > 0o0g(v,v) =0 < v=0

linearitet: (v,aw + bu) = a(v,w) + b(v,u)

Vi kan gjore nesten alt vi gjorde 1 reelle indreproduktrom
ogsa i komplekse indreproduktrom.

e Gram-Schmidt e Ortogonal projeksjon pa underrom ° ...

Nar A er en kompleks m X n-matrise: _
der * betyr at A blir
( transponert og alle elementer
===y blir komplekskonjguert

(Col A)* = Null A* |




