BNTNU

Kunnskap for en bedre verden

Institutt for matematiske fag

Eksamensoppgave i TMA4110 Matematikk 3 (Lesningsforslag)

Faglig kontakt under eksamen: Gereon Quick?, Morten Solberg®
TIf: 2tlf Gereon, Ptlf Morten

Eksamensdato: 1. desember 2021
Eksamenstid (fra—til): 09:00-13:00

Hjelpemiddelkode/Tillatte hjelpemidler: C: Spesifiserte trykte og handskrevne hjelpemidler til-
latt. Bestemt, enkel kalkulator tillatt (Casio fx-82ES PLUS, Casio fx-82EX, Citizen SR-270X, Ci-
tizen SR-270X College, Hewlett Packard HP30S).

Annen informasjon:
Eksamen bestar av ti deloppgaver. Alle deloppgaver teller likt. Alle svar skal begrunnes. | ar spe-
sifiserer vi at INGEN trykte eller handskrevne hjelpemidler er tillatt.

Malform/sprak: bokmal
Antall sider: 9
Antall sider vedlegg: 0

Kontrollert av:

Informasjon om trykking av eksamensoppgave
Originalen er:

1-sidig O 2-sidig X
sort/hvit X farger O Dato Sign
skal ha flervalgskjema [J

Merk! Studenter finner sensur i Studentweb. Har du sparsmal om din sensur ma du kontakte instituttet ditt. Eksa-
menskontoret vil ikke kunne svare pa slike spgrsmal.






TMA4110 Matematikk 3, 1. desember 2021 (Losningsforslag) Side 1 av 9

Oppgave 1 Finn alle rgttene til p(z) = 2* + 16 og skissér de i det komplekse
plan. Faktorisér p(z) i linesere faktorer.

Lgsningsforslag: Vi gnsker & lgse likningen 2% + 16 = 0. Hvis vi setter z = re’
kan vi skrive dette som

0

rte* = —16 = 16¢"".

Da far vi at r = v/16 = 2, og at 440 = iw + 2nmi for et heltall n. Altsa har vi

T 2nT T nrT

Losningene for 6 i intervallet [0,27) blir da 7, %”, %”,

24 = /2 +/2i
=2+ V2i
265/ =—\/2 — \/2i
274 = /2 — /2.

Rottene gir oss en faktorisering av p(z) i linesere faktorer ved
p(z) = (2 = V2 = V2i)(z + V2 = V2i) (2 + V2 + V2i)(z — V2 + V/2i).

Plotter vi rgttene i det komplekse plan vil vi fa et bilde slik det vist under.

og %”. Som gir oss rgttene

2€3i7r/4

N2 N2

T N2 120
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Oppgave 2 Se pa de tre punktene

(0,-3),(1,—1) og (2,5)

i R2.

Finn andregradspolynomet p(z) = az? + br + ¢ som gar gjennom alle disse
punktene og finn ved hjelp av minste kvadraters metode forstegradspolynomet
q(z) = dx + e som passer best til de tre punktene.

Lgsningsforslag: La T': P, — R3 vaere linesertransformasjonen som evaluerer et
andregradspolynom p(z) = ax? + bx + ¢ i de tre punktene x = 0, x = 1, og . = 2.
Da har vi at

0 0 1
T(*) = |1, T(x)= |1/, T1)= |1
4 2 1

Folgelig vil matrisen til 7' med hensyn pa standardbasisen {x?, x, 1} veere

0 01
A=11 11
4 21

Da kan vi finne p(z) ved a lgse systemet

00 1(-3 00 1(-3 00 1(-3 00 1|-3

1 1 1]-1|~]1 10| 2 ~|11 1 0] 2 ~10 10| 0

4 2 1] 5 4 2 0] 8 2 0 0| 4 1 0 0] 2
Altsd, har vi at p(z) = 22% — 3. Hvis vi dobbeltsjekker ser vi at p(0) = —3,

p(1) = —1, og p(2) = 5, slik oppgaven ber om.

Gjor vi det tilsvarende for forstegradspolynom ¢(x) = dx + e far vi systemet

0 1(-3
1 1]-1
2 115

Dette har ingen lgsning, sa vi anvender minste kvadraters metode

[012](1)}:‘;’ _l539] [10 4]
L1, ] 3 3|1 0 1|-11/3

Forstegradspolynomet g(x) som best passer punktene blir da ¢(x) = 4z — 11/3.
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Oppgave 3 La A veere 3 X 3-matrisen

a)

b)

a—1 4 2
A= 0 a 1
0 6 a+1

Finn alle reelle tall a slik at det A # 0. Bestem dimensjonen til Col A (ko-
lonnerommet til A) for alle verdier av a.

Lgsningsforslag: Vi kan beregne determinanten for eksempel ved & utvikle
langs den fgrste kolonnen:

a 1

detA:(a—1)~det([6 a+1]>:(a—1)~(a'(a+1)—6)
=(a—1)-(a*+a—6)=(a—1)-(a—2)-(a+3)

Vi far altsa det A = 0 bare hvis a = 1 eller a = 2 eller a = —3. For alle andre
verdier er det A # 0.

Hvis vi har det A # 0, er A inverterbar og dim Col A = 3. For a = 1 er den
4

andre og tredje kolonnen linesert uavhengige, fordi |1 ikke er en lineserkom-
6
2
binasjon av |1]|. Altsa er dim Col A = 2 for a = 1.
2

Hvis a = 2 eller a = —3, sa er den forste og tredje kolonnen linesert uav-
hengige. Altsa er da dim Col A = 2 i disse tilfellene ogsa. Det gir oss alle
muligheter for dim Col A.

Avhengig av a, finn alle reelle tall b slik at systemet
6
A-x=1b
8

har en lgsning.

Lgsningsforslag: Dersom a ikke er en av verdiene 1, 2 eller —3, sa er A
inverterbar og alle vektorer i R? ligger i Col A. Altsd har systemet i dette
tilfellet en lgsning for alle verdier for b.
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6
Dersom a er lik en av 1, 2 eller —3, sa ma vi sjekke for hvilke b vektoren |b
8
er i kolonnerommet til A. For a = 1 er den fgrste kolonnen nullvektoren og
vi ma lgse
4 2 6
$21+1‘31:b
6 2 8

Ved a se pa forste og tredje raden far vi at vi ma ha o = 1 og z3 = 1. 1
dette tilfellet far vi altsa en lgsning hvis og bare hvis b = 2.

For a = 2 er den andre kolonnen lik to gang den tredje og vi ma lgse

1 2 6
Iy - 0 + x3 - 1l =|(b].
0 3 8

Ved & se pa forste og tredje raden far vi at vi ma ha x3 = 8/3 og =1 = 2/3.
I dette tilfellet far vi altsa en lgsning hvis og bare hvis b = 8/3 ogsa.

For a = —3 ma vi lgse
—4 2 6
Xy - 0 + x3 - 1 = |b].
0 -2 8
Ved a se pa forste og tredje raden far vi at vi ma ha x3 = —4 og x; = —7/2.

I dette tilfellet far vi altsa en lgsning hvis og bare hvis b = —4.

Oppgave 4 La
A |12 —/3/2
VB2 —1/2 |

La T: R? — R? vaere linesertransformasjonen gitt ved T'(x) = Ax.

a) Gi en geometrisk beskrivelse av hva denne linesrtransformasjonen gjor og
regn ut A202%,

Lgsningsforslag: Hvis vi regner ut hva A gjgr med standardbasisvektorene
ser vi at A roterer dem rundt origo med en vinkel pa %’r Det betyr at nar vi
ganger med A3 roterer vi med en vinkel pa 3 - %’r = 27. Dette er det samme
som & gjgre ingenting, med andre ord er A3 lik 2 x 2-identitetsmatrisen. N&
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observerer vi at 2022 kan deles pa 3 (eller at 2021 = 3 - 673 4 2). Altsa har
vi A2021 = A2 Dette kan vi regne ut som

e[ 2R]lAR k]

_ [ —1/2 \/3/2] .
—/3/2 —1/2

b) Finn egenverdiene til A og gi en geometrisk tolkning av at de ikke er reelle.

Lgsningsforslag: Det karaktersitiske polynomet til A er gitt ved

det(A — ) = (=) — ;)(—)\ - ;) +3/2-3/2

=N+ A+1
Vi kan deretter bruke abc-formelen til & finne egenverdiene:

 —1x1-14
o 2
1, V3

— -4+ Y
2= "

A

En reell egenvektor spenner ut en linje som forblir uendret nar vi ganger
med matrisen var. Siden egenverdiene ikke er reelle, finnes det ikke en linje
i R? som forblir uendret nér vi ganger med A. Det er noe vi visste ogsa pa
grunn av den geometriske tolkningen for A vi fant i den forste delen. For A
representerer en rotasjon med vinkel %’T rundt origo, og for en slik rotasjon
finnes det ingen linjer som blir uendret.

Oppgave 5 La V' = C|0, 1] veere vektorrommet av alle kontinuerlige funksjoner
f:10,1] — R, og betrakt underrommet U = Sp{1,z}. La (f,g) = [y f(x)g(z)dz.
Dette er et indreprodukt for V' = CJ[0, 1].

a) Finn en ortogonal basis for U.

Lgsningsforslag: For a finne en ortognal basis bruker vi Gram—Schmidt. Vi
velger var forste basisvektor til & veere u; = 1, og beregner den andre til a
veere
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For a gjore dette ma vi altsa bergene de to indreproduktene

1 210 1
1 :/ laxde=|2] ==
S
1
<1,1>:/0 1-1de=[2]) =1
Vi far da en ortogonal basis {1,z — 1}.
b) La h(x) = e*. Finn Proj; (h(x)).

Hint: ((x — 1)e”)" = ze®.

Lasningsforslag: For a beregne projeksjonen av h(x) ned pa U, projiserer
vi ned pa hver enkelt basisvektor i den ortogonale basisen var. Altsa har vi

Lh@), | - bh) 1
TR R P e LY, @

27 2

Projy (h(z)) =
Vi beregner indreproduktene:

<1,h(l’)>=/011~6x dr = [e"]y =e—1

(x—é,h(x)}z/o (:c—é)e’” dr =
<:c—;,:c—;>:/01<x—;>2 dr = [(96_?)1/2)3] :112.

0

[E—
—_
w
|
[

1
(x —1)e® — 56’3

Putter vi disse in i (1) far vi

3— 1
Projy (h(x)) = ¢ = 1+12- = ‘ (x— 2) = (18 — 6e)z — 10 + 4e.

Oppgave 6 Finn en reell 2 x 2-matrise A som hgrer til systemet av differen-
sialligninger y'(t) = Ay(t) med lgsninger

[y

Lgsningsforslag: Oppgaveteksten gir oss at A har egenverdi 2, og en egenvektor

. . 1 . .
som hgrer til egenverdi 2 er vektoren [0] . Fordi variablen t dukker opp i vektorene,
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har A bare én enkel reell egenverdi. Hvis vi begynner med at A er pa formen

A= [a b], sa far vi
c d
a bl 1] _ |2 el _ 2
c d| [0] 10 cl (0]
Vi vet dermed a = 2 og ¢ = 0. Matrisen A er altsa en gvre trianguleer matrise. En
slik matrise har egenverdiene pa diagonalen. Fordi vi bare har egenverdi 2, ma vi

ogsa ha d = 2. For & finne b kan vi en gang til bruke at vi kjenner Igsningene. Vi
vet allerede at systemet er pa formen

2 8] [wn)] _ [wn]
0 2] [@)] |wa)
2t
Na skriver vi |/! (*) = tth for den ene lgsningen. Det gir oss isaer
ya(t) €
2te* + be? = 2y, (t) + bya(t) = v () = (te*) = 2te® + ™.

Hvis vi sammenligner begge sidene og husker at ligningen ma gjelde for alle ¢, s&
far vi b = 1. Matrisen A er altsa
21
oy

Alternativt: Vi kan ogsa begynne med et generelt system pa formen

y1(t) = aya(t) + by2(t)
ys(t) = cy(t) + dya(2)

og sette inn de to lgsninger vi er gitt. Hvis y;(t) = te* og ya(t) = e far vi:

Y (t) = 2te* + e =2y (t) +yo(t) = a=20g b =1
yh(t) = 2e* = 2yy(t) = c=00og d = 2.

Dette gir oss systemet,

Y1 (t) = 2u1(t) + 12(t)
Yo (t) = 2y2(1).

2t
Vi sjekker at [:Zl (t)] = [ ] ogsa er en lgsning for systemet.
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Oppgave 7
La
1 0 =2
B=10 2 -1},
3 0 —4

Finn en inverterbar 3 x 3-matrise A slik at
3A=A%—-AB
og forklar hvorfor det ikke finnes en inverterbar 3 x 3-matrise A slik at

2A = A* — AB

Lgsningsforslag: Vi antar at det finnes en slik inverterbar matrise A. Isafall finnes
den inverse matrisen A~! og hvis A oppfyller ligningen 3A = A% — AB, s kan vi
gange denne ligningen pa begge sider med A~! fra venstre side:

3A=A*-AB=3(A'A)=A"'A? - A '"AB=33=A-B=A=3+B

der I3 er 3 x 3-identitetsmatrisen. Nar vi setter inn matrisen B, sa far vi

3 00 1 0 =2 4 0 =2
A=10 3 0| +1|0 2 —-1| =10 5 -1
00 3 3 0 —4 3 0 -1

N& vet vi altsd at dersom en inverterbar matrise A eksisterer slik at 34 = A2 — AB,
sa ma den ha denne formen. Det siste som gjenstar er a sjekke at denne matrisen
faktisk er inverterbar. Det kan vi for eksempel ved a beregne determinanten:

4

det A =5 -det l?’

:ﬂ =5-(—4+6) =10 #0.

Matrisen A er altsa inverterbar og matrisen vi ville finne.

Hvis vi prgver & finne en inverterbar matrise A slik at 24 = A2 — AB og bruker
samme idéen som fgr, sa far vi at matrisen ogsa ma oppfylle ligningen 2/3 = A— B
og dermed ville vi fatt

3 0 =2

A=2I;+B=10 4 -1
30 —2
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Men denne matrisen er ikke inverterbar fordi

3 =2

det A =4 -det [3 9

1:4.(—6+6):0.

Antagelsen at det finnes en inverterbar matrise A slik at 24 = A% — AB fgrer altsd
til en motsigelse, og en slik matrise finnes ikke.



