(Ivingsforelesning - Linezere ligningssystemer og gausseliminasjon H21
Lgsningsforslag

Veldig korte oppgaver (quiz)

1.

Hvor mange radoperasjoner har vi?

Lgsning: Vi har tre radoperasjoner: gange alle
tallene i rad med en konstant ulik 0, bytte
rekkefglge pa radene, og legge et multiplum av
én rad til en annen rad.

Sant eller usant: Alle linezere ligningssystemer
har minst én Igsning.

Lgsning: Dette er usant. Et enkelt eksempel pa
et ligningssystem som ikke har noen lgsning er

r+y=1

r+y=2
Dette har ingen lgsning fordi x + vy kan ikke veere
lik bade 1 og 2 samtidig. Tenk to parallelle linjer

i planet som ikke ligger oppa hverandre. Disse
vil aldri ha noen felles skjaeringspunkter.

Sant eller usant: Det finnes linesere ligningssys-
temer med ngyaktig to lgsninger.

Lgsning: Dette er usant. Et linesert ligningssys-
tem har enten ingen, ngyaktig én eller uendelig
mange lgsninger. Dette er ganske enkelt a se for
seg med to linjer i zy-planet (to ligninger med
to ukjente). Siden vi jobber med rette linjer (li-
nezre ligningsystemer), sa kan ikke linjene ha
ngyaktig to skjeeringspunkter.

. Hvis totalmatrisen til et system har denne

trappeformen, hvor mange lgsninger har syste-
met?

2 0 4 0]-1
01 -1 1|1
00 0 O0]1

S O =

Lgsning: Nederste rad kan “oversettes” til
0x1 4+ 022 + O0x3 + Oxq4 + Oxs = 1,

eller 0 = 1. Dette stemmer ikke, sa systemet har
ingen lgsning.

Hvis totalmatrisen til et system har denne
trappeformen, hvor mange frie variable har
lgsningsmengden?

1 2 0 4 0]-1
001 -1 0|1
000 0 1|2

Lgsning: Denne matrisen representerer et lig-
ningssystem med tre ligninger og fem ukjente.
La oss kalle dem z1, ..., z5. Vi har pivotelement
i kolonne 1, 3 og 5, og kan dermed velge x5 og
x4 som frie variable. Det er altsa to frie variable.

. Hvor mange lgsninger har systemet med denne

totalmatrisen?
1 2 4]0
0 0 O0fa
0 0 0O

Lgsning: Det kommer an pa a. Hvis @ = 0 har
vi to frie variable og uendelig mange lgsninger.
Hvis a # 0 sier rad to at null er lik noe som ikke
er null, og vi har ingen lgsning.

Korte oppgaver

1. Finn alle lgsninger til systemet

r+y+ z=4
r—y+2z=-3

Lgsning: Vi setter opp totalmatrisen til lig-
ningssystemet og radreduserer:

1 1 1] 4 ] R2¢R2-R1
1 -1 2|-3 ]
1 1 1| 4 ] Ree(-1)R2
0 —2 1|-7
11 1 4 R1¢R1-R2
01 —1/2|7/2 |
10 3/2 [1/2]
01 —1/2|7/2 |

Siden tredje kolonne ikke har noe pivot-element,
kan vi velge z som fri variabel, og vi lar z = ¢
for t € R. Den siste matrisen representerer lig-
ningene

T
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Setter vi inn z = t og lgser for x og y far vi
Igsningene



2. Finn alle lgsninger til systemet

I+d)z—y=1
1-dz+1+y=1

Lgsning: Vi setter opp totalmatrisen og radre-
duserer. Hold tunga rett i munnen og husk at

2 =1
141 1 1 | Rle15R1
1—i —(144) |
1 i =1 ] R2e-R2-(1-i)R1
1—i —(1+4)| 4
1 ] ] R2(-1)R2
0 -1 2
1 % % T R1<—R1N—1;i32
0 1 —21
3+
105
0 1| —2¢

Lgsningen er altsa

3+i
xTr =
2

y = —21.

Lengre oppgaver

1. (Eksamen hgst 2018, oppgave 4)
Se pa de tre punktene

N

Finn andregradspolynomet p(z) = ax? + bz + ¢ som
gar gjennom alle disse punktene.
Lgsning: De tre punktene forteller oss at vi ma ha

c=—1
p(l)=a+b+c=1
p(2) =4a+2b+c=7
Dette er et ligningssett med tre ligninger og tre ukjen-

te (a, b og c), og det kan vi lgse pa vanlig mate med
Gausseliminasjon:

[0 0 1] -1 11 1|1
11 1|1 |~]4 2 1|7
402 1|7 0 0 1]-1
11 1] 1 1 1 1] 1
0 -2 =33 |[~]0 =2 010
0 0 1 |-1 0 0 1]|-1
1 0 0] 2

01 0|0

0 0 1|-1

Polynomet vi er ute etter er altsa

p(z) = 222 — 1.

2.(Eksamen var 2021, oppgave 6 (omtrent))

For hvilke reelle verdier av a har ligningssystemet

rz+2=0
20 +y+4z=3
—z4+(@*-2)z=a-1
ingen lgsning? ngyaktig én lgsning? uendelig mange
lgsninger?

Lgsning: Vi setter fgrst opp totalmatrisen og radre-
duserer.

1 0 1 0 1 0 1 0
2 1 4 3 ~ 10 1 2 3
-1 0 a2-2]a—-1 0 0 a®2=1]a—-1

N& ma vi veere litt forsiktige, for det kan hende at
a® —1 = 0. Dette skjer ndr a = £1, si vi ser pa disse
tilfellene hver for seg.

Hvis a = 1 ser matrisen slik ut:

0 110
1 213
0 010

SO =

Her kan vi velge z til & veere en fri variabel og vi har
uendelig mange lgsninger.

Hvis a = —1 ser matrisen slik ut:
1 0 1] 0
01 2| 3
0 0 0f|-2

Da sier tredje rad at 0 = —2, og dette er ikke sant.
Dermed har systemet ingen lgsning hvis a = —1.
Dersom a # +1 (og dermed a? — 1 # 0) kan vi trygt
gange tredje rad med ﬁ Da far vi et pivotelement
i hver kolonne og dermed ngyaktig én lgsning (for
hver verdi av a # £1).

3. Los systemet med folgende totalmatrise, for alle
forskjellige (reelle) verdier av a og b:

1 0 12
01 110
1 0 al|b

Lgsning: Vi starter med a radredusere matrisen.

1 0 1]2 1 0 1 2
01 1]0|~]01 1 0
1 0 a|b 0 0 a—1|b—2
Na avhenger veien videre av verdien av a — 1. Vi ser

forst pa hva som skjer dersom a — 1 # 0. Da kan vi
gange tredje rad med ﬁ, og vi far

Dersom a—1 # 0 har vi altsa alltid en entydig lgsning
b—2 b—2

_b—2
a—1 y a—1 Z_afl

T =2



Na ser vi pa hva som skjer dersom a — 1 = 0. Da har
vi to muligheter videre. Enten er b — 2 = 0 eller sa
er b— 2 # 0. Dersom b — 2 # 0 far vi en ulovlig rad
i matrisen, og vi far dermed ingen lgsning. Dersom
b — 2 = 0 ser matrisen slik ut:

1 0 1(2
01 10
0 0 010
Her kan vi velge z som en fri variabel. Vi setter z =

t,t € R, og far lgsningen

r=2-—t y=—t z =1t.



